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Bitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Losungen der Aufgaben 3.1 ein:

Aufgabe 3.1 Ergebnis
3.1.a <bxc,a> —2

3.1.b <2a+b,axb> 0

3.1.c ax(bxc)+ bx(cxa)+cx(bxa) (4,—12, —4)T
3.1.d ax(bxc)— <ac>b+ <ab>c (0,0,0)T
3.1.e <c,axb>— <b,cxa> 0

Bitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Losungen der Aufgaben 4.1 ein:

Aufgabe 4.1 Ja Nein
4.1.a A=A" = ONB aus Eigenvektoren X

4.1.b B'=B* = oB)c{zeC: |z|]=1} X O
4.1.c A=A = oA c{zeC: |z|=1} O X
4.1.d B™'=DB* = B ist diagonalisierbar X O
4.1.e A2=0 = A ist diagonalisierbar O X

Bitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Losungen der Aufgaben 4.2 ein:

Aufgabe 4.2 Ergebnis

4.2.a die Eigenwerte von A AM=0, X=1A3=2

4.2.b die Eigenrdume von A Ey=t1(—1,0,1)T, E; = t,(0,1,0)T,
Ey =t3(1,0, 1), t1,t5,t3 € C.

4.2.¢c algebraische Vielfachheit TmT=Tp=73=1

4.2.d geometrische Vielfachheit m=v=rv3=1

4.2.e ONB von Eigenvektoren %( i,0,1)7,(0,1,0)T, %(z, 0, 1)




Aufgabe 3 (15 Punkte)

Im R3 seien die Vektoren a = 04, b=0B, ¢ = 0C mit
A=(0,2,1), B=(1,-1,0), C=(202)

gegeben.

3.1 (5 Punkte) Bestimmen Sie folgende Gréfen und tragen Sie Ihre Antworten
in die Tabelle auf Seite 2 ein. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

0 2 1
3.1.a <bxc,a>=<abxc>=|1 -1 0|=-2
2 0 2
3.1.b <2a+baxb>=2<aaxb>+<baxb>=0+0=0
doalaxbund blaxb.
3.1.c
ax(bxc)+ bx(cxa)+ cx(axb)=(0,00)7T
nach Jacobi-Identitét, also wegen ¢ x (b x a) = —c x (a x b)
ax(bxc)+ bx(cxa)+ cx(bxa)
= ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)+2cx(bxa)
= (0,0,00" +2cx (bxa)=2(b<c,a>—-a<c,b>)
2(2, -6, —2)" = (4,12, —4)T
3.1.d ax(bxc)—<ac>b+ <ab>c=/(0,0,07 (Regel “bac
minus cab”)
3.1.e <c,axb>— <bcxa>=0 (zyklisches Vertauschen der

Vektoren im Spatprodukt)

3.2 (5 Punkte) Berechnen Sie den Abstand des Koordinatenursprungs
0=(0,0,0) zur Ebene E, welche die Punkte A, B und C enthilt sowie den
Abstand des Punktes A zu der Geraden, welche die Punkte B und C enthélt.



Lisung: Seis = AB =b—a = (1,-3,-1)T und t = AC = c—a =
(2,—2,1)T. Die Ebene Eapc ist gegeben durch

. s Xt
(x =0y +(y—2)n, +(z—1L)n, mit n=| n, | = 5 x 6]
ny
Wegen
€x €y € 1 -5
sxt=|1 -3 —1|=(-5-3,497 folgt n=——| -3

2 =2 1 \/%4

Der Abstand h vom Ursprung zur Ebene ist gegeben durch die Ldnge der
Projektion von 0A = a auf n, also

1
h=|<an>|=—-|0-(=5)4+2-(-3)+1-4|=
| | ﬂﬁ' (=5) (—3)
Alternativ st das Volumen des Tetraeders 0ABC mit der Hohe h und der
Grundfliche |ABC/| gegeben durch

V2
=

o

1 1 1
6\ <a,bxc>|=Voapc = gh-\ABC| :6h||s><t|]

und somit

h_|<a,b><c>|_ 2 V2

Isxtf V50 5

Die Punktmenge der Gerade g durch die Punkte B und C ist gegeben durch

1
g ={b+ar, a € R} mit dem Richtungsvektor r = BC=c-b=|1
2

Dann gilt fir den Abstand d des Punktes A zur Gerade g, dass der doppelte
Flicheninhalt des Dreiecks ABC gegeben ist durch die Hohe d multipliziert
mit der Linge der Grundseite r als auch durch die Linge des Kreuzproduktes
AB x AC =s x t, d.h.

t
ABC|=d-|t| = s x t] also d= 18Xt _ V50 _ 5

x| V6 V3




3.3 (5 Punkte) Geben Sie eine Matrix A € M?3(R) an, fiir welche die
oben gegebenen Vektoren a, b und c Eigenvektoren mit den entsprechenden
Eigenwerten A\, = 1, \p, = 2 und A\ = 3 sind. Bestimmen Sie die Spur und
die Determinante dieser Matrix. Ist diese Matrix diagonalisierbar? Ist die
Matrix A eindeutig bestimmt? Begriinden Sie Thre Antwort ausfiihrlich!

Lisung: Die Matriz A € M3(R) besitzt drei verschiedene Figenwerte. De-
shalb st deren algebraische Vielfachheit 1. Da die geometrische Vielfachheit
die algebraische nicht tbersteigt, ist diese ebenfalls 1. Das Spektrum ist ein-
fach, die Matriz A ist damit diagonalisierbar. Sie lGfst sich also in der Form

A = X diag{a, \b, \e} X

darstellen, wobei die Spalten von X den respektiven Eigenvektoren entsprechen,
X = (a,b,c) sowie X = X~'. Diese Darstellung bestimmt A eindeutig. Fiir

. 0 1 2 ) 1 1 -1
X=12 -10 gilt X=X"'=| 2 1 -2
1 0 2 -3 -3 1

also

0O 1 2 1 00 1 1 -1 1 -1 2
A=12 -1 0 0 20 2 1 =2 |=1 -2 0 2

1 0 2 00 3 —% —% 1 -2 -2 5
Desweiteren gilt det A = Aadpre =6 und TrA = X g+ \p + Ac = 6.

Aufgabe 4 (15 Punkte)

4.1 (5 Punkte) Sind folgende Aussagen fiir allgemeine Matrizen A, B €
M™(C) wahr? Markieren Sie Ihre Antworten in der Tabelle auf Seite 2. Eine
Begriindung ist nicht erforderlich.

4.1.a A= A" = A besitzt eine ONB aus Eigenvektoren Wahr
nach Spektralsatz fir s.a. Matrizen

4.1.b B'=B* = o(B)Cc{z€eC: |z| =1} Wahr, da fir die
unitdire Matrix B mit dem Eigenvektor xgilt

x> =< x,x >=< Bx, Bx >=< Ax, \x >= |\]}||x||>.



4.1.c A=A = o0(A) Cc{z € C: |zl =1} Nicht wahr, z.B.
A=2I,0(A) ={2}.

4.1.d B™'' = B* = B ist diagonalisierbar Wahr nach Spektral-
satz fir unitire Matrizen

4.1.e A’ =0 = A ist diagonalisierbar Nicht wahr, z.B. A =
01
(h0)
4.2 (5 Punkte) Gegeben sei die Matrix

1
A= 0

—1

S = O

1
0 | € M*(C).
1

Berechnen Sie folgende Grofen und tragen Sie diese in die Tabelle auf Seite
2 ein. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

4.2.a die Eigenwerte von A
Es gilt
da(A) = (1= =(=)(1=A)i = (1=A)[(1-1)*=1] = (1-A)(2=A)A
und damit o(A) = {1,2,0}.

4.2.b die Eigenrdume von A

Die Anwendung des Gaufischen Algorithmus zur Losung homo-
gener Gleichungssysteme liefert

Ey = kerA = {t;(—4,0,1)7},

Ey = ker(A—T) = {t5(0,1,0)"},
E2 = k@T(A - 2]1) = {tg(i,o, 1>T}, tl,tg,t3 e C.

4.2.c die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte von A Das Spektrum
st einfach.

4.2.d die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte von A Das Spektrum
ist einfach.



4.2.e Geben Sie eine ONB von Eigenvektoren von A an. Da die Matriz
s.a. ist, sind die oben gefundenen Eigenvektoren bereits orthogo-
nal zueinander. Die Normierung ergibt dann

1 1
ﬁ(—i, 0,1)", (0,1,0)7, ﬁ(i’ 0,1)".

4.3 (5 Punkte) Stellen Sie die lineare Abbildung .4, welche in der Stan-
dardbasis e = {e,e;,e3} in C* durch die in 4.2 beschriebene Matrix A
gegeben ist, als Matrix A = A(f, f) beziiglich der Basis

3 4 4 3
F=Jd2 057 (2027 0.1.07
{(5707 5) 7(57075> 7(07 70> }

dar. Begriinden Sie Thre Antwort ausfiihrlich!

Losung: Die Matrix

3 4
3 5 5 0
F=| 0 01
45

bildet die Basis e auf die Basis £ ab. Zudem ist F orthogonal, d.h. F =
F~' = FT. Damit gilt A(e,e) = FA(f,f)FT und folglich A(f,f) = FT A(e, e)F,
also

20 -2 1 0 220 1 i 0
Afff)=1 2 0 2 0 10 0 01 |=[-10
01 0 —i 0 1 -2 20 0 01



