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Bitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Losungen der Aufgaben 1.1 ein:

Aufgabe 1.1 Ergebnis

1.1.a In 10/ omi(k+3), keZ
1.1.b arg(eV?) j:% mod 27

1.lc |z - 271 fiir z € C\{0} 1

1.1.d e 1

1.1e a4 1+2i

Bitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Losungen der Aufgaben 1.2 ein:

Aufgabe 1.2 Ja Nein
1.2.a (p=q & (—p=—q) O

1.2.b (pANq) < =(pVy) O X
1.2.c (p=9q < (—-pVaq) X O
1.2.d “(pA—-q) & (-pVQ) X O
1.2.e (pAq)V(—pV —q) X O

Bitte tragen Sie in die folgenden Tabellen die Losungen der Aufgaben 2.1
ein:

Aufgabe 2.1 Ergebnis

2.1.a det A 4

2.1.b o(A) {i-v2,—i-v2,1+i,1—1i}
Aufgabe 2.1 Ja Nein
2.1.¢c A ist unitér OJ X
2.1.d A ist selbstadjungiert O X
2.1.e A ist diagonalisierbar X O




Aufgabe 1 (15 Punkte)

1.1 (5 Punkte) Bestimmen Sie alle Werte folgender Grofen und tragen
Sie Ihre Antworten in die Tabelle auf Seite 2 ein. Eine Begriindung ist nicht
erforderlich.

14+iv/3
FEs gilt |%| =1. Da arg(1+iv/3) = £ arctan /3 = +7/3 folgt

argifzg = 2?” mod2m. Dies erqibt
1

1+14v3 2
=Inl+i—+k-2m=2mi(k+ =), ke€Z.
1—4v3 3 ( 3)

In

1.1.b arg(eV)

Aus Vi = :I:%(l + 1) folgt ar_q(eﬂ) = Im\i = :I:% mod 2.

1.lc |z - 271 fiir z € C\{0}
Es gilt |z - 27 = |2 - |27 = |2] - |27 = |2| - ‘_i‘ - 1.

1.1d 2cos(i)

et+e1
Wegen cos(i) = ei'”’;ﬂ"i = 67;“ besitzt der gesuchte Ausdruck
den Wert 1.

1.1.e %
—1

Der Quotient erqgibt

3+i 3+4i 14+7 2+4i ,
=14 2i.

1—i 1—4 1+4i 2

1.2 (5 Punkte) Welche der folgenden Ausdriicke beschreiben ein logisches
Gesetz? Tragen Sie Thre Antworten in die Tabelle auf Seite 2 ein. Eine
Begriindung ist nicht erforderlich.

1.2.a (r=14q < (-p= —q)



Fualsch, z.B. fir p = f und ¢ = w ist f = w wahr aber w = f

falsch.

1.2.b (pAg) & =(pVq)

Falsch, z.B. fir p=q = w ist w A w wahr aber =(w V w) falsch.

1.2 (p=14q) < (7pVyq)

Wahr, betrachte die entsprechende Wahrheitstabelle.
1.2d ~(pA—q) & (-pVq)

Wahr, betrachte die entsprechende Wahrheitstabelle.
1.2.¢ (pAg)V(=pV—q)

Wahr, betrachte die entsprechende Wahrheitstabelle.

1.3 (5 Punkte) Es sei
Beweisen Sie, dak fiir 0 < k <n — 1 die Identitét

n n [ n+1
k k+1 ) \k+1
Die Definition der binomischen Koeffizienten ergibt

n n n! n!
<kz)+<k+1> T Mo TG D=k =1
(k+1)-n'+(n—k) nl
k+ Dln—h)!
(n+1)-n!
kD1l (kD)

o n+1
 \k+1 )
Nutzen Sie desweiteren diese Aussage, um die Gleichheit

(1)

k=0

> 3

_|_

gilt.

):ﬁik)!alleneNundke{O,l,,,,



zu beweisen.

Die Aussage folgt mit einem Induktionsbeweis.

1 1

IA: Firn =1 ist < 0 )—l— 1 ) =2. IV: Sei ZZ:o

Beriicksichtigung obiger Identitdt folgt

g:l n+1 B n+1 +n—1 n+1
k o 0 kE+1

k=0

Z ) = 2". IS: Unter

Aufgabe 2 (15 Punkte)

2.1 (5 Punkte) Gegeben Sei die Matrix
—1
A=

o o N O
o O O

<= OO
— = O O

Bestimmen Sie folgende Grofen und tragen Sie diese in die Tabelle auf Seite
2 ein:

2.1.a det A 2.1.b o(A)

Die Matriz A ist eine Blockmatric A = f(l]l j )mit A =
2

0 -1 1 1 .
(2 0 )undA2—<Z. 1).Danngzlt

det A =det Ay -det Ay = (0-0—2-(=1))-(1-1—i-i) =2-2=14.



Ebenso ist da(A) = da,(A) - da,(N) und somit 0(A) = o(A;) U
o(Ay). Es folgt

dy,(N) = XN42=0 & A=X\o==4i V2
dy,(\) = (1=XN2+1=0 & A=X3yu=14i

und somit o(A) = {i-v/2,—i-v2,1+i,1—1i}.

Sind desweiteren folgende Aussagen wahr? Markieren Sie Thre Antworten in
der Tabelle auf Seite 2. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

2.1.c A ist unitar

Nein, denn fiir unitire A gilt | det A| = 1, aber wir haben det A =
4.

2.1.d A ist selbstadjungiert
Nein, denn offensichtlich ist A # A*.
2.1.e A ist diagonalisierbar.

Ja, denn das Spektrum von A ist einfach.

2.2 (5 Punkte) Untersuchen Sie, ob fiir beliebige Matrizen A, B € M™(C),
n > 2, folgende Aussagen wahr sind und begriinden Sie Thre Antwort aus-
fiihrlich!

2.2.a Aus [A, B] = 0 folgt [A, B™] = 0 fiir alle m € N.
Aus AB = BA folgt durch Multiplikation mit B von rechts
AB? = BAB = B(AB) = B(BA) = B*A.

Dieses Argument laf$t sich mit Induktion fortfiihren zu [A, B™] =
0 fiir alle m € N; die Aussage ist also wahr.

2.2.b Fiir invertierbare B folgt aus [A, B] = 0 zudem [A, B~™] = 0 fiir
alle m € N.



Aus AB = BA folgt durch Multiplikation mit B~ von rechts
B'A = B 'A(BB™')=B'(AB)B™!
= B YBA)B'=(B'B)AB'= B A,

also [A, B™'] = 0. Nach 2.2.a folgt nun [A, B~™] = [A,(B~')™] =
0 fiir alle m € N; die Aussage ist also wahr.

2.2.¢ Aus [A, B] = 0 folgt [A, B*] = 0.

. 0 1 11 .
Falsch. SezA-(O 0)undB—<0 1).DanngzltAB—

00 . 4 (1 0
BA—(O O)(J,berAB —BA—(O _1).

2.3 (5 Punkte) Untersuchen Sie mit Hilfe einer geeigneten Fallunterschei-
dung die Losbarkeit in x € R? des Gleichungssystems

-1 0 0
0 1 ¢t |x=y
2 10

in Abhiingigkeit von ¢t € R und y € R3. Bestimmen Sie jeweils die Losungs-
menge dieses Gleichungssystems. Begriinden Sie Thre Antwort ausfiihrlich!

Sei
-1 0
A(t) = 0 1

2

+ O

10
Dann gilt det A(t) = (=1)-(=1-t) =t. Ist also t # 0, so ist die Gleichung
fiir alle y € R3 eindeutig lisbar und

-1 0 0
x=A1(t)y, A'(t)= 2 0 1
=2ttt !

Fiir t = 0 geht die Gleichung in

-1 0 0 Y1
0 1 0 |x=1| 9
2 10 Y3

iiber. Der Rang von A(t) ist 2, es gibt also eine Lisungsbedingung an'y € R3,
nihmlich ys = —2y;, + yo. Fiir solche y € R3 ist die Lésung gegeben durch
r1 = —Y1, Ta = Yo und beliebiges x3 € R.



