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Bitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Lösungen der Aufgaben 1.1 ein:Aufgabe 1.1 Ergebnis1.1.a ln 1+i
√

3
1−i

√
3

2πi(k + 1
3
), k ∈ Z1.1.b arg(e√i) ± 1√

2
mod 2π1.1.
 |z · z−1| für z ∈ C\{0} 11.1.d 2 cos(i)

e+e−1 11.1.e 3+i
1−i

1 + 2iBitte tragen Sie in die folgende Tabelle die Lösungen der Aufgaben 1.2 ein:Aufgabe 1.2 Ja Nein1.2.a (p ⇒ q) ⇔ (¬p ⇒ ¬q) � ⊠1.2.b (p ∧ q) ⇔ ¬(p ∨ q) � ⊠1.2.
 (p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q) ⊠ �1.2.d ¬(p ∧ ¬q) ⇔ (¬p ∨ q) ⊠ �1.2.e (p ∧ q) ∨ (¬p ∨ ¬q) ⊠ �Bitte tragen Sie in die folgenden Tabellen die Lösungen der Aufgaben 2.1ein:Aufgabe 2.1 Ergebnis2.1.a det A 42.1.b σ(A) {i ·
√

2,−i ·
√

2, 1 + i, 1 − i}Aufgabe 2.1 Ja Nein2.1.
 A ist unitär � ⊠2.1.d A ist selbstadjungiert � ⊠2.1.e A ist diagonalisierbar ⊠ �



Aufgabe 1 (15 Punkte)1.1 (5 Punkte) Bestimmen Sie alle Werte folgender Gröÿen und tragenSie Ihre Antworten in die Tabelle auf Seite 2 ein. Eine Begründung ist ni
hterforderli
h.1.1.a ln 1+i
√

3
1−i

√
3Es gilt |1+i

√
3

1−i
√

3
| = 1. Da arg(1± i

√
3) = ± arctan

√
3 = ±π/3 folgtarg1+i

√
3

1−i
√

3
= 2π

3
mod 2π. Dies ergibt

ln
1 + i

√
3

1 − i
√

3
= ln 1 + i

2π

3
+ k · 2πi = 2πi(k +

1

3
), k ∈ Z.1.1.b arg(e√i)Aus √i = ± 1√

2
(1 + i) folgt arg(e√i) = Im√

i = ± 1√
2
mod 2π.1.1.
 |z · z−1| für z ∈ C\{0}Es gilt |z · z−1| = |z| · |z−1| = |z| · |z−1| = |z| · 1

|z| = 1.1.1.d 2 cos(i)
e+e−1Wegen cos(i) = ei·i+e−i·i

2
= e−1+e

2
besitzt der gesu
hte Ausdru
kden Wert 1.1.1.e 3+i

1−iDer Quotient ergibt
3 + i

1 − i
=

3 + i

1 − i
· 1 + i

1 + i
=

2 + 4i

2
= 1 + 2i.1.2 (5 Punkte) Wel
he der folgenden Ausdrü
ke bes
hreiben ein logis
hesGesetz? Tragen Sie Ihre Antworten in die Tabelle auf Seite 2 ein. EineBegründung ist ni
ht erforderli
h.1.2.a (p ⇒ q) ⇔ (¬p ⇒ ¬q)



Fals
h, z.B. für p = f und q = w ist f ⇒ w wahr aber w ⇒ ffals
h.1.2.b (p ∧ q) ⇔ ¬(p ∨ q)Fals
h, z.B. für p = q = w ist w ∧ w wahr aber ¬(w ∨ w) fals
h.1.2.
 (p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q)Wahr, betra
hte die entspre
hende Wahrheitstabelle.1.2.d ¬(p ∧ ¬q) ⇔ (¬p ∨ q)Wahr, betra
hte die entspre
hende Wahrheitstabelle.1.2.e (p ∧ q) ∨ (¬p ∨ ¬q)Wahr, betra
hte die entspre
hende Wahrheitstabelle.1.3 (5 Punkte) Es sei (

n
k

)

= n!
k!(n−k)!

alle n ∈ N und k ∈ {0, 1, . . . , n}.Beweisen Sie, daÿ für 0 ≤ k ≤ n − 1 die Identität
(

n
k

)

+

(

n
k + 1

)

=

(

n + 1
k + 1

)gilt.Die De�nition der binomis
hen Koe�zienten ergibt
(

n
k

)

+

(

n
k + 1

)

=
n!

k!(n − k)!
+

n!

(k + 1)!(n − k − 1)!

=
(k + 1) · n! + (n − k) · n!

(k + 1)!(n − k)!

=
(n + 1) · n!

(k + 1)!(n + 1 − (k + 1))!

=

(

n + 1
k + 1

)

.Nutzen Sie desweiteren diese Aussage, um die Glei
hheit
n

∑

k=0

(

n
k

)

= 2n



zu beweisen.Die Aussage folgt mit einem Induktionsbeweis.IA: Für n = 1 ist (

1
0

)

+

(

1
1

)

= 2. IV: Sei ∑n

k=0

(

n
k

)

= 2n. IS: UnterBerü
ksi
htigung obiger Identität folgt
n+1
∑

k=0

(

n + 1
k

)

=

(

n + 1
0

)

+

n−1
∑

k=0

(

n + 1
k + 1

)

+

(

n + 1
n + 1

)

= 1 +
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∑

k=0

(

n
k

)

+

n−1
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k=0

(

n
k + 1
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+ 1

=

(

n
n

)

+

n−1
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k=0

(

n
k

)

+

n
∑

k=1

(

n
k

)

+

(

n
0
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= 2

n
∑

k=0

(

n
k

)

= 2 · 2n = 2n+1

Aufgabe 2 (15 Punkte)2.1 (5 Punkte) Gegeben Sei die Matrix
A =









0 −1 0 0
2 0 0 0
0 0 1 i
0 0 i 1









.Bestimmen Sie folgende Gröÿen und tragen Sie diese in die Tabelle auf Seite2 ein:2.1.a det A 2.1.b σ(A)Die Matrix A ist eine Blo
kmatrix A =

(

A1 0
0 A2

)mit A1 =
(

0 −1
2 0

) und A2 =

(

1 i
i 1

). Dann gilt
det A = det A1 ·det A2 = (0 · 0−2 · (−1)) · (1 · 1− i · i) = 2 · 2 = 4.



Ebenso ist dA(λ) = dA1
(λ) · dA2

(λ) und somit σ(A) = σ(A1) ∪
σ(A2). Es folgt

dA1
(λ) = λ2 + 2 = 0 ⇔ λ = λ1,2 = ±i ·

√
2.

dA2
(λ) = (1 − λ)2 + 1 = 0 ⇔ λ = λ3,4 = 1 ± iund somit σ(A) = {i ·

√
2,−i ·

√
2, 1 + i, 1 − i}.Sind desweiteren folgende Aussagen wahr? Markieren Sie Ihre Antworten inder Tabelle auf Seite 2. Eine Begründung ist ni
ht erforderli
h.2.1.
 A ist unitärNein, denn für unitäre A gilt | det A| = 1, aber wir haben det A =

4.2.1.d A ist selbstadjungiertNein, denn o�ensi
htli
h ist A 6= A∗.2.1.e A ist diagonalisierbar.Ja, denn das Spektrum von A ist einfa
h.2.2 (5 Punkte) Untersu
hen Sie, ob für beliebige Matrizen A, B ∈ Mn(C),
n ≥ 2, folgende Aussagen wahr sind und begründen Sie Ihre Antwort aus-führli
h!2.2.a Aus [A, B] = 0 folgt [A, Bm] = 0 für alle m ∈ N.Aus AB = BA folgt dur
h Multiplikation mit B von re
hts

AB2 = BAB = B(AB) = B(BA) = B2A.Dieses Argument läÿt si
h mit Induktion fortführen zu [A, Bm] =
0 für alle m ∈ N; die Aussage ist also wahr.2.2.b Für invertierbare B folgt aus [A, B] = 0 zudem [A, B−m] = 0 füralle m ∈ N.



Aus AB = BA folgt dur
h Multiplikation mit B−1 von re
hts
B−1A = B−1A(BB−1) = B−1(AB)B−1

= B−1(BA)B−1 = (B−1B)AB−1 = B−1A,also [A, B−1] = 0. Na
h 2.2.a folgt nun [A, B−m] = [A, (B−1)m] =
0 für alle m ∈ N; die Aussage ist also wahr.2.2.
 Aus [A, B] = 0 folgt [A, B∗] = 0.Fals
h. Sei A =

(

0 1
0 0

) und B =

(

1 1
0 1

)

. Dann gilt AB −

BA =

(

0 0
0 0

) aber AB∗ − B∗A =

(

1 0
0 −1

).2.3 (5 Punkte) Untersu
hen Sie mit Hilfe einer geeigneten Fallunters
hei-dung die Lösbarkeit in x ∈ R3 des Glei
hungssystems




−1 0 0
0 1 t
2 1 0



x = yin Abhängigkeit von t ∈ R und y ∈ R3. Bestimmen Sie jeweils die Lösungs-menge dieses Glei
hungssystems. Begründen Sie Ihre Antwort ausführli
h!Sei
A(t) =





−1 0 0
0 1 t
2 1 0



 .Dann gilt det A(t) = (−1) · (−1 · t) = t. Ist also t 6= 0, so ist die Glei
hungfür alle y ∈ R3 eindeutig lösbar und
x = A−1(t)y, A−1(t) =





−1 0 0
2 0 1

−2t−1 t−1 −t−1



 .Für t = 0 geht die Glei
hung in




−1 0 0
0 1 0
2 1 0



x =





y1

y2

y3



über. Der Rang von A(t) ist 2, es gibt also eine Lösungsbedingung an y ∈ R3,nähmli
h y3 = −2y1 + y2. Für sol
he y ∈ R3 ist die Lösung gegeben dur
h
x1 = −y1, x2 = y2 und beliebiges x3 ∈ R.


