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Vorwort

In der Vorlesung sollen grundlegende mathematische Fahigkeiten vermittelt werden. Vor-
ausgesetzt wird Abiturwissen, wenn wir auch Teile davon wiederholen werden.

Kleingedruckte Bemerkungen sind nicht Teil des Pflichtstoffs.

Fiir Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.
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Kapitel 1

Z.ahlen

1.1 Reelle Zahlen

1.1.1 Begriff

Die Menge R der reellen Zahlen besteht aus den beliebigen Dezimalbriichen, die

*a,an_1...09, G_10_2G_3...

mit ganzen Zahlen 0 < a; < 9 geschrieben werden, wobei n > 0. So z.B. sind —2 =
—2,00...,7/8=0,87500..., V5 =223606... und 7 (= 3,14159...) reelle Zahlen.

Sind r, s € R, so kénnen wir r + s, r — s, r - s und, falls s # 0, auch r/s in R bilden.

Reelle Zahlen kénnen miteinander verglichen werden, ggf. ist » < s resp. r < s.

1.1.2 Teilmengen von R

Fiir a € R schreiben wir Ry, := {x € R : z > a}. Etc.

Fiir a, b € R schreiben wir die Intervalle

[a,b] = {ze€R :
la,b) = {zeR :
(a,b) = {xeR :
(a,b) == {xeR :

Ublich ist auch (a, c0) := R, fiir das unendliche Intervall, etc. Auch R = (—o0, c0) selbst

gilt als Intervall.
Wir haben die Teilmengen

N

a<xz<b}
a<x<b}
a<x<b}
a<xz<b}.



Hierbei besteht Z aus den ganzen Zahlen, d.h. den reellen Zahlen, deren Nachkommastel-
len gleich 0 sind.

Ferner besteht Q aus den rationalen Zahlen, d.h. den Briichen ganzer Zahlen. Dies sind
die abbrechenden oder aber periodischen Dezimalbriiche.

1.1.3 Summennotation

Seien k, { € Z.

Ist £ < ¢ und ist fiir ¢ € Z mit k < 7 < £ je eine reelle Zahl x; € R gegeben, so verwenden
wir die Summennotation

in = Xp ot Tpyr T Tpg2 o T

Dazuhin setzen wir Y¢_, z; := 0 falls k > /.
Z.B. wird ;_,i% = 3% + 42 + 52 = 50.

1.1.4 Potenzen

Ist x € R und k € Z, so setzen wir

x-x---x mit k Faktoren, falls £ > 1
1 falls £ =0
%%% mit —k Faktoren, falls v # 0 und k£ < —1.

Insbesondere ist also 0° = 1.

1.1.5 Betrag

Von r € R kénnen wir den Betrag

v = r fallsr >0
"= —r fallsr <0

bilden.

1.2 Binomiales

1.2.1 Binomialkoeffizienten

Fiir n € Z-, schreiben wir n! :=1-2-3-.-n, gesprochen “n Fakultat”. Ferner setzen wir
0!:=1. Z.B. ist 4! = 24.



Fiir a, b € 7Z schreiben wir

bl(a—b)!

gy falls 0< b <a
10 sonst,

—~
[SaRS]
~—

gesprochen “a iiber b”.

ZB.ist (§) = A = 1284 _¢

2121 1-2:1-2
Z.B. ist (8):%:1und (Z)z%zlﬁira}&
Fiir 0 < b <aist (5) = sy = (o%)- ZBist (3) = (3) = o5 = 151395 = 10.
Ist 1 <b<a,soist
(bzl) + (%) - (bfl)!(?z!berl)! + b!(aaib)! - “’%?&(f;ffﬁ” = b!(((an:rll))ib)! - (atl) :

Ferner ist (_C{) + (8) =041= (““61) und (Z) + (ail) =14+0= (gii)
Insgesamt ist also fir 0 < b<a+1
(o20) + (5) = ("4") -

Dies liefert das (links und rechts um Nullen ergénzte) Pascalsche Dreieck

(-1 () () vy

(-1) (o) (1) (2) 01 10

(HEHHEE -~ 01210
(1) @) () 6G)G) @) 013310
()G 1) E G GEGG 0146410

In diesem gibt die Summe aus je zwei horizontal benachbarten Eintrigen den mittig
darunterstehenden.

1.2.2 Binomischer Lehrsatz

Lemma (Binomischer Lehrsatz). Seien z, y € R und n € Z-( gegeben. Dann ist

1=0
Z.B. ergibt sich folgendes.
=1

8
_l_
<
~—
o

|
—~
= oo
~—
8
o
<
o

) (0) G) Y = x4y

) (6) (1) 'y + (3) 2 = 2’ + 2y +y°
z+y)? = (3)2%0+ (7)) 2%y + (3) 2'y? + (3) 2%%° = 2%+ 32y + 3zy* +

) (o) (1) 5 3

Byt + (5) 2%y? + (3) 2y + (1) 2% = 2t + 42ty + 62%y? + day® + v



Kapitel 2

Abbildungen

2.1 Allgemeines

Seien X, Y und Z Mengen.

2.1.1 Begriffe

Es bezeichnet () die leere Menge, die kein Element enthélt.
Schreibe X x Y :={(z,y) : x € X, y € Y} fiir das kartesische Produkt von X und Y.

Schreibe X" = X x --- x X = {(x1, ..., x,) : x; € X} fiir das kartesische Produkt aus
n Faktoren, wobei n € Z>; . Seine Elemente heiflen n-Tupel aus Elementen von X. Wir
setzen noch X° := {()}, mit dem leeren Tupel als einzigem Element.

So etwa bezeichnet R” die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen.

Eine Vorschrift f, die jedem Element z € X ein Element von f(z) € Y zuordnet, heifit
Abbildung oder Funktion, geschrieben f: X — Y x+— f(z).

Z.B.ist ¢ : R— R, x - q(x) := 2* eine Abbildung.

Z.B.ist h:{1,2,3} —{1,2,3}, 1+~1, 2+~ 1, 3+ 3 eine Abbildung.

Z.B.ist k:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4}, 113, 211, 34, 4+~ 4, 5+~ 3 cine Abbildung.
Es heifit id = idx : X — X, x+— x die identische Abbildung.

Es heifit X die Startmenge oder der Definitionsbereich von f : X — Y.

Es heifit Y die Zielmenge oder der Wertebereich von f: X —Y.

Fiir U C X schreiben wir f(U) :={f(u) : we U} CY fiir das Bild von U unter f.
Fiir V C Y schreiben wir f~1(V):={z € X : f(z) € V} fiir das Urbild von V unter f.
7.B. ist k({1,2,5}) = {1,3}. Z.B. ist k~'({1,2,4}) = {2,3,4}.

9



10

Sei f : X —Y eine Abbildung. Seien U C X und V C Y mit f(U) C V gegeben. Die
dementsprechende Einschrinkung von f ist als f|; : U —V, ur— f(u) definiert.

Ist V =Y, so schreiben wir auch f|y := f|.

Der Graph einer Abbildung f : X — Y sei definiert als

Iy = {(z,f(z)) - 2 X} C X xY.

Funktionen f, g : X — R werden punktweise addiert und multipliziert, f +¢ : X — R,
(f+9)(@) = f(x) +g(x) und fg=f-g: X —R, (f-g)(z) = f(z) g(z).

2.1.2 Injektiv, surjektiv, bijektiv

Sei f: X —Y eine Abbildung

Besteht f~!({y}) aus wenigstens einem Element fiir alle y € Y, so heifit f surjektiv.
Besteht f~!({y}) aus hochstens einem Element fiir alle y € Y, so heifit f injektiv.
Besteht f~!({y}) aus genau einem Element fiir alle y € Y, so heifit f bijektiv.

Es ist also f genau dann surjektiv, wenn f(X) =Y. Es ist f genau dann injektiv, wenn
verschiedene Elemente stets auf verschiedene Elemente abgebildet werden. Es ist f genau
dann bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Ist f: X —Y bijektiv, so gibt es die Umkehrabbildung f~! : ¥ — X mit der Eigen-
schaft, daf8 f(x) =y genau dann gilt, wenn z = f~(y).

Der Zusammenhang zur Urbildoperation ist diesenfalls: f~*({y}) = {f~1(y)}.

Z.B. ist obiges h nicht surjektiv wegen A1 ({2}) = (), d.h. wegen 2 & h({1,2,3}). Ferner
ist i nicht injektiv, da h=1({1}) = {1, 2} mehr als nur ein Element aufweist, d.h. da 1 # 2,
aber h(1) = h(2).

Z.B. ist obiges ¢ weder injektiv (z.B. da g(—1) = ¢(1)) noch surjektiv (z.B. da —1 € ¢(R)),
aber seine Einschrankung ¢, := q\ﬁig ist bijektiv, mit (¢4)~' : Rog —Rxg, y+— /¥

2.1.3 Schnitt und Vereinigung

Seien A, B C X Teilmengen. Wir erinnern an den Begriff des Schnitts A N B =
{x€X : x€ Aund z € B}, der Vereinigung AUB ={zx € X : € Aoderz € B}
und der Differenz AN B={x € X : x € A, aber z ¢ B }.

Sei f: X — Y eine Abbildung. Seien Uy, U, C X.
Es ist f(U1 U UQ) == f(Ul) U f(UQ)
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Es ist f(U; NUy) C f(Up) N f(Us). Gleichheit gilt hier, falls f injektiv ist, sonst im
allgemeinen nicht.

Seien Vi, Vo, C Y.
Esist f~1(V; U V,)

V) U fH(Va).
Esist f~1(ViNVy) Vi) N

= f-
— 17

2.1.4 Kompositum

Seien f: X —Y und g : Y — Z Abbildungen. Ihr Kompositum, auch Verkettung ge-
nannt, ist durch

gof : X — Z, x+— (gof)(z) = g(f(x))

definiert (gesprochen “g nach f7).

2.2 Folgen und Grenzwerte

2.2.1 Folgen

Sei k € Z. Sei Y eine Menge. Eine Abbildung f : Z-, — Y heifit auch eine Folge und
wird auch

f =)zt = (fa)nze = (fadn = (fas frrrs frra, -o0)

geschrieben.
Ist Y = R, so spricht man auch von einer reellen Folge.

So z.B.ist (1/n),>1 = (1/1,1/2,1/3,...) eine reelle Folge.

2.2.2 Grenzwerte

Sei (x)n>k eine reelle Folge. Es heifit € R ihr Grenzwert oder Limes, falls fiir alle
e € Rygein £ € Zop mit |x — x,| < € fiir n > ¢ existiert. Diesenfalls ist dieser eindeutig
bestimmt und wird

lim z, = limz, = x
n—oo n

geschrieben.
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Es ist « also ein Grenzwert von (z,,), , falls fiir jede beliebig kleine Fehlerschranke ¢ eine
Stelle £ gefunden werden kann, ab der der Abstand |z — x| diese Fehlerschranke nicht mehr
iiberschreitet.

Eine reelle Folge (x,,), konvergiert oder ist konvergent, falls sie einen Grenzwert hat. Sie
divergiert oder ist divergent, falls sie keinen Grenzwert hat.

Grenzwerte werden {iiblicherweise berechnet, indem man mittels Regeln die zu betrach-
tende Folge auf bekannte Beispiele zuriickfiihrt.

Beispiel.

(1) Fir z € R konvergiert die konstante Folge (z), = (z,z,z,...) gegen z, d.h.
lim,, oo T = .

(2) Seia € Zsy . Es ist 0 der Grenzwert von (n™%),>;, d.h. lim,, ;oo n~* = 0. Denn fiir
gegebenes € > 0 ist [n™* — 0] < ¢, falls n > 1//. Als £ kann somit jede ganze Zahl
> 1/ /e gewihlt werden.

(3) Sei g € (—1,1). Esist 0 der Grenzwert von (¢")n>o0, d.h. lim,, . ¢" = 0.

Dazu kénnen wir h := 1/|¢g| — 1 > 0 setzen und erhalten |q| =
binomischem Lehrsatz aus §1.2.2 also |¢" — 0| = |¢|* = 1/(1+h)" <
erhalten wir fiir € > 0 bereits [¢" — 0| < 1/(1 + nh) < e, falls nur n
sodafl wir fiir £ jede ganze Zahl > (¢~! — 1)/h wihlen konnen.

1/(1 + h), gemiB
1/(14+nh). Daher
> (e71 —1)/h ist,

Bemerkung. Seien (z,,), und (y,), konvergente reelle Folgen. Seien A\, p € R. Dann ist
Ist lim,, o ¥, # 0 und ist y,, # 0 stets, dann gilt auch

lim,, 00 Yn n—00 Y,
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So wird z.B.

. 3n?44 . 34+4n7? lim,, 3 + 4lim,, n—? 3
lim ———— = lim = — 8 = —.
n 2n?+3n n 2+ 3n7! lim,, 2 + 3lim,, n—! 2

Bemerkung. Sei (x,,),>, eine reelle Folge mit Grenzwert x. Sei ¢ > k. Dann ist auch die
(vorne abgeschnittene) Folge (z,),>¢ konvergent und hat den Grenzwert x.

Lemma. Sei (z,), eine reelle Folge mit x,, < x,41 stets. Gibt es ein s € R mit =, < s
fiir alle n, dann konvergiert (x,),,

Als Grenzwert ergibt sich hier der “minimale Wert, der nicht von Folgengliedern iiberlaufen
wird”. Genauer kennen wir ihn aber im allgemeinen nicht !

Lemma (Sandwich). Seien (), , (yn)n und (z,), reelle Folgen. Sei z,, < y,, < z, stets.
Seien (), und (z,), konvergent mit lim, z,, = lim,, z, . Dann ist auch (y,), konvergent,
und es ist

limz, = limy, = limz, .
n n n

COSTS") < + stets, und da die duBeren beiden Folgen gegen 0 konver-

cos(n) - 0.

n

Beispiel. Da —}1 <

gieren, ist auch lim,,

2.3 Reihen

2.3.1 Begriff
Sei k € Z. Eine (reelle) Reihe ist eine reelle Folge der Form
ng a; = (Z?:k ai)nsk = (ag, ap + Gkt ak + aps1 + Qgga, <. ),

wobei a; € R fir 1 > k.

Es handelt sich also um eine Folge von Teilsummen der nun zu definierenden “unendlichen
Summe”.

Existiert ihr Grenzwert, so schreiben wir diesen

(o ¢] . n
Doimp i = lm YT a4 = ap A+ Qppr + agge o0
n—0o0

Lemma. Konvergiert ) .., |a;|, dann konvergiert auch )., a; .
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2.3.2 Geometrische Summe, geometrische Reihe

Sei ¢ € R~ {1}. Wir haben die geometrische Summe

n

> -

=0

1 — qn+l

1—q
n i n i n i n i n+l 4 n
denn (1 - q)(X7Led") = (i) —a(XiLed’) = (Ziod)) = (i ¢) =" — ¢
Diese liefert fiir ¢ € (—1,+1) die geometrische Reihe . q" mit Grenzwert
1 — qn+1 1 — hmn qn—H 1

Xioq = MYl = e = T =

1

Soz.B.ist 335, (1/2) = 14+1/24+1/4 4+ = 5 Tk

2.3.3 Exponentialfunktion

Fir x € R konvergiert die Reihe Zn>0 x"/n!, sodaB wir die Ezponentialfunktion
exp : R— R durch die Fzponentialreihe

00 ;
" 2 x& ZL'4

T
e’ = exp(x) = ZF = 1+x+?+€+2—+~~

definieren konnen.

Begriinden wir die Konvergenz.

Sei x € Ryg. Sei n € Z mit |z| < n gewdhlt. Fiir m € Zs,, ist

[+ /(m + 1))

[z [ml] = |z|/(m+1) < |z|/n = ¢q.

Die Summanden wachsen von n an also langsamer als die der Reihe Em>n q"cmit c € Ryg
konstant. Da letztere konvergiert, konvergiert auch erstere; vgl. §2.3.2 und erstes Lemma in
§2.2.2.

Fiir allgemeines z € R vgl. nun das Lemma aus §2.3.1.

Z.B.ist e =1. Esist e := e! = exp(1) = 2,71828182845. . ..
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Der Graph der Exponentialfunktion exp hat folgende Gestalt.

exp(x)

-2 1 o 1 2

X

Um die Exponentenschreibweise e zu rechtfertigen, sollten wir begriinden, dafl

etV = % .Y

ist fiir x, y € R. Dazu rechnen wir

xT

e’ - e¥

(ano—o %) (Z;O*O yn_T'L)
Zm 0 Zn 0 m' n'
e Y e Yoo o ey

= Zkﬂk'ZmOm'km)'Iy

= > o i ) Zm:O (m) gyt

= > orco mlT +y)
— ex-‘,—y .

—m

Um die Giiltigkeit dieser Rechnung zu belegen, miifite man sich noch die Erlaubnis zu diesem
Umsortieren der Summanden besorgen.

7 = ¢*+(=2) = 0 = 1, und somit e~ = (&%)~

Nun folgt e®
Insbesondere ist e® fiir z € Z in der Tat die z-te Potenz von e im iiblichen Sinne.

Es folgt auch, dal ¢ > 0 ist fiir z € R. Denn ist x > 0, so entnimmt man dies der
Definition. Ist dagegen x < 0, so ist e* = 1/e™* > 0.

Die die Exponentialfunktion definierende Reihe ist ein Beispiel einer Potenzreihe. Einiges
mehr dazu in §8.1 und §11.2.1.
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2.4 Stetigkeit

2.4.1 Abstinde im R"

Sei n > 1. Wir schreiben z := (z1, ..., z,) € R™ Solche Tupel sollen eintragsweise
addiert und subtrahiert werden, also

T+y = (¥1+y, o, Tt ),
T —y = (T1—=Y, . Tn—Yn)
fir z, y € R™
Wir schreiben
lzll = [z, szl = (] 4+ ap)' 2

fiir die Norm von z. Es ist
2
HE o Z_JH = ((751 - 91)2 + (Ig — y2)2 4+t (xn _ yn)2)1/

der Abstand von x und y in R".

y

To T
((x17y1)2+(x2*y2)2)1/2
lz2—y2|
Y2 T o
lz1—y1]
} }
I hn

Z.B. ist der Abstand von (—1,2,3) und (1,1,1) gleich
(-1—=1,2—1,3=1)| = /(-22+12+22 = V9 = 3.

Wir identifizieren R auch mit R', indem wir kurz z; := (z;) schreiben fiir das einelemen-
tige Tupel mit dem Eintrag z; € R. Es wird |[(x1)| = |z1].

2.4.2 Stetigkeit von Funktionen in einer oder mehreren
Variablen

Sein >1.Sei D CR" Sei f:D—R, (z1,...,x,)— f(x1, ..., z,) eine auf dem
Definitionsbereich D erkldrte Abbildung. Es ist f also eine Funktion in n Verénderlichen.

Beispiel. Das Volumen eines Kegels mit Hohe h und kreisférmiger Grundfliche mit Ra-
dius r berechnet sich zu V(r,h) = %WT‘Qh. Esist V : Ry x Rug — R also eine Funktion
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in den beiden Verdnderlichen r und h ; erklart nur auf (r, h) € Ry x Ry, damit das noch
einen geometrischen Sinn hat.

Unsere Funktion f wollen wir als stetig bezeichnen, wenn “keine Spriinge” auftreten, d.h.
keine plotzlichen Anderungen des Funktionswertes. Was also vermieden werden sollte, ist,
daf bei einer kleinen Anderung der Veriinderlichen eine unmiBig grofie Anderung des Wertes
von f auftritt. Dies formalisiert man wie folgt.

Definition. Es heifle f stetig an der Stelle x = (1, ..., x,) € D, wenn fiir alle ¢ € Ry
ein 0 € R so existiert, daf fiir alle € D mit ||Z — z|| < ¢ auch

1£(@) = f@)] = [f(@r, o Tn) = flor, oy @n)| < €

ist.
Umformuliert lautet die Bedingung, daf} fiir alle € > 0 ein § > 0 existieren soll mit
f{z eR" : Iz —zf <d}) C {yeR: |y-flz)l<e}.
Ist also Z nur nahe genug bei z (Abstand < ), so sollte auch f(Z) nahe bei f(z) sein
(Abstand < ¢).
Umgekehrt ist f also nicht stetig an der Stelle z = (21, ..., z,), wenn es ein € € Ry so

gibt, daB fiir alle 0 € Ry ein £ € D mit ||Z — z|| < 0 so existiert, daf

1f(2) = f(z)] > €

ist.

Dies sollte man wie folgt lesen. Es gibt eine Fehlerschranke e so, dafl fiir jeden noch so
kleinen Wert ¢ diese Fehlerschranke im Abstand < § von z nicht eingehalten wird. Bei der
Stelle x liegt also ein Sprung um mindestens € vor, da fiir Z beliebig nahe bei x plotzlich
eine Anderung von > ¢ auftritt.

Ist n = 1, so wird hierbei ||Z — z|| zu |Z — z|.

A A

f ist stetig an der Stelle x: g ist nicht stetig an der Stelle z:
fiir alle £ > 0 gibt es eine 6-Umgebung, fiir ein € > 0 wird jede 0-Umgebung
die voll in den (schraffierten) e-Streifen nicht voll in den (schraffierten) e-Streifen
abgebildet wird abgebildet
,/; Q
/ AN
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Definition. Es heifit f : D — R stetig, wenn f an jeder Stelle x € D stetig ist.

Ist f: D— R stetig und ist £ C D, so ist mit also auch die Einschriankung f|g : F— R
stetig.

Im Falle n = 1 und eines Intervalls D C R ist, anschaulich gesprochen, eine Funktion
f:D—R, x> f(x) stetig, falls man ihren Graph zeichnen kann, ohne den Stift abzuset-
zen.

Bemerkung.

(1) Sei yy € R konstant. Es definiert f(z) = f(x1, ..., x,) := yo eine stetige Funktion
f:R"—R.

(2) Sei 1 < i < n. Es definiert f(z) = f(z1, ..., z,) = x; eine stetige Funktion
f:R"—R.

(3) Produkte und Summen stetiger Funktionen sind stetig.
(4) Esist f: RN {0} —R, z+— f(x) = 1/z stetig.

(5) Esist f: R—R, 2+ f(x) = €” stetig.

(6) Esist f: R—R, 2+ f(x) = sin(z) stetig.

(7) Esist f: R—R, 2+ f(x) = cos(z) stetig.

sin(x) cos(x)

0.5

(8) Sei D C R™. Sei £ C R.
Sei f: D — R stetig. Sei f(D) C E.
Sei g : E— R stetig.
Dann ist go (f|5) : D —R, 2+ g(f(x)) stetig.
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(9) Sei D C R ein Intervall. Sei f: D — R injektiv.
Es ist fI’\”) bijektiv; ihre Umkehrabbildung heifie g : f(D) — D.
Ist f stetig, so ist f(D) ein Intervall und die Abbildung f(D)—R, x+—g(x)
stetig.
Damit kann man nun zusammensetzen.
Beispiel.
(1) Es sind mit (1), (2), (3) alle Polynome stetig, wie etwa
R Rz f(z) = f(21, 20, 73) := 203 — Sryz9 + 1.
(2) Es definiert f(x) := e'/*" eine stetige Funktion von R . {0} nach R.
Denn mit (4) und (3) ist f: R\ {0} — R, z+— 1/2? stetig.
Mit (5) ist g : R— R, z+— €” stetig.
Mit (8) ist also auch

gof:RN{0}—R, z+— g(f(z) = g(1/2%) = ol/a?

stetig.

(3) Es definiert f(z,y) := 2 eine stetige Funktion von D := {(z,y) € R? : zy # 1}

T ooy—1
nach R. Wir haben in (8) also das D dem E durch Urbildnahme angepafit und dann
noch (3) angewandt.

(4) Esist mit f: Ryg— R, z+ f(z) = 22 dank (9) auch
g Roo—R, v g(@) = V7

stetig.

Bemerkung. Sei D C R. Sei f: D — R stetig. Ist (x,), eine konvergente reelle Folge
mit x, € D stets und Grenzwert in D, so ist (f(z,)), konvergent mit

hinf(xn) = f(117£nxn) :

Schreibe hierzu « := lim, 2, € D. Wir wollen zeigen, daf} lim,, f(x,) L f(zx) ist. Seie >0
gegeben. Da f an der Stelle x stetig ist, gibt es ein ¢ > 0 so, daf fiir £ € D mit |2 —z| < ¢
noch |f(Z) — f(z)| < € ist. Da (z,), gegen x konvergiert, gibt es ein ¢ mit |z, — x| < ¢ fir
n > £. Nach Wahl von ¢ ist dann aber auch |f(z,) — f(z)| < € fiir n > ¢. Damit ist gezeigt,
daB (f(xn))n gegen f(z) konvergiert, wie gewiinscht.

Beispiel. Zusammen mit (4) aus dem vorigen Beispiel gibt diese Bemerkung

lim, /1+ 1 = \/lim,(1+2) = V1 = 1.
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0 firz<o0
1 firz>0"
Diese Funktion ist an der Stelle 0 nicht stetig, da fiir ¢ = 1 fiir alle § > 0 sicher f((—d,+6)) =

{0,1} ¢ (—%,%) ist. Desweiteren konvergiert die Folge (—%,%,—%,%,—% i,...) ge-

gen 0, wihrend die Folge der Bildpunkte (f(—3),f(3), f(=%), f(3), f(=3). f(3),...) =
(0,1,0,1,0,1,...) divergiert.

Das gilt fiir nichtstetige Funktionen nicht. Sei etwa f: R — R, f(z) := {

Bemerkung. Sei D C R. Sei f : D — R stetig. Sei I C D ein Intervall. Dann ist auch
f(I) C R ein Intervall.
2.4.3 Funktionsgrenzwerte an endlichen Stellen

Sein >1.8ei D CR"™ Seiz € D. Sei f: D~ {z}—R.

Fiir y € R setzen wir

>

D — R

f(z) falls
— {y falls

[ISX

€ D~ {z}

18 1832

Definition. Ist f stetig in z fiir ein y € R, so heiBt f konvergent an der Stelle z , und es
heifit y der Grenzwert (oder Limes) von f fiir Z — x, geschrieben

y =: lim f(Z) .

Tz

Anschaulich gesprochen fiillt dann der Punkt (z,y) die Liicke des Graphen von f bei z.

Skizze im Fall n = 1:

/y//\\_//f

T

Umgekehrt gesprochen ist eine Abbildung g : D — R genau dann stetig in z € D, falls
g(z) = limz 5 g|p 12} (Z). Ist g stetig an einer Stelle z € D, so stimmen dort insbesondere
Grenz- und Funktionswert iiberein.
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Mehr Beispiele als nur mit den folgenden Regeln werden wir rechnen kénnen, sobald wir die
Regel von de I’'Hopital kennen, fiir die wir noch den Ableitungsbegriff brauchen.

Bemerkung. Seien f, g : D ~\ {2z} — R konvergent in z. Seien A, p € R. Dann ist

limz, (Af(Z) + pg(2)) = AMimg, f(Z) + plimg, g(Z)
limz . (f(Z) - 9(2)) = (limg, f(2)) - (limz—, 9(2))

Ist limz,, ¢(Z) # 0 und ist g(Z) # 0 stets, so ist

lim (f(z)/9(z)) = (lim f(z))/(lim g(z)) .

=T T g

IS

Ist £ C R derart, dal f(D ~\ {z}) € F und limz_,, f(Z) € E ist, und ist h : F—R
stetig, so ist

lim A(f(2)) = h(lim f(Z)) -

T T

2.4.4 Funktionsgrenzwerte an unendlichen Stellen

Sei DCR.Sei f:D—R. SeiyeR.

Sei D =R oder D = (a,00) fiir ein @ € R. Es ist y = lim,_,», f(2), falls fiir alle ¢ € Ry
ein s € D so existiert, dafl

[f(z) =yl < e
ist fiir alle z € (s, 00).

Sei D = R oder D = (—o0,a) fiir ein a € R. Es ist y = lim,,_ f(z), falls fiir alle
e € Ryg ein z¢g € D so existiert, dafl

[f(z) —yl < ¢
ist fiir alle z € (—o0, s).

Die Regeln entsprechen denen fiir Grenzwerte an endlichen Stellen.

Beispiel. Es ist

I lim V" I \/ i \/ T 1
1m m —— = lim s = 1m =
z—00 /] 4+ 33'2 z—00 /1 + 2 T—00 1+ x? z—oo 1 4 x?

(wobei beim Umformen z > 0 verwandt wurde, um auf x = V22 zu schlieflen) und

I T = lim T = Y R ]

(wobei beim Umformen = < 0 verwandt wurde, um auf z = —v/22 zu schlieflen).
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In der Tat hat der Graph dieser Funktion folgende Gestalt.

0.5

10 20

|
—0.5H




Kapitel 3

Differentialrechnung

3.1 Innere Punkte und Offenheit

Sein > 1. Sei D C R". Ein Element x € D heifit inner, wenn ein € > 0 existiert mit
{eR": [Z—z||<e} CD.
Eine Teilmenge D C R™ heifit offen, falls alle ihre Elemente inner sind.
Anschaulich gesprochen, eine offene Teilmenge enthélt keine Randpunkte.

Z.B. ist (a,b) C R offen in R, wobei a < b.

Dagegen ist (a, b] nicht offen in R, da b kein innerer Punkt ist. Denn es ist (b—¢,b+¢) €
(a, b], wie klein man ¢ € R-( auch wihlt.

Z.B. ist die offene Kreisscheibe { (z,y) € R? : 2? + y* < 1} von Radius 1 offen in R?.

3.2 Funktionen in einer Variablen

3.2.1 Ableitung
Sei D CR. Sei f: D—R.

Definition. Sei 2 € D ein innerer Punkt.

Falls existent, so schreiben wir
o) i HE @) s f@ )~ ()
I—x Tr—x t—0 t
Diesenfalls heifit f differenzierbar an der Stelle x.

Ist f differenzierbar an der Stelle z, so ist f dort auch stetig.

23
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Da w die Steigung der Geraden durch die Punkte (x, f(z)) und (Z, f(&)) ist, wird
daraus nach Grenziibergang & — x, da§ f/(z) die Steigung der Tangenten an den Graphen
von f im Punkte (z, f(x)) ist.

Ist f stetig an der Stelle x, so lautet die Merkregel: f ist differenzierbar an der Stelle z,
wenn der Graph von f dort keinen Knick und keine vertikale Tangente hat.

f ist differenzierbar an der Stelle x:

es konvergiert (f(z) — f(z))/(z — x)

( d.h. die Steigung der Geraden durch

(z, f(z)) und (Z, f()) ) fir & — =

gegen die endliche Tangentensteigung bei x

g ist zwar stetig, nicht aber differenzierbar
an der Stelle x: es gibt dort keine eindeutige
(und dabei endliche) Tangentensteigung

] // P ///
f(z) / g(x)
f(@)

Definition. Ist D C R offen und ist f differenzierbar an jeder Stelle x € D, so heifit f
differenzierbar. Es heifit f': D — R, x+— f'(x) die (erste) Ableitung von f. Man schreibt
auch % = f

Ist f wieder differenzierbar, so heifit f” := (f’) die zweite Ableitung von f. Usf.
Gebriuchlich ist auch die etwas laxe Schreibweise (f(x)) := f'(x), also z.B. (2%) = 2u.

Bemerkung.

Sei D C R offen. Seien f, g : D — R differenzierbar. Seien A\, u € R.

(1) Ist D ein Intervall, so ist f'(z) = 0 fiir alle z € D genau dann, wenn f konstant ist,
d.h. wenn es ein ¢ € R gibt mit f(x) = ¢ fir x € D.

(2) Esist A\f + ug: D —R, x+— Af(x) + pg(z) differenzierbar. Es ist
(Af+ng) = M'+ug .
sist f-g: D—R, x+— f(x) - g(x) differenzierbar. Die Produktregel besagt, da
3) Esist f-g: D—R ¥ differenzierbar. Die Produktregel b daB

(f-9) =f-9+f49.



25

(4) Sei g(x) # 0 fir alle x € D. Esist f/g : D—R, x+— f(x)/g(z) differenzierbar.

Die Quotientenregel besagt
<i>’ _ fl9- 14
g 9?

Merksatz: “Zahler zuerst ableiten.”

(5) Sei f : D—R differenzierbar. Sei E C R offen mit f(D) C E. Sei h : E—R
differenzierbar. Die Kettenregel besagt

(ho (flp)) = (W o(fIp)-f -
Etwas lax ausgedriickt ist also
(h(f(2)))" = W (f(x))- f(x).

Den ersten Faktor, h'(f(x)), nennt man hierbei die duflere Ableitung, den zweiten,
f'(x), die innere Ableitung.

(6) Ist f:R—R, z+— f(z) =€, so ist auch f'(x) = e”.
Kurz, exp’ = exp, d.h. (e*)" = e”.

(7) Ist f: R—R, x+— f(z) = sin(x), so ist f'(z) = cos(z).
Kurz, sin(z)" = cos(z). Noch kiirzer, sin’ = cos.

(8) Ist f:R—R, z+— f(z) = cos(z), so ist f'(x) = —sin(z).

Kurz, cos(x) = —sin(x). Noch kiirzer, cos’ = — sin.
Beispiel.
Ist n € Z~o und sind f, fo, ..., fn : D—R differenzierbar, so wird

(froforeefo) =D Fieefin - fl fipaee fu -
=1

Denn mit iterierter Anwendung von (3) folgt

(fi-fo-foofu) = (fr-(faforo 1))
= fi-(fa-faofu)+fi-(fo foroo fu)
= fi-fo-fs St fi-fo-(fsfa)+frefor (fzo fo)

; flofofofotfi-fofofot-Ffi-fofof
= Z?:lfl"'fi—l'fi/'fi—l-l"'fn-

Fiir n € Z, folgt insbesondere aus ' = 1 die Ableitung

() (z") = na"'.
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Fiir Polynome ergibt sich mit (2) also

(anx™ + ap_12™ ' 4 - Farxt +ap2®) = apna™ ™t Fap_(n — D" E - 4ay 120,
wobel a; € R.
Fiir n € Zzy wird mit (4) auch (z7") = () = 79(;5:)/ = = = —na"1. Dies zeigt

die Giiltigkeit von () fiir n € Z, da diese Formel fiir n = 0 und n = 1 ohnehin gilt.
Begriinden wir, dal (e*)’ = e” ist. Es wird

" " nmnfl xnfl n

(") = (ZZO:O_), = ZZO:O(H)/ = 220:17 = Z?:lﬁ = ZZO:O_ =

n! (n
Die Vertauschbarkeit von Ableitung und »° ° | miifite man hierzu noch rechtfertigen.

Anhand folgender Skizze kann man sich die Ableitungen von sin(x) und cos(x) plausibel
machen.

1 —

Es ist _ ) . .
sin(x + ti — sin(x) - sin(x + tz; — sin(x) _ cos(d) ~ cos(x)
und
cos(x +t) — cos(x) o _ cos(x) — ;OS(ZL" +t) _ _sin(d) ~ —sin(z)

wobei die Ndherungen umso besser sind, je kleiner |¢| ist.

Beispiel.

Es ist (2% + 32% + 22 — 1)" = 423 + 62 + 2.
Esist (1/z) = —1/22%

Es ist (1/23) = =3 /2%
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(@D (@®+1) = (z+1)(22+1) _ (@®+D)—(z+1)-2¢ _ —22-2041

/
1) - (z2+1)2 (z2+1)2 T (x241)2

Es ist nach Quotientenregel.

Es ist (m Y = (m + 1)e” nach Produktregel.
Es ist (e®9) = e . 2z nach Kettenregel.
(

Es ist s1n(1/x)) = cos(1/z) - (—1/2?) nach Kettenregel, wobei D = R \ {0}.

3.2.2 Monotonie
Sei D C R ein offenes Intervall. Sei f : D — R differenzierbar.

Lemma.

(1) Es ist f'(x) > 0 fir alle x € D genau dann, wenn f(x;) < f(z2) ist fir alle
r1, s € D mit 1 < x5. Diesenfalls nennt man f monoton wachsend.

(2) Es ist f'(x) < 0 fiir alle z € D genau dann, wenn f(z1) > f(xq) ist fiir alle
r1, o € D mit 1 < x5 . Diesenfalls nennt man f monoton fallend.

Lemma.

(1) Ist f'(z) > 0 fir alle x € D, so ist f(x1) < f(xg) fur alle 21, 9 € D mit 21 < x9;
kurz, f ist streng monoton wachsend.

(2) Ist f'(z) <O fir alle x € D, so ist f(x1) > f(xo) fiir alle 21, o € D mit x; < 3
kurz, f ist streng monoton fallend.

Die Umkehrung gilt nicht. Denn z.B. ist f : R— R, x+— f(z) = 23 streng monoton
wachsend, aber f’(z) = 3z2, und also f’(0) = 0.

Beispiel. Es ist cos(z) streng monoton fallend auf (0,7), da cos(z)’ = —sin(z) dort
negative Werte aufweist.

3.2.3 Lokale Extremstellen
3.2.3.1 Definition

Sein > 1. Sei D C R” offen. Sei f: D — R eine Abbildung. Sei z € D.

Definition.
(1) Es heifit & eine lokale Mazximalstelle von f, falls es ein ¢ € Ryy so gibt, dafl
f(&) = f(z) ist fir alle z € D mit ||z — 2| < e.

(2) Es heifit & eine lokale Minimalstelle von f, falls es ein ¢ € Ry so gibt, dafl
f(z) < f(x) ist fiir alle z € D mit ||z — Z|| < e.
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(3) Es heifit & eine lokale Extremstelle von f, falls & eine lokale Maximal- oder Mini-
malstelle von f ist.

Skizze einer lokalen Maximalstelle £ von f im Fall n = 2.

€2

3.2.3.2 Lokale Extremstellen in einer Variablen

Sei D C R offen. Sei f: D — R differenzierbar. Sei xq € D.

Definition. Ist f'(x¢) = 0, so heifit xy eine Flachstelle von f.

Bemerkung. Ist x( eine lokale Extremstelle von f, so ist xg eine Flachstelle von f.

Lemma. Sei auch f': D — R differenzierbar.

(1) Ist f'(zo) =0 und f"(z) < 0, so ist x( eine lokale Maximalstelle von f.

(2) Ist f'(z9) = 0 und f”(zo) > 0, so ist z eine lokale Minimalstelle von f.

Es geniigt im allgemeinen nicht, f'(z¢) = 0 und f”(zp) > 0 zu haben, um auf eine lokale
Minimalstelle schlieen zu kénnen. Denn z.B. ist fiir f : R — R, 2 — f(x) = 2% durchaus
f/(0) =0 und f”(0) =0 > 0, aber 0 ist keine lokale Minimalstelle.

Anschaulich sollte bei einer Maximalstelle die Tangentensteigung links davon positiv und
rechts davon negativ sein. Also sollte f’ in einer Maximalstelle das Vorzeichen von + (links)
nach — (rechts) wechseln. Somit sollte f’ an einer Maximalstelle den Wert 0 haben und
fallen, d.h. ihrerseits negative Tangentensteigung haben. Dies wiederum bedeutet, dal f”
an dieser Stelle negativ sein sollte.

Beispiel. Sei f(x) = 2° — 3z. Es ist f/'(x) = 32® — 3, mit Nullstellen bei —1 und bei 1.
Dies sind die beiden Flachstellen von f. Es ist f”(z) = 6z. Also ist f"(—1) = —6 < 0,
und mithin ist —1 eine lokale Maximalstelle. Nur lokal, weil der Wert f(—1) = 2 bei —1
ja fiir geniigend grofie x noch iibertroffen wird. Aber immerhin wird der Wert bei —1 in
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der unmittelbaren Umgebung von —1 nicht iibertroffen. Desweiteren ist f”(1) = 6, und
also 1 eine lokale Minimalstelle.

Skizze von f, f' und f":

3.2.4 Umkehrabbildung, Logarithmus

3.2.4.1 Ableitung der Umkehrabbildung

Sei D C R ein offenes Intervall. Sei f : D —R differenzierbar. Sei f’(z) > 0 fiir alle
x € D (resp. f'(z) < 0 fiir alle z € D). Dann ist f streng monoton wachsend (resp.
streng monoton fallend), vgl. zweites Lemma in §3.2.2. Insbesondere ist f injektiv. Es ist

E := f(D) C R ein offenes Intervall, und es ist f|5 bijektiv. Sei

g E — R
y — g(y) = (fIp) "' (y).

Es ist also g(f(z)) =« fir z € D und f(g(y)) =y fir y € E.

y=f(z) z=g(y)
A A

Bemerkung. Sei z € D. Sei y := f(z). Esist ¢'(y) =1/f"(z) =1/f'(9(y)).
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Denn aus g(f(z)) = x fir x € D folgt mit der Kettenregel, dal ¢'(f(x)) - f'(z) = 1 ist.

Beispiel. Sei D := (—7/2, 1/2). Sei f(x) := sin(z). In obigen Bezeichnungen wird
E = (—1,1) und ¢(y) =: arcsin(y). Fiir y = sin(z) wird

arcsin(y)’ =

arcsin(y)

-1 —-0.8 —0.6 —0.4 —0.2'/" 0.2 04 06 0.8 1

y

3.2.4.2 Natiirlicher Logarithmus

Definition. Fiir exp : R — R ist exp(x)’ = exp(x) > 0 fiir alle z € R, sowie exp(R) =
R.g; vgl. §2.3.3.

Fiir letzteres kann man exp(x) > 1 + « fiir > 0 und exp(—x) = 1/ exp(z) anfiihren.
Sei, in den Bezeichnungen von §3.2.4.1, D =R, E = R.o und ¢(y) =: In(y) (= log(y)) fiir
y € Ry . Dies liefert die Abbildung
In : Ryg — R, y+ In(y), genannt natiirlicher Logarithmus.
Es ist also In(exp(z)) = In(e®) = z fiir € R und exp(In(y)) = e™® =y fiir y € Ryy.
Speziell ist In(1) = Ine® = 0 und In(e) = In(e') = 1.

Fir y, y > 0 ist
In(yg) = In(y) +In(y) ,

da e™W9) = yj = W@ = W+IE) ynd exp injektiv ist.

Bemerkung. Fiir In: R.g— R, y+—— In(y) ist, mit y = e”,
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vgl. Bemerkung in §3.2.4.1.

Kurz, und wieder in gewohnter Variablenbezeichnung,

In(z) = fir x > 0.

]/

2|

—4-

3.2.4.3 Potenz- und Logarithmenregeln

3.2.4.3.1 Potenzregeln

Seien a, b € Rog. Seien x, y € R.
Definition. Sei a* := e*™(®),

Es ist ¢ = 1 und a! = ™® = q.

Es ist a*™¥ = a%a?, da a®tY = e@ty)n(@) — grh@)gyln(e) — grgy.
Insbesondere ist a” =g -a---q firn € Z-; .

n Faktoren
Es ist (am)y — amy’ da (am)y — (exln(a))y — eyln(ewln(a)) _ eyzln(a) = %Y.
Es ist (aa:)(bx) — (ab):p’ da (a:r)(bx) — exln(a)e:pln(b) — ex(ln(a)+ln(b)) — emln(ab) — (ab):p
Bemerkung. Sei A € R. Setze f : Rug— R, 2+ f(z) := 2*. Dann ist f'(z) = \a*!
fiir x € Ryg. Kurz,

(%) = At gilt fiir jedes A € R .

Denn (ZL')\)/ — (e)\ln(z))/ — e)\ln(ac) X % — )\e)\ln(z)ef In(z) _ )\e()\fl)ln(:p) — )\‘,L,)\fl‘

Bemerkung. Auf R. ist (a?)’ = (e!™@) = /™) In(a) = a’ In(a).
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3.2.4.3.2 Logarithmenregeln

Seien a, b € Ryg \ {1}. Seien z, y € Ryy. Sei z € R.

In(z)

Definition. Sei log,(x) := n(a)

(Logarithmus zur Basis a).
Insbesondere ist log, () = In(z).

Es ist log, (zy) = log,(z) + log,(v).

Es ist '8(®) = 7.

Es ist log,(a®) = z.

. log,(z) _ In(b) __ _ 1
Ist 2 # 1, so ist j2ets = ooy = log, (b) = - -

3.2.5 L’Hopital

Lemma. Sei D C R offen. Sei zy € D. Seien f, g : D — R differenzierbar.
Sei f(zo) = 0 und g(xy) = 0.

Dann ist

lim @) = lim J'@)

s glz) e ()

)

vorausgesetzt, die rechte Seite konvergiert.

Dies ist nicht mit der Quotientenregel aus §3.2.1 zu verwechseln.

Beispiel. Wir wollen lim,_,; % berechnen. Zéhler und Nenner sind auf (0, co) differen-
zierbar und haben beide Funktionswert 0 bei x = 1. Also ist

1 1 ! 1
lim @) _ gy, @ Ve
x—1 r — 1 rz—1 (,j[ — 1)/ z—1 1

Y

sofern letzterer Grenzwert existiert. Dies ist wegen 1/x stetig an der Stelle x = 1 der Fall.
Wir erhalten lim,_,; % = 1. Insgesamt ergibt sich also
In(x)

lim = 1.
=1 —1

Sei limy ., f(z) = oo, falls es fiir alle s € R ein € > 0 gibt mit f( (zg —e,20+e) N D) C (s,00).

Enthalte D ein Intervall (u,o00) fiir ein v € R. Dann sei lim,_, o, f(2) = oo, falls es fiir alle
s € Rein t € Ry, gibt mit f((¢,00)) C (s,00).

Etc.
Bemerkung. Die obige Regel von I’'Hopital gilt genauso im Falle lim,_,,, f(z) = oo und
lim, ., g(x) = 0.

Bemerkung. Die Regel von I’'Hopital gilt genauso fiir co anstelle von zy. Entsprechend
auch fiir —oo anstelle von xg .

Dies schliet auch vorstehende Bemerkung ein.
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3.3 Partielle Ableitungen von Funktionen in
mehreren Variablen

Sein > 1. Sei D C R” offen. Sei f: D — R eine Abbildung.

3.3.1 Definition

Definition. Sei z = (2, ..., z,) € D.
Seil<i<n. SeiD;:={teR: (z1,...,%-1,t, Tiy1,...,2,) € D}.
Betrachte die Funktion D; — R, t — f(x1, ..., xi_1, t, Tis1, ..., T,). Falls die Ablei-

tung dieser Funktion an der Stelle t = x; existiert, so heifit f partiell nach x; differenzierbar
an der Stelle x; den Wert dieser Ableitung bezeichnen wir mit

fmi<x17 "'7'rn)7

genannt die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x.

A

/
/

y Die Steigung der eingezeich-
/ neten Tangente ist f,,(z).

2

18
-~

<

Ist f partiell nach z; differenzierbar an jeder Stelle x € D, so heifit f partiell differenzierbar
nach x; . Diesenfalls resultiert die partielle Ableitung f,, : D — R. Man schreibt auch

0
8{1_ = fu, -
In anderen Worten, die partielle Ableitung nach x; erhélt man, indem man alle anderen

Variablen xy, ..., ©;_1, x;11, ..., T, als konstant betrachtet, nur x; als variabel, und
dann die Funktion in dieser verbliebenen Variablen z; ableitet.

Beispiel. Sei f(z;, zo, x3) = 3 23 x5 auf R3. Es ist

fo (X1, 22, w3) = 214 x% xg
for (@1, 2, x3) = 3af 232}
2.3 .6

fos(T1, 22, 23) = Triryasg.
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3.3.2 Schwarz

Ist nun die partielle Ableitung f,, selbst wieder partiell differenzierbar nach x; fiir be-
stimmte 1 < 7, 7 < n, so bezeichnen wir die partielle Ableitung von f,, nach z; mit

fmiwj = (fﬂcz):ﬂj
Usf.

Lemma (Schwarz). Sei f,,,, : D — R existent und stetig fiir alle 1 < 7, j < n. Dann
1st

fa:ia:j = ijxi

fir alle 1 < 4, 7 < n.

Beispiel. Sei f(z,y,2) = e* ¥’ t2% auf R3. Es ist

fe(z,y, 2) (2 + yz)ev Ty Haye
for(@y,2) = (y+ 222y + xy?z)e? T +ay2
1. (l‘, n Z) _ xye:p2+y2+:cyz
feo(zyy,2) = (y+22%y + xy2z)6362+y2+myz

Also ist fo. = foz -

3.4 Lokale Extremstellen in 2 Variablen

Sei D C R? offen. Sei f: D—R mit frs, fuy, fyzs foy 1 D — R existent und stetig.

Wir erinnern an die Begriffe der lokalen Maximal-, Minimal- und Extremstelle von f
aus §3.2.3.1.

Definition. Ist f,(zo,y0) = 0 und f,(zo,y0) = 0, so heiBt (x¢ ,yo) eine Flachstelle von f.

Bemerkung. Ist (zo,y0) € D eine lokale Extremstelle von f, so ist (xq,y) eine Flach-
stelle von f.

Lemma. Sei (z¢,y0) € D.

(1) Ist an der Stelle (2 ,y) zum einen f, = 0 und f, = 0, und zum anderen f,, < 0
und foo fyy — f2, >0, 50 ist (g ,%o) eine lokale Maximalstelle von f.

(2) Ist an der Stelle (z¢,yo) zum einen f, = 0 und f, = 0, und zum anderen f,, > 0
und fo fyy — fz2y > 0, so ist (29, o) eine lokale Minimalstelle von f.

(3) Ist an der Stelle (zo,yp) zum einen f, = 0 und f, = 0, zum anderen aber
Jaxfyy — ﬁy < 0, so ist (xg,yo) keine lokale Extremstelle von f, sondern eine Sat-
telstelle von f.
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Bei einem anderen Verhalten der zweiten partiellen Ableitungen an einer Flachstelle machen
wir keine Aussage iiber das Vorliegen einer lokalen Extremstelle.

In (1) darf statt f,, < 0 dquivalent auch f,, < 0 verwandt werden.

In (2) darf statt f,, > 0 dquivalent auch f,, > 0 verwandt werden.

Beispiel. Sei f(z,y) = x? + y* + zy, definiert auf D = R?. Wir wollen die lokalen
Extremstellen von f bestimmen.

Notwendig ist f.(z,y) =2z +y = 0 und fy(z,y) =2y+x = 0. Aus der ersten Gleichung
erhalten wir y = —2z, dies eingesetzt in die zweite Gleichung gibt —3x = 0, also insgesamt

(z,9) = (0,0).

Es bleibt also zu untersuchen, ob die einzige Flachstelle (0,0) von f eine lokale Extrem-
stelle ist.

Es ist fi.(2,y) = 2, foy(z,y) = 1 und fy,(x,y) = 2 (in unserem einfachen Beispiel alle
konstant). Da speziell f,5(0,0) =2 > 0 und (fzefyy — f2,)(0,0) = 3 > 0 ist, liegt in (0,0)
eine lokale Minimalstelle vor.

Beispiel. Sei f(z,y) = zy, definiert auf D = R% Wir wollen die lokalen Extremstellen
von f bestimmen.

Notwendig ist f.(z,y) =y = 0 und fy(z,y) =2 = 0. Also ist (z,y) = (0,0) die einzige
Flachstelle von f.

Es ist f1,(0,0) = 0, f,,(0,0) = 0 und f,,,(0,0) = 1. Also ist (fuufyy — 2,)(0,0) = —1, und

somit liegt keine lokale Extremstelle, sondern eine Sattelstelle vor. Woher dieser Name
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kommt, entnehme man folgender Skizze des Graphen von f.

Beispiel. Sei f(x,y) = 2%y — 2? — y?, definiert auf D = R% Wir wollen die lokalen
Extremstellen von f bestimmen.

Notwendig ist f,(z,y) = 2zy — 2x = 0 und fy(z,y) =a* =2y = 0. Aus ersterer Gleichung
entnehmen wir x = 0 oder y = 1. Zweite Gleichung liefert fiir = 0 die Flachstelle (0, 0),
und fiir y = 1 die Flachstellen (—+/2,1) und (v/2,1).

Bs ist fea(2,y) = 2y = 2, fay(2,y) = 22 und fyy(2,y) = —2.

Es ist f,,(0,0) = =2 < 0 und (feefyy — f2,)(0,0) = 4 > 0. Also ist (0,0) eine lokale
Maximalstelle von f.

Es ist (foxfyy — l?y)(i-\/i,l) = —8 < 0. Also sind (—/2,1) und (v/2,1) Sattelstellen

von f.

W

3




Kapitel 4

Kapitalentwicklung

e Sei K das Startkapital zum Zeitpunkt 0.
Wir lassen Ky € R zu; ein negativer Wert bezieht sich auf eine Schuld zum Zeit-
punkt 0.

e Das Kapital werde in jeder festen Zeitspanne T' mit p Prozent verzinst.

Wir lassen p € R ~\ {0} zu; ein negativer Wert bezieht sich auf eine Abschreibung,
d.h. auf eine prozentuale Reduktion des Kapitals aufgrund von Abnutzung u.dgl.

Es heifle

der Zinsfaktor.
Die Zeitintervalle [0, T, [T,2T], [21,3T], ... heiflen Zinsperioden.

e Bei vorschiissiger (bzw. nachschiissiger) Zahlung werde am Anfang (bzw. am Ende)
jeder Zinsperiode eine Rate R eingezahlt.

Wir lassen R € R zu; ein negativer Wert bezieht sich auf eine regelméflige Kapital-
entnahme.

e Sei K, das entstandene Kapital zum Zeitpunkt nT', wobei n € Z .

Lemma.

(1) Bei vorschiissiger Zahlung ist

firn € Z .

37
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(2) Bei nachschiissiger Zahlung ist

qt —1

Kn = qn'K0+
qg—1

R

firn € Zsy .
(3) Ohne Zinsen wird, vor- wie nachschiissig,

fiir n € Zso . (Das ist der oben nicht zugelassene Fall p = 0 und also ¢ = 1.)

Beispiel.

(1) Seien Ky = 1000 Euro mit 6% Jahreszins fiir 4 Jahre verzinst. Es ist also 7" = 1 Jahr.
Es mogen keine Ratenzahlungen stattfinden. Es ist ¢ = 1,06. Nach Ablauf von 4
Jahren erhalten wir ein Kapital von

K, = 1,06"-1000 ~ 1262,48
Euro.

(2) Sei nun Ky = 1000 Euro mit 0,5% Monatszins fiir 4 Jahre verzinst. Es ist al-
so T'=1 Monat. Es mogen ebenfalls keine Ratenzahlungen stattfinden. Es ist
g = 1,005. Nach Ablauf von 4 Jahren = 48 Monaten erhalten wir ein Kapital von

Kis = 1,005%.1000 ~ 1270,49

Euro.

Beispiel.

(1) Sei in einem Sparvertrag Ky = 5000 Euro angelegt, mit 1,8% Jahreszins und einer
am Ende jeden Jahres einzuzahlenden Sparrate von R = 500 Euro. Es ist also
g = 1,018. Nach Ablauf von 5 Jahren erhalten wir ein Kapital von

1,018 — 1
K: = 1,018 - o . ~ 1
5 ,018° - 5000 + 018 _ 1 500 ~ 8058,13

Euro.

(2) Bei vorschiissiger Zahlung hétte sich sogar ein Kapital von

1,018 — 1
K, = 1.018°- 1,018 — . ~ 8104
5 ,018° - 5000 + 1,018 081 500 ~ 8104,78

Euro ergeben.
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(3) Ohne Zinsen hétten sich nur
K5 = 5000+ 5-500 = 7500

Euro ergeben.

Beispiel. Sei zum Zeitpunkt 0 ein Kredit iiber 100.000 Euro aufgenommen worden. Es
ist also Ky = —100.000. Die Kreditzinsen betragen 12% jahrlich. Es ist also ¢ = 1,12.
Es wird eine Rate von jdahrlich 10.000 Euro zum Ende jeder Zinsperiode (nachschiissig)
vereinbart. Es ist also R = 10.000. Nach Ablauf von 5 Jahren wird

1,12° -1
Ks = 1,125-(—100.000)+m-10.000 ~ —112.705,69 .

Die Restschuld belduft sich also auf 112.705,69 Euro. Die Rate war im Vergleich zu den
Zinsen zu niedrig vereinbart.

Zuweilen ist auch das Kapital zum Zeitpunkt nT" vorgegeben, und man mochte bei be-
kannnten Konditionen auf das benotigte Kapital zum Zeitpunkt 0 zuriickschlieBen.

Ahnlich hierzu méchte man auch bei jeweilig bekannten sonstigen Daten auf den Zinssatz,
auf die Rate, auf die Dauer usf. schlielen konnen.

Bemerkung. Sei durchweg nachschiissige Zahlung vereinbart.

(1) Seien n, K, , ¢ und R bekannt. Dann wird

gt —1
qg—1

Ko = ¢ " (K, — R) .

(2) Seien n, Ky, K, und R = 0 bekannt. Dann wird
¢ = (K./Ko)""
und p =100 - (¢ — 1).

(3) Seien n > 1, Ky, K, und ¢ bekannt. Dann wird

K, + 2 K, + 2
n = lqu m = In m /IH(Q) .

q—1

Dieses n, eine ganze Zahl oder nicht, gibt in der Praxis die nétige Mindestlaufzeit,
um ein festgelegtes K,, zu erreichen.
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Begriinden wir (4). Es ist

1
K, =q¢ - (Kh+—— R —-—— R,
q (0+q—1 ) g—1
also "
qniKn—i_Q*l
— —,
K()—i_m
und somit
log,(¢") =1 Kot g
n = log,(q og

Beispiel. Seien 1000 Euro zu 2% jéihrlich verzinst. Seien keine weiteren Sparraten ver-

einbart. Es dauert mindestens
2000
1 —— | =~ 35,003
%8102 ( 1000> ’
Jahre, in der Praxis also mindestens 36 Jahre, bis die Summe von 2000 Euro erreicht ist.

Mit einer zusétzlichen Sparrate von 10 Euro jahrlich, zahlbar jeweils am Jahresende,
dauert es nur noch mindestens

2000 + 55
loglm m ~ 25,796

0,02

Jahre, in der Praxis also mindestens 26 Jahre, bis die gewiinschte Summe von 2000 Euro
erreicht ist.

Ohne Zinsen hétte es bei dieser Sparrate 100 Jahre gedauert.



Kapitel 5

Vektoren

5.1 Matrizen

Seien m, n, p, ¢ = 0.

Definition. Eine (reellwertige) m x n-Matriz

1,1 a1,2 1,3 ... Qlnp-1 aln
21 a2 Q23 ... Q2np-1 a2 n
3,1 asz2 @33 ... Q3np—1 az,n
A = (Oéi,j)Kz‘gm,lgjgn = (Oéz‘,j)z',j =
am—-1,1 Om—-1,2 Om—-1,3 +++. Om—-1n—-1 Om—1,n
Qm,1 am,2 am,3 .. QOmmn—1 Am,n

ist eine rechteckige Tafel aus reellen Zahlen mit m Zeilen und n Spalten.
Es heifle «; ; der Eintrag von A an Position (i, j).

Die Menge aller m x n-Matrizen werde
R™" = {(uj)ij t ai; ERfr1<i<mund 1 <j<n}

geschrieben.

Formal ist eine solche Matrix eine Abbildung von {1,...,m} x {1,...,n} nach R.

Bei den Indizes merke man sich “Zeilenzéihler zuerst, Spaltenzihler spater”.

ZB.ist (§71-3) € R¥3.
Wir identifizieren R mit R"*! schreiben also a1 1 = (a1,1).

Wir identifizieren R™ mit R**", schreiben also (a1, ..., a1,) = (@11 a1 ) ; vl §2.4.1.

Definition. Sei A = (Oéi,j)lgigm,lgjgn e R™*"  Sei A = (a;j)lgigm,léjgn e R™*™ Sei
B = (/Bj,k)lgjgn,lgkgp € R™ P, Sei A € R.

41
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Wir setzen
A+ A = (Cki,j + Oé;j)lgigm, 1<j<n e R™
M = XA = (i) i<icm, 1<<n € Rmx»
_ R n X
AB = A-B = (Zj:l Qi j - ﬁjak)lgigm,lékép € R™P.
Wir setzen
10...00 00...0
01...00 00...0
E = E, = < ) € R 0 = Opxn = (:: :) e Rm*m |
00...10 s :
00...01 00...0
FEinheitsmatriz Nullmatriz

Fiir A € R™" setzt man noch A° := E, und A* := A- A--- A (k Faktoren) fiir k > 1

Beispiel.

~12 04
Esim;(,gégﬁ (,}i,gi) = (3156 1).
Es ist ? ((1)(1)) =E,

Definition. Ist A = (a;;);; € R™*", so sei A" := (), € R"™ ihre Transponierte.

. . . 173\t 12
Beispiel. Es ist (202) = (gg)
Bemerkung. Seien A, A", A” € R™*". Seien B, B’ € R"*P. Sei C' € RP*1.
Seien A\, X, u, p' € R.

s ist At A = A4 A

A4 Open = A
AvA+A = (A+A)+ A" = A+ (A + A

N+ NAYuB+p'B) = MAB+ NuA'B+ M\/AB" + N/ A'B’
AE, = E,A = A
AOnXp = Omxn B = 0m><p

ABC = (AB)C = A(BC)
(AB)t = BrA*.

Bemerkung. Sind A, B € R™™" von quadratischer Form und ist AB = E,,, dann ist
auch BA = E,, . Diesenfalls ist B durch A eindeutig bestimmt, und wir schreiben auch
A=l := B, genannt die inverse Matrix von A. Zur Berechnung der Inversen siehe §5.3,
Bemerkung sowie Beispiel, (3).

Beispiel. Sei A = (£) € R?*2. Sei ad—be # 0. Sei B := —~— (_47!). Dann ist AB = E,
und also B = AL
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5.2 Vektoren im Standardraum

Sein > 0.

5.2.1 Geometrische Interpretation

Qa2

aq
Eine Matrix in R™! wird oft a = (a;); = () 1<icn = ( : ) € R™! geschrieben und oft

als Vektor in R™*! bezeichnet. an
Die geometrische Interpretation eines solchen Vektors ist die eines Pfeils von (0, ...,0)
nach (ay, ..., a,) in R™

Die geometrische Interpretation der Vektoraddition ist das Aneinandersetzen von Pfeilen.

Die geometrische Interpretation des A-fachen eines Vektors ist das Strecken um den Fak-
tor A (Richtungsumkehr, falls A < 0).

Beispiel. Sei n = 2.

5.2.2 Skalarprodukt

i B1
Seiena:(§>,b:(§> c R,
Qn ﬁ'n

Definition. Das Produkt a'b = a* - b € R heifit Skalarprodukt von a und b.
Esist a'b= a6, + -+ a,8, = ba.
Die Norm oder Linge von a ist als ||a|| := (ata)'/? = (a?+- - -+a2)'/? definiert. Vgl. §2.4.1.
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Lemma (Cauchy-Schwarz). Es ist |a*b| < ||a|| - [|0]].

Bemerkung. Seien a, b # 0. Ist ¢ der von a und b eingeschlossene Winkel, so ist
a'b = |la]l - [|b] - cos(e) -

Es ist also ¢ = arCCOS(HanW)'

Insbesondere stehen a und b genau dann orthogonal aufeinander, wenn a'b = 0.

[[b]] cos(«)

t
Beispiel. Es ist (i) (_i) = 0. Also stehen (
aufeinander.

DN = =

) und (_i) orthogonal, d.h. senkrecht,

Beispiel. Sei a = (%) Sei b = (%) Esist a*b = 5. Also ist der von a und b eingeschlossene
Winkel gleich arccos(m) = arccos(ﬁ) ~ arccos(0,98058) ~ 0,19740 ~ 11.310°
(erstere Winkelangabe im Bogenmaf).

Beispiel. Sei D C R? offen. Sei f : D —R, (z,y) — f(z,y) partiell differenzierbar nach
x und nach y. Sei (zo,y0) € D.

Sei £ C R offen. Sei 5o € E. Sei (g,h) : E— D so, dafl (g(so), h(s0)) = (20, %o), und so,
daB f(g(s), h(s)) konstant ist, d.h. nicht von s abhéngt. In anderen Worten, die Abbildung
(g, h) bilde E in eine Héhenlinie oder Isoquante von f durch (zq, o) ab.

Man verifiziert
0 = L N _( Fe(@owo) ) ((9'(s0)
= fa(2o,90) - 9'(s0) + fy(@o,50) - P (s0) = (¥ aewe) Wise)) -

Der Vektor (iiﬁi(;%) zeigt bei (o, yo) tangential in Richtung der von (g, h) beschriebenen

Kurve in D. Darauf steht der Vektor (jﬁzggggg), Gradient genannt, also senkrecht.

Der Gradient von f bei (xq,yo) steht somit senkrecht auf der Richtung der Hohenlinie
von f bei (xg,yo). Er zeigt in Richtung des stérksten Anstiegs von f.
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y
!
/
fa(zo,y0)
) ) // (fy(zg,zZ))
T T - -
S0 S /5 7( ) Yy
(zo,y0) (Z'(SZ>)
(g;h) P

Beachte in dieser Skizze die perspektivische Verzerrung des rechten Winkels, den (?Eigzgg)
y )

und der Tangentenvektor (ii%igg) an die Bildkurve von (g, h) einschliefien.

5.2.3 Kreuzprodukt

. B
Seien a = (3;) b= (Bé) c R3*1L
as B3

Das Kreuzprodukt von a und b ist definiert durch
oy B azfz—aszfB2
axb = <042) X (52) = azf1—ai1Bs3
&3 Ps a1 fB2—azf1
Bemerkung.

(1) Es steht a x b orthogonal auf a und auf b.

(2) Es ist ||a x b|| der Fliacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
Insbesondere ist a x a = 0.

Wenn, wie iiblich, die xz1-Achse bzw. die xo-Achse bzw. die z3-Achse in Richtung des Dau-
mens bzw. Mittelfingers bzw. Zeigefingers der linken Hand eingezeichnet werden, und a bzw.
b in Richtung des Daumens bzw. Mittelfingers der linken Hand zeigt, dann zeigt a X b in

Richtung des Zeigefingers.

axb
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Bemerkung. Seien a, a’, b, V', ¢ € R3*!. Seien \, N, u, ¢/ € R.

(1) Esist (Aa+Na') x (ub+ p't") = Ap(a x b) + Npu(a' x b) + A/ (a x 0') + Np'(a' x V).
(2) Esistaxb=—(bxa).

(3) Esist |a* (b x ¢)| der Rauminhalt des von a, b und ¢ aufgespannten Parallelepipeds.

ey

7

Denn dieser Rauminhalt ist gleich der Grundfliche ||b x ¢||, multipliziert mit der Hohe
la® (b x ¢)|/]|b % c|| des Parallelepipeds.

Beispiel.

3 3 2:2-5.1 1
(1) Esist <2> X <1> = <5~3—3~2> = ( 9>‘

5 2 3:1-2-3 -3
(2) Seien (0‘1) , (g;) € R?*!. Das von (0‘1) und (gl) aufgespannte Parallelogramm hat

o . o 5 a2 0 2
den Flicheninhalt H (%2> X <%2> || = H( )H = |12 — a3

0
a1 fBe—az31

5.3 Lineare Gleichungssysteme — Zeilenstufenform

Seien m, n > 0. Sei A = (a;;);; € R™™. Sei b = (5;); € R™. Wir wollen die Losungs-
menge

{zeR™ : Az =b}
bestimmen.
Ist b = 0, so spricht man von einem homogenen linearen Gleichungssystem.
Ist b # 0, so spricht man von einem inhomogenen linearen Gleichungssystem.

Sei allgemein C' = (7, )i; € R+ geoeben. Seien 1 < k < m und 1 < ¢ < n so, daf
Yoo # 0. Wir sd@ubern mit dem Eintrag an Position (k, ) die {-te Spalte von C, indem wir
die k-te Zeile mit ;- z} multiplizieren und dann das ; ¢-fache der entstandenen k-ten Zeile
von der i-ten Zeile subtrahieren fiir alle 1 < ¢ < m mit ¢ # k. Wir erreichen so, dafl die
(-te Spalte der umgeformten Matrix bei (k, ) den Eintrag 1 hat, und ansonsten Nullen.
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Algorithmus. Es entstehe die Matrix (A[b) € R™**+D durch Anfiigen von b an A als
(n + 1)-te Spalte. Wir wollen (A|b) schrittweise umformen.

Sei 1 < /1 < n minimal so, dafl unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der ¢;-ten Spalte
besitzt. Wihle einen solchen. Vertausche die Zeile mit diesem Eintrag mit der ersten Zeile.
Séubere mit dem Eintrag an Position (1, ¢;) die ¢;-te Spalte.

Sei 1 < £y < n minimal so, dal unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der /5-ten Spalte
besitzt, der nicht in der ersten Zeile sitzt. Wihle einen solchen. Vertausche die Zeile mit
diesem Eintrag mit der zweiten Zeile. Sdubere mit dem Eintrag an Position (2,/s) die
ly-te Spalte.

Sei 1 < /3 < n minimal so, dafl unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der ¢3-ten Spalte
besitzt, der nicht in den Zeilen 1 bis 2 sitzt. Wéhle einen solchen. Vertausche die Zeile
mit diesem Eintrag mit der dritten Zeile. Siubere mit dem Eintrag an Position (3, (3) die
l3-te Spalte.

Sei 1 < /4 < n minimal so, dal unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der /4-ten Spalte
besitzt, der nicht in den Zeilen 1 bis 3 sitzt. Wahle einen solchen. Vertausche die Zeile
mit diesem Eintrag mit der vierten Zeile. Sdubere mit dem Eintrag an Position (4, ¢4) die
(4-te Spalte.

Fahre so fort, bis f,,; nicht mehr existiert; was dann der Fall ist, wenn s + 1 > m ist
oder aber die Zeilen s 4 1 bis m unserer Matrix nur Nulleintrége in den Spalten 1 bis n
aufweisen.

Wir haben also insgesamt die Spalten ¢y , ..., ¢, gesdubert. Numeriere die anderen Spalten
aufsteigend durch mit ¢}, ¢4, ..., 0 ..

Die umgeformte Matrix heifle (A|b). Man sagt, A ist in Zeilenstufenform. Die Stufen von
A befinden sich in den Spalten ¢;, ..., /.

Falls b einen Eintrag ungleich 0 an einer Position s + 1 bis m hat, dann ist

{zeR™ : Az =b} = 0

Falls b nur Nulleintriige an den Positionen s + 1 bis m hat, dann verfahre wie folgt.

Lies das 2o € R™! mit Eintrag 0 an Position E} fiir alle 1 < j < n — s ab, das fl:vo = b
erfiillt.

Lies fir 1 < i < n — s das z; € R™! mit Eintrag 1 an Position /; und Eintrag 0 an
Position £} fiir 1 < j <n — s mit j # 4 ab, das Ax; = 0 erfiillt.
Dann ist

{zeR" Az =0b} = {zo+ a1+ + A\ sTns: NERFir1<i<n—s}

Ist b =0, so ist auch xy = 0.
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Bemerkung. Dieselbe Umformung, angewandt auf n > 0, A € R™" und (A|E,), gibt
(E,|A™1), falls die Umformung eine solche Matrix liefert, und ansonsten die Aussage, dafl
A nicht invertierbar ist.

Bemerkung. Eine Matrix C' = (v;,);; € R™*" ist also in Zeilenstufenform, falls es fiir
ein 1 < k < n Stufenspalten mit den Nummern 1 < ¢ < ly < --- < {p < n gibt, fiir
welche die Bedingungen (1,2) gelten.

Sei hierzu noch ¢y := 0 und 4,1 =n + 1.

(1) Sei 1 < i < k, sei also ¢; die Nummer einer Stufenspalte. Dann ist v;,, = 1. Es ist
Voo, =0flir 1 <s<i—1undfiiri4+1<s<m.

(2) Sei 1 < 7 < n die Nummer einer Nichtstufenspalte, sei also ¢; < j < ¢;41 fiir ein
0<i<k Dannist y,; =0fiiri+1<s<m.

Beispiel.

, 0022 . 0
(1) Sei A = (2246>, sei b= <2>
2235 0

Wir wollen {z € R*™! : Az = b} und zugleich auch noch {z € R*! : Az =0}

bestimmen.
0
2
)

Es ist /1 = 1. Wir sdubern mit dem Eintrag an Position (2, 1) die erste Spalte, indem
wir die zweite Zeile mit 1/2 multiplizieren und sodann ihr 2-faches von der dritten
Zeile subtrahieren. Schliellich wird noch die zweite Zeile in die erste getauscht. Das

gibt :
11 2 3 1
00 2 2 0).
00-1-1|-2

Die zweite Spalte mufl nun iibersprungen werden, da die Eintrdge an den Positionen
(2,2) und (3,2) null sind, hier also nicht gesdubert werden kann.

Zunachst bilden wir

0022
2246
2235

(Alp) = (

durch Nebeneinanderstellen.

Es wird ¢, = 3. Wir sdubern mit dem Eintrag an Position (3,3) die dritte Spalte,
indem wir die dritte Zeile mit —1 multiplizieren und ihr mit 2-faches von der ersten
Zeile und von der zweiten Zeile subtrahieren. Schliefllich wird noch die dritte Zeile
in die zweite getauscht. Das gibt :

1101
0011
0000

Die Umformungen sind beendet. Die dabei nicht gesduberten Spalten von A werden
durchnumeriert mit ¢} := 2 und ¢, := 4.

) = (Al
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Wir lesen ab, dafl
{(zeRY Az =0} = {z R . Az =0} = 0
ist, da die dritte Zeile nicht erfiillbar ist.

Ferner lesen wir ab, daf3

-1 -1
{zeRY 1 Az =0} = {zeR¥ : Az =0} = {)\ +As @ DA, A € RY
[o]

ist, wobei wir an den Positionen £; (also in die Késtchen) jeweils eine 1 und ansonsten
Nullen eingesetzt und dann so ergénzt haben, dafl jeweils Az = 0 ist.

Eine Probe macht man, indem man in die urspriingliche Gleichung einsetzt.

(2) Wir suchen alle g, r, s, t, u, v, w € R, welche das inhomogene lineare Gleichungs-

system
Og —+ 2r + 4s + 6t + Ou —+ v + qw = 0
Og + r 4+ 25 + 3t + u + Qv + 3w = 0
Oqg + ro+ 2s + 3t + Ou + 4o + 3w = 1
0g + (=r + (=2)s + (=3)t + Ou + (—4)v + (2w = 0
K
erfiillen. In anderen Worten, wir suchen {z := (Z € R™! Az = b} fiir
0 2 4 60 8 40 “
(Alp) == (8 S & I g?).Dazu formen wir wie folgt um.
0-1-2-30-4-2/0

sdubern mit (2, 2) 86%3_%_8_%8 séubern mit (4,5) 8(1)%)?)(1)?)%8
(A‘b) ~ 0000-1 —5 0|1 ~ 000000 0/0
0000 1 5 1]0 000000 1|1
sdubern mit (4,7) 8%%%??8:% - Ai)
~ 0000001 1 = (|)
0000000 0

Wir erhalten
{zeR™ : Az =b} = {2 R : Az =10}

o N (E ([
o] [o] [0] [o] . )
= { [0] + M\ [0] + Ny [0] + A3 + M\ [0] N ERfur 1 <i<4} .
4l o] Ll &l
(3) Fir A= (H) wird
(i10%) ~ (o0/-11)
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und also ist A nicht invertierbar.
101

Fir A = (111> wird
110

101100 10 1
111010 ~ 01 0
001 01-1

100 10 1
—-110 ~ 01 0
-101 00-1

und also A~! = (% 1 (1)>

1-1
Eine Probe macht man jeweils, indem man A - A~! (oder A~!- A) berechnet.

Wer keine Probe macht, ist selbst schuld.

5.4 Vektorriaume

5.4.1 Definition

Definition. Ein (R-) Vektorraum ist eine Menge V', zusammen mit Abbildungen

(+) : VxV — V., (vyw) +— v+w,
() : RxV — V, (Av) — X-v= v,

derart, daB folgende Eigenschaften (V 1-7) gelten.

1) Es gibt ein Element 0 € V mit v+ 0=v fir v € V.
2) Fiir alle v € V gibt es ein Element —v € V mit v + (—v) = 0.

Esistv+w=w+wv firv,w € V.

6) Esist A+ p)-(v+w)=X-v+ X wtp-v+p-wfir\, p € Rundv, w € V.

(V
(V
(V3)

(V4) Esistv+w+z:=(v+w)+z=v+ (w+2)firv,w, z € V.
(V5) Esist 1-v=wvfirveV.

(V6)

(V7)

Esist Acp-v:i=A-p)-v=XA-(u-v) fir \, p € Rundv € V.

Die Elemente eines Vektorraums heiflen Vektoren, in Verallgemeinerung des bisherigen

Begriffs; vgl. Beispiel, (1).

Wir schreiben auch v — w = v + (—w) fiir v, w € V.

Beispiel.

(1) Seienm, n > 0. Esist R™*", zusammen mit der in §5.1 eingefiihrten Matrixaddition

und der Multiplikation von Elementen aus R mit Matrizen, ein Vektorraum.

Insbesondere ist der Standardraum R™*! ein Vektorraum.
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(2) Sei M eine Menge. Sei RM := {f: M —TR : f ist eine Abbildung}. Setze

(f +9)(m) = f(m)+g(m)
(A-f)(m) = A-f(m)

fir f, g € RM, A € Rund m € M ; vgl. §2.1.1. Damit wird R™ zu einem Vektor-
raum.

Bemerkung. Sei V' ein Vektorraum, sei A € R und sei v € V. Es ist A - v = 0 genau
dann, wenn A = 0 oder v = 0. Es ist (—1) - v = —v.

(V124 (Ve (V2)

IstveV,soist 0.0 =0 040 v-0-v % 0+0)-v—0-v=0-v—0-v ="0.
Analog zeigt man auch A -0 =0 fiir A € R.

Ist umgekehrt Av = 0, und ist dabei A # 0, dann ist v = A"' v = 0.

Es ist (_1)'7}(\/1:’2’4) (_1)'11—1—1-1)—1-7)(\/;’6) () +1)-v-—v=0-v—0= —v.

5.4.2 Dimension

Sei V' ein Vektorraum. Sei n > 0. Sei (vq, ..., v,) ein n-Tupel aus Elementen von V.
Definition.
(1) Das Erzeugnis von (v, ..., v,) ist die Menge
(vi, ..o, v,) = r(V1, .oy 0) = o+, s M eERfirl<i<n} CV

aller Linearkombinationen dieses Tupels.

(2) Es heifit das Tupel (v, ..., v,) erzeugend, wenn
V:<Ul, ...,Un> .
(3) Es heifit das Tupel (vy, ..., v,) linear unabhingig, wenn mit \; € R fiir 1 <i < n

die Gleichung
MU+ -+ A0, = 0

nur fiir Ay = --- = A\, = 0 erfiillt ist.

(4) Es heifit das Tupel (v, ..., v,) eine Basis von V, falls es linear unabhéngig und
erzeugend ist.

(5) Ist (vy, ..., v,) eine Basis von V, so heifit dim(V') := n die Dimension von V.
Hat V eine (endliche) Basis, so heiBe V' endlichdimensional.

Hat V keine (endliche) Basis, so heifie V' unendlichdimensional, und wir schreiben
dim (V) := oc.
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Bemerkung.
(1) Esist (v1, ..., v,) genau dann eine Basis von V, wenn fiir alle v € V' genau ein
n-Tupel (A1, ..., \y) € R" mit
Vo= AU+ A+ AU,
existiert.

(2) Die Dimension von V' héngt nicht von der gewahlten Basis von V' ab. In anderen

Worten, sind (vq, ..., v,) und (vy, ..., v),) Basen von V, dann ist n = n’.
0

Bemerkung. Sei 1 < i < n. Schreibe e; := € R"*! wobei die 1 an Position (i, 1)

sitzt, fiir den i-ten Standardbasisvektor. _
0

Esist (e, ..., e,) eine Basis von R"*! die Standardbasis. Also ist dim(R™ ') = n.

Bemerkung. Sei m > 0. Sei (71, ..., x,,) ein m-Tupel in R™!.

Habe A € R™™ die i-te Spalte z; € R™! fir 1 < ¢ < m; d.h. entstehe A durch
Nebeneinanderstellen der Vektoren z; .

(1) Esist (x1, ..., z,) genau dann erzeugend, wenn die Zeilenstufenform von A keine
Nullzeile enthalt.

(2) Esist (z1, ..., o) genau dann linear unabhéngig, wenn die Zeilenstufenform von
A genau m Nichtnullzeilen enthélt.

(3) Esist (z1, ..., x,,) genau dann eine Basis von R™*! wenn m = n ist und A die
Zeilenstufenform E,, hat.

Beispiel.
. 2 2 _1 2 . . .
(1) Esist (<%> , (*%) , (_(1J> , (%)) weder linear unabhéngig noch erzeugend. Denn die
zugehorige Matrix wird zur Zeilenstufenform

2 2-12 (1 1 —1/2 1) 10 —1/4 3/2
(171 0 2) 02 12 1) s <0 1 —1/4—1/2>
1 3-10 0 2 -1/2-1 00 ‘0 0
umgeformt, und diese hat 1 (> 0) Nullzeile und 2 (< 4) Nichtnullzeilen.
1 1 1
(2) Es ist ((%) ) (%) : (é)) eine Basis von R3, denn die zugehorige Matrix wird zur

Zeilenstufenform
11 111 100 10
11) ~ (0—1—1) ~ (011) > (01
13 0 0 2 002 00
(3) Ist M eine unendliche Menge, dann ist auch dim(R™) = ooc.

=N =

umgeformt.
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5.4.3 Unterraume
Sei V' ein Vektorraum.
Definition. Ein Unterraum (oder Teilraum) von V ist eine Teilmenge U C V so, dafl
0 € U und daB fiir alle \, ' € R und u, ' € U auch
Au+Nu' e U
ist.
So z.B. sind 0 := {0} und V' Unterrdume von V.
Bemerkung. Ist U ein Unterraum von V', so ist U, zusammen mit den eingeschrinkten

Abbildungen (+)|Y.,.;; und (-)|¥,, selbst ein Vektorraum.

Skizze eines zweidimensionalen Unterraumes U C R3.

ut+2u’ e U

Beispiel. Seien a, b € R mit a < b. Sei M := (a,b). Es ist
{f:M—R: fist differenzierbar } C R

ein Unterraum.

Bemerkung. Seien T, U C V Unterrdume. Dann sind auch 7'N U und
T+U = {t+u:teT,ueclU}
Unterrdume.
Sei V' nun endlichdimensional.
(1) Esist dim(U) < dim(V).
Es ist dim(U) = 0 genau dann, wenn U = 0.
Es ist dim(U) = dim(V') genau dann, wenn U = V.



o4

(2) Es ist dim(7) + dim(U) = dim(T + U) + dim(T' N U).

Bemerkung. Sei n > 0. Sei (vq, ..., v,) ein n-Tupel in V. Dann ist
U:=(v,...,v,) CV
ein Unterraum. Das Tupel (vy, ..., v,) enthélt eine Basis von U als Teiltupel.

Ist m > 1 und V = R™! so kann eine solche Basis von U wie folgt ermittelt werden.
Habe A € R™*™ die i-te Spalte v; fiir 1 < ¢ < n. Sei A die Zeilenstufenform von A.
Seien dabei die Spalten /1 , ..., {, gesdubert worden; Bezeichnungen wie in §5.3. Dann ist
(vey , ..., vg,) eine Basis von U.

Bemerkung. Seien m, n > 0. Sei A € R™". Es ist U := {z € R™! : Az = 0} ein
Unterraum von R™*1,
Zur Bestimmung einer Basis von U bestimmen wir die Zeilenstufenform von A wie in §5.3.

In der dortigen Bezeichnung ist dann (z1, ..., x,_s) eine Basis von U.

Bemerkung. Seien m, n, p > 0.

Sei (ty, ..., t,) ein linear unabhingiges n-Tupel in R™*!. Sei
T = (t,..., t,) CR™,

Sei (ug, ..., u,) ein linear unabhéngiges p-Tupel in R™*!. Sei
U:= {(u,...,u) CR™.

Schreibe v; :=t; flir 1 <i<nund v; :==u;_, firn+1<i<n+p.

Habe A € R™*("*P) die j-te Spalte v; fiir 1 < i < n+ p. D.h. entstehe A durch Nebenein-
anderstellen aller Vektoren ¢; und wu; .

Sei A die Zeilenstufenform von A. Seien dabei die Spalten 1, ..., ¢, gesiubert worden;
Bezeichnungen wie in §5.3. Dann ist (v, , ... , vp,) eine Basis von T' + U.
Sei, in der Bezeichnung von §5.3, (21, ..., Zn4p—s) die dort gefundene Basis von

&1,
{z € RO*+P>X1 . Ay = 0}. Schreibe z; =: ( : ) fir 1 <i<n+p—s. Dann ist

§n+p,i
(51,1 tl + -+ gn,l tn 3ottt fl,n-ﬁ-p—s tl +--+ 5n,n+p—s tn)
eine Basis von T'NU.
&1
Denn A : = 0 ist dquivalent zu {1 t1+ -+ &ty = —(Epprur + -+ Enpp Up), und
5n+P

diese Bedingung charakterisiert Elemente in TN U.

Da dim(T") = n, dim(U) = p, dim(T +U) = s und dim(T’'NU) = n+p — s, wird in der Tat
dim(T) + dim(U) =n+p =dim(T + U) + dim(T N U).
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) , <(1)>> C R, Sei U := <<%> , (

Wir wollen Basen fiir 7"+ U und T N U bestimmen. Wir rechnen.

SO—HO

O

Beispiel. Sei T :

Or-H——O
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Kapitel 6

Integration

6.1 Definition

Sei D C R. Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D. Sei f : D—R, x+— f(x) eine
stetige Abbildung.
Definition.

Sei I, der vom Graphen von f und der z-Achse oberhalb der z-Achse zwischen = = a
und x = b eingeschlossene Fléacheninhalt.

Sei I_ der vom Graphen von f und der z-Achse unterhalb der z-Achse zwischen = = a
und x = b eingeschlossene Fléacheninhalt.

Sei das (bestimmte) Integral von f in den Grenzen von a nach b definiert durch

/bf(a:)dx =1, -1 .

f(=)

It I,

Wir setzen noch [ f(z)dz == — [ f(x) dz.

Auch auf die Frage, was denn ein Flicheninhalt ist, hat die Mathematik Antworten gefunden,
etwa durch das sogenannte Riemann-Integral.

26
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Definition. Ist g : D — R stiickweise stetig auf [a,b], d.h. gibt es
a =¢c < ¢ < 0 < o1 < cp=0b

und g; : [¢;, ciy1] — R stetig mit g,
wir

veir) = 9lier, e fiir 0 <4 < k — 1, dann setzen

b k—1 Cit1
[o@az =Y [ o
@ i=0 v ¢

Anschaulich gesprochen ist g stiickweise stetig auf [a, b], wenn sein Graph zwischen a und b
nur endlich viele Sprungstellen aufweist.

6.2 Eigenschaften

Sei D C R.
Bemerkung.

(1) Seien a, b, c € Rmit a < b < cund [a,c] C D. Sei f: D—R, x+— f(z) eine auf
la, c] stiickweise stetige Abbildung. Dann ist

[ s -
/acf(x)d:c = /abf(x)dx—l—/bcf(a:)dx

(2) Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D. Seien f, g : D — R auf [a, b] stiickweise
stetig. Seien A\, p € R. Dann ist

/abw( )+ pgla /f dx+M/ g(x)da .

(3) Seien a, b € Rmit a < bund [a,b] C D. Sei f: D—R auf [a, b] stiickweise stetig.

und

Wir haben |1, + (—1_)| < |I4| + |—1-| = I} + I- und damit die erste Ungleichung
in

b
‘/f(x)dx‘ < /\f(z)\dx < (b—a) max [f(z)] .

z€a,b]

Die zweite resultiert daher, daf die fragliche Flédche in ein Rechteck der Breite b —a
und der Hohe m[a)g] | f(x)| eingeschlossen werden kann.
z€la,
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Definition. Sei D C R offen. Sei f : D —R stetig. Eine differenzierbare Funktion
F : D—R heifit Stammfunktion oder Aufleitung von f, falls

F=f.

Bemerkung. Sei D C R ein offenes Intervall. Sei f: D — R stetig.

Sind ' und F' Stammfunktionen von f, dann gibt es ein yo € R mit ist F(z) — F(z) = yq
fir alle x € D.

In anderen Worten, die Aufleitung von f ist nur bis auf eine Konstante bestimmt.

Denn es ist (F — F)'(z) = F'(z) — F'(x) = f(z) — f(z) = 0 fiir z € D.
Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D.

(1) Sei D C R offen. Sei F': D — R differenzierbar. Sei f := F’ stetig. Dann ist
b
/ f@)de = F(b) - F(a) .
(2) Sei D C R ein offenes Intervall. Sei g : D — R stetig. Dann ist die Funktion
G:D—R, 2+ G) = / g(u)du
differenzierbar, und es gilt G' = g.

Begriindunyg.
Zu (2). Sei x € D. Wir haben lim;_,¢ w < g(x) zu verifizieren.
Schreibe E := {Z—x : & € D } fiir den um z nach links verschobenen Definitionsbereich D.
Wir haben zu zeigen, dafl
E — R

P {(G( 1)~ G2)t™" i t € B~ {0}

x
g(x) firt =0

stetig in t = 0 ist.
Fir t € B~ {0} ist

Gz +1) -GNt —g@) = ([T g(u)du) — ([T g(u) du))t~! — g(z)
= (7" g(u) du)t~" — g(x) fons.
(7 9wy du)t= — ([T g(a) du)t™
(S (g(u) — g(a)) du)t— .



29

Der Betrag dieses Ausdrucks wird klein fiir kleines ||, da g(u) dann wegen u € (z—|t], z+|t|)
nahe bei g(x) liegt. Dies wollen wir noch etwas formalisieren.

Sei € > 0 vorgegeben. Da g stetig ist, gibt es ein § > 0 mit (z — d,z + ) C D so, dafl
lg(u) — g(z)| < e ist fiir alle u € (x — §, 2 + §). Damit wird

(G(z +1) — Gla)t — g()] (2 (g(u) — g(x)) du)t |

Bcr; (3) 1
< (It] - maxyepe—je), ate) [9(w) — g(@)]) ]t
= maXyelz—|t|, z+|t|] |g(u) - g($)|
< 15

fiir ¢ € (=6, +9).

Skizze im Fall t > 0. Wir erkennen darin, da8 G(’c+t1_G($) ~ L -‘i(x) = g(z); der Fehler im
Zahler bei der Ndherung ist der kleine schraffierte Flacheninhalt.

A
g (Gz+t) — G(x)) =t - g(x) = ([T g(u) du) — (f7 g(u) du) —t - g(x)

t-g(z)

a x x+t

Zu (1). Bsist ([ f(u)du) @ f(z) = (F(z)), und also [ f(u)du — F(z) = yo fiir eine
von x unabhéngige Konstante yy € R.

Setzen wir z = a, so wird yo = [ f(u) du — F(a) = —F(a).

Setzen wir nun = = b, so wird f; f(u)du — F(b) = yo = —F(a), und also

b
/ flu)du = F(b)— F(a) .

Man nimmt den Hauptsatz auch zum Anla8, [ f(z)dz = F(x) + konst. zu schreiben, um
auszudriicken, daf§ F' eine Stammfunktion von f ist.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so schreibt man auch
b
[ @y = F@L-, = FO) - Fla).

Beispiel.

(1) Fiir @« € R~ {—1} hat f(z) = 2* auf Ry die Stammfunktion F'(z) = (a+1) "tz
Z.B.ist [[ Vxde = [[ 2" de = [25* - 4/5)T_ = (794 — 1) - 4/5 ~ 8,3088,
Ist « € Z>, so gilt diese Stammfunktion uneingeschrénkt auf R.
Z.B.ist [* atde = [27/5]2__, = 32/5 — (—1)/5 = 33/5 = 6.6.

Ist « € Z<_5, so gilt diese Stammfunktion separat auf R.y und auf R .
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(4)

ZB. st [atde = [072/(=2));2 5 = (=47 = (=5)7?)/(~2) = —9/800 ~
—0,01125.

Sonderfall. Es hat g(z) = 2~! = 1/z fiir > 0 die Stammfunktion G(x) = In(z).

7.B.ist [Z2~tdz = [In(z)]2_, = In(2) ~ 0,6931.
1 1

T

2.8+

1.6

2.4

1.2

Es ist € auf R eine Stammfunktion von e?.

Z.B.ist [ evdr=[e"]0L_, = —e ' =1—1/e~0,6321.

Es ist arctan(x) auf R eine Stammfunktion von (22 4+ 1)7!; vgl. Aufgabe 77.(2).

Z.B. ist fol(x2 + 1)t dx = [arctan(z)]l_, = m/4 &~ 0,7854.

Es ist arcsin(z) auf (—1,+1) eine Stammfunktion von (1 — 22)7'/2; vgl. §3.2.4.1.

Z.B. ist fj{%(l — )2 de = [.‘:chsin(a:)]i/:{l/2 =7/6— (—7/6) = 7/3 ~ 1,0472.
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6.3 Techniken

6.3.1 Substitution

Sei £ C R offen. Sei f: F— R stetig.

Sei D C R offen. Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D. Sei g : D — R differenzierbar,
mit ¢’ stetig. Sei g([a,b]) CE.

Lemma (Substitutionsregel). Es ist

g(b) b
w)du = xT "(z)dzx
/g(a) f(u) /af(g( ) o)

Denn ist F(u) eine Stammfunktion von f(u), dann ist nach Kettenregel (F(g(z))) =
F'(g(x))g'(z) = f(g(z))g’'(x), mithin F(g(x)) eine Stammfunktion von f(g(z))g’(x). Wir

erhalten [ f(u) du = F(g(b)) — F(g(a) = [, f(9(x)) - ¢/ (x) da.

Beispiel.

(1) Wir wollen f14 % dx berechnen. Wir setzen g(z) := 1 + 2% Es ist ¢/(z) = 22. Wir
erhalten

Uit de = 1 i dede = GG e)de = gl du
=1/, (1—u*1)du = ffu—In(u)]lZ, = (15 -In(%))) ~ 6,4300 .
(2) Wir wollen [ tan(z) da berechnen fiir v € (—/2, +7/2). Da tan(z) = 22;((9;)) , setzen
wir g(x) := cos(z). Es ist ¢'(z) = —sin(z). Wir erhalten
Jy tan(z) dz = —fovﬁ- (—sin(x)) = —f (L g (zr)der = — lcos(v)%du
- fCOS U /Ii du = [ln(u>]1]:b COS 'U ( ( ))

(3) Seien A € R~ {0} und u € R. Wir wollen ff f(Ax + u) do berechnen unter Verwen-
dung einer Stammfunktion F' von f. Wir setzen g(x) := Az + u. Es ist ¢'(x) = A.
Wir erhalten

L fQz+pde =[] f(g() - A g'(a)dr = [0 fu) - A tdu = HFOAb+p) — FQa+p)) .

m

6.3.2 Produktregel

Sei D C R offen. Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D. Sei f : D — R stetig. Sei F
eine Stammfunktion von f. Sei g : D — R differenzierbar, mit ¢’ stetig.
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Lemma (Produktregel). Es ist

/ (@) g(x)ds = [F(x)- g(@)]'_, — / Fle)- o (2) da

Diese Regel nennt man auch partielle Integration.

Denn nach der Produktregel aus §3.2.1 ist F(z) g(z) eine Stammfunktion von f(z)g(x) +
F(z)g'(x), woraus sich [ (f(x) g() + F(x) ¢'(2)) do = [F(2) g(z)]}—, ergibt.

Beispiel.

1) Esist [[e®-adz=[e" 2]l — [(e*-1dr =e— [e”]}_, = 1.
0 =0 0 =0
(2) Fir v € Ry ist

[[In(z)de = [[1-In(z)dz = [z-In(z)]t; — [[ 2z 27 de = v-In(v) —v+1.

1

6.3.3 Partialbruchzerlegung (reell zerfallender Nenner)

Sei m > 1. Seien s; € R fiir i € [1,m] gegeben mit s; # s; fir ¢, j € [1,m]| mit ¢ # j.
Sei D:=R~{s1, ..., Sm}

Seien k; € Z>; fiir i € [1,m].

Sei f(x) ein Polynom, dessen Grad kleiner als > " | k; ist.

Wir wollen Konstanten a; ; € R so finden, daf

S

f(x) i N ay

(x —s1)kr - (x —sg)F2 - (0 — 5p)F ~ (x — s;)7
fiir alle x € D.

Zur Bestimmung der a; ; multipliziere man beide Seiten mit (x — s1) -+ (x — s,,,)" und
vergleiche die Koeffizienten. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem.

In der Praxis verwendet man iiblicherweise Bezeichnungen A, B, C, ... statt der a;; .
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Beispiel.

(1)

0000
0001
1113
2103
1001

Wir wollen f;’ m dx bestimmen.

Der Ziahler hat nicht kleineren Grad als der Nenner. Also multiplizieren wir
aus, (r — 1)(x + 1) = z* — 1, und fithren eine Polynomdivision durch, welche
2t = (22 — 1)(2* + 1) + 1 liefert. Das gibt

3 3 1
s (r—i—l)(m 5 dr = fz ? + 1) de+ [} g do -

Davon ist f23(x2 +1)de = 2.
Nun suchen wir A, B € R mit
1 1A B

= + ,
(x4+1)(x—1) r+1 z-1
Durchmultiplizieren mit (z — 1)(x 4 1) liefert die Bedingung
!

1 = Alx—-1)+B(zx+1).

Koeffizientenvergleich liefert also die Bedingung (_% %) (g) = ((1)) Wir rechnen
CH) =~ (339 ~ (5335)
Also ist A= —1/2 und B = 1/2. Damit wird
f3 —L _dx = f2 L —5 Iz + 1)+ 35 [In(z — 1),

2 (z+1)(z—1) z+1 x— 1

_ _%.(1n(4)—1n(3))+5-(ln(2)—1n(1)) = 3In(3/2).

4

Insgesamt wird somit f23 i de =2+ 11In(3/2) =~ 7,5361.

(z+1)(z—1)
Wir wollen f2 —dx bestimmen. Dazu suchen wir A, B, C, E, F € R mit
z—1 1 A n B N C EF F
(x+13-22 2+1 (z+1)2 (z+13 2z 22’

Durchmultipliziert liefert das die Bedingung

=1 = A(2*+22°4+2°)+B(2°+2?)+Ca’+ E(2*+32°+ 322+ 1)+ F (2% + 32+ 32+1) .
A

Koeffizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir
welches wir sogleich umformen.

VR
aEmQW

) c R5><1

-1 10010 0 100100 10010 0 1000-3—1 10000
3 1 0000 1|—1 010110 01011] 0 0100-2-1 01000
3 0)~|00013 1]|~s[00001-1)~s[00112 0]~s[0010-1-1]|~s[00100
10 011230 000131 0000 1|-1 0001 31 00010
ol 0 01011] 0 00112 0 00013 1 0000 1|-1 00001
Alsoist A= -4, B=-3,C=—-2, E=4und F = —1, und wir erhalten

3

IS —(ngxzdx = f2 x+1 x+12+(x+1)3+ + = )d:c

= [4ln(z+1)+3(z+1)"* +(x+1)* +41In(z) +z712_,
= 4In(9/8) — 67/144 =~ 0,005854 .
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Man beachte noch, daf§ keine der Nullstellen s; des Nenners im Intervall liegen sollte, iiber
das integriert wird.

Die Partialbruchzerlegung mit nicht mehr reell zerfallendem Nenner wird spéter in §11.3
mittels komplexer Zahlen behandelt. Das Beispiel x21+ 1 hierfiir haben wir in §6.2 schon
integriert.

6.4 Uneigentliche Integrale

Seien a, b € R mit a < b gegeben. Sei f : (a,b] — R stetig. Wir setzen
b b
/ f(z)dz = lim [ f(z)dx,
a u—a u

sofern die rechte Seite definiert ist. Diesenfalls sagt man auch, das vorliegende uneigent-
liche Integral konvergiert.

Sei ¢ € R. Sei g : [¢,00) — R stetig. Wir setzen

/ g(x)dx := lim [ g(x)dx,

vV—00 a

sofern die rechte Seite definiert ist. Diesenfalls sagt man auch, das vorliegende uneigent-
liche Integral konvergiert.

Die weiteren Fiélle endlicher oder unendlicher undefinierter Integralgrenzen entsprechend
— wann immer der Integrand an der Grenze selbst nicht definiert ist, ist ein Grenzwert zu

bilden.

Beispiel.
(1) Esist fol 2 dz = limy_ ful 2712 dz = lim,_0[20Y/2]1_, = lim,_,0(2 — 2u'/?) = 2.

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2

x
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(2) Esist [ 272 de = limy o [; @72 d = limyoo[—2 ] = limyoo(—v 1 +1) = 1.

(3) Esist
fooo(l +2)tdr = lim, o fov(l + 23t dx
= lim,_,[arctan(z)]y
= lim,_,(arctan(v) — arctan(0))
= 7w/2—-0
= 7/2.

1.5

arctan(x)

0.5+




Kapitel 7

Wachstumsrate und Elastizitat

7.1 Wachstumsrate

Sei eine differenzierbare (Kapital-)Funktion

K : R — R
t — K(t)

gegeben, die das Kapital K (t) abhéngig von der Zeit ¢ angibt. Sei hierbei K (t) > 0 stets.

Man denke etwa an festangelegtes Kapital.

Es ist auch moglich, einen kleineren Definitionsbereich zu wéhlen, etwa ein Zeitintervall.

Definition. Die Wachstumsrate von K zum Zeitpunkt ¢ € R ist gegeben durch

Die zweite Gleichheit resultiert hierbei aus der Kettenregel.

Beispiel. Seien 250 Euro zu 5% Jahreszins angelegt. Sei die Zeiteinheit 1 Jahr gewéhlt.
Es wird K(t) = 250 - 1,05¢ = 250 - e"12(1:05) Die Wachstumsrate ergibt sich zu

K'(t) 250 -1n(1,05) - etn(1.05)
Reelt) = K(t) 950 - etIn(1,05) = In(1,05) ~ 0,04879 .

Die Wachstumsrate ist bei fester Verzinsung konstant, wofiir wir eben ein Beispiel sahen.

Allgemein mifit die Wachstumsrate den “momentan benétigten Faktor A im Exponenten”,
so man die gegebene Funktion K (t) um einen gewihlten Zeitpunkt mit einer Exponential-
funktion a - e* bestméglich anndhern will.

66
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Beispiel. Seien 250 Euro zu 5% Jahreszins angelegt. Sei die Zeiteinheit 1 Jahr gewéhlt.
Seien jahrlich 10 Euro Kontofithrungsgebiihr fillig, die zwischen den vollen Jahren anteilig
berechnet werde. Es wird

1,05t — 1
K(t) =250 - 1,05" — 1’05—1 .10 = 250-1,05" — (1,05t —1)-200 = 50- 1,05" + 200 .
Also wird
K'(t) 50 - In(1,05) - 1,05 1
Ri(t) = = = In(1,05) - —m8M8M8M8¥ —— .
x(t) K(t) 50 - 1,05t + 200 n(1,05) 1+4-1,05°
R_K(t)

t

Erst als sich geniigend Zinsen und Zinseszinsen angesammelt haben, schlagen die Kon-
togebiihren nicht mehr so zu Buche, was die Wachstumsrate angeht, so daf} sich letztere
nach einiger Zeit wieder der Wachstumsrate 0,04879 bei bloler Verzinsung annéhert.

7.2 Elastizitat

7.2.1 Definition Elastizitit

Sei eine auf R zweimal differenzierbare Funktion

gegeben, wobei f(z) > 0 stets.

Definition. Die FElastizitdt von f bei x € Ry ist gegeben durch

f'(x)

Ef(l’) =
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Die zweite Gleichheit resultiert hierbei aus der Kettenregel.

Beispiel. Sei xy > 0. Sei f(z) = (z + z0)® fiir ein o € Ry. Dann wird

fll@)  al@tm)t 0w
L N

Es(z) =

Bemerkung. Gehort zu x die Einheit A (z.B. Euro/kg), zu f(z) die Einheit B (z.B. kg),
so gehort zu f'(z) die Einheit B/A, also zu E;(z) die Einheit BTéA - A = 1. Die Elastizitét
ist also auch in der Anwendung eine blofle Zahl, ohne Einheit.

7.2.2 Gewinn maximieren

Sei f(x) aus §7.2.1 nun die Nachfrage nach einem Produkt in Abhéngigkeit vom Stiick-
gewinn x (auch Gewinnmarge genannt), d.h. von der Differenz von Preis und Kosten pro
Einheit.

Der Gesamtgewinn ergibt sich zu

G(z) = f(x)-z,

sofern die Nachfrage voll befriedigt wird, wovon wir ausgehen wollen.

Diese Variante findet also Anwendung, wenn das Angebot grofler als die Nachfrage ist.

Ublicherweise sinkt die Nachfrage bei steigendem Stiickgewinn.

Lemma. Sei f(z) > 0 fiir z € Rog. Sei f'(z) <0 fiir x € Ryg.
Sei ferner vorausgesetzt, da§ E¢ (z) > —2 oder Ef(z) < —1 ist fur x € R.y.

Sei zg € Ryg. Ist Ef(xy) = —1, so nimmt der Gesamtgewinn beim Stiickgewinn von
ein Maximum G(x¢) = f(zo) - o an, bei einer Nachfrage von f(zy) Einheiten.

Genauer, es ist G(xg) > G(z) fiir alle x € Rog ~ {zo} .

Das Maximum ist also nicht nur lokal im Sinne von §3.2.3.1 zu verstehen.

Fiir alle € Ry zu verlangen, dafl E¢/ (z) > —2 oder E¢(z) < —1 ist, ist dquivalent dazu,
zu verlangen, daf fiir kein z € R sowohl E¢/ (x) < —2 als auch E¢(z) > —1 ist. Es ist fur
die Anwendung des Lemmas also giinstig, wenn E¢ und E stets nahe beieinanderliegen.

Begrindung. Es ist G'(z) = f'(x)z + f(z) = f(z)(Ef(z) +1). Aus Ef(zo) = —1 folgt also
G'(x9) = 0, so daB G bei xg eine Flachstelle hat.

Ferner ist G"(z) = f"(x)x + 2f'(z) = f'(z)(Ep(z) + 2). Da stets Ey/(x) > —2 oder
Ef(xz) < —1, ist an jeder Stelle G”(x) < 0 oder G'(x) < 0. Somit ist G’(x) streng monoton
fallend, solange G’(xz) > 0 und um zp. Sobald G’(x) zum ersten Mal in den negativen
Bereich lduft, kann es diesen nicht mehr verlassen, da es diesenfalls eine Stelle mit sowohl
G'(z) > 0 als auch G"(z) > 0 gibe. Also ist G'(x) > 0 fiir < xo und G'(x) < 0 fiir
x > xg. Es folgt G(z) < G(xg) fir z < xp und G(z) < G(xp) fiir x > zg; vgl. §3.2.2.
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Beispiel. Sei f(z) = 100-0,94*. Wir haben f(z) > 0 stets.
Ferner ist f’(z) = 100 - In(0,94) - 0,94 < 0 stets, da In(0,94) ~ —0,062.
Die Elastizitédt von f ergibt sich zu

fl(x) 100 -1n(0,94) - 0,947

— In(0,94) - .
flo) " 100 - 0,94 v =m(0.94) @

Ey(x) =

Die Elastizitat von f’ ergibt sich zu

_ [ 100 (In(0,94)) - 0,94"

r=1n(0,94) -z .

Ef/ (ZE)
Da diese beiden Elastizitdten zufillig iibereinstimmen, ist nie Ep(z) < -2 und
Ef(xz) > —1, und also stets Ep/(x) > —2 oder Ef(z) < —1.
Aus der Bedingung E¢(zg) = In(0,94) -z = —1 erhalten wir 2 = —1/1n(0,94) ~ 16,1615.
Der maximale Gesamtgewinn ist also bei einem Stiickgewinn von 16,1615 erzielbar und
betrigt G(zo) = 100 - 0,947 Y/™209) . (_1/1n(0,94)) ~ 594,55, bei einer Nachfrage von
f(xg) =100 - 0,941/ (094 ~ 36 7879.

600 A
5001 /
400 - /
G(x) 300+
200 -

|
100




Kapitel 8

Taylorentwicklung

8.1 Taylor in einer Variablen

Sei D C R eine offenes Intervall. Sei die Funktion f : D — R beliebig oft differenzierbar.
Thre k-te Ableitung werde auch mit f*)(x) bezeichnet; also z.B. f®(z) = f"(z).
Satz (Taylor). Sei zp € D. Sei n > 0. Fiir x € D ist
Taylorpolynom von Ordnung n Restglied
= (Zio /Y o) —20)") + 4 [ S0 @ — 0"
= f(mo) + f'(w0)(x — o) + L ["(wo) (@ — x0)? + -+ 4+ L [V () (z — xo)’i—k\ni! f;o FOE () (2 — ) dt .

-~

~
Taylorpolynom von Ordnung n Restglied

Man spricht von der Taylorentwicklung von f(x) um z von Ordnung n.

Die Entwicklung ohne das Restglied heifit auch Taylorpolynom von f(z) um xy von Ord-
nung n, vgl. oben.

Das Restglied ist fiir  nahe bei z( als klein im Vergleich zu den anderen Summanden zu
denken.

Wenn fiir ein gegebenes z € D die Folge (2 f{:o fO () (z — t)" dt)n>0 der Restglieder
gegen 0 konvergiert, dann ist

flz) = Y200 1/ (o) (x — mo)* .

Diesenfalls spricht man schlicht von der Taylorentwicklung von f(z) um xq .

Begriindung fir die Taylorentwicklung (mit Restglied). Die Produktregel der Integration
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aus §6.3.2, mehrfach angewandt, gibt

f(@)
= [flzo)+ [, f'(t)-1dt
= flzo) + [/ (O - 2)]iza, — [, f'() - (¢ —x)dt
= flxo) + f'(t)(x — z0) — f '@t (t—x)dt
= flzo) + f'(t)( —zo) — [f"(t) - %(t ) iy + [y, F(8) - 5(t — ) dt
= f(wo) + ['(t)(x — o) + ["(w0) - 3(x — w0)* + [ f(t) - 5(t —x)*dt
= f(xo) + f(t)(x — wo) + [ (w0) - 5(zx — w0)® + [ () - 5(t — x)? ]t w0~ Sy f(4)( t)- l(t—x)gdt
= fwo) + ['(t)(x — o) + [ (w0) - (& — @0)® + [ (w0) - g (& — w0)* — [ fO(t) - §(t —x)dt

Bemerkung. Manchmal verwendet man in der Situation des Satzes von Taylor fiir die
Taylorentwicklung auch das alternative Restglied in

alternatives Restglied
7\

F@) = (S 2 (@0)(@ — 20)) + gy S (0 + s(z — 20))(w — o)™

mit einem s € [0, 1], welches von zy, f und = abhéngt.

Beispiel.
(1) Sei D = R. Sei f(z) = (z + 1)®. Wir wollen die Taylorentwicklung von f(z) um

o = 0 in dritter Ordnung betrachten, also n = 3 setzen.

Es ist f®(x) = 0, also verschwindet das Restglied.

Wir erhalten

(418 = Flao) + (o) —20) + 41" (@0) (@ — 30)? + & (o) (z = 20)?

= (0+1)*+30+1)*(z —0) 4 5 6(0+1)(x — 0)* 4 5 6(x — 0)?
= 143z + 322+ 22,

wie man auch aus der binomischen Formel erkennt.

So kann man einsehen, daf§ der Satz von Taylor eine “auf beliebige Funktionen verall-
gemeinerte binomische Formel” ist.

(2) Sei D = R. Sei f(z) = e®. Es ist f™(x) = e® fiir n > 0. Taylorentwicklung um
o = 0 in n-ter Ordnung gibt
o = (Ciomf® (xo)(x - 930)'“) + % f;; f("“)( )(z —t)"dt
= (Cioomel@—0)) + f tdt
= (Cioom®") i fyefl@—1)" dt :
Fiir das Restglied gilt, daf3

§6.2
L [et(x —t)ndt] < L |o| maxye; o y0) et — )" < & 2] - el 22
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wobei das Maximum {iber einen etwas grofleren Bereich als nétig genommen wurde.
Dies zeigt, dafi das Restglied gegen 0 konvergiert fiir n — oo. Also ist

= Yicom2"
fiir x € R. Wir haben also die Definition von e” zuriickerhalten; vgl. §2.3.3.

Wir zeichnen zum Graph von e” die Graphen der Taylorpolynome in erster, zweiter
und dritter Ordnung ein, d.h. von 1+ 2z, von 1+ 2z + % z? und von 14z + % %+ % x3.

—2

Sei D = R. Sei f(x) = sin(z). Sei z¢ = 0.

Es ist f®%(2) = (=1)*sin(z) und f&**V(z) = (~1)¥cos(x) fiir k& > 0. Insbeson-
dere ist % (zg) = (=1)¥sin(0) = 0 und f+V(z0) = (=1)¥cos(0) = (—1)*. Bei
Taylorentwicklung um zy = 0 in (2n + 1)-ter Ordnung verbleibt also

sin(z) = (ZZZO mf(%ﬂ)(xo)(x — x0)2k+1) + (2n}|—l)! f; fen+2) (t)(z — t)2+1 dt
n —1)k _ .
- <Zk:0 (ék+)1)! x%H) + ((2n+1 [ fo sin(t)(x — t)***1dt .

Fiir das Restglied gilt, daf3

+
22:1)! fo sin(t) (v — ¢)*"+! dt|

< —<2n+1 i || - maxie(— o), 410 | sin(t)(z — ¢)
<

|2x|2n+1 ,

2n+1 ’

(2n+1 el

wobei das Maximum iiber einen etwas gréfferen Bereich als nétig genommen wurde.
Dies zeigt, dafi das Restglied gegen 0 konvergiert fiir n — oo. Also ist

3 ( 1)k 2k+1 _ ozt 3 z® z7 _ x3 x5 7
sin(z) = Yo mEmt S o E TR owE =Tt % tim o swm o

5040
fir z € R.

8

®
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Der rechten Seite ist die Periodizitéit sin(x 4+ 27) = sin(z) nicht mehr ohne weiteres
anzusehen.

Wir zeichnen zum Graph von sin(x) die Graphen der Taylorpolynome in erster,

dritter und fiinfter Ordnung ein, d.h. von z, von z — £ 2% und von « — } 2® + -5 2°.

—2

—3-

8.2 Der Gradient und die Hessematrix

Seim > 1.
Wir erinnern an die abkiirzende Schreibweise z := (x1,...,x,,) € R™; vgl. §2.4.1.

Sei D C R™ eine offene Teilmenge. Sei f : D — R, z+— f(z) eine beliebig oft partiell
differenzierbare Funktion; vgl. §3.3.1.

8.2.1 Der Gradient

Definition. Der Gradient von f in x € D ist gegeben durch

fccl@)
Vf(@) = fxg:(lc) c RmX1 ]

Der Buchstabe V spricht sich “nabla”.
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Vgl. Beispiel in §5.2.2.

Beispiel. Sei m = 3. Sei D = R®. Sei f(z) = f(x1,%2,23) = 7} + 2123 + 1127973 . Es ist

fx1 (z) 3:(;%4—36%—&—:62903
Vf(g) = Vf(iL‘l , Lo ,iL‘g) = faq(z) = ( 2z1x2+T173 ) € R3X1 .
fg () 122

Beispiel. Ist m = 2, und verwenden wir die Variablenbezeichnungen x und y anstelle von

. »(z, kurz z
zy und 3, so ist Vi(z,y) = (2%) - (2)

8.2.2 Die Hessematrix

Definition. Die Hessematriz von f in x € D ist gegeben durch

lezl (z) fmle(gE) fllzm(ﬁ)
Hf(@) = 2 :1 2 :2

Fomer @) fomag @) o fomom (@)

) - fﬂfom(Z) c Rmxm )

Nach dem Lemma von Schwarz ist Hy(z) = Hy(z)"; vgl. §3.3.1, §5.1. Man sagt auch, die
Hessematrix ist symmetrisch.

Beispiel. Sei m = 3. Sei D = R3. Sei wieder f(z) = f(z1,22,23) = 23 + 2173 + 217273 .

Es ist

for21 () foy20 (@) fo,05(2) 6x1 2x2+x3 T2
= 2xo+x3 21 X1 .
T2 x1 0

H (g) p— H (fﬁl , Lo 7373) = fxgacl (E) fxgacz(g) fxgacg(;)

Wir sehen, daf in der Tat H¢(z) = Hy(z)" ist.

Beispiel. Ist m = 2, und verwenden wir die Variablenbezeichnungen x und y anstelle von
fII(xry) fl'y(xvy)> kgz (fzz fzy)

x1 und z5, so ist Hy(x,y) = (fyz(z,y) o) P

8.2.3 Niherungspolynome in mehreren Variablen

Definition. Sei £ = (& ,...,%m,) € D eine Stelle, in deren Umgebung wir eine Néherung
fiir die Funktion f suchen.

Es ist
f(@) + (z — 1) - Vy(2)

die Ndherung erster Ordnung von f um die Stelle z € D.

Es ist
@)+ (z—2) V(&) + 3(z— ) - He () - (2 — 2)*
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die Ndherung zweiter Ordnung von f um die Stelle & € D.

Beispiel.

Sei D = R% Sei f(z,y) = ™. Wir wollen die Ndherung zweiter Ordnung von f um die
Stelle (0,0) bestimmen.

Es wird fo(xz,y) = ™, fy(z,y) = 26", foo(2,y) = ™, fo,(2,y) = 2" und
fyy(2,y) = 4e™2.
Folglich wird V;(0,0) = (3). Ferner wird H(0,0) = (37).

Wir erhalten als Niherung zweiter Ordnung von e** um die Stelle (0,0) folgendes Po-
lynom.

L+ (#9) - V4(0,0) + 5 (=) - Hy (0,0) - (5)
Lt (ev) - (2) + 3 (+v) - (23) - (5)
= 1—|—x+2y+%x2—|—2xy—l—2y2.

Als Néherung erster Ordnung von €**2 um die Stelle (0,0) folgendes Polynom ergibt sich
iibrigens
14+z+ 2y,

wie man durch Weglassen des Terms mit der Hessematrix erkennt.



Kapitel 9

Mehr iiber Matrizen

9.1 Determinanten

Algorithmus (und Definition). Sei n > 1.
Sei A € R™" eine Matrix von quadratischer Gestalt.
Wir wollen die Determinante von A, geschrieben det A, definieren und berechnen.

Hierzu bringen die Matrix A auf Zeilenstufenform; vgl. §5.3. Wird dabei bei einem Saube-
rungsschritt eine Zeile durch einen Faktor dividiert, um in der operierenden Zeile an
vorderer Stelle eine 1 zu bekommen, so notieren wir uns diesen Faktor. Beim Hinauf- oder
Hinuntertauschen einer Zeile um k Zeilen notieren wir uns den Faktor (—1).

Falls die Zeilenstufenform von A gleich E,, ist, so ist det A das Produkt dieser notierten
Faktoren.

Falls die Zeilenstufenform eine Nullzeile enthélt, so ist det A = 0.

Beachte, dafl beim ersten Auftreten einer Nullzeile wiahrend der Umformung die Rechnung
mit dem Ergebnis det A = 0 abgebrochen werden kann, da im weiteren Verlauf diese
Nullzeile erhalten bliebe.

222

Beispiel. Sei A = (33232 € R¥4, Wir formen um. Auf die Pfeile schreiben wir uns
223

n

jeweils die zu notierenden Faktoren.

223 1113/ 111 3/2 Lo/l 11 3/2 10 1 52
2 2 2 (322 oy (01152 D foo1 0 L1y o (o1 0 ‘1
32 232 01 0 -1 0—1-1-5/2 0 0-1-7/2
23 223 00 1 -1 00 1 -1 00 1 -1

0

0

0

1

2223
Also ist det A = det(g 33 %) =2 (=Dt (=1)-(-9/2) = —9.
2232

76
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3-1 233
2 2-203

Beispiel. Sei A = 13 213) € R5*5, Wir formen um. Auf die Pfeile schreiben wir
2 2 313

uns jeweils die zu notierenden Faktoren.

3—-1 233 1 1-103/2 1 1-10 3/2 1 1-10 3/2

2 2-203\ (-2 [3-1 233 0-4 53-3/2\ (-1)23 (0 1 20

4 3 213 ~ 4 3 21 3 ~ 0-1 61 =3 ~ 0-4 5 3-3/2

2 5 403 2 5 40 3 0 3 60 0 0-1 61 =3

2 2 313 2 2 31 3 0 0 51 0 0 0 51 0
10-30 3/2 10-3 0 3/2 100 3/5 3/2 100 3/5 3/2
01 20 0 01 2 0 0 010-2/5 0\ (—1)l(=3/5 [010-2/5

~ 00133—3 00 11/5 0 ~ 001 1/5 0 001 1/5 0
00 81 0013 3-3/2 000 2/5-3/2 000 1 5
00 51 7% 00 8 1 -3 000-3/5 -3 000 2/5-3/2
1000-3/2 10000
0100 2 — 01000

~ 0010 -1 'V\-> 00100 .
0001 5 00010
0000-7/2 00001

Somit wird det A = (—1)1 -2+ (—1)2-3- (=1)% -5 (=1)' - (=3/5) - (~7/2) = 63.

Spéater werden wir das Herausziehen der Faktoren und das Séubern der entsprechenden
Spalte wieder in einem Schritt vollziehen.

101
Beispiel. Sei A = (5 ! 5) Wir formen um.

Also ist det A = 0.

Bemerkung.

(1) Esist det(o11) =0y .
Es ist det(gé Lo ;) =102 — Q2027 .

Es ist

a1,1 a1,2 a1,3

det (ggi gg; g;g) = ] Qg2 33+ 2 Qo33 1+ 3 Q21 Q32— 1 Qg3 32— 2 (g1 (X3 3— (1 3 g2 (V31

(genannt Regel von Sarrus).
Hierbei sei o; ; € R fiir ¢, j € {1,2,3}.

Die Regel im Fall 2 x 2 ist fast immer niitzlich, die im Fall 3 x 3 zuweilen.

(2) Seien k, £ > 1. Sei S € R¥** sei T € R** und sei U € R**. Es ist

det (%) = (detS) - (detU) .

) = det(32) det(7) = (1-1—-2-3)-7 = —35.

Dies kann man auch iterieren.

12
So z.B. ist det<31
00

~NUtw
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Ein paar Begriffe. Die (Haupt-) Diagonale einer Matrix A = («;;);; € R™", wobei
n = 1, besteht aus den Eintrdgen oy, ..., o, . Eine obere Dreiecksmatriz hat
unterhalb der Diagonalen nur Nulleintrige. Eine untere Dreiecksmatrixz hat oberhalb
der Diagonalen nur Nulleintrdge. Fine Diagonalmatriz hat aulerhalb der Diagonalen
nur Nulleintrége.

Iteration obengenannter Tatsache liefert nun z.B., dafl die Determinante einer oberen
Dreiecksmatrix gleich dem Produkt der Diagonaleintrige ist. Z.B. ist det(égg) =
3-2-7=142.

Insbesondere ist die Determinante einer Diagonalmatrix gleich dem Produkt der
Diagonaleintréige. Z.B. ist det<§§§> =3-2-7=42

Sein > 1.

(a) Sei A € R™™. Es ist det A = det(A").
Insbesondere gilt alles in (2) Gesagte auch in der transponierten Version.
(b) Esist detE, = 1.
(c) Esist det(A- B) = (det A) - (det B) fiir A, B € R™".
Sein > 1.8 1 < i< n Sei(x1,...,%1,%i41,...,T,) ein Tupel von n — 1
Vektoren aus R™*!. Seien \, u € R. Seien y, z € R™.
Sei Y € R™" die Matrix mit dem Spaltentupel

(T1 e T, Yy Tt s e ey Tp) -
Sei Z € R™*" die Matrix mit dem Spaltentupel

(1o i1, 2y g1 e ey Ty
Sei A € R™™ die Matrix mit dem Spaltentupel

(X1, T, AY + U2, Ty e, X))
Dann ist
det A = Adet(Y) + pdet(Z2) .
Kurz, man kann Linearkombinationen, insbesondere also Faktoren, aus jeder Spalte
einzeln herausziehen.

Dank (3.a) gilt entsprechendes fiir die Zeilen.

Sein > 1. Sei A € R,

Es ist das Tupel der Spalten von A genau dann linear abhéngig, wenn det A = 0.
Insbesondere ist det A = 0, falls A wenigstens eine Nullspalte enthélt.

Es ist das Tupel der Zeilen von A genau dann linear abhéngig, wenn det A = 0.

Insbesondere ist det A = 0, falls A wenigstens eine Nullzeile enthélt.
Vel. §5.4.2.
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(6) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile éndert den Wert der
Determinante nicht.

Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte dndert den Wert der
Determinante nicht.

Vertauschen von zwei Zeilen &ndert das Vorzeichen der Determinante.
Vertauschen von zwei Spalten dndert das Vorzeichen der Determinante.

Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor A € R multipliziert auch den Wert der
Determinante mit diesem Faktor \; vgl. (4).

Multiplikation einer Spalte mit einem Faktor A € R multipliziert auch den Wert der
Determinante mit diesem Faktor \; vgl. (4).

In anderen Worten, ein Schritt im Algorithmus der Form £ &ndert die Determinante
um den Faktor p~'; ein Schritt der Form ~ #ndert die Determinante nicht; wobei
uwe RN {0}

(7) Beschreiben wir noch kurz die Laplace- Entwicklung.
Sei n 2 2. Sei A = (Ozivj)m e R,

Firl <k, ¢ <nsei Ay € R(=1Dx(n=1) die Matrix, die aus A durch Streichen der
k-ten Zeile und der /-ten Spalte entsteht.

Waéhlen wir ein 1 < k£ < n, dann wird

det A = zn:(—l)’”eau -det(Aye) (Laplace-Entwicklung nach der k-ten Zeile)
=1

Waihlen wir ein 1 < ¢ < n, dann wird

det A = zn:(—l)’“éozu -det(Ay ) (Laplace-Entwicklung nach der ¢-ten Spalte)
k=1

Man kann auch eine Formel fiir die Determinante angeben, die die Formeln aus (1) verall-
gemeinert, die sogenannte Leibniz-Formel. Sie entstammt einer iterierten Anwendung der
Laplace-Entwicklung.

Sein>1.Sei A= (Ozi’j%,j € Rx™,
Sei S,, die Menge aller Bijektionen der Menge M (n) := {1, 2, ..., n} in sich. Fir o € S,

sei f, die Anzahl der Elemente in { (¢, ) € M(n) x M(n) : i < j und o(i) > o(j) }. Sei das
Signum von o definiert durch sign(c) := (—1)7. Die Leibniz-Formel besagt nun, daf

det(A4) = Z sign(o) a1,0(1) @2,0(2) *** Cn,o(n)
S Sn
ist. Fiir n = 2 wird dies zu det(A) = a1 @22 — a2 a21. Fir n = 3 wird dies zur Regel
von Sarrus. Vgl. (1).
Fiir n = 4 erhalten wir eine vorzeichenbehaftete Summe aus 24 Produkten aus je 4 Fakto-

ren (und nicht eine alternierende Summe von 8 Produkten, wie schon mancher in falscher
Verallgemeinerung der Regel von Sarrus gedacht hat).

Fir n > 4 wiirde die Anwendung dieser Formel zu einem erheblichen Rechenaufwand
fiihren.
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Beispiel.

3
2
3

WwWwH—
=N N

Wir wollen die Determinante von A := ( ) auf verschiedene Weisen berechnen.

e Nach Definition wird

132 1 3 2\ (-7 10 2/7\ (-11/7) /100
322 ) ~» [(0-7-4 ~ 01 4/7 > 010
331 0—6—-5 00-11/7 001/’

und also det A = (=7) - (—11/7) = 11.
e Mit Sarrus wird

132
det(%g%) — 1.2.143-2.342-3.3-1.2.3-3.3.1-2.2.3 = 38—27 = 11.
o Wir konnen auch Methoden mischen. Z.B. wird

132\ B©) (13 2\ BO) s BD
et (333) "L det (31 -1) PL det(1)-det(57E) "L 1-(-1)(-5)~(~4)(~6)) = 35-21

Dank Bemerkung, (3.a) kann man auch tricksen und zur Berechnung der Determinan-
te abwechselnd Zeilen- und Spaltenumformungen durchfithren. Wer sich dabei nicht
wirklich sicher ist, was er da tut, sollte damit vorsichtig sein.

9.2 Definitheit

Sein>1.

Definition. Eine Matrix A = (o ;);; € R™*™ heile symmetrisch, falls A = A*.
In anderen Worten, es ist A symmetrisch genau dann, wenn «; ; = o, fiir alle ¢, j € [1,n].

Vgl. §5.1, §8.2.2.

Definition. Sei eine symmetrische Matrix A € R™*" gegeben.
Es heifie A positiv definit, falls Az > 0 fiir alle x € R™! \ {0}.
Es heifie A negativ definit, falls 2 Az < 0 fiir alle z € R™*! \ {0}.

Beispiel.
(1) Esist (57) positiv definit, da
(&) (3N (8) =28+& >0

fiir (g1) € R {(9)}-
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(2) Esist (77 _3) negativ definit, da

(6&) (_:1)) —é) (g) = =36 — 38 +24& = —3(& — %52)2 - %fg <0

fir (&) € R¥>! < {(§)}, wofiir wir hier einmal den Trick der quadratischen
Ergénzung verwandt haben.

st _[1]) weder positiv noch negativ definit, da auf der einen Seite
(10) ((1)_[1)) ((1)) = 1, auf der anderen Seite aber (01) (é_?) (?) = —1 ist.

Bemerkung. Sei A = (o ;);; € R"™" eine symmetrische Matrix.

(1) Esist A genau dann positiv definit, wenn —A negativ definit ist.

(2) Gibt es ein 1 < ¢ < n mit o;; <0, dann ist A nicht positiv definit.

Vorsicht, die Umkehrung gilt nicht. Z.B. ist (%%) wegen (1-1) (%%) (_%) = —2 nicht
positiv definit. Aber die Hauptdiagonaleintriage sind alle positiv.

Gibt es ein 1 <7 < n mit a;; > 0, dann ist A nicht negativ definit.

Vorsicht, die Umkehrung gilt nicht. Z.B. ist (:% :?) wegen (1-1) (Z% :%) (,}) =2
nicht negativ definit. Aber die Hauptdiagonaleintriage sind alle negativ.

Ist insbesondere ein Hauptdiagonaleintrag von A gleich 0, so ist A weder positiv
noch negativ definit.

Zu (1). Es ist 2'(—A)z = —2' Az < 0 genau dann, wenn z* Az > 0 fiir € R?*1.

Zu (2), positive Definitheit. Ist «; ; < 0, dann ist et Ae; = «; ; < 0 nicht positiv; vgl. §5.4.2.

Definition. Sei A = (o ;);; € R"*" eine symmetrische Matrix.

Sei 1 < k < n. Der k-te Hauptminor von A ist definiert als

My (A) = det< Y ) .

Ak 1 -« Ak k

111
Beispiel. Die Hauptminoren von A := (%%%) sind

M(A) = det(1) = 1
My(A) = det(75) = 1
My(A) = det(ﬁi) .



82

Satz (Hauptminorenkriterium).

Sei A = (v j)i; € R™™ eine symmetrische Matrix.

(1) Esist A positiv definit genau dann, wenn M (A) > 0 fiir 1 < k < n.

Es ist also A genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren von A positiv
sind.

(2) Es ist A negativ definit genau dann, wenn (—1)% - My (A) > 0 fiir 1 < k < n.

Es ist also A genau dann negativ definit, wenn die Hauptminoren von A abwech-
selndes Vorzeichen haben, angefangen mit M;(A4) < 0.

Beispiel.

(1) Es ist A := G%i) positiv definit, da M;(A) = 1 > 0, Ma(A) = 1 > 0 und
M;3(A) = 2 > 0 sind; vgl. vorstehendes Beispiel.

(2) Esist B := (75_3) negativ definit, da M;(B) = det(-3) = —3 < 0 und My(B) =
det(75_3) = (=3)-(=2) —2-2=2> 0 sind.



Kapitel 10

Extremstellen von Funktionen
mehrerer Veranderlicher

10.1 Lokale Extremstellen in mehreren Variablen,
ohne Nebenbedingungen

Sei n S Z;l.

Den Fall von n = 1 Variablen haben wir schon in §3.2.3.2 betrachtet, den Fall von n = 2
Variablen in §3.4.

Sei D C R™ offen.
Sei f: D —R gegeben mit f,.,, : D — R existent und stetig fiir 1 < 7, j < n.

Wir erinnern fiir x € D an den Begriff der lokalen Maximal-, Minimal- und Extremstelle
von f aus §3.2.3.1.

Wir erinnern an die Begriffe des Gradienten V(z) = (fi,(2))1<i<n € R™*! und der Hes-
sematrix Hy(2) = (fo,0,(2))1<i,j<n € R™™ aus §8.2; und daran, daf letztere symmetrisch
ist.
Definition. Es heifit 2 € D eine Flachstelle von f, falls V¢(Z) = 0 ist.
Bemerkung. Ist 2 € D eine lokale Extremstelle von f, so ist & eine Flachstelle von f.
Lemma. Sei 2 € D mit V;(Z) = 0 gegeben. Sei also & eine Flachstelle von f.

(1) Ist Hy(Z) negativ definit, so ist Z eine lokale Maximalstelle von f.

(2) Ist Hy(Z) positiv definit, so ist Z eine lokale Minimalstelle von f.

83
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(3) Ist Hf(Z) weder positiv noch negativ definit, und ist det H¢(Z) # 0, dann ist Z keine
lokale Extremstelle von f, sondern eine Sattelstelle.

Ist det Hy(z) = 0, so machen wir keine Aussage iiber das Vorliegen einer lokalen Extrem-
stelle.

Man vergleiche mit dem Lemma aus §3.4 und dem Hauptminorenkriterium aus §9.2.

Begriindung zu (1). Um & koénnen wir f anndhern,

flz) = f(@)+ (z—2) V(@) +3(x—2) -Hp@) - (2—2)" = f(@)+3(x—2) Hp(@) (2 —2)".
Fiir das lokale Verhalten geniigt die Betrachtung dieses Taylorpolynoms. Nun ist H(Z)

negativ definit, also 3(z — 2) - Hy(2) - (z — )" < 0 fiir z € D\ {2}, und = 0 fiir z = 2.
Somit ist der Wert unseres Taylorpolynoms an der Stelle £ maximal.

Beispiel. Sei n = 3, sei D = R3 und sei f(z,y,2) = 2% + y? + 2% — xsin(z). Wir wollen
untersuchen, ob bei (0,0, 0) ein lokales Extremum vorliegt.

Ja r—sin(z
Es ist Vi(z,y,2) = }fy) = ( ? 2y( ))>, also Vi(z,y,2) = <§> Somit liegt bei (0,0, 0)

2z—x cos(z
eine Flachstelle vor.

. . frz focy fzz O —COS
Desweiteren ist Hy(x,y,2) = (fyz fuy fyz) = ( ) und also H¢(0,0,0) =

2w foy for — cos(z) D 2+xsm(z

20-1
< 02 0). Es wird M;(H
10 2
M2 (H((0,0,0)) = det( ) = 6 > 0. Mithin ist H¢(0,0,0) positiv definit; cf. §9.2.

Folglich liegt bei (0,0, 0) ein lokales Minimum vor.

,0)) = det(2) > 0, Mx(Hy(0,0,0)) = det(55) =4 > 0 und

£(0,0
20—
02
1

10.2 Lokale Extremstellen in mehreren Variablen,
mit Nebenbedingungen

Sein € Z=y . Sei D C R” offen.
Sei f: D—R gegeben mit f;,,. : D — R existent und stetig fiir 1 < i, j <n

Sei l € Z~ . Sei gk 0 D—R fiir 1 <k < £ gegeben mit (gr)ee; : D — R existent und
stetig fiir 1 < 4, 7 < n. Wir fassen diese Funktionen zusammen zur Abbildung

g : D — R
z — g(z) = (), ..., 90(2)) .

10.2.1 Begriff einer lokalen Extremstelle unter
Nebenbedingungen

Definition. Sei z € D.
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(1) Es heifit Z eine lokale Mazimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0, falls
g(z) = 0 und falls es ein ¢ € Ry so gibt, daB f(z) > f(z) fur alle z € D mit
o - &l| < ¢ und g(z) = 0.

(2) Es heifit & eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0, falls
g(z) = 0 und falls es ein € € Ry so gibt, daB f(z) < f(z) fur alle z € D mit
o — ] < £ und g(z) = 0.

(3) Es heiit Z eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0, falls &
eine lokale Maximal- oder Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0 ist.

10.2.2 Flachstellen unter Nebenbedingungen

Seiz € D.
Bezeichne N(z) € R™* die Matrix mit dem Spaltentupel (V,,(2), V,,(Z), ..., V,,(Z)).

Definition. Wenn ¢(z) = 0 ist, wenn das Spaltentupel von N(Z) linear unabhéngig ist
und wenn V() = N(Z) - r eine Losung r € R*! besitzt, dann heifit & eine Flachstelle
von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Der dann eindeutig festliegende Vektor r heifit Lagrangemultiplikator zur Flachstelle z.

Lemma. Ist 2 eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung ¢ = 0 und ist
das Spaltentupel von N(z) linear unabhéngig, dann ist & eine Flachstelle von f unter der
Nebenbedingung g = 0.

Falls die Flachstellen erst gesucht werden miissen, dann fafit man

Vi) = N@)-r
gz) = 0,
d.h. ) ) ) )
V(@) = Vg (Z)pr+ Vg, (L) po + -+ Vg, (Z) pe
g(z) = 0,

als (im allgemeinen nichtlineares) Gleichungssystem in den Unbekannten

L1y, T2y oo s Tpy Pl P25 -0 5 P2

auf. Ist fiir eine Losung & schliellich noch das Spaltentupel von N(Z) linear unabhéngig,
dann ist Z eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Falls dagegen eine zu untersuchende Stelle Z € D in der Aufgabenstellung vorgegeben ist,
so reduziert sich die Frage, ob z eine Flachstelle unter der Nebenbedingung g = 0 ist,
darauf, zu priifen, ob tatséchlich g(z) = 0 ist und ob es auf eindeutige Weise p1, ..., ps
gibt mit V() = Yy, (&) p1 + Vyu(@) p2 + -+ + Vi (&) pr.
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10.2.3 Lokale Extremstellen unter Nebenbedingungen

Jedenfalls miissen die Flachstellen aus §10.2.2 nun daraufhin gepriift werden, ob sie Ex-
tremstellen sind, alles unter der Nebenbedingung g = 0.

Sei € D eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
Wir 16sen das lineare Gleichungssystem N(2)'u = 0 in u € R™*1,

Sei dann U € R™ (=9 die Matrix mit dem Spaltentupel (u;,..., u,_;) in den Bezeich-
nungen von §5.3. D.h. sei das Spaltentupel von U eine Basis von

{ue R . N@)'u=0};

vgl. §5.3, vorletzte Bemerkung.
Schreibe ferner

F(z):= f(z) — prgi(z) — - — pege(z)

unter Verwendung des zur Flachstelle 2 gehorigen Lagrangemultiplikators

P1
P2

r = <;>ERZX1.
pe

Wir bilden die Hessematrix Hp(2) von F' an der Flachstelle Z.

Lemma ().
Sei, wie gesagt, Z € D eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0. Seien dazu

Hp(z) und U wie vorstehend beschrieben gebildet.

(1) Ist Ut Hp(2) U € RM=9%(=0 negativ definit, so ist 2 eine lokale Maximalstelle von
f unter der Nebenbedingung g = 0.

(2) Ist UtHp(2) U € RM=9*(=0 positiv definit, so ist & eine lokale Minimalstelle von
f unter der Nebenbedingung g = 0.

(3) Ist U'Hp(2) U weder positiv noch negativ definit und ist det U* Hp(2) U # 0, so ist
2 keine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0, sondern eine
Sattelstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.

Ist det(U*Hp(Z) U) = 0, so machen wir keine Aussage iiber das Vorliegen einer lokalen
Extremstelle.

Wgl. [2, Kap. 14.7, Aufg. 15], [4, Satz 8.4.12], [7, Th. VIIL.4.5], [10, Extrema, und Extrema mit
Nebenbedingungen].
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floy,@2) |

/‘/m T2

T = (&1,22)

o/

10.2.4 Beispiele

Beispiel. Sei n = 2. Sei D = R2. Sei f(z,y) = xy.
Sei ¢ = 1. Sei gy(z,y) = 2* + y* — 2.
Wir suchen alle lokalen Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g = 0.

In anderen Worten, wir suchen die Maxima und die Minima von f auf dem Kreis um (0, 0)
von Radius v/2.

1. Bestimmung der Flachstellen unter der Nebenbedingung g = 0.
Es ist V(z,y) = (¥).
Es ist V, (z,y) = (57) und wegen ¢ = 1 also auch N(z,y) = (5 ).
Wir haben das Gleichungssystem
() = ()o
Yy —2 =
zu l6sen.

Ist o = 0, dann ist yo # 0, also wegen 0 = z¢ = 2ygp; auch p; = 0, was dann wiederum
Yo = 2z9p1 = 0 nach sich zieht, was nicht geht.

Somit mufl zy # 0 sein.
Notwendig ist nun xy = 2yop1 = 2(2x0p1)p1 = 4x0p7 .
Damit muf aber 1 = 4p? sein, also p; € {—% ,+%}.
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Fall p1 = —

Es ist zg = —yo . Wegen 2 = 22 +y2 = 222 liefert dies die Flachstellen (zg,v0) = (+1, —1)
und (xg,y0) = (—1,+1) von f unter der Nebenbedingung g = 0, denn an beiden Stellen
ist das Spaltentupel von N(z¢,yo) linear unabhéngig, d.h. die Spalte von N(zq,yq) ist
ungleich 0.

Fall p1 =

Es ist 79 = yo. Wegen 2 = 22 + y7 = 222 liefert dies die Flachstellen (zg,%0) = (+1,+1)
und (zo,yo) = (—1,—1) von f unter der Nebenbedingung g = 0, denn an beiden Stellen
ist das Spaltentupel von N(zg,yo) linear unabhéngig.

1
5 -

Zusammen haben wir die Menge der Flachstellen
{<+17 _1)7 (_17 +1)> (_17 _1)a (+1a +1)}

gefunden, die ersten beiden mit Lagrangemultiplikator (-1/2), die letzten beiden mit La-
grangemultiplikator (+1/2).

2. Entscheidung auf FExtremstellen unter der Nebenbedingung g = 0.

Ist p1 = —3, dann ist F(z,y) = f(z,y) — proa(z,y) = zy + 5(2® + y*> — 2) und also

1

2
Hp(z,y) = (11) -
Ist p1 = +3, dann ist F(z,y) = f(z,y) — proi(z,y) = zy — 3(2® + y* — 2) und also
Hp(z,y) ( )

Fall (zg,y0) = (+1,—1). Es ist p; = —1, also Hp(+1,—1) = (71). Es ist N(+1,-1)" =
(2-2). Somit ist eine Basis von {u € R"*! : (2-2)u = 0} gegeben durch ((1)), und wir
erhalten U = (7). Nun ist U'Hp(zo,40) U = (11) (11) (1) = (4) positiv definit. Also ist
(41, —1) eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0. Dort nimmt
f den Wert —1 an.

Fall (zo,y0) = (—=1,41). Esist py = —3, also Hp(—1,+1) = (11). Es ist N(—1,+1)" =
(-22). Somit ist eine Basis von {u € R"™! : (2-2)u = 0} gegeben durch ((1)), und wir
erhalten U = (%) Nun ist U*Hp(xg,y0) U = (11) (H) (%) = (4) positiv definit. Also ist
(—1,+1) eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0. Dort nimmt
f den Wert —1 an.

Fall (z0,y0) = (—1,—1). Esist p; = 43 , also Hp(—1,—1) = (’% _%) Esist N(—1,-1)" =
(-2-2). Somit ist eine Basis von {u € R™! : (-2-2)u = 0} gegeben durch (( 1)),
und wir erhalten U = (7). Nun ist U Hp(2o,y0) U = (-11) (71 1) (1) = (-4) negativ
definit. Also ist (—1, —1) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
Dort nimmt f den Wert +1 an.

Fall (zg,yo) = (+1,+1). Esist p; = +3, also Hp(+1,+1) = (71 _1). Esist N(+1,+1)" =
(+2+2). Somit ist eine Basis von {u € R™! : (+2+2)u = 0} gegeben durch (( 1)),
und wir erhalten U = (77). Nun ist U Hp (2o, yo) U = (-11) (71 1) (1) = (—4) negativ
definit. Also ist (41, +1) eine lokale Maximalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
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Dort nimmt f den Wert 41 an.

Weniger umfangreich ist die Entscheidung an einer bereits gegebenen Stelle :

Beispiel. Sei n = 4. Sei D = R*. Sei f(z,y,2,w) = o + 2%+ y* + yz + 22 + w.
Sei ¢ = 2. Sei g1(x,y, z,w) = xy + z. Sei go(z,y, z,w) = + yz + z + w.

Wir wollen entscheiden, ob (0,0,0,0) eine Extremstelle von f unter der Nebenbedingung
g = 0 ist.

1. Ist (0,0,0,0) eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g =0 ?
1+2x

1
Es ist V(z,y, z,w) = (25/122)’ somit also V¢(0,0,0,0) = (8)
: 1

y 1
Es ist Vy, (z,y, z,w) = (f) und V,, (z,y,z,w) = <yjl).
0 1

y 1 01
Also ist N(z,y, z,w) = <”fyil), mithin N(0,0,0,0) = <(1)(1)), mit linear unabhingigem
071 01

Spaltentupel.
1
0 _
1

Wir finden

mit dem Lagrangemultiplikator r = (g;) = (1)

Also ist (0,0,0,0) in der Tat eine Flachstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.
2. Ist (0,0,0,0) eine Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g =0 ¢

Es ist N(0,0,0,0)" = (010), mit Zeilenstufenform ((1)8[1)(1)).

0-1
Also enthélt U = (é 8) in den Spalten eine Basis von {u € R*™*! : N(0,0,0,0)'u =0 }.
0 1
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Es ist

F(x7yazaw) = f(xayazaw) _plgl(xayazaw) _0292(33;%2710)
= (z+22+ ¥ +yz+22+w)— (zy+2) — (r+yz + 2 +w)
= :v2—|—y2—xy.

[=lelol]
N———

QOO N
OON -
(=)o)

2-100
So wird Hp(x,y, z, w) = (_(1) 29 8), insbesondere also auch Hg(0,0,0,0) = <_
Es ergibt sich 0 000

2—-100 (i
UV HR(0,0,0,0)0 = (L0489) ( 333) (
0 00O 0

Da Ml((%é)) = det(2) =2 > 0 und Mg((%%)) = det(%%) = 3 > 0 ist, ist diese Matrix
positiv definit; cf. §9.2.

Folglich ist (0,0,0,0) eine lokale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0.



Kapitel 11

Komplexe Zahlen

11.1 Definition

Definition. Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert durch
C:={a+bi:abeR},

wobei a +bi=a+bi fiir a, b, a, beR genau dann gelte, wenn ¢ = a und b = b ().

Auf C sind Addition und Multiplikation erklart durch

(+) C x C — C
(a+bi , a+bi) — (a+0bi)+@+0bi) = (a+a)+ (b+Db)i
() : C x C — C

(a+bi , a+bi) — (a+0bi)-(@+bi) = (aaq—bb)+ (ab+ab)i,

wobei a, b, a, b € R. D.h. es wird ausmultipliziert unter Beachtung von

i’ = -1

Der Multiplikationspunkt wird oft unterschlagen.
Wir schreiben a = a 4+ 0i und bi = 0 + bi fiir a, b € R.
Esist 1-2=zund 0+ 2z = z fiir z € C.

Ist z = a+bi € C, wobeia, b € R, soist —z = —a+(—b)i. Wir schreiben z—w := z+4(—w)
fir z, w € C, ust.

Es gelten das Assoziativ- und das Kommutativgesetz der Addition und der Multiplikation,
d.h. (zw)v = z(wv), 2w =wz, (z+w)+v=z+(wW+v), z4+w=w+ z fiir z, w, v € C.

2Formal sollte man a + bi als Paar (a,b) reeller Zahlen einfiihren, auf solchen die Grundrechenarten
definieren und im nachhinein i := (0, 1) setzen. Das gibt im Ergebnis dasselbe.

91
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Es gilt das Distributivgesetz, d.h. (z + w)v = zv + wo fir z, w, v € C.
Komplexe Zahlen der Form a = a + 0i mit a € R heiflen reell.
EsistR={a:aecR}={a+0i:acR} CC.

Komplexe Zahlen der Form bi = 0 + bi mit b € R heiflen (rein) imagindr.

Wir konnen jeder komplexen Zahl ihren Realteil und ihren Imagindrteil zuordnen,

Re(a+bi) := a (Realteil)
Im(a+bi) := b (Imaginérteil)

wobei a, b € R. Also Re, Im : C—R.

Ist z = a+bi € C, wobei a, b € R, so bezeichnet |z| := (a® + b*)'/2 € R.y den Betrag
von z.

Lemma (Dreiecksungleichung). Es ist |z + w| < |z| + |w]| fiir z, w € C.
Bemerkung. Es ist |z - w| = |z| - |w]| fiir 2, w € C.

Geometrisch deutet sich dies wie folgt. Eine komplexe Zahl a+bi bekommt in der reellen
Ebene, in diesem Zusammenhang auch Gaufische Zahlenebene genannt, die Koordinaten
(a,b) zugewiesen. Ihr Betrag ist ihr Abstand vom Punkt (0,0), d.h. die Lange des Vek-
tors von (0,0) nach (a,b). Reelle Zahlen liegen auf der reellen Achse {(a,0) : a € R}.
Imaginére Zahlen liegen auf der imagindren Achse {(0,b) : be R}.

A A
Addition Multiplikation 2w, |zw| = |z[w|

z4w, |ztw| < |24+ w]

Bei der Multiplikation werden die mit der positiven reellen Achse eingeschlossenenen
Winkel addiert und die Langen der Vektoren multipliziert.

Bemerkung. Ist z = a + bi € C \ {0}, wobei a, b € R, dann ist

Zfl _ a _ _b i = a—bi
a2+b2 a2+b2 a2+b2 .

Begriindung. Da a + bi # 0, ist a # 0 oder b # 0, und so jedenfalls a? + % > 0.
a? — b} a4+ b
a2+ b2 a?+ b2

Es wird (CL + bl) . ((ﬂaw — ﬁl) =

= 1. Dies zeigt die Bemerkung.
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Um vom Vektor von 0 nach z zum Vektor von 0 nach 27! zu kommen, mufl an der reellen

Achse gespiegelt werden und die Lédnge des Vektors invertiert werden.

2+ 3i 2+ 31)(1+ 2i 2+ 4i + 3i + 6i? —4+Ti
Beispiel. Es wird + 1 :( + 1)( + 1) = A1+ 91+ 01 = +n =447
1—2i  (1—2i)(1+2i) 12 1 22 5 575
Potenzen mit ganzzahligen Exponenten werden in der iiblichen Bedeutung verwandt. Die
Potenzgesetze gelten hier, also (zw)® = z%w?®, 2070 = 292, 2% = () fiir a, b € Z,
z, w € C~ {0}. Der binomische Lehrsatz aus §1.2.2 gilt genauso auch in C.

Definition. Die kompleze Konjugation ist erklart durch

cC — C
z=a+bi — Z:=a-—-0bi.
wobei a, b € R. Geometrisch ist dies die Spiegelung an der reellen Achse.
Esist z+w=Z+wund z-w =z -w fir z, w € C.
Esist |z|? = 2z, Re(z) = (2 + 2) und Im(2) = (2 — 2) fiir z € C.

Esist 27! = @ - vgl. vorstehende Bemerkung.

Konjugation,
Inversion

AR

11.2 Euler

11.2.1 Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus im Komplexen

Viele Begriffe und Tatsachen aus §2.2 und §2.3 gelten entsprechend auch im Komplexen.

Definition. Sei k € Z.
Eine Folge (z,)n>k = (25)n mit Werten z,, € C fiir n > k heiBt auch komplexe Folge.
Es heifit z € C ihr Grenzwert oder Limes, falls fiir alle ¢ > 0 ein ¢ € Z>y mit |2 — z,| < &

fiir n > /¢ existiert. Diesenfalls ist dieser eindeutig bestimmt und wird

lim z, = limz, = z
n—o0 n
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geschrieben. Eine komplexe Folge (z,), konvergiert, falls sie einen Grenzwert hat, anson-
sten divergiert sie.

Bemerkung. Seien (z,), und (w,), konvergente komplexe Folgen. Seien A\, u € C.
Dann ist

limy, oo (A2, + pwy) = Alimy, oo 2,) + p(lim, o wy,)
limy, oo (zpwy) = (limy, 00 2,) (limy, o0 wy,)
My oo Zn = iMoo 2n
lim, oo 20| = [limy, o0 2]

. z
- hmn—>oo —

h limy, o0 2n
Wn

Ist lim,, ,o w, # 0 und ist w, # 0 stets, dann gilt auc

Es konvergiert die komplexe Folge (z,), genau dann, wenn die rellen Folgen (Re(z,))n
und (Im(z,)), konvergieren, und diesenfalls ist

lim z, = lim Re(z,)+1 lim Im(z,)
n—o0 n— oo n—oo

Definition. Eine (kompleze) Reihe ist eine komplexe Folge der Form

Zt}kz Ct = (Z?:k: Ct)nzk »

wobei ¢; € C fiir t > k. Existiert ihr Grenzwert, so schreiben wir diesen

[oe) . n
Yomopcr = lm Y ¢ = g+ Cpp1 FCha+
n—00
Definition.

(1) Fiir z € C konvergiert die Reihe ) _,2"/n!, sodal wir die Ezponentialfunktion
exp : C— C durch

OOZn 22 ZS 2’4
n=0

definieren konnen.

Weiterhin gilt € = 1 und ™% = e fiir z, w € C; vgl. §2.3.3.

(2) Fir z € C konvergiert die Reihe
funktion sin : C — C durch

(=1)"2z2"F1/(2n + 1)!, sodaB wir die Sinus-

n=0

00
22n+1 2’3 25 2,7

: = —1)" - L, 4L -
sin(2) = D Ve T 6 T om0 T

definieren konnen.

Es ist sin(—z) = —sin(z) fiir z € C, da nur ungerade Exponenten auftreten.
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(3) Fiir z € C konvergiert die Reihe y _(—1)"2*"/(2n)!, sodaB wir die Cosinusfunk-
tion cos : C — C durch

e ZQn 22 2,4 26
— —1)” — 14z = 4.
cos(2) nz%( oI > " ot

definieren konnen.

Es ist cos(—z) = cos(z) fiir z € C, da nur gerade Exponenten auftreten.

Fiir z € R stimmen diese Funktionen mit den bekannten gleichnamigen reellen Funktionen
iiberein; vgl. §2.3.3, §8.1, Beispiel, (3).

11.2.2 Eulersche Formel

Fir z € C ist

el* = ZZO:O (iZ!)n
= (Y + (i, )
= (O 12 ) + (g i - i )
= (1) ) + 1 (e (1) )

cos(z) + isin(z)

Hieraus folgt :
Satz (Eulersche Formel). Fiir z, y € R ist
"tV = %l = e®(cos(y) + isin(y)) .
Folglich ist
69| = |e?(cos(y)+isin(y))] = le]l(cos(y)+isin(y))| = e (cos(y)+sin(y)?)2 = o

Ferner ist y gleich dem vom Vektor von 0 nach e**'¥ und der positiven reellen Achse
eingeschlossenen Winkel. Denn der Cosinus dieses Winkels ist gleich Re(e®¥)/|e®T1¥| =
cos(y), und der Sinus dieses Winkels ist gleich Im(e”1¥)/|e*™1¥| = sin(y).

Fiir jedes w € C \ {0} gibt es eindeutig bestimmte z € R und y € [0, 27) mit w = e* ™Y,

A

ez+1y




96

Da e*t1¥ . @110 — @+ +i(+0) st fiir x, y, 7, § € R, liefert dies eine Erklarung fiir die
bereits festgestellte Addition der mit der positiven reellen Achse eingeschlossenen Winkel
bei der Multiplikation.

Beispiel.

(1) Esist ™ = ¢ - (cos(7) + isin(r)) = —1.
(2) Esist e>17/3 = e? - (cos(m/3) + isin(n/3)) = e*(3 + L V/3) ~ 3,6945 + 6,3991i.

Bemerkung. Fiir z € C ist

cos(z) = (e +e %)
sin(z) = 5 (e* —e™'?)
In der Tat ist
e +e™) = L((cos(z) +isin(2)) + (cos(—z) + isin(—z)))
= 1((cos(z) +isin(z)) + (cos(z) — isin(2)))
= cos(z),

Mit der Eulerschen Formel lassen sich auch folgende Additionsregeln herleiten.

Lemma. Es ist
sin(z +w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)
cos(z+w) = cos(z)cos(w) — sin(z) sin(w)

fir z, w € C.

11.3 Partialbruchzerlegung (allgemeiner Fall)

In §6.3.3 hatten wir Partialbruchzerlegung mit reell zerfallendem Nenner betrachtet. Dies
wollen wir nun auf beliebige Nenner ausdehnen.

11.3.1 Zerlegung von Briichen von Polynomen

Bemerkung. Sein > 1. Sei f(2) := a, 2" + ay_1 2" '+ - +ag 2° ein Polynom in z € C
mit a; € C fiir 0 < ¢ < n und mit a, # 0.

Es gibt ein z; € C mit f(z) = 0.
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Iteriertes Abdividieren von Nullstellen liefert daraus, dal es z;,..., 2, € C gibt mit

F(2) = an(z = 2)(z = 2) o (2 = 2)

fiir z € C. Es zerfillt f(z) also in ein Produkt von Linearfaktoren.

Der Nachweis dieser Bemerkung, auch bekannt als Fundamentalsatz der Algebra, ist nicht
ganz einfach. Fiir uns spielt sie nur die Rolle einer “prinzipiellen Moglichkeit”, ein Polynom
stets zerlegen zu koénnen.

Sei m > 1. Seien s; € C fiir i € [1,m] gegeben mit s; # s; fir ¢, j € [1,m]| mit ¢ # j.
Sei D:=C~{s1, ..., Sm}-

Seien k; € Z, fiir ¢ € [1,m].

Sei f(x) ein Polynom, dessen Grad kleiner als > 7" | k; ist.

Wir wollen Konstanten a; ; € C so finden, daf

f(z) _ S @i,
(x —s1)k1 - (= s9)k2 -+ (z — sp ) Fom Z (x — s;)7

fiir alle z € D.

Zur Bestimmung der a; ; multipliziere man beide Seiten mit (x — s1)* - -+ (z — $,,,)* und

vergleiche die Koeffizienten. Dies liefert ein lineares Gleichungssystem iiber C.

In der Praxis verwendet man iiblicherweise Bezeichnungen A, B, C, ... statt der a;; .

Das ist wortgleich der Inhalt von §6.3.3, nur iiber C statt iiber R.

11.3.2 Integration komplexwertiger Funktionen

Definition. Sei D C R offen. Sei f : D — C gegeben mit Imof und Reof stetig. Seien
a, b € Rmit a <bund [a,b] C D. Wir setzen

b b b
/ f@)de = / Re(f()) dz + i/ Im(f(z)) dz
vgl. 86.1. Ist f reellwertig, so stimmt dies mit der bisherigen Definition iiberein.

Bemerkung. Sei D C R offen. Seien f, g : D — C gegeben mit Imof, Reof, Imog,
Reo g stetig. Seien a, b € R mit a < b und [a,b] C D. Seien A\, u € C. Es ist

SIS (@) + pg)dz = X[} f(z)do+p f) g(x) da
) f@)de| < f)]f ()] dx (Dreiecksungleichung)
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Bemerkung. Seien a, b € R mit a < b. Sei s € C \ {0}. Es ist

fa et dr = [% esz]b_ — l(esb o esa) )

r=a S

Bemerkung. Seien a, b € R mit a < b. Sei m € Z ~ {—1}. Sei s € C. Falls m < -2,
dann sei noch s ¢ [a, b] . Es ist

b
fa (x —s)"dx = [mLH (z — S)m+1]g:a _ m;ﬂ((b — syt — (g — s)mT)
Denn der Realteil von ﬁﬂ (x — s)™*+1 ist eine Stammfunktion des Realteils von (z — s)™

entsprechend fiir den Imaginérteil.

Ein Problem stellt sich also nur bei m = —1. Ein komplexer Logarithmus steht uns
ja nicht zur Verfiigung. Oft kann man jedoch konjugierte Summanden zusammenfassen
und folgende, im wesentlichen dank Substitution bzw. dank §6.2, Beispiel, (3) bekannte
Bemerkung verwenden.

Bemerkung. Seien a, b € R mit a < b. Sei s € C\R.

(1) Es ist f:(;s + L) dz = [In((z — Re(s))? + Im(s)?)]°_, .

r—

|

(2) Esist f:(ﬁ — —L)da = [2i arctan ((z — Re(s))/ Im(s))]5_

a"

11.3.3 Beispiele
Beispiel.
(1) Es wird

fowﬂ e” Sin(aj) dx = fﬂ/Q et . L.(eix _ e—ix) dz

0 2i
_ 7T/2(e(1+i)x _ e(lfi):v) da

2 0
= il - et
= giligteltr — et
_ %((% (1+i)m/2 _ 21 e(l—i)w/Q) _ (17—16(1+i)-0 _ ITJrie(l—i)-O))
_ 2_11<(151 m/2 gim/2 _ 1;1 e™/2 efiﬂ‘/Q) _ (1; _ 1;1))
s (A e™? i — L em2 (—1)) +1)

Il
-
—~

N— DN

(5 23 1)

Q

2,90523869 .
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(2) Wir wollen f; —— da berechnen. Zunéchst ist

=1 = (@ -1 +1) = (a—D(x+1D)(z—i)(z+1i).
Wir machen demgeméfl den Ansatz

1 1 A B C D

-1 (z—-D+1)(z—i)(z+i) c—1 r+1 r=i z+i

und suchen A, B, C, D € C. Multiplikation mit (z — 1)(z + 1)(x — i)(z + 1) auf
beiden Seiten gibt die Bedingung

1+ A(@P+2*+2+ 1)+ B2 —2* +2—-1)+C(2® +ix® —z—i)+ D(2* —ix* —x +1) .

A
Koeflizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir (3) € C*! wel-

ches wir sogleich umformen. b
101 i _1,i| 1 1 i1 1000
1-i i1 -1 —i i1 0§2§+2f 00 lf 0100
1-1-1{0 0 2—1+4i—1—i|—1 01—214i 2 1] 1 010 —il-1 -
-1 ;—;g)“(gglg 1—2@)“* 00 2 a1 7 loor 1| o) T |ooro
00 2 21 0 000 —4i|-1 000 1]|—
Folglich ist A = % :—i,C:i,D——i.Eswird

Jy wi da

%Lfgﬁ x—i 2 a:-‘,-l dz +4f2 z— 1_x+1>dx

iln(z — DI, — 3ln(z + D)3, + f[2i arctan((z — Re(i))/ Im(1)) 3,
= 1In(2) — 1In(4/3) — S[arctan(z)]3_,

+In(3/2) — i(arctan(3) — arctan(2))

0,0304177 .

Q

(3) Wir wollen fo dz berechnen. Zunéchst ist

@A)
(2 +1D)*x+1) = (@ +i)(x—i)(z+1).

Wir machen demgeméfl den Ansatz

T x | A N B n C n D n FE
(22 +1)2(x+1) (z+i)2(@x—i)2(@x+1) z+i (z+i)2 z—-i (z—i)2 z+1

und suchen A, B, C, D, E € C. Multiplikation mit (z+1)?(z—1)?(z+1) auf beiden
Seiten gibt die Bedingung

z = A+ (1 -1+ (1—1)2?+ (1 —1)z—1))+B@*+ (1 —2i)22 + (-1 — 2i)z — 1)
+ C(la*+ 1+ + (1 +1)2a?+ (1+1)z+1)+ D(E*+ (1 +21)2% + (-1 +2i)z — 1)
+ E(x*+22%+1).

NN

IS
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A
B
Koeffizientenvergleich gibt folgendes lineare Gleichungssystem fiir | ¢ | € (O3iab
welches wir sogleich umformen. E

—i -1 i -11|0 1 0 1 0 10 10 10 10
1—i —1-2i 14+i —142i 01 0 —12i —1 14i|0 01 —2i 1-1—i|0
1—i 1-2i 1+4i 142i 2(0 | ~» [ 0 —1-2i 2i —142i —1+i|1 | ~ [ 00 44i —2i|1
1—i 1 1+4i 10/0 0 1-2i 2i 142i 14i|0 0 0 4+4i 4i 410
1 0 1 01]0 0 1 2i 1 -1+i|0 00 41 0 2i|0
100—i 1+45] -1 1000 1+i - 10000 i
010 -1 —i i 0100 3-4]-141 01000|—3%+%
~ oo1 i -4 1 ~ 0010 %-i i ~ 00100 i
000 4 2+42i|—1-i 0001 i4i] 11 00010|—2-1%
000 4-—242i| —i 0000 -4 1 00o0o01| -1
AlsoistA:%, :—é—l—é,C:%, :—%—gundE:—i.
Somit wird
1 X
o @02 (z+1) dz
1 1 i 1
_ [l/_s —5ts ~8~8 1
- fO (1‘+i + (z+1)? + + (z—1)? :B+1) dz
_ 1l 1 1 iyl _ 1 1, iy [l
= shGo+m)de+(=5-9) @—1)2 do+ (=5 +35) Jo x+1)2 dz — 4f0 o1 d
_ 1 2 1 1 i 171 1, i 171
= sln@@®+ Dm0 + (=5 — §)l—350=0 + (=5 + 9 zr7le=0 — 1[ln(z + Dl
_ 1 1 i 1, i 1, i 1 i 1
= §(In@2)-In(1))+ (-5 —g)(—5+3) + (=g +5)(—3—3) —3In(2)

= -3 11’1(2) + -
0,16335660243 .

Q



Kapitel 12

GewoOhnliche Differential- und
Differenzengleichungen

12.1 Allgemeine Begriffe

Definition. Eine Gleichung, welche eine Funktion, ihre Ableitungen, sowie ihre Variablen
beinhaltet, heilt Differentialgleichung.

Handelt es sich dabei um eine Funktion in einer Variablen, so spricht man von einer
gewohnlichen Differentialgleichung.

Die maximal auftretende Ableitungsordnung heift Ordnung der Differentialgleichung.

Eine Funktion, welche eine gegebene Differentialgleichung erfiillt, heifit Losung der Diffe-
rentialgleichung.

Beispiel. Es ist

/"

y = -y

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, wobei y : R— R, z+—y(z) eine zweimal
differenzierbare Funktion bezeichnet.

Es ist y(x) = sin(z) eine Losung dieser Differentialgleichung. Denn es ist
y" = (sin(x))” = (cos(z)) = —sin(x) = —y.
Es ist auch y(x) = cos(z) eine Losung dieser Differentialgleichung.

Beispiel. Es ist
zy = 2y

eine Differentialgleichung erster Ordnung, wobei y : R — R, x+—y(z) eine differenzier-
bare Funktion bezeichnet.

101
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Es ist y(z) = 2? eine Losung dieser Differentialgleichung. Denn es ist
vy = x(2?) = z-22 = 2% = 2y.

Allgemeiner ist y = Ca? eine Losung dieser Differentialgleichung fiir jede Konstante
C eR.

12.2 Separierbare Differentialgleichungen

Sei zy € R. Sei xy € D C R ein offenes Intervall. Sei f: D — R z+— f(z) stetig.

Sei yo € R. Sei yp € E C R ein offenes Intervall. Sei g : F—R, t+— g(t) stetig. Sei
g(t) #0furt € E.

Wir suchen eine differenzierbare Funktion y : D — R, x+—— y(z) mit y(z) = yo , welche

erfiillt fir x € D.

Kurz, wir suchen die Losung der Differentialgleichung erster Ordnung

(*) y = f(x) g9(y)

auf D unter der Anfangswertbedingung y(zo) = yo -

Hierbei sollte y = y(x) fir « € D keine Werte auflerhalb von E annehmen. Da sich
ohnehin am Ende eine Probe durch Einsetzen empfiehlt, fillt einem dabei auch auf, ob
dies verletzt ist.

Lemma. Es sei y(z) € E fiir v € D.

Wir setzen F(z) := fai) f(t)dt fur z € D.

Wir setzen H(w) := fylj ﬁ dt fir w € E.

Esist H : E— R injektiv, da H'(w) = ﬁ entweder stets positiv oder stets negativ ist.

Es ist y(z) genau dann eine Losung der Differentialgleichung (x) mit Anfangswert y(x¢) =
Yo , wenn

gilt fiir z € D.
Kennen wir eine differenzierbare Umkehrfunktion U von H|#(®) so kann hieraus eine

Losung

von (*) gewonnen werden.
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Begriindung. Erfiille y die Gleichung H(y(z)) = F(x). Differentiation auf beiden Seiten

gibt mit der Kettenregel
1 /
Y 'T) =f J)),
O

also y'(z) = f(x) - g(y(x)) fiir x € D, d.h. y(z) erfilllt (x). Es ist H(y(zo)) = F(ag) =0 =
H(yp), dank H injektiv mithin auch y(zo) = yo -

Erfiille umgekehrt y(z) die Differentialgleichung (x) und sei y(z¢) = yo . Wir wollen zeigen,
daBl H(y(x)) — F(z) konstant in z ist. Da D ein Intervall ist, geniigt es zu zeigen, dafl die
Ableitung dieser Funktion verschwindet. Aber es ist

(H(y(x))=F(x)) = H'(y(x)) y'(x)-F'(x) =

fir x € D.

Einsetzen von xo gibt nun, da8 H(y(z)) — F(z) = H(y(zo)) — F(z9) = 0—0 = 0 ist fiir
x € D, wie gewiinscht.

Beispiel.
(1) Wir suchen eine Funktion y(x) auf R mit yo = y(0) = 1 bei o = 0 und
y =Y.
Esist f(x) =1 und g(y) = v.
Es wird F(w) = [, f(t)dt = [§1dt =u.
Es wird H(w) = f;;, ﬁ dt = [" 1 dt = In(w) auf R.,.
Aus In(w) = v folgt w = ¢e" =: U(v).
Also ist y(x) = U(F(x)) = €*. Definiert ist diese Funktion auf R, wie gewiinscht.

Machen wir die Probe. Es wird ¢/ = (e*) = e” = y, wie erwartet. Ferner wird
y(zg) = e® = 1 = g, wie erwartet.

(2) Wir suchen eine Funktion y(x) auf R mit yo = y(0) = —1 bei 2o = 0 und
vy =Y.
Bsist f(x) = 1 und g(y) = y.
Esw1rdF(x) f f)dt = [T 1dt = .
Es wird H(w) = [ " 5 s dt = [Y, 1dt = In(—w) auf R
Aus In(—w) = v folgt w = —e’ =: U(v).
Also ist y(x) = U(F(x)) = —e”. Definiert ist diese Funktion auf R, wie gewiinscht.

Machen wir die Probe. Es wird ¢ = (—e*) = —e® = y, wie erwartet. Ferner wird
y(rg) = —e® = —1 =y, wie erwartet.
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(3) Wir suchen eine Funktion y(z) auf R mit yo = y(0) = 1 bei g = 0 und

Es ist f(z) =z und g(y)
Es wird F(z) = [ f(t)dt = [[tdt =

Zo
Bs wird H(w) = [ "5 dt = [["¢*dt = § (w® — 1).
Aus 1 (w® — 1) = v folgt w = (3v + 1)Y/3 = U(v).
Also ist
y = ylx) = U(F(z)) = (G22+ 1.
Definiert ist diese Funktion auf R, wie gewiinscht.
Machen wir die Probe. Es wird
vo= ()
= 1322+ 1)723 3
= /(G2 + 1)) =a/y*,

wie erwartet. Ferner wird y(zg) = (302 4+ 1)1/3 =1 = yo, wie erwartet.
(4) Wir suchen eine Funktion y(z) mit yo = y(1) = 1 bei g = 1 und

y = y/a’
auf einem offenen Intervall, das xq = 1 enthélt.
Esist f(x) =272 und g(y) = v.

Es wird F(z) = [7 f(t)dt = [[t72dt =1 —a7".
Es wird H(w) = f;s Ilt) dt = [ t7'dt = In(w).
Aus In(w) = v folgt w = ¢e" =: U(v).

Aufgelost nach y wird

—1

v = y@) = UF@) = o

Definiert ist diese Funktion auf dem offenen Intervall (0, 00), welches 2o = 1 enthélt.

Machen wir die Probe. Es wird

y = (el—:cfl)/
= X ~¢

. . _1—1 .
wie erwartet. Ferner wird y(zo) = e!™!' =¢? = 1 =y, wie erwartet.

Wer keine Probe macht, ist selbst schuld.
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12.3 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Sei D C R ein offenes Intervall. Sei ¢y € D. Sei yg € R.
Seia:D—R, z+—a(x) und b: D — R, z+—b(z) stetige Funktionen.

Wir suchen eine differenzierbare Funktionen y : D — R, x+—y(z) mit y(zo) = o,
welche

y'(z) = a(x)y(z) + b(z)
erfillt fir z € D.

Kurz, wir suchen die Losung der linearen Differentialgleichung erster Ordnung

() Y = a(z)y + b(x)

auf D unter der Anfangswertbedingung y(zo) = o -
Ist b(x) = 0 fir alle z € D, so nennt man (*%) homogen, ansonsten inhomogen.

Setze

fir x € D.

Lemma. Ist speziell b(z) = 0 fir € D, sind wir also im homogenen Fall, so ist die
Losung der Differentialgleichung () unter der Anfangswertbedingung y(z¢) = yo ein-
deutig gegeben durch

fir x € D.

Bemerkung. Im homogenen Fall liegt eine separierbare Differentialgleichung vor, wie
in §12.2 behandelt. Das dortige Verfahren fiihrt fiir yo # 0 auch auf die hier gegebene
Losung.

Setze
F(z) = [7b(t)e 40 dt

fir x € D.

Lemma. Die Losung der Differentialgleichung (x%) unter der Anfangswertbedingung
y(xo) = yo ist eindeutig gegeben durch

y(x) = O(F(2) +yo)

fir x € D.

Bemerkung. Wir erkennen, dal im homogenen Fall jede Losung der Differentialgleichung
(¥%) von der Form C e4®) ist fiir eine Konstante C' € R. Die Menge ihrer Losungen ist
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also der eindimensionale Unterraum

<eA(m)> C RD

)

wobei R den Raum der reellwertigen Funktionen auf D bezeichnet; vgl. §5.4.1, Beispiel,
(2). In anderen Worten, es ist (e“(®)) eine (einelementige) Basis des Losungsraums (e?(*)).

Im inhomogenen Fall kommt noch ein Summand hinzu.

Ahnlich also wie bei linearen Gleichungssystemen; vgl. §5.3.

Beispiel.

(1)

Sei D = R~ . Wir suchen eine Funktion y(z) auf R-o mit yo = y(1) = 2 bei 2y =1
und
y = a7y +a”.
Es ist a(x) =z ! und b(z) = 22
Esist A(z) = [ ¢! dt = In(x).

Esist F(z) = [[t?e" ™0 dt = [[tdt = 1(2? - 1).

1
2

Als Lb'sung erhalten wir also

y(z) = eln(x)(%(x2—1)+2) =¥+ 3z.

Machen wir die Probe. Es ist y(1) = $1° + 21 = 2. Es wird ¢/(z) = 222 + 3 =
rly(x) + 2%, wie erwartet.

Sei D = R. Wir suchen eine Funktion y(z) auf Ryy mit yo = y(1) = 0 bei 2y = 1

und
/

Yy = zxyt+oa.
Es ist a(z) = 2 und b(x) =
Esist A(z) = [[tdt=1x —%.
2 FtP—3 lg2 1 1
Esist F(z) = [} testtadt T = J2 e tdu=1—e"2%3; vgl. §6.3.1.
Als Lijsung erhalten wir also
y(x) = % %(]_ —e %xQ—i—%) — e(x2—1)/2 —1.

Machen wir die Probe. Es ist y(1) = e*=D/2 _ 1 = (. Es wird y '(z) = zel®=1/2 =
z(e (@-1)/2 _ 1) + x = zy(x) + x, wie erwartet.
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12.4 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten

12.4.1 Allgemeine Problemstellung

Sei D C R ein offenes Intervall. Sei xy € D. Seien yo, v, € R.
Sei a € R. Sei b € R.
Sei ¢: D —R, x+— c(x) eine stetige Funktion.

Wir suchen eine zweimal differenzierbare Funktion y : D — R, x+—— y(x) mit y(x¢) = yo
und ' (zo) = y;, , welche

y'(x) + 2ay'(z) + by(x) = c(x)
erfiillt fiir z € D.

Kurz, wir suchen die Losung der Differentialgleichung zweiter Ordnung

(xxx) y" +2ay + by = c(z)

auf D unter den Anfangswertbedingungen y(zo) = yo und y'(zo) = vy, -

Ist c(x) = 0 fur alle x € D, so nennt man (*x*x) homogen, ansonsten inhomogen.

Vorsicht, der Faktor 2 im Summanden 2ay’ darf nicht vergessen werden.

12.4.2 Der homogene Fall

Sei D = R. Sei ¢(z) = 0 fiir alle z € R in der Situation von §12.4.1. Wir befinden uns also
im homogenen Fall.

Lemma. Wir erinnern daran, daf§ nun ¢(z) = 0 ist fiir alle x € R.
(1) Fall a®> > b. Schreibe v := v/a2 — b € Ryg. Fiir r, s € R ist
y(r) = e “(re” +se ")
eine Losung von (kxx) auf R, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
(2) Fall a®> < b. Schreibe w := v/b — a® € Ryg. Fiir r, s € Rist
y(x) = e *(rsin(wz) + s cos(wx))

eine Losung von (x#x) auf R, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
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(3)

Fall a®> =b. Fiirr, s € R ist
y(x) = e ™ (r+ sx)

eine Losung von (xxx) auf R, und jede ihrer Losungen davon ist von dieser Form.

In jedem Fall stellen die beiden Anfangswertbedingungen nach Einsetzen von z ein linea-
res Gleichungssystem in den zu bestimmenden konstanten Gréflen r und s dar; vgl. §5.3.

Komplexe Zahlen helfen hier beim Verstandnis.

Von vorneherein sieht man, dafl Linearkombinationen mit konstanten Koeffizienten von
Losungen von (##x) wieder Losungen davon sind.

Setzen wir y(x) = e** an und fragen, ob es ein A € C so gibt, daf y”" + 2ay’ + by = 0, dann

erhalten wir (A2 + 2a\ + b) e* = 0, woraus A = —a + Va2 — b folgt.
Falls a® > b, so schreibe v := Va2 — b € Rsq. Es sind e(=%t")% ynd e(=2=%)* Lisungen.

Falls a®> < b, so schreibe w := /b — a2 € Rsg. Es sind e(-¢t1®)? ypd e(-e=1w)z komplex-
wertige Losungen. Da nun Linearkombinationen von Lésungen wieder Lésungen sind, sind
auch

%(e(faqtiw)z _ e(fafiw)z) — ez sin(wx)

%(e(—a—&-iw)x + e(—a—iw)x) = g% COS(’UJI)
Losungen; vgl. §11.2.2. Letztere sind reell, wie gesucht.

Falls a® = b, so ist e~%% eine Losung. Mit etwas Gliick sieht man die weitere Losung x e~ 9%.

Beispiel. Wir 16sen

y' +y +y =0

auf R unter den Anfangswertbedingungen yy = 0 und y; = 1 bei 27 = 0.

Day’+y +y=y"+2(1/2)y +yist, ist a = 3 und b = 1; vgl. (s*x). Somit ist a® = § <
1 = b und wir befinden uns im zweiten Fall des Lemmas. Es ist w = vb — a? = %\/g Wir
suchen also Konstanten r, s € R so, daf} die Funktion

y(x) = e *2(r sm(“f) + scos(x‘f))

die Anfangsbedingungen erfiillt. Halten wir dazu zunéchst fest, dafl

y(z) = —Leo/2(r Sm(xf) + scos(:’“[)) + \f e "/2(r cos(x\[) - ssin(%g)) .

y(zo) = e 2(rsin(3v3) + scos(2v3))

y(z0) = —5e2(rsin(2L2) + scos(2L2)) + L3 e /2(r cos(LL2) — ssin(

o
1\3%
w

)
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Auch ohne Verfahren erkennt man, daf§ s = 0 und r = % 3 zu sein hat. Dies gibt die

Losung
y(@) = B e/ sin(2f)

der gegebenen Differentialgleichung unter den gegebenen Anfangswertbedingungen.

Zur Probe setze man ein.

12.4.3 Der inhomogene Fall

Nun ist ¢(z) beliebig vorgegeben in der Situation von §12.4.1. Wéihle eine Losung 4(x)
der zugehorigen homogenen Differentialgleichung u” + 2au’ + bu = 0 derart, dafl 4(z) # 0
fiir alle x € D; vgl. §12.4.2.

Im Falle a® < b withle man dabei die (eigentlich nicht zu betrachtende) komplexe Losung
i(z) = eiv=27 = =9 (cos(ww) + 1 sin(wx)), wobei w = v/b — a2, und verwende am Ende,
dafl der Realteil der so gefundenen Losung ebenfalls eine Losung ist; vgl. §11.2.2.

Auch in den anderen beiden Féllen empfiehlt es sich, dabei eine Exponentialfunktion mit
entsprechendem Exponenten zu wéhlen.

Setze
G(z) = [ c(t)a(t)e* dt .

tir € D. Es darf G(z) noch durch Addition einer Konstanten abgeédndert werden.

Setze
H(z) = fjo a(t) e 2 G(t)dt .

fir € D. Es darf H(z) noch durch Addition einer Konstanten abgeéndert werden.
Lemma. Wir erinnern daran, dafi nun ¢(z) beliebig vorgegeben ist.
(1) Fall a® > b. Schreibe v := v/a2 —b € Ry Fiir 7, s € R ist
y(z) == e (re"™ +se ) +u(x)H(z)
eine Losung von (xx#x) auf D, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
(2) Fall a> < b. Schreibe w := v/b — a® € Ryq. Fiir r, s € R ist
y(z) = e *(rsin(wzx) + scos(wz)) + u(z)H (x)
eine Losung von (xxx) auf D, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
(3) Falla®> =b. Fiirr, s € R ist
y(z) == e (r + sz) +u(x)H(x)

eine Losung von (x#x) auf D, und jede ihrer Losungen ist von dieser Form.
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In jedem Fall stellen die beiden Anfangswertbedingungen nach Einsetzen von x( ein li-
neares Gleichungssystem in den zu bestimmenden Gréflen r und s dar; vgl. §5.3.

Auf H(z) kommt man durch den Ansatz, eine Losung der Form @(xz)H (z) zu suchen. Dies
fithrt auf die Bedingung H" = —(2% +a)H' + £, welche nach Substitution h = H' zur
linearen Differentialgleichung erster Ordnung h' = —(2% + a)h + £ wird, die mit dem

Verfahren aus §12.3 gelost werden kann. Aus h gewinnt man dann H durch Bilden einer
Stammfunktion.

Bemerkung. Wir erkennen, daf§ im homogenen Fall die Menge der Losungen von (sskx)
ein zweidimensionaler Unterraum des Raums aller Funktionen auf D ist, ndmlich, in den
Bezeichnungen des Lemmas,

(elv=a)z ol-v—a)r) RP  falls a®* > b

(e7sin(wx), e cos(wr)) C RP falls a? < b

(e70% g e™a) C RP fallsa®>=1b;

N

Y

vgl. §5.4.1, Beispiel, (2). In anderen Worten, es bilden jeweils die beiden angefiihrten
Funktionen eine (zweielementige) Basis des Losungsraums.

Im inhomogenen Fall kommt noch ein Summand hinzu.

Wiederum &hnlich also wie bei linearen Gleichungssystemen; vgl. §5.3.

Beispiel. Wir 16sen

y'+y +y =
unter den Anfangswertbedingungen yo = 1 und yj, = 1 bei zyp = 0 in einem offenen
Intervall, das 0 enthélt. Es ist also a = % ,b=1und c¢(x) = z.

Im Beispiel in §12.4.2 haben wir den linearen Fall gelost. Eine (eigentlich nicht betrachtete
komplexe) Losung von u” + v’ +u = 0 ist

Mit ihr wird
G(x) = [T c(t)a(t)e® dt

vel. §6.3.2.

Wir andern noch durch Addition einer Konstanten ab zu

i i 14iv8y,
Gla) = (o (3= 5+ G+ e,
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Es wird
H(z) = [Fa(t) 2e 2t G(t) dt

Zo

_ fﬂﬁel—i\/gte—t(t (% _ d) + (; + 1—3))e nf)tdt

/1 iv3y/1 i
_0(5_ 2)(5 2

i 1_ivBya,

= [+ (=5 5)) et

b.a. gonst. ((13—|— (_% + 1\/5)) e(%_i\z/g)x

2
i 1_iv3y,
= (b))
—(3+ B el
= (x — 1)e(%’ig§)x

vgl. §6.3.2. Also wird
y(x) = e *(rsin(wz) + scos(wx)) + 4(z)H(z)
= e 2(rsin(283) + scos(2L3)) + (z — 1)
fiir gewisse r, s € R. Es ist
y(x) = —Le ™ 2(rsin(2L2) + scos(22)) + L e (1 cos(2L2) — ssin(2L2)) + 1.

Die Anfangswertbedingung y(zo) = y(0) = 1 = yo gibt ¢ = 2. Die Anfangswertbedingung
y'(z0) =y (0) =1 =y gibt dann s = */5

Insgesamt erhalten wir als Losung
y(z) = x/2(2f sin (% ‘[) + 2 cos (2 f)) +(x —1)
auf R.

Bemerkung.

Noch ein paar Tricks zum Auffinden einer Losung von (kxkx). Ist ¢(z) in der folgenden Auf-
listung enthalten, so braucht man G und H nicht zu bestimmen, sondern kann vorgehen
wie im folgenden angegeben. Das ist in der Regel eine erhebliche Erleichterung.

Hat man eine Losung ¢(x) von y” 4 2ay’ + by = ¢(x) bestimmt, so ist jede Losung davon
von der Form ¢(z) + u(x), wobei u” + 2au’ 4 bu = 0.

In anderen Worten, wir miissen uns nur eine Losung von (xxx) beschaffen, die {ibrigen
erhalten wir durch Addition der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Diffe-
rentialgleichung aus dem Lemma aus §12.4.2.
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(1) Sei n € Z=; . Ist ¢(x) ein Polynom von Grad < n, so suche man eine Losung ¢(x)
von (#*x), die ebenfalls ein Polynom von Grad < n ist. Um dessen Koeffizienten
zu bestimmen, setze man ein beliebiges solches Polynom in die Differentialgleichung
ein und vergleiche Koeffizienten.

(2) Sei c(x) = pe® fiir gewisse A\, u € C.
Falls A? + 2a\ + b # 0 ist, dann suche man eine Losung g(x) von (s#x) der Form

v e mit v € C, welches durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung
bestimmt wird.

Falls A2 + 2a\ + b = 0, aber A + a # 0 ist, dann suche man eine Losung ¢(z) von

(+#%) der Form vre* mit v € C, welches durch Einsetzen dieses Ansatzes in die
Differentialgleichung bestimmt wird.

Falls A + 2aX +b = 0 und A + a = 0 ist, dann suche man eine Losung ¢(z) von
(%#%) der Form vz?e* mit v € C, welches durch Einsetzen dieses Ansatzes in die
Differentialgleichung bestimmt wird.

(3) Sei c(x) = pcos(Ax) + p'sin(Az) fir gewisse A, p, ¢/ € R. Man 16se Cosinus und
Sinus auf mittels der Eulerschen Formel aus der Bemerkung aus §11.2.2, wende (2)
auf alle entstandenen Summanden an und addiere die erhaltenen Lésungen zu einer
Losung g(x) von (x+x); vgl. Bemerkung aus §11.2.2.

(4) Ist ¢(x) eine Summe von Funktionen wie in (1,2, 3), so suche man Losungen fiir die
Summanden als rechte Seiten einzeln und addiere diese dann zu einer Losung y(z)
von (k).

Beispiel. Im vorigen Beispiel ¢ + ¢ + y = x war ¢(z) = x ein Polynom von Grad < 1
Wir suchen also eine Losung von y” + ' + y = = von der Form ¢(z) = Ax + p fiir gewisse
A, 1 € R. Einsetzen gibt die Bedingung
r = M4 +Oz+p) +Aetp) = M+ A+p).
Koeffizientenvergleich bei 2° und 2! fiihrt auf das lineare Gleichungssystem
1 = A
0 = A+npu

mit der Losung A = 1 und p = —1. Dies gibt die Losung g(x) = x — 1. Also ist jede
Losung von y” + 4 +y = x von der Form

ofg,

)

J/

y(z) = (z—1)+e "*(rsin(£L2) + s cos(Y
~——

9(x) u?;)
fiir gewisse r, s € R, unter Verwendung der allgemeinen Losung u(z) der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung aus Beispiel aus §12.4.2.

Nun kénnen r und s noch durch Einsetzen der Anfangswertbedingungen bestimmt werden,
wie dies bereits im vorangegangenen Beispiel geschah. Man vergleiche auch den jeweilig
betriebenen Aufwand.
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12.5 Etwas zu linearen Differenzengleichungen

12.5.1 Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

Seien a, b, ¢ € R gegeben, wobei ¢ # 0.

Wir suchen alle reellen Folgen (z,)n>0, fiir die
Tpi1 = ax, + bc"
ist fiir alle n € Zy .
Lemma.
(1) Ist a # ¢, dann ist jede Losung von der Form

(In)n>0 = (E Cn"i‘ran)n?o

c—a

mit » € R. Ist der Anfangswert z, vorgegeben, so wird r = zy — -2 .

(2) Ist a = ¢, dann ist jede Losung von der Form
(Tn)nzo = ((bn+ra)a™ ")nzo
mit € R. Ist der Anfangswert xq vorgegeben, so wird r = xg.
Beispiel. Wir suchen die reelle Folge (z,,),>0 mit 2,41 = 2z, +3" fir n > 0 und 27 = 0.

Esist @ =2, b =1 und ¢ = 3. Also sind wir in Fall (1). Wir erhalten r = - = —1 und
also
T, = >c"+rag® = 3" —2"

c—a

fir n > 0, also (z,,)n=0 = (0,1,5,19,...).

12.5.2 Lineare Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Seien a, b, ¢, d € R gegeben, wobei d # 0.

Wir suchen alle reellen Folgen (z,,),>0, fiir die
Tpio = 2aTpyq + bx, + cd”

ist fiir alle n € Zy .

Sei \; ;=a+vVa2+beCund \y :=a— Va2 +be C, wobei v/—t = iVt fiir t € Reyg.
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Lemma.
(1) Falls a®> + b # 0 und d? — 2ad — b # 0, dann ist jede Losung von der Form
(Tn)nz0 = (Gpog A"+ TAT + 8A3)n>0
mit r, s € C.

(2) Falls a®> +b # 0 und d* — 2ad — b = 0, dann ist d # a, und jede Losung ist von der
Form

(@n)nzo = (5 nd"™ L P AT + sAD) >0
mit r, s € C.
(3) Falls a® +b =0 und d # a, dann ist jede Lésung von der Form
(Tn)ns0 = ((d s d" 4+ ra™ 4+ sna”)n=o
mit r, s € R.
(4) Falls a*> +b =0 und d = a, dann ist a # 0 und jede Lsung ist von der Form
(Zn)nzo = (§n%a"? +ra” + sna™)p=o

mit r, s € R.

Sind xg und x; vorgegeben, so kénnen daraus r und s durch Einsetzen von n = 0 und
n = 1 bestimmt werden.

Beispiel. Sei eine reelle Folge (,),>0 so gesucht, dal 29 = 0, 1 = 1 und
Tpy2 = Tppl + Ty

ist fiir n > 0 (Fibonacci-Folge).

Esist a=3,b=1, c=0und d egal. Wir sind im Fall (1) oder (2), was wegen ¢ = 0 auf
dasselbe hinauslauft.

Esist A = 5 + 3 5und)\1:%—%\/5.

Wir suchen r; s € R so, daB3 r + s = 0 und rA1 + SAy < 1. Auch ohne Verfahren sehen

wir, daB s = —r und daher 1 = r(A1 — A2) = 7V/5 sein sollte. Wir erhalten r = 1/+/5,
s = —1/\/5 und also

m = HOE ) = (VB - (- VE))

fiir n > 0. Also (2,)ns0 = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).
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