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Klausur zur Schulmathematik

vom hoheren Standpunkt

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 90 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.
e Antworten sind zu begriinden. Nachvollziehbare Rechnungen zéhlen als Begriindungen.
e Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 01.10.2022 im Campus-System

bekanntgegeben.

VIEL ERFOLG!

Hinweise fiir Wiederholer:

Wer diese Priifung als Wiederholungspriifung schreibt, wird darauf hingewiesen, dass zu dieser Wie-
derholungspriifung unter bestimmten Umsténden eine miindliche Nachpriifung gehort, es sei denn,
die schriftliche Priifung ergibt die Note 4,0 oder besser.

Wiederholer, bei denen eine miindliche Nachpriifung erforderlich ist, miissen dafiir mit dem Priifer bis
zum 15.10.2022 einen Termin vereinbaren. Sie sind verpflichtet, sich rechtzeitig {iber das Ergebnis
der schriftlichen Priifung zu informieren und sich zum vereinbarten Zeitpunkt fiir die miindliche

Nachpriifung bereitzuhalten.

Mit Threr Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.
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Aufgabe 1 (1+3 Punkte) Sei f(X) = X?+3X +2i € C[X].

(1) Bestimmen Sie die Diskriminante A(f(X)) von f(X).

(2) Bestimmen Sie nun die Nullstellen des Polynoms f(X) in C.
Hat f(X) eine mehrfache Nullstelle?

Lésung.
(1) Die Diskriminante ist A(X? +3X +2i) = —4-3% — 27 (21)? = 0.

(2) Mit u := 228 sind die Nullstellen gegeben durch 2u = 2i und —u = —i.

Dabei ist —i eine doppelte Nullstelle.
Alternativ: Es hat f(X) Diskriminante A(f(X)) = 0. Folglich hat f(X) eine mehrfache Null-

stelle.
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Aufgabe 2 (1+2 Punkte) Sei f(X) = X*+4+ X? —4X — 3 € C[X].

(1) Bestimmen Sie ein Polynom u(X) € C[X] mit f(X) = (X% + 1) — u(X)?.

(2) Bestimmen Sie eine Nullstelle des Polynoms f(X) in C.

Lisung.
(1) Esist
FX)—(X2+1)? = (X' 4+ X2 —4X -3)— (X' +2X?*+1) = —X?—4X -4 = —(X +2)*.
Also koénnen wir u(X) = X + 2 wéhlen.
(2) Es wird
fX) = (X241 = (X +2)? = (XP41-X-2)(X?+14+X+2) = (X=X -1)(X?+X+3).

Jede Nullstelle des Polynoms f(X) ist also eine Nullstelle von X2 — X —1 oder von X2+ X + 3.
Nach der Mitternachtsformel sind 2(1 4+ v/5) und 1(1 — v/5) die Nullstellen von X* — X — 1.
Nach der Mitternachtsformel sind 1(—1+iv/11) und 1(—1—iv/11) die Nullstellen von X *+X +3.

Gefragt war die Angabe einer dieser Nullstellen.
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Aufgabe 3 (3 Punkte) Sei f(X) € R[X] ein Polynom. Sei n € Z>; .

Beweisen Sie: Ist f(X") durch X — 1 teilbar, so ist f(X") durch X™ — 1 teilbar.

Lésung.

Da f(X™) durch X — 1 teilbar ist, ist f(X™) = (X — 1) - h(X) fiir ein Polynom h(X) € R[X].
Also ist f(1") = (1 —1) - h(1) = 0. Somit ist f(1) = 0.

Folglich ist f(X) = (X — 1) - ¢(X) fur ein Polynom ¢(X) € R[X].

Daraus folgt f(X™) = (X" —1)-¢(X™). Also ist f(X") durch X™ — 1 teilbar.
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Aufgabe 4 (2 Punkte) Bestimmen Sie den Wert des Kettenbruchs [2,3].
Lésung.

Wir haben [21] = (21 + /27 +4). Also ist [3] = (3 + V13).

Daraus folgt [2,3] =[3]-1=1(3+V13)-1=1+1V13.
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Aufgabe 5 (4 Punkte)

Es soll v/6 wie folgt als Kettenbruch dargestellt werden:

Finden Sie a, b, ¢ € Z>; mit V6 = [a,b,c].

Losung.

Fiir u, v € Zsy ist [u,v] = & (v + Vu2o? + duv) = & + /% + % nach Formel.
Wir wollen unter der Wurzel den Wert 71—2 + % = 6 bekommen.

Fiir u € {1,2,3} ist & +* < 243 <6.
Fﬁru:4wirdmitv:2dann%—k%:ﬁ

Also ist [4,_2]:%+1/%+%:2+\/6

Somit wird

V6 = [4,2]—2 = [4,2,4,2,4,2,4,...]—2 = [2,2,4,2,4,2,4,...] = [2,2,4].

Alternativ kann man auch wie folgt direkt rechnen. Es ist

1
V6 =2+ (V6—2) = 2+
1
V6 —2
Dabei ist
1 1 V6+2 V642 , V6 — 2
V6—2  V6—-2 V6+2 2 2
Somit wird
1 , V6 —2 , 1
V6 —2 2 2
6 —2
Weiters ist \/_
)
NG 2—4+(\/6—2)
Somit wird
1 , 1 , 1 , 1
= 2+ = 24— =2+
V6 —2 2 4+ (V6-2) 1
4+
V6 —2 1
6—2
Also ist \/_
4] = (23]
6—2 7 V6—2 7
Es folgt L VG
1 1 .
V6 = 2+ = 24— = [2,2,4]
1 [2,4]
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Aufgabe 6 (24241 Punkte)

Sei w := /5. Wir setzen als bekannt voraus: Es sind 1, w, w? linear unabhingig iiber Q.

Seia:=w—2=+/5-—2.

(1)

(2)
(3)

Berechnen Sie a°, a', a® und a3.

Stellen Sie das Ergebnis jeweils als Q-Linearkombination in 1, w, w? dar.
Bestimmen Sie das Minimalpolynom p,(X) € Q[X] von a.

Bestimmen Sie eine Q-lineare Basis von Q(a).

Lisung. Wir rechnen unter Verwendung von w? = 5.

(1)

Eswirda"=1=1-140-w+0-w?unda' =w—-2=(-2)-1+1-w+0-w?
Eswirda?= (w -2 =w?—4dw+4=4-1+(—4) - w+ 1w
Es wird

ad = (w—2P°=w-3-20*+3-22w—-2* = 6w +12w—3 = (=3)-1+12-w+ (—6)-w? .

Es sind 1, a, a? linear unabhingig iiber @, da in 1 und a der Term w? nicht auftritt. Also gibt

es kein normiertes Polynom in Q[X] von Grad < 2 mit Nullstelle a.

Es ist
a® = —6w?+12w—-3 = —6(a*+4w—4)+12w—-3 = —6a® —12w+21 = —6a*—12a—3 .
Folglich ist p,(X) = X3 + 6X? + 12X + 3 € Q[X], als normiertes Polynom minimalen Grades

in Q[X] mit Nullstelle a.

Alternativ kann man auch anfiithren: Es hat X2 +6X?2+ 12X +3 die Nullstelle a. Die Primzahl 3
teilt 6, 12 und 3, aber 3? teilt nicht 3. Nach Eisensteinkriterium ist X2 +6X2+12X +3 € Q[X]
irreduzibel. Also ist p,(X) = X3 +6X? + 12X + 3.

Alternativ kann man auch anfiithren: Es ist

Ho(X) = Mo o(X) = (X +2) = (X +2)° -5 = X* +6X*+12X +3.

Es hat das Minimalpolynom ,(X) den Grad 3. Esist 3 — 1 = 2.

Eine Q-lineare Basis von Q(a) ist also (a°, a', a?).

Alternativ ist auch z.B. (1, w,w?) eine Q-lineare Basis von Q(a) = Q(w).
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Aufgabe 7 (4 Punkte)

Stellen Sie das symmetrische Polynom X7 + X3 € Z[X, X5] als Polynom in den elementarsymme-

trischen Polynomen s; = s1(X1, Xo) = X + X5 und s9 = s9(X1, Xo) = X1 X5 dar.

Lésung.
Es ist
st = (X1 +Xo)' = X +4X3X, +6X2X2 +4X, X3 + X
Also ist
(X} +X35) —s] = —4X7 Xy — 6X7X7 —4X, X5 .
Es ist
s1sy = (X2 42X X0 + X)X Xy = X3Xo + X1 X5 +2X7X7 .
Also ist
(X} 4+ X3) — st +dslsy = —4XPXo —6X2X2 —4X1 X3 +4(X3P X, + X1 X3 +2X2X32)
2X2X2
= 2s2

Daraus folgt
X!+ X, = s] —4s°sy + 253,
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Aufgabe 8 (3 Punkte)

Wir wissen: 7 ist transzendent. Verwenden Sie dies, um zu zeigen: 72 — 1 ist transzendent.

Lésung.

Annahme, es ist 7% — 1 nicht transzendent. Dann ist 72 — 1 algebraisch. Also existiert ein Polynom
g(X) € Q[X] von Grad > 1 mit g(7* — 1) = 0.

Bezeichnen wir f(X) := g(X? — 1). Dann ist f(X) € Q[X] von Grad > 1. Aber es ist f(7) =
g(m® —1)=0.

Folglich ist 7 algebraisch. Aber 7 ist transzendent. Wir haben einen Widerspruch.

Also ist 72 — 1 transzendent.
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Aufgabe 9 (2 Punkte)
Bestimmen Sie den Flacheninhalt eines Dreiecks mit Seitenléngen a =4, b = 13 und ¢ = 15.
Losung. Es ist s :== 2(a+ b+ c) = 1(4 + 13 + 15) = 16.
Fiir den Flacheninhalt des Dreiecks ergibt sich mit Heron
A = s (s—a)-(s=b)-(s—¢)
= V16-12-3-1
V16 - 36
= 4.6
= 24.




