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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Awussagen

Definition. Eine Aussage A ist eine Behauptung, der eindeutig entweder der Wahrheits-
wert “wahr” oder der Wahrheitswert “falsch” zugewiesen werden kann.

Ist A wahr, so sagen wir, A gilt.

Ist A falsch, so sagen wir, A gilt nicht.

Beispiel.

(1) “Jede Primzahl ist ungerade” ist eine Aussage. Diese Aussage hat den Wahrheitswert
falsch, sie gilt also nicht.

(2) “Jede Primzahl ist > 2”7 ist eine Aussage. Diese Aussage gilt.

(3) “Jede Primzahl ist schon” ist keine Aussage.

Definition. Seien A, B, C' Aussagen.

(1) Die Aussage —A gelte genau dann, wenn A nicht gilt.
Wir sprechen —A als “nicht A”.

(2) Die Aussage AV B gelte genau dann, wenn A gilt oder B gilt.
Wir sprechen AV B als “A oder B”.

(3) Die Aussage A A B gelte genau dann, wenn A gilt und B gilt.
Wir sprechen A A B als “A und B”.

(4) Sei (A= B) := (=AV B). Dabei sei “:=" das Symbol fiir “ist definiert als”.
Wir sprechen A = B als “aus A folgt B” oder “A impliziert B”.
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Man sagt dann auch, es ist A hinreichend fiir B.
Man sagt dann auch, es ist B notwendig fiir A.
Man kiirzt auch (A= B)A(B=C)abzu A= B=C.
(5) Sei (A< B) :=(A= B)A(B = A). Wir sprechen A < B als “A ist dquivalent zu
B”.
Man kiirzt auch (A< B)A(B< C)abzu A< B < C.

(=)

Die zugehorige Wahrheitstafel hat folgende Form. In dieser wird “wahr” als “w” sowie
“falsch” durch “f” abgekiirzt.

A|B|-A|AVB|AAB|A=>B|A&B
w|lw| f w w W w
w | f f A f f f
flwl| w A\ f W f
ff] w f f w w
Beispiel.

(1) Fir z € Rist (22 < 9) & ((—3 < 2) A (z < 3)). Letzteres fakt man auch zu
—3 < x < 3 zusammen.

(2) Fir z € Rist (x > 1) = (¢ > 0). Damit « > 1 ist, ist es also notwendig, dafs
x > 0 ist. Umgekehrt ist es hinreichend, x > 1 zu wissen, um auf z > 0 schliefen zu
koénnen.

Beispiel. Seien A und B Aussagen.
(1) Esist (nAV -B) < =(AAB).

(2) Esist (A= B) < (mAV B) < (BV-A) < (B = —-A).
Die Variante (—B = —A) heift auch Kontraposition.

(3) Esist (A= B) < (mAV B) < =(AA-B)

In anderen Worten, wenn wir unter der Voraussetzung, daft A gilt, annehmen, daf
B nicht gilt, so miissen wir zeigen, dafs dies nicht sein kann. Dies ist die Grundlage
von Widerspruchsbeweisen.

Beispiel: Wir wollen fiir € R mit x > 0 zeigen, daf (z* = 2) = —(z € Q) gilt. Wir
miissen zeigen, daR (z? = 2) A (z € Q) nicht sein kann.

Annahme, es ist (2* = 2) A (z € Q). Wir schreiben « = ¢ als gekiirzten Bruch.
Dann ist Z—j = 2, also a® = 2b%. Also ist a gerade. Also ist b ungerade, da 7 gekiirzt
war. Nun aber ist a? durch 4 teilbar, aber 2b% nicht durch 4 teilbar. Wir haben den
gewiinschten Widerspruch.



1.2 Mengen

Definition. Eine Menge M ist eine Ansammlung von Elementen.
Wir schreiben x € M, wenn x ein Element von M ist. Sonst schreiben wir « ¢ M.
Wir schreiben M = {x1, s, ..., 2}, wenn M genau die Elemente z1, ..., x; enthélt.

Enthélt eine endliche Menge M genau ¢ verschiedene Elemente, so schreiben wir |[M| := ¢
fiir die Kardinalitat von M.

Es gibt auch eine axiomatische Mengenlehre, in welcher der Begriff der Menge formaler
gefalt wird.

Beispiel.
(1) Die leere Menge () = { } enthélt kein Element.
(2) Esist {3,2,3,1} = {1,2,3}. Es ist also [{3,2,3,1}| = 3.
(3) Esist [{0,1,{1},{1,2},{2,1}}| = 4.

(4) Esist N={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Diese Menge ist unend-
lich.

(5) Esist Z={...,—2,—1,0,1,2,...} die Menge der ganzen Zahlen.

(6) Esist R die Menge der reellen Zahlen, d.h. der abbrechenden oder nichtabbrechenden
Dezimalbriiche.

(7) Es ist Q die Menge der rationalen Zahlen, d.h. der abbrechenden oder periodischen
Dezimalbriiche.

Definition. Seien M und N Mengen.

Gilt fir jedes x € M, dalk auch x € N liegt, dann heiltt M eine Teilmenge von N,
geschrieben M C N.

Wir schreiben auch (M C N) < (M C N) A (M # N)), gesprochen: M ist eine echte
Teilmenge von N. Dabei sei “:<” das Symbol fiir “ist definitionsgemafs dquivalent zu”.

Beispiel.
(1) Esist {1,3} C {3,4,1}.

(2) Esist NCZCQCcCR.



(3) Sei M eine Menge. Sei A(x) eine Aussage, die von x € M abhéngt.

Dann ist {x € M : A(z)} C M.

ZB.ist {z€R: |z —1] <2} CR.

(4) Seien a, b € R. Seien wie folgt Intervalle als Teilmengen von R definiert.

la,b] == {zeR:a<z<b}

la,b] = {zeR:a<x<b}

Ja,b] = {zeR:a<x<b}

la, b {reR:a<x<b}
|—00,b] = {zeR:z<b}
|—00,b] == {z€eR:z<b}
la,400] = {z€R:a< 2}
la,+oo[ == {zeR:a<x}

|00, 400 == R

In der Literatur wird auch (a, b] anstelle von ]a, b] geschrieben, usf.

(5) Sei a € R. Seien folgende Teilmengen von R definiert.

Ryo = [a,+00]
R., = Ja,+o0|
Rey = |—00,4]
R., = |—o00,qa]

Analog fiir N, Z und Q. Z.B. ist Z>; = N.

Definition. Sei M eine Menge. Die Potenzmenge von M ist definiert als die Menge aller
Teilmengen von M, d.h.
Pot(M) = {X : XCM}.

Beispiel.

(1) Esist Pot({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}}.
(2) Ist M endlich, dann ist | Pot(M)| = 2/M.

Definition. Seien M und N Mengen.

(1) Sei MNN:={z :x€ MAxze N} ihre Schnittmenge. Gesprochen: M geschnitten N.

(2) Sei MUN :={x : x€ MVuze N} ihre Vereinigungsmenge. Gesprochen: M vereinigt N.

(3) Sei M\ N :={x : z € M Ax & N } ihre Differenzmenge. Gesprochen: M ohne N.
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Beispiel.
Sei M :={1,2,3} und N := {3,4}.
Esist M NN = {3}. Esist M UN = {1,2,3,4}. Esist M \ N = {1, 2}.

k.
i < k '} ihr kartesisches Produkt.

Definition. Sei £ > 0. Sei M; eine Menge fiir 1 <7 <
Sei Hle M; = {(my,ma,...,mg) : m; € M; fiir 1 <
Dabei sind zwei Elemente (my, ma, ..., myg), (my,mb,...,m}) € Hle M; , Tupel genannt,
genau dann gleich, wenn m; = m/ ist fiir 1 <i < k.

Ist k£ > 1, so schreiben wir auch My x My X ... xX M, := Hle M; .

Sei M eine Menge. Wir schreiben auch M* := Hle M.

Beispiel.
(1) Sei M eine Menge. Es ist M° = {()}, also |[M°| = 1.
(2) Esist {1,3} x {5,7,8} = {(1,5),(1,7),(1,8),(3,5),(3,7),(3,8) }.
(3) Sind M und N endlich, dann ist |M x N| = |M|-|N].
(4)

4) Es kann R? veranschaulicht werden durch die Punkte einer Ebene. Fiir (z,y) € R?
bezeichnet dabei {iblicherweise = die horizontale und y die vertikale Koordinate eines
Punktes.

1.3 Quantoren

Definition. Sei M eine Menge. Sei A(z) eine von = € M abhéngige Aussage.

(1) Es bedeutet Vo € M : A(z): “Fiir alle x € M gilt die Aussage A(x)”.
Es heiftt “V” auch Allquantor.

Héufig schreiben wir in Worten auch kurz “fiir” anstelle von “fiir alle”.

(2) Es bedeutet 3z € M : A(z): “Es gibt ein x € M so, dak die Aussage A(z) gilt”.

Es heifst “ 3”7 auch Ezistenzquantor.

Bemerkung. Sei M eine Menge. Sei A(x) eine von x € M abhéngige Aussage.
(1) Esist ~(Voz e M : A(z)) & (3xz € M : =A(x)).
(2) Esist ~(Fz e M : A(z)) & (Vo e M : —A(x)).
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Beispiel.

(1) Die Aussage Vz € R: 2% > 0 gilt.
(2) Die Aussage 3z € Z : x? = 25 gilt.

(3) Die Aussage 3z € Z : 22 = 26 gilt nicht.
Mit anderen Worten, die negierte Aussage Vz € Z : 2% # 26 gilt.

(4) Die Aussage V(a,b) e R? dz € R: 23+ ax + b = 0 gilt.

1.4 Abbildungen

Definition. Seien M und N Mengen.

Eine Abbildung f : M — N ist eine Vorschrift, die jedem Element x aus M ein Element
f(z) aus N zuordnet.

Es heifst eine Abbildung auch eine Funktion.
Wir schreiben auch f: M — N :m — f(m).

Wir schreiben auch
M
m

I 1=
=

f(m).

Es heifst M der Definitionsbereich von f. Es heifkt N der Zielbereich von f.

Fir M’ C M heie f(M') :={ f(m’) : m" € M'} C N das Bild von M’ unter f.

Fiir N/ C N heife f7'(N'):={m e M : f(m) € N'} C M das Urbild von N’ unter f.

Beispiel. Sei die Abbildung ¢ : R — R : z — ¢(z) := 2% betrachtet.
Es ist ¢71({4}) = {-2,2}. Esist ¢~ }({—1}) = 0.

Definition. Sei M eine Menge. Die Abbildung idy, : M — M : m — idp(m) := m heifst
Identitat auf M. Wir kiirzen manchmal auch id := idy; ab.

Definition. Sei f : M — N eine Abbildung.

(1) Es heifit f injektiv, wenn |f~1({n})| < 1 ist fiir n € N.

(2) Es heikt f surjektiv, wenn | f~1({n})| > 1 ist fiir n € N.
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(3) Es heilt f bijektiv, wenn |f~1({n})| = 1 ist fiir n € N.
Ist f bijektiv, so definieren wir die Umkehrabbildung f~' : N — M durch
{fm)} = 7 ({n}) .
Es ist dann f(f~'(n)) =n fir n € N, da f~!(n) im Urbild von {n} liegt.

Es ist dann f~!(f(m)) = m fir m € M, da m € f~'({f(m)}) liegt, und in dieser
Menge nur f~'(f(m)) liegt.

Bemerkung.

(1) Esist f : M — N genau dann injektiv, wenn fir m,m’ € M aus m # m’ auch
f(m) # f(m') folgt.

Denn ein n € N mit |f~1({n})| > 1 existiert genau dann, wenn es zwei verschiedene
Elemente von M gibt, die unter f auf dasselbe Element abgebildet werden.

(2) Esist f: M — N genau dann surjektiv, wenn f(M) = N ist.
Denn fiir n € N ist genau dann |f~*({n})| > 1, wenn n € f(M) liegt.

Beispiel. Die Abbildung ¢ : R — R :  + 2? ist weder injektiv noch surjektiv.

Definition. Sei f : M — N eine Abbildung.
Seien M’ C M und N’ C N so gegeben, dak f(M’') C N’ ist.
Dann ist die Einschrinkung f|Y, : M' — N’ :m/ — f(m’) definiert.

Es ist also f|Y,(m/) = f(m’) fiir m’ € M’, wobei aber f|,, den Definitionsbereich M’ und
den Zielbereich N’ hat.

Wir schreiben auch f|y := f|3) .

Falls f(M) C N’ ist, so schreiben wir auch f|¥ := f|3 .

Beispiel. Sei wieder die Abbildung ¢ : R — R : 2 — 22 betrachtet.
Es ist q|r., : R0 — R injektiv, aber nicht surjektiv.
Es ist ¢[®>0 : R — R surjektiv, aber nicht injektiv.

Es ist glz"" : Rog — Rao bijektiv.

Thre Umkehrfunktion w := (qﬁig)*l ist gegeben durch w : Rog — Ry @ z — w(z) := /.
Definition. Seien f: M — N und g : N — P Abbildungen.

Das Kompositum von f und g ist die Abbildung

M £hop
m = (go f)(m):=g(f(m)).
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Es wird g o f gesprochen als “g nach f”. Die Operation (o) selbst heift Komposition.

M-l.N_9.p
\__,/

gof

Beispiel. Sei ¢ : R -+ R:z+ 22 Sei s : R — R : z + sin(z).
Es ist (q o s)(x) = sin(z)? fiir z € R.

Es ist (s o q)(x) = sin(2?) fiir z € R.

Bemerkung. Sei f: M — N eine bijektive Abbildung.
Esist fof!=idy.Esist f~lo f=idy.

1.5 Relationen

Definition. Seien M und N Mengen. Eine Relation R zwischen M und N ist eine Teil-
menge R C M x N.

Man schreibt m Rn < (m,n) € R fir m € M und n € N.
Eine Relation R C M x M zwischen M und M heift auch kurz Relation auf M.

Definition. Sei f : M — N eine Abbildung. Der Graph

I(f) = {(m, f(m)) : me M}

von f ist eine Relation zwischen M und N.

Man kann eine Abbildung von M nach N auch als eine Relationen R zwischen M und N
definieren, bei denen fiir jedes m € M genau ein n € N so existiert, daff (m,n) € R ist. Bei
diesem Vorgehen wird also eine Abbildung mit ihrem Graphen identifiziert.

Definition. Sei M eine Menge. Sei R C M x M eine Relation auf M.

1) Es heift R refleziv, falls m Rm ist fiir m € M.

(1)
(2) Es heift R symmetrisch, falls (m Rm' < m’ Rm) ist fiir m, m" € M.

(3) Es heiit R identitiv, falls ((m Rm’ Am/ Rm) = m =m/) ist fir m, m’ € M.

(4) Es heifit R transitiv, falls ((m Rm’ Am' Rm") = m Rm”) ist fir m, m', m” € M.

Identitive Relationen werden auch als antisymmetrisch bezeichnet.
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Beispiel. Die Relation R := {(1,2),(2,1),(2,3)} C {1,2,3} x {1,2,3} auf {1,2,3} ist
nicht reflexiv, nicht symmetrisch, nicht identitiv und nicht transitiv.

Definition. Sei M eine Menge.

Eine Relation (<) auf M heifst Ordnungsrelation, falls sie reflexiv, identitiv und transitiv
1st.

Wir schreiben hier in der Regel (m < m') & ((m,m') € (X)) fir m, m' € M, d.h. wir
lassen in der Kurzschreibung die Klammern um < weg.

Eine Ordnungsrelation (<) auf M heift linear, falls m < m’ v m/ < m gilt fir
m, m' € M.

Beispiel.

(1) Sei M eine Menge. Auf Pot(M) ist (C) eine Ordnungsrelation. Diese ist nicht linear,
falls | M| > 2 ist.

(2) Auf R ist (<) eine lineare Ordnungsrelation.

Definition. Sei M eine Menge.

Eine Relation (~) auf M heikt Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist.

Wir schreiben hier in der Regel (m ~ m/) & ((m,m’) € (~)) fir m, m" € M, d.h. wir

lassen in der Kurzschreibung die Klammern um ~ weg.

Beispiel. Sei M eine Menge.

(1) Die Relation der Gleichheit (=) ist eine Aquivalenzrelation auf M. Sie ist in jeder
Aquivalenzrelation auf M enthalten.

(2) Die Relation (~) := M x M ist eine Aquivalenzrelation auf M. Mit ihr ist m ~ m/
fiir alle m, m’ € M.

Beispiel. Sei m € Z.
Sei mZ:={mz : x € ZL}.

Fiir a, b € 7Z sei
(a=nb) = (a—bemZ),

gesprochen “ a kongruent modulo m zu b”.
Wir zeigen, dak (=,,) eine Aquivalenzrelation auf Z ist.

Reflexivitét: Fiir a € Z ist a =, a wegen a —a=0=m -0 € mZ.
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Symmetrie: Fiir a, b € Z mit a =, bist a — b € mZ, also a — b = m - x fiir ein z € Z,
also b—a =m - (—x), also b =, a.

Transitivitat: Fir a, b, ¢ € Z mit a =, bund b =, cist a — b =m - x fiir ein x € Z und
b—c=m-y fiir ein y € Z. Folglich ist

a—c=a—-b+b—c=m-z+m-y = m-(x+y).

Es folgt a =, c.
Z.B. ist 8 =3 2, aber (8 =3 0), was auch 8 #3 0 geschrieben wird.

Beispiel.

Sei P:={(a,b) eZXZ :b#0}.

Sei ((a,b) ~ (a',V)) < (a-V =d' -b) fur (a,b), (a/,b') € P.
Wir zeigen, daf (~) eine Aquivalenzrelation auf P ist.
Reflexivitét: Fiir (a,b) € P gilt (a,b) ~ (a,b) wegen a-b=a - b.

Symmetrie: Fir (a,b), (a/,0') € P mit (a,b) ~ (a’,V) ist auch (a’,b') ~ (a,b) wegen
a-b=a-l.

Transitivitét: Fir (a,b), (a/,0), (a”,0") € P mit (a,b) ~ (a’,V') und (a’,b") ~ (a”, ") ist
a/'b/'b”:a/‘b‘b//:b‘al‘b//:b‘a//‘b/
woraus nach Division durch & # 0 sich
a- b/l — a/l . b

ergibt. Somit ist (a,b) ~ (a”,b").

Definition. Sei M eine Menge. Sei (~) eine Aquivalenzrelation auf M.
Fiir m € M sei [m]~) == {2z € M : x ~m} die Aquivalenzklasse von m.
Oft schreiben wir kurz [m] := [m]( .

Sei M/(~) :={[m](~) : m € M} die Menge der Aquivalenzklassen.

Bemerkung. Sei M eine Menge. Sei (~) eine Aquivalenzrelation auf M.
Jedes Element von M liegt in genau einer Aquivalenzklasse.
Sei dazu m € M gegeben.

Zum einen liegt m € [m], da (~) reflexiv ist.

Sei zum anderen m € [z] und m € [y] fiir gewisse Elemente z, y € M. Wir wollen [z] L [y]
zeigen.

! !
Wir zeigen [z] C [y]. Sei z € [z]. Wir haben z € [y] zu zeigen.
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Es ist z ~ z. Ferner ist m ~ z und m ~ y.

Symmetrie gibt z ~ m.

Aus z ~ x ~ m folgt mit Transitivitdt, dafs z ~ m ist.
Aus z ~ m ~ y folgt mit Transitivitit, dafl z ~ y ist.
Also ist z € [y].

Nach Vertauschung der Rollen von z und y zeigt man mit demselben Argument, dafs
[yl € [] ist.

Insgesamt ist also [x] = [y].

Beispiel. Auf Z hat (=3) die Aquivalenzklassen

0] = {3240:2€Z}
1] = {32+1:2€Z}
2] = {324+2:2€Z}.

Es ist z.B. [7] = [1].

Beispiel. Sei P wie im vorvorigen Beispiel. Wir haben die bijektive Abbildung

Q L P/~

i = (@)
In der Tat ist fiir (a,b), (¢/,b') € P genau dann § = g—,,, wenn a - b = a’ - b ist, d.h. wenn
(a,b) ~ (a',b') ist.
Damit ist das Bild [(a,b)](~) eines Bruchs { unabhéngig davon, wie der Bruch auf der
linken Seite geschrieben wird, so daf die angegebene Vorschrift tatséchlich eine Abbildung
liefert.
Ferner folgt aus [(a,b)]~) = [(a/,V')](~) auch § = ‘Z—: Also ist f injektiv.

Nach Konstruktion ist f surjektiv.

Definition.
Sei M eine Menge. Sei R eine Relation auf M.
Sei die Relation S auf M fiir x, y € M definiert wie folgt.

xSy & (zRyVyRzVx=y)
Dann ist S reflexiv und symmetrisch.
Sei die Relation (~) auf M fiir x, y € M definiert wie folgt.

es gibt ein k € Z-y und Elemente z; € M fiir 0 < ¢ < k mit )

Ty e <x = 209218525...852, =y
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Dann ist (~) eine Aquivalenzrelation, genannt die von R erzeugte Aquivalenzrelation.

Esist RC S C(~)C M x M.

Bemerkung. Sei M eine Menge. Sei R eine Relation auf M. Seien S und (~) gebildet wie
in voriger Definition. Es ist also insbesondere (~) die von R erzeugte Aquivalenzrelation.

Ist (%) eine Aquivalenzrelation auf M mit R C (<), dann ist (~) C (X).

!
Zeigen wir zunédchst S C (~). Seien dazu z, y € M mit Sy gegeben. Also gilt xRy V
yRx V x =y. Alsogilt 2~y V y~x V x =1y. Also gilt z~y.

!
Zeigen wir nun (~) C (~). Seien dazu z, y € M mit  ~ y gegeben. Dann gibt es eine

Kette x = 205219225. ..z, = y. Alsoist x = 20~ 21~ 2o~ ...~z = y. Somit ist x ~y.

Beispiel. Sei auf der Menge {1,2,3,4,5} die Relation R := {(1,3),(2,4),(3,5),(5,5)}
gegeben. Als Tafel:

R|1 2 3 4 5
1 X

2 X

3 X
4

5) X

Wir bilden wie oben die Relation

S = {(1,1),(1,3),(2,2),(2,4),(3,1),(3,3),(3,5), (4,2), (4,4),(5,3),(5,5) } .

Als Tafel:
S|1 2 3 4 5
1] x X
2 X X
3| x X X
4 X X
5 X X

Fiir die von R erzeugte Aquivalenzrelation ist nun S C (~). Wegen 1 ~ 3 ~ 5 ist auch
1~5und 5~ 1.

Nun ist aber

(~)|1 2 3 4 5
1 X X

2 X X

3 X X X
4 X X

5 X X X

eine Aquivalenzrelation, nidmlich die mit den Aquivalenzklassen {1,3,5} und {2,4}.
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Es ist (~) in (~) enthalten, denn wir haben zu S C (~) ja nur (1,5) und (5, 1) dazuge-
nommen, welche auch in (~) liegen.

Umgekehrt ist aber (<) auch eine Aquivalenzrelation, die R enthélt; auch dies nach Kon-
struktion. Geméf Bemerkung ist also auch (~) C (~).

Es ist also (%) = (~) die von R erzeugte Aquivalenzrelation.

1.6 Induktion

Sei M eine Menge. Sei (<) eine Ordnungsrelation auf M.
Wir schreiben 2z <y & (z<y AN x#y) firz,y € M.

Definition.
(1) Sei X C M. Seiz € X.
Es heiflt = ein minimales Element von X, falls fiir alle y € X nicht y < z gilt.

(2) Es heifst M durch (<) induktiv geordnet, falls jede nichtleere Teilmenge X C M
wenigstens ein minimales Element besitzt.

Bemerkung. Es ist M induktiv geordnet genau dann, wenn es in M keine Kette von
Elementen der Form zy > 21 > 2o > ... mit z; € M fiir 5 > 0 gibt.

Denn gibt es eine solche Kette, so bildet diese eine nichtleere Teilmenge ohne minimales
Element.

Ist umgekehrt M nicht induktiv geordnet, dann gibt es eine nichtleere Teilmenge X C M
ohne minimales Element. Sei zg € X gewéhlt.

Es ist zg in X nicht minimal. Also gibt es ein z; € X mit zg > 27 .
Es ist z; in X nicht minimal. Also gibt es ein 2o € X mit z; > 25.

Usf. Also gibt es in X, mithin in M, eine Kette zg > 21 > 25 > ....
Beispiel.
(1) Ist M endlich, so ist M induktiv geordnet, wie nach Bemerkung folgt.
(2) Sei k € Z. Es ist Z>j, induktiv geordnet, wie nach Bemerkung folgt.

(3) Es ist R nicht induktiv geordnet. Z.B. hat die nichtleere Teilmenge ]0, 1] kein mini-
males Element.

(4) Esist Z nicht induktiv geordnet. Z.B. hat die nichtleere Teilmenge Z kein minimales
Element.

(5) Ordnen wir N? durch (a,b) < (¢/,0) & (a < d)A(bLV) fiir (a,b), (¢/,b) € N2,
dann ist N? dadurch induktiv geordnet. Auch dies folgt nach Bemerkung.
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Lemma (allgemeines Induktionsprinzip).
Sei M durch (<) induktiv geordnet.
Sei A(x) eine von x € M abhingige Aussage.

Sei bekannt, daf$ fir v € M die Aussage A(x) dann gilt, wenn die Aussage A(z) fir alle
z € M mit z < x gilt.

Dann gilt A(x) fir alle x € M.

Annahme, die Aussage des Lemmas gilt nicht. Dann ist
N :={yeM:-Aly)} # 0.

Da M induktiv geordnet ist, gibt es ein minimales Element x € N.

Sei z € M mit z < x gegeben. Wegen der Minimalitit von x ist z € M ~. N, und also gilt
A(z).

Nach Voraussetzung gilt also A(z). Dies ist ein Widerspruch zu x € N.

Lemma (spezielles Induktionsprinzip).

Sei k € Z.

Sei A(z) eine von z € Zsy, abhdngige Aussage.

Es gelte A(k).

Sei zudem bekannt, daff fir z € Zsy+1 die Implikation A(z — 1) = A(z) gilt.
Dann gilt A(2) fiir z € Zsy.

Es heifst A(k) auch Induktionsanfang. Es heift die Implikation A(z — 1) = A(z) fir
2 € Zzky1 auch Induktionsschritt. Beim Nachweis des Induktionsschritts bezieht man sich
auf die Aussage A(z — 1) als Induktionsvoraussetzung.

Wir begriinden dies. Sei daran erinnert, dafs Z-; induktiv geordnet ist.

Nach allgemeinem Induktionsprinzip geniigt es also sicherzustellen, daf fiir x € Z>;, aus
der Giiltigkeit von A(z) fiir k < z < x folgt, dak A(z) gilt.

Fall x = k. Es gilt A(k).
Fallxz > k+ 1. Es gilt A(z) fir £ < z < x. Also gilt A(z — 1). Dies impliziert A(z).
Beispiel. Sei n € Z~;. Sei

f(n) ==142+...4n.

Wir wollen zeigen, dak fiir n € Z>,

fn) = Zn(n+1)

N | —

gilt. Wir schreiben g(n) := 1 n(n + 1). Wir haben f(n) = g(n) fiir n € Z>, zu zeigen.
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Wir fithren eine Induktion iiber Z-; = N, nach dem speziellen Induktionsprinzip.
Induktionsanfang. Es ist f(1) = 1. Es ist g(1) = % 1-(141)=1.

Induktionsschritt. Sei n > 2. Als Induktionsvoraussetzung diirfen wir f(n —1) = g(n —1)
verwenden. Daraus miissen wir f(n) = g(n) folgern.

In der Tat wird
fln) = 14+2+...+(n—-1)+n

= f(n—1)+n

= gn—1)+n

= %(n—l)((n—1)+1)+n
= in*—n)+n

= 30 +n) = g(n).

Beispiel. Es heifie (m,n) € N? teilerfremd, wenn es kein k € Z-5 gibt mit m =, 0 und
n = 0.

Da N? wie im obigen Beispiel induktiv geordnet ist, gilt dies auch fiir die Teilmenge
T = {(m,n) € N> : (m,n) ist teilerfremd } .

Wir behaupten, dak es fiir (m,n) € T Zahlen s, t € Z gibt mit s-m +1t-n = 1.
Wir fiihren eine Induktion iiber T', nach dem allgemeinen Induktionsprinzip.
Sei (m,n) € T gegeben.

Sei die Behauptung bekannt fir (m/,n') € T mit (m’,n’) < (m,n), d.h. m" < m und
n' < nund (m',n') # (m,n). Verwendet man dies, so spricht man auch hier von der
Induktionsvoraussetzung.

Wir haben daraus die Behauptung fiir (m,n) zu folgern.
Fallm=mn.Esistm=n=1und1-m+0-n=1.

Fall m < n. Es ist auch (m,n —m) € T. Annahme, nicht. Dann gibt es ein k € Z-o mit
m=k-aundn—m = k-bfir gewisse a, b € Z. Alsoist n=(n—m)+m=k-b+k-a =
k- (a+0b). Widerspruch zu (m,n) € T.

Nun ist (m,n —m) < (m,n). Mit Induktionsvoraussetzung gibt es §', ' € Z mit s'-m +
t' - (n—m) = 1. Es folgt

Il =sm+t-(n—m) =(—=t)m+t-n.
Wir konnen also s := s’ — ¢’ und ¢ := ' wihlen und haben so die Behauptung fiir (m,n)
gefolgert.
Fall m > n. Wie der vorige Fall, nur mit vertauschten Rollen von m und n.

Z.B.ist (5,7) € T'und in der Tat 3-5+ (—2)-7=1.
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1.7 Rekursive Definition

Sei k € Z. Sei M eine Menge.

Seim e M.

Sei w : M — M eine Abbildung.

Man kann eine Abbildung f : Z-, — M dadurch festlegen, dafs man als Rekursionsanfang

flk) == m

und als Rekursionsschritt fir z € Z>j41

f(z) = u(f(z=1))
setzt. Diesenfalls spricht man von einer rekursiven Definition der Abbildung f.

Beispiel. Sei f : Z-y — Z rekursiv definiert durch

und

firz > 1.

Wir erhalten f(0) =1, f(1) =3, f(2) =7, f(3) =15, ....

Um zu zeigen, dak f(z) = 2°7! — 1 =: g(z) ist fiir 2 > 0, fiihren wir eine Induktion nach
z = 0.

Induktionsanfang: f(0) =1, g(0) = 29T — 1 =1, also f(0) = g(0).

Induktionsschritt: Sei z > 1. Es wird

Fz) = 2f(z= D41 2 29(z—1)+1 = 2- 2D 1) +1 = 2571 — 1 = g(2) .

Variante. Man kann auch mi, ms € M und eine Abbildung u : M x M — M wéhlen
und f durch f(k) :==mq, f(k+1) =mgund f(2) :=u(f(z—1),f(z —2)) fur z > k+ 2

rekursiv definieren.

Weitere Varianten sind moglich, sofern der zu definierende Funktionswert zu einem Aus-
druck in bereits bekannten Funktionswerten gesetzt wird.

Definition. Sei k € Z. Sei f : Z~), — R eine Abbildung. Wir setzen rekursiv

k-1

) =0

Jj=

und

n n—

SO 1G) = S0+ f)

1
j=k =k

<
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fir n > k.

Dies lauft auf

hinaus.

Definition. Sei k € Z. Sei f : Z-; — R eine Abbildung. Wir setzen rekursiv

k—1
[1r6) =1
j=k
und
I17G) = (] r6) - fn)
ji=k =k
fir n > k.

Dies lauft auf

hinaus.

Beispiel. Wie in §1.6 iiberpriift, ist

- 1
di= gnn+1)
j=1

firn € Zs; .

Beispiel. Fiir z € R und n € Z>¢ kann man 2" := [[}_, = setzen.
Insbesondere ist 2° = 1. Insbesondere ist 0° = 1.

Definition. Sei n € Z, .

Sei

Es wird n! als “n Fakultit” gesprochen.
Wir erhalten 0! =1, 11=1,21=2,3!=6, 4! =24, ...

Man kann auch informell n! =1-2-3 ... n schreiben.
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1.8 Binomischer Lehrsatz

Definition. Seien a, b € Z mit 0 < a < b. Wir definieren den Binomialkoeffizienten
b
a

(«) = aw-ar

tani et (6) _ 6! _ 123456 _ 56 _
Beispiel. Es ist (4) = e = 158410 — 15 = 1O

Bemerkung. Seien a, b € Z mit 0 < a < b.

)=l

e (L1 +()-("2")

Wir wollen (4) nachrechnen. Es wird

b by B! B! o bl-a bl-(b—a+1) __ bl-(b+1) _ (b+1
(a—l) + (a) — (a=1)l(b—a+1)! + al-(b—a)! ~  al(b—a+1)! + al-(b—a+1)! ~—  al(b+1—a)! ( a ) ’

Bemerkung. Das Pascalsche Dreieck

hat folgende Werte.

Gemaéfs (4) aus vorstehender Bemerkung erkennt man, daf die Summe zweier nebenein-
anderstehender Eintrdge im Pascalschen Dreieck den darunterstehenden Eintrag ergeben.
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Lemma (Binomischer Lehrsatz).

Seien x,y € R. Sein € Zxy. Dann ist

(z+y)" = i(g) 2" hy

k=0
_ n n ,,0 n n—1,1 n n—2,,2 n n—n ,mn
—(O)xy+<1>x y—l—(2)$ y+...—|—(n)x Y.

Dazu fithren wir eine Induktion nach n € Z~ .
Induktionsanfang. Es ist (z +y)° =1 = (8) 200,

Induktionsschritt. Wir berechnen fiir n € Z>,

(z+y)" (z+y)" " (z+y)
= (DS (R e R (2 y)
= (D (RN ey (D) (M) iRy
TETL (T () e R + (D (1) 2ty
umbegannen (ZZ;; (ngl) x”_k yk) + (ZZ:I (z:i) ZEn_k yk)
abspalten

S (M) @R k) (Sry (D) 2R yR) g

Beispiel. Seien z, y € R.
(1) Bsist (z +y)? = (5) 2> %% + (7) 2* 'y' + (3) 227 2y% = 2% + 22y + y>.
(2) Esist
@+ = ()% + (3) a5yt + (3) 222 + (3) 2% + () 25yt + (3) 255y

= 2%+ baty + 1023y? + 10223 + Say* + 97 .

1.9 Euklidscher Algorithmus

Definition. Seien d, n € Z. Wir schreiben

dn & n=40 & nedZ,



25

gesprochen “ d teilt n”.
Bemerkung. Auf N ist (|) eine Ordnungsrelation.

Lemma. Seien m, n € Z. Es gibt ein eindeutiges g € Z=o mit folgenden Eigenschaften.

(1) FEsist glm und g|n.

(2) Es gibt s,t € Zmitg=s-m-+t-n.

Wir schreiben ggT(m,n) := g, genannt grifiter gemeinsamer Teiler von m und n.

Falls m = n = 0 ist, dann ist zwingend g = 0.

Falls nicht m = n = 0 ist, dann argumentieren wir wie folgt.

Existenz: Sei g := min(Zs1N{u-m+v-n : u, v € Z}). Dann erfiillt g die Eigenschaft (2).

Wir haben (1) zu zeigen. Division mit Rest gibt m = g -k 4+ r mit k, r € Z und mit

0<r<g—1. Wir haben r <0 zu zeigen. Annahme, esist r > 1. Wegen r = m — g - k ist
dann auch r € ZoyN{u-m+v-n : u,v € Z}, im Widerspruch zur Minimalitat von g.
Es folgt g|m. Genauso folgt g|n.

Eindeutigkeit: Sei g € Z=¢ mit g|m, g|n und g = s-m+1t-n gegeben, wobei s, t € 7Z. Sei
G € Zso mit glm, gln und g = 5-m + £ - n gegeben, wobei §, £ € Z. Wir haben g - g zu
zeigen.

Es sind g, g > 1, da 0 aufser 0 keine Zahl teilt.

Da g|m und g|n, gilt auch g|(5-m +%-n) = §. Genauso folgt j|g. Die Identitivitit der
Ordnungsrelation (|) auf N gibt also g = g.

Bemerkung. Sind m, n, d € Z mit dlm und d|n gegeben, dann ist d| ggT(m,n).
Denn aus ggT(m,n) = sm + tn fir gewisse s, t € Z folgt d|sm + tn = ggT(m,n).

Bemerkung. Firm, n, z € Z ist ggT(m,n) = ggT(m,n + zm).

Sei g := ggT(m,n). Zum einen ist g/m und g | n+ zm. Zum anderen folgt aus g = sm+tn
mit s, ¢ € Z auch g = (s — tz)m + t(n + zm).

Algorithmus (Euklid). Seien m, n € Z mit 0 < m < n gegeben.

Wir wollen diesenfalls ggT(m,n) konstruieren.

Wir schreiben u; := n und uy := m.

Sind fiir k£ > 1 bereits u; und ug,, konstruiert, so verfahren wir wie folgt.

Falls ug41 = 0 ist, dann beenden wir den Algorithmus und setzen ¢ := k + 1.
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Falls w1 > 1 ist, dann gibt Division mit Rest
Up = Upg1 * Mg + Uy

mit hg, Ugio € Z und mit 0 < upro < upyy — 1.
Dies gibt ganze Zahlen

UL > Uy > uz > ... > u = 0.
Da nun ggT (uy, ups1) = 88T (Upg1 - A + Ungo, Ups1) = 88T (Uppo, Up1) = T (Uppr, Ups2)
ist fir 1 <k <0 —2,ist
ggT(m,n) = geT(ur,ux) = ggT(ug,uz) = ... = ggT(we1,ur) = ggT(ue-1,0) = upy .

Nun wollen wir noch s, t € Z mit sm + tn = ggT(m,n) bestimmen.

Wir setzen wy_1 := 0 und wy_o := 1, sowie rekursiv wy, := wiyo—hp-wiq fir 1 <k < 0-3.
Es wird

Wht1 - Uk +Wg U1 = Wit1 (U1 - P+ Ugr2) + (Wepo — Pk - Weg1) - Ukl = Whpo Upp1 + Wh1 - U2
fir 1 < k < ¢ — 3 und insbesondere

wy-mAwyn = WUy F WU = We_g - Upg + We—q - Up—g = ggT (M, n) .
S~~~ S~~~
-1 —0

Wir kénnen also s := w; und ¢ := w, wihlen.
Man vergleiche auch mit dem letzten Beispiel in §1.6.
Beispiel. Wir wollen ggT(27,60) mit dem Euklidschen Algorithmus berechnen.

Sei also u; = n := 60 und uy = m := 27.

Division mit Rest gibt folgendes.

60 = 27 - 2 + 6
—~ NN,
ul U h1 us3
27, = 6 - 4 + 3
u2 us ho u4q
6 = 3 - 2 + 0
us Ugq hs us

Wir brechen also bei ¢ := 5 ab und erhalten
ggT(60, 27) = Up—1 — Uy = 3.

Wir setzen dann w, := 0, w3 := 1 und

Wy = w4—h2~w3 =
wp = wg—hl'wg =

=)
|
[NCRITEN

Somit wird

geT(60,27) = 3 = wy-us+wy-u; = 9-27+ (—4)-60.
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1.10 Primzahlen

Wir erinnern daran, daf eine Zahl p € Z-, Primzahl heifst, wenn {d € Z>, : d|p} = {1, p}
1st.

Bemerkung. Seien a, b € Z. Seip|a-b. Dann ist pla V p|b.

Annahme, es ist =(p|a) und —(p|b). Da ggT(p, a) ein Teiler von p ist, ist ggT(p,a) € {1, p}.
Da —(pla), folgt ggT(p,a) = 1. Somit gibt es s, t € Z mit sa+tp = 1. Also ist sab+tpb = b.
Die linke Seite wird von p geteilt, die rechte nicht. Widerspruch.

Bemerkung. Sein € Z=o. Dann gibt es auf eindeutige Weise ein k € N und Primzahlen
PSP S P mat
n =mp-p2-... Pk-

Existenz. Induktion {iber Z-, . Falls n prim ist, dann sind wir fertig. Falls n nicht prim ist,
dann konnen wir n = a - b schreiben mit a, b € Zund2 <a<n—1lund2<<b<<n—1.
Nach Induktion kénnen wir @ und b als Produkt von Primzahlen schreiben. Also kénnen
wir auch n als Produkt von Primzahlen schreiben, und wir kénnen die Faktoren anordnen.

Eindeutigkeit. Seien k, £ € N und Primzahlen p; <po < ... <prund ¢ < g2 < ... <
mit

n=mp-p2-.-- P = q-q ... q
gegeben. Division durch alle Faktoren, die auf beiden Seiten auftauchen, gibt

Puy =+ Pus = Quy -+ Qo

mit s, ¢ € Zzomit I Sup <wug <~ <us<kundl <o <oy <o <vp < Cund
Pus # Qu; fir 1 <i<sund 1 < j <t

Wir haben s = 0 und ¢ = 0 zu zeigen.

Annahme, s > 1.

Dann ist p,, ein Teiler von ¢, - ... - g, , nicht aber von gq,, .

Mit voriger Bemerkung ist p,, ein Teiler von ¢,, - ... - ¢, , nicht aber von ¢, .
Mit voriger Bemerkung ist p,, ein Teiler von ¢q,, - ... - ¢, , nicht aber von g, .
Usf.

Am Ende erhalten wir, daf p,, ein Teiler von 1 ist und somit einen Widerspruch.

Genauso zeigt man t = 0.

Bemerkung. Seien a, b € Z>1 gegeben.

Wir schreiben a = p{* - ... - p%s undb——pﬂl-..upﬁs mit s € Zs1 und p1 < ... < ps prim
1 s 1 s 2
und o;, B; € Zso fuir 1 <i < s.
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Dann ist alb daquivalent zu o; < B fir 1 < i < s.
min(a,B1) o p;nin(as,/@s).

Ferner ist ggT(a,b) = p;

Letzteres wird von der zweiten Bemerkung in §1.9 erzwungen.

Beispiel. Es ist 18 = 2-32.5% Esist 15 = 2°-3!- 5. Also ist ggT(18,15) = 2°-3!.5% = 3.

1.11 Zifferndarstellung

Sei d € Z=o . Wir wollen natiirliche Zahlen d-adisch schreiben.

Bemerkung. Sei n € N. Dann gibt es eindeutig bestimmte k € Z-¢ und a; € Z mit
0<ag; <d—-11fir 0<i<kmit

n=a-d+a_;-d+.. . +ay-d°.
Man schreibt dann auch

n = (axag_1...a9)q -

Fiir d = 10 wird in der Regel der Index weggelassen.

Beispiel. Sei n := 29.

Es ist 29 = 29,9, in der Dezimaldarstellung.
Es ist 29 = 111015, in der Bindrdarstellung.
Es ist 29 = 1(13)45 .

Damit dies fiir d = 16 besser aussieht, schreibt man hier gern A := 10, B:= 11, C := 12,
D:=13, E:=14 und F := 15.

Also ist 29 = 1Dy4, in der Hezadezimaldarstellung.



Kapitel 2

Korper

2.1 Restklassen

Sein € Z.

Wir erinnern an die Aquivalenzrelation (=,) auf Z aus §1.5, fiir welche
a=,b & a—benZ = {nz:z2€Z}

ist fiir a, b € Z.

Definition. Sei z € Z. Wir schreiben
2], = [2]z, = {weZ w=, 2}

fiir die Aquivalenzklasse von z, genannt Restklasse modulo n.

Definition. Sei Z/nZ :=7/(=,) = { [z]. : z € Z } die Menge der Restklassen modulo n,
gesprochen “7Z modulo nZ”.

Falls n € Zs, ist, ist Z/nZ = {[0]n, [1]n,- .., [n — 1]n}.
Beispiel. Es ist Z/37 = {[0]3, [1]3, [2]3}. Es ist [7]3 = [1]5.

Definition. Sei
(+) : Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ
(laln 5 [bla) = laln+[bln = [a+ b,

und

() : Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ
(d . Bh) o [adn- (b= [a-8),

Man beachte, dafs das Ergebnis jeweils nicht vom gewéhlten Element aus der Restklasse
abhéangt.
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Seien nédmlich a, o/, b, b’ € Z mit [a,, = [d'],, und [b],, = [V'],, gegeben.
Dann ist a — a’ = nz und b — b’ = nw fiir gewisse z, w € Z.

Also ist auch
(a+b)—(d+V) = n(z+w)

und also
la+0b], = [d+V],

Ferner ist auch
a-b—ad b = a-b—a-b+ab—ad-b = a(b=b)+(a—d)b = anw+nzb’ = n(aw+=zb)

und also

la-b], = [d V],
Damit ist [al],, + [b], = [@']n + [']n und [a],, - [b], = [@/]n - [V]n sichergestellt, so daf wir
nun im nachhinein gerechtfertigt haben, dafs (+) und () iiberhaupt Abbildungen sind,

die dem Paar ([a],, [b],) = ([a/]n, [b']5) ein jeweils eindeutig erklartes Bild zuordnen.

Beispiel. Es ist [1]3 = [7]3. Also ist [7]3-[7]3 = [1]3 - [1]s = [1 - 1]3 = [1]3. Man hétte auch
[7]5 - [7]s = [7 - 7]s = [49]3 = [1]3 rechnen koénnen.

Beispiel. Wir erhalten die folgenden Tafeln fiir Z/3Z.

(£) [ [0]s [1]s [2]s
0] | [0]z [1]s [2]s
(s | [z [2]s [0
2] | [2]s [0z [1]s
() |05 [1s [2s
[0]s | [0]s [0]s [O]s
[ [ [0z [1]z [2]s
2]s | [0]z [2z [1]s

Konvention. Wird angekiindigt, dafs in Z/nZ gerechnet wird, so diirfen die eckigen
Klammern bei den Restklassen auch entfallen.

Dies ist ein Mifsbrauch von Bezeichnungen, der mit Vorsicht zu handhaben ist.

Beispiel. Wir erhalten die folgenden Tafeln fiir Z/3Z.

+)]0 1 2
0 [0 1 2
11120
2 |2 0 1
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()]0 1 2
0[0 0 O
10 1 2
210 2 1

Eigenschaften, die diese Abbildungen (+) und (-) haben, behandeln wir im néchsten Ab-
schnitt.

2.2 Monoide und Gruppen

Sei M eine Menge.
Sei (%) : M x M — M : (z,y) — x *y eine Abbildung.

Definition. Es heift (M, %) ein Monoid, falls (1,2) gelten.

(1) Esist (x*xy)*xz=xx*(yx*z2) fiirz,y, 2 € M.

(2) Es gibt ein e € M mit zxe =x =exx fiir z € M.

Eigenschaft (1) heifst Assoziativitdt. Wir schreiben z xy* 2z 1= (v xy) *x 2 = x * (y * 2).
Das Element e aus (2) heifst neutrales Element.

Oft schreiben wir kurz M = (M, %).
Bemerkung. Sind e und ¢’ neutrale Elemente des Monoids M, dann ist e = e x e’ = €.

Definition. Ein Monoid M = (M, *) mit neutralem Element e heifst Gruppe, falls (3)
gilt.

(3) Firx € M gibt esein y € M mit zxy =e =y * .

Das Element y aus (3) heifit inverses Element zu x.

Bemerkung. Sei M eine Gruppe. Sei x € M. Seien y und y' zu z inverse Elemente. Dann
isty=yxe=yxxxy =exy =1y

Definition. Eine Monoid M = (M, x) heifst abelsch, falls (4) gilt.

(4) Firz,y € Mist xxy =y *x.

Eigenschaft (4) heifst Kommutativitit.
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Beispiel.
(1) Esist (N,-) ein abelsches Monoid, aber keine Gruppe. Das neutrale Element ist 1.

2) Esist (Z,+) eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist 0.

3) Esist (Q,+) eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist 0.

(
(Z
@Q
@Q

4) Esist (Q,-) ein abelsches Monoid, aber keine Gruppe. Das neutrale Element ist 1.

(2)

(3)

(4)

(5) Esist (Q ~ {0},-) eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist 1.

(6) Sein € Z. Esist (Z/nZ,+) eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist 0 = [0],, .
(7)

7) Sein € Z. Es ist (Z/nZ, ) ein abelsches Monoid. Das neutrale Element ist 1 = [1],, .

Definition. Sei n € N. Wir betrachten die Menge X,, := {1,2,...,n}.

Sei S, :={ X, = X, : o ist eine bijektive Abbildung }.

Wir haben die Komposition (o) : S, x S,, = S,, : (¢,p) — g0 p.

Es ist S, = (S, ,0) eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe von Grad n.

Wir schreiben eine bijektive Abbildung o : X, — X,, in der Form o =: (,(1)oi2) " oln) )-
So etwa ist id :=idx, = (1% ) das neutrale Element von S,

Es ist [S,| = n!.

Fir 1 < 4,j < n schreibt man auch (7, j) fiir die Abbildung, die ¢ und j vertauscht,
genannt Transposition.

Beispiel. Sei n = 3. Es ist

Sei 0 := (é%%) Sei p :(%33) Es wird

sop = (313) (131) = (331
und

poo = (1390 (33) = (312)

Insbesondere ist o 0 p # p o o. Also ist Sz eine nichtabelsche Gruppe.

2.3 Kommutative Ringe und Korper

Sei K eine Menge.
Sei (+) : K x K — K : (x,y) — x + y eine Abbildung, genannt Addition.
Sei (1) : K x K — K : (x,y) — x -y eine Abbildung, genannt Multiplikation.
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Definition. Es heifst (K, +,-) ein kommutativer Ring, falls (1,2, 3) gelten.

(1) Esist (K, +) eine abelsche Gruppe.
(2) Esist (K, -) ein abelsches Monoid.

(3) Esist (z+2)- (y+y)=x-y+a-y+2 y+a -y firz, o, y,y € K.

Eigenschaft (3) heifit Distributivitdt.
Das neutrale Element beziiglich (4) wird O geschrieben, oder kurz 0 := O .

Das inverse Element beziiglich (+) zu € K wird —z geschrieben. Wir schreiben auch
x—y:=x+(—y) firz,y € K.

Das neutrale Element beziiglich (-) wird 1x geschrieben, oder kurz 1 := 1k .
Oft schreiben wir kurz xy :=x -y fir z, y € K.
Oft schreiben wir kurz K := (K, +, ).

Etwas allgemeiner kann man auch Ringe einfiihren. Bei diesen wird anstelle von (2) nur
verlangt, daf (K, -) ein Monoid ist.

Bemerkung. Sei K ein kommutativer Ring. Sei z € K.

(1) Esist0-2=0-24+0-2—0-2=(0+0)-2—0-2=0-2—0-2=0.
(2) Esist (—1)-x=(-1)-a+z—2z=(-1)2z+l-a—2x=(—1+1)2—2=0-2—2 Q..

Definition. Sei K = (K, +, ) ein kommutativer Ring.
Es heiftt K ein Korper, falls (4, 5) gelten.

(4) Es ist OK 7é 1}(.

(5) Firz € K ~ {0} gibt esein y € K mit -y = 1.

Das inverse Element beziiglich (-) zu x € K \ {0} wird z~! geschrieben. Wir schreiben
auch f =g -y fiirz, y € K mit y # 0.

Bemerkung. Ein Korper ist also eine Menge K, zusammen mit einer Addition (+) und
einer Multiplikation (-), derart, daf fiir Elemente z, y, z, w € K folgende Regeln gelten.

o Esist (x+y)+2z=a+(y+2).

e Esist x +y =y + .



34

Esist x +0 = =.

Esist x + (—x) = 0.

Esist (z-y)-z=2-(y-2).
Esistz-y=1vy-z.
Esist x -1 =ux.

Esist x-27! =1, falls x # 0.

Esist (z+y)-z4+w)=z-24+z-w+y-2+y-w.

Ferner sollte noch 0 # 1 sein.

Kurz, ein Korper ist ein Rechenbereich, in welchem alle vier Grundrechenarten “plus”; “mi-
nus”, “mal” und “geteilt” durchfiihrbar sind, wobei man nicht durch 0 teilen darf.

Es hat sich herausgestellt, dafs man die Vektorrechnung iiber einem beliebigen Korper auf-
bauen kann, ohne daft dabei zusétzliche Schwierigkeiten entstehen.

Beispiel.

Es ist Q ein Korper.
Es ist R ein Korper.

Es ist Z ein kommutativer Ring, aber kein Koérper. In der Tat gibt es z.B. zu 2 kein
multiplikativ inverses Element.

Es ist N kein kommutativer Ring. In der Tat gibt es in N kein neutrales Element
der Addition, und auch z.B. zu 3 kein additiv inverses Element.

Sei n € Z. Es ist Z/nZ ein kommutativer Ring.

Bemerkung. Sei K ein Korper. Seienx,y € K. Istx-y =0, dann ist x = 0 oder y = 0.

Annahme, es ist ¥ # Ound y # 0. Esfolgt 1 = 2z -y -yt 27t =0-yt- 27! =0.
Widerspruch.

Lemma. Sein € Z, .

Genau dann ist Z/nZ ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Denn ist n nicht prim, so kénnen wir n = a - b schreiben mit [a],, # [0}, und [b],, # [0],,
aber [a],, - [b], = [0],,. Gemé&f vorstehender Bemerkung ist also Z/nZ kein Korper.

Sei umgekehrt n prim. Sei x € Z mit [x],, # [0],, gegeben.
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Wir behaupten, dak die Abbildung f : Z/nZ — Z/nZ : |z, — [z], - [z], injektiv ist. Seien
z,z € Z mit [z], - [2]n = [z]n - [¢/]n gegeben. Es folgt n|z -2z —x -2 =z (2 —2/).
Da n nicht x teilt und da n prim ist, folgt, dafs n die Differenz z — 2’ teilt. Folglich ist
(2], = [¢']n . Dies zeigt die Behauptunyg.

Da Z/nZ eine endliche Menge ist, ist f auch surjektiv. Somit gibt es ein Element y € Z
mit f([y],) = [1],, . Mit anderen Worten, es ist [z],, - [y], = [1]5 -

Ferner ist [0, # [1], .

Bezeichnung. Ist p eine Primzahl, dann schreiben wir
E, == Z/pZ .
(Korper heifst auf englisch field.)

Beispiel.
(1) Esist B =2Z/3Z = {[0]s, [1]3, [2]s } = {0,1,2} ein Korper.
(2) Esist Z/47Z kein Korper. In der Tat ist [2]4 # [0]s, aber [2]4 - [2]4 = [0]4 .

Bemerkung. Formeln wie (z + y)? = z° + 2zy + y?, wie (x +y) - (x — y) = 2% — y? und
auch wie der Binomische Lehrsatz aus §1.8 gelten fiir  und y aus jedem kommutativen
Ring K. Hierbei ist 2 = 1 + 1k zu lesen, etc.

2.4 Polynome

Sei K ein kommutativer Ring.

Definition. Ein Polynom mit Koeffizienten in K in der formalen Variablen X sei eine
Summe der Form

FX) = a; X7,
=0

wobei n > 0 und a; € K fiir 0 < j < n.

Wir schreiben auch

FX) =Y a; X7,

j=0
wobei es ein n € Z( so gebe, dak a; = 0 ist fir j > n.

Die Elemente a; heifen Koeffizienten von f(X). Zwei Polynome sind genau dann gleich,
wenn ihre Koeffizienten bei X7 iibereinstimmen fiir j > 0.

Sei die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K bezeichnet als

K[X] = {f(X) : f(X) ist ein Polynom mit Koeffizienten in K } .
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Strenggenommen ist ein Polynom ein Tupel (a;)jez., mit a; € K. Mit anderen Worten,
eine Abbildung Zs¢ — K : j — a;.

Unsere Schreibung als Polynom in einer formalen Variablen X soll die folgenden Additions-
und Multiplikationsregeln suggerieren.

Definition. Seien f(X) =3 ;a; X/ und g(X) = >, 0; X7 in K[X].

j=0

Dann sei

f(X> + g(X) = Zj>0(aj + bj)Xj
f(X)-g(X) = Ze;o(Z§:0 a; - be;) X"

Es ist (K[X],+,-) ein kommutativer Ring.

Beispiel. In R[X] ist (X2 +2X +7) - (5X +3) =5X% + 13X? + 41X + 21.

Der Koeffizient bei X? ergab sich hierbei als 1-3+2-5+7-0 = 13.

Bemerkung. Sei f(X) =37 a;X7 € K[X]. Dies liefert die polynomiale Funktion

K — K
r = flz) = Y

Sei z.B. f(X) := X? — X € RK[X]. Dann ist f(0) = 0 und f(1) = 0. Die zugehdrige
polynomiale Funktion ist also konstant null. Aber f(X) ist nicht das Nullpolynom.

Falls dagegen K ein Korper mit unendlich vielen Elementen ist, ist fiir Polynome
f(X), g(X) € K[X] genau dann f(X) = ¢g(X), wenn die zugehorige polynomialen Ab-
bildungen iibereinstimmen, d.h. wenn f(z) = g(x) ist fiir € K. Diesenfalls nennt man
eine polynomiale Funktion etwas mifsbréduchlich auch wieder kurz Polynom.

Definition. Ein Element ¢ € K mit f(t) = 0 heifst Nullstelle von f(X) € K[X].

2.5 Polynome iiber einem Korper

Sei K ein Korper.

Definition. Sei f(X) =3, ,a;X’ € K[X].
Ist f(X) # 0, dann sei

deg(f(X)) = max{j € Zuo : a; 40}
der Grad von f(X) (englisch degree).

Zusétzlich setzen wir deg(0) := —oo. Dabei vereinbaren wir —oco < z fiir z € Z¢, sowie
(—00) 4 2z := —o0 fiir z € Z>p und (—00) + (—00) := —00.
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Somit erhalten wir die Abbildung deg : K[X] — Zo U {—o0}.
Sei f(X) # 0. Sei d := deg(f(X)). Es heifst aq der Leitkoeffizient von f(X). Es heifit f(X)
normiert, falls ag = 1 ist.

Beispiel. In R[X] ist deg(X +2X? — 1) = 3.

Bemerkung. Seien f(X), g(X) € K[X].
Es ist deg(f(X) - g(X)) = deg(f (X)) + dea(g(X)).
Es ist deg(f(X) + g(X)) < max{deg(f(X)), deg(g(X))}.

Definition. Sei f(X) € K[X] ein normiertes Polynom mit deg(f(X)) > 1.
Es heifst f(X) irreduzibel, falls aus

F(X) = u(X) - o(X)
mit u(X), v(X) € K[X] folgt, dafs deg(u(X)) = 0 oder deg(v(X)) = 0 ist.

Beispiel.

(1) Esist X? + 1 € R[X] irreduzibel. Denn ein Teiler von Grad 1 zoge eine Nullstelle
von f(X) nach sich, die es nicht gibt.

(2) Esist X? — 2 € R[X] nicht irreduzibel, da X? —2 = (X +v/2) - (X —V/2).

(3) Esist X?+X+1 € i[X] irreduzibel. Denn ein Teiler von Grad 1 zoge eine Nullstelle
von f(X) nach sich, die es nicht gibt.

(4) Esist X*+2X?+1 € R[X] nicht irreduzibel, da X*+2X?+1 = (X?+1)2 Dieses
Polynom hat keine Nullstelle in R. Die Abwesenheit von Nullstellen garantiert bei
Polynomen von Grad > 4 also nicht mehr die Irreduzibilitét.

Bemerkung (Polynomdivision).

Seien f(X) = ,00a; X7 und g(X) = 32,0 b; X7 aus K[X]. Sei dabei g(X) # 0.

FEs gibt Polynome h(X), r(X) € K[X] mit deg(r(X)) < deg(g(X)) und mit
fF(X) = g(X) - h(X) +7r(X) .

Dazu fithren wir eine Induktion tiber deg(f(X)) € Zso U {—o0}. Dies ist moglich, da
Z>o U {—00} induktiv geordnet ist.

Fall deg(f(X)) < deg(g(X)). Wéhle A(X) = 0 und r(X) = f(X).
Fall deg(f(X)) > deg(g(X)). Sei d := deg(f(X)). Sei e := deg(g(X)). Sei

w(X) = f(X) =X aq-b7" - g(X) .
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Dann ist deg(u(X)) < deg(f(X)). Mit Induktion kénnen wir also
u(X) = k(X)-g(X)+r(X)
schreiben, wobei k(X), r(X) € K[X] und deg(r(X)) < deg(g(X)) ist. Es wird
FX) = u(X) + X7 ag 071 g(X) = (B(X) + X aq-b") - g(X) +7(X)

wie verlangt.

Beispiel. In der Praxis sollte man den Induktionschritt tatséchlich iteriert durchfiihren.

In R[X] wird:

X0+ X+1 = (X?-X+2)- (X*"+X3-X?2-3X—-1)+(6X +3)
— (X6 — X 4 2X%)

X5 —2X*4+ X +1
—(X° — X1 4 2X°7)

—X*—2X?+ X +1
—(—X*+ X3 - 2X?)

—3X34+2X2+ X +1
—(—3X3 +3X? - 6X)

—X?24+7X +1
—(-X2+ X -2)

6X +3

Man kann auch nur jeweils den Teil des Polynoms f(X), das geteilt werden soll, {ibertra-
gen, bei dem die jeweilige Subtraktion tatséchlich einen Effekt hat. Das spart noch etwas
Schreibarbeit :

X4+ X +1 = (X2 X+2)- (X4 4+ X3 - X2—-3X —1)+ (6X +3)
— (X5 — X+ 2X4)

X5 — 24
(X5 — X4 4 2X3)

— X1 - 2X?
— (=X + X® — 2X2)

—3X34+2X%2+ X
—(=3X3 +3X%2-6X)

- X?24+7X+1
—(-X2+X -2

6X +3
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Bemerkung (Abdividieren von Nullstellen).

Sei f(X) € K[X].

Ist a € K eine Nullstelle von f(X), dann gibt es ein h(X) € K[X]| mit
fX) = (X —a)-n(X).

Polynomdivision gibt f(X) = (X —a) - h(X) + r(X) mit deg(r(X)) < deg(X —a) = 1.
Also ist 7(X) = c fiir ein ¢ € K. Es folgt 0 = f(a) = (a — a) - h(a) + ¢ = ¢. Somit ist
f(X) = (X = a) - h(X).

Bemerkung. Ist f(X) € K[X] normiert mit deg(f(X)) € {2,3}, dann ist f(X) genau
dann irreduzibel, wenn es keine Nullstelle in K hat.

2.6 Konstruktion von Korpererweiterungen

Sei K ein Korper.
Sei f(X)=>",a;X7 € K[X] ein irreduzibles Polynom, wobei n := deg(f(X)) € Z>; .

=0
Definition. Fiir g(X) € K[X] sagen wir, es teilt f(X) das Polynom ¢(X), wenn es
h(X) € K[X] gibt mit f(X) - h(X) = g(X). Wir schreiben diesenfalls f(X)|g(X).

Definition. Sei auf K[X] wie folgt eine Aquivalenzrelation (= (x)) definiert.
Fir u(X), v(X) € K[X] sei
u(X) =px) v(X) 3 FX) | (w(X) = (X)) -

Sei [u(X)]f(x) die diesbeziigliche Aquivalenzklasse von u(X).

Sei
KX]/f(X)K[X] = {[w(X)]px) @ u(X) € K[X]}

die Menge der Aquivalenzklassen.

Lemma. Setzen wir

WXy + X)]yx) = [ulX) +o(X)]
WXy - X = [wX) - o(X)]

fir w(X), v(X) € K[X], so st K[X]/f(X)K[X] = (K[X]/f(X)K[X],+,-) ein Kirper.

Dies zeigt man dhnlich wie das Lemma in §2.3.

Bemerkung. Schreibt man
z o= [Xx
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so st £(@) = £(X]00) = [F O]y = 0, b

" = —apy 2V — a0 — . —agx”.

Ferner lafit sich jedes Element K[X]/f(X)K[X] eindeutig in der Form
by 12" L b, x4+ by

mit b; € K fir j € [0,n — 1] schreiben.

Dies folgt aus Polynomdivision durch f(X).

Bemerkung. Ist K endlich, dann ist |K[X]/f(X)K[X]| = |K|".

In den folgenden Abschnitten werden vier Beispiele vorgestellt.

2.7 Der Korper C der komplexen Zahlen

Sei K = R. Wir verwenden das irreduzible Polynom f(X) = X2 +1 € R[X].

Sei
C = R[X]/(X*+ 1)R[X]

der Korper der komplexen Zahlen.
Wir schreiben i := [X]y2,;. Somit ist jedes Element von C eindeutig in der Form
a + bi
schreibbar, mit a, b € R. Es ist also
C ={a+bi:abeR}.
Wegen f(X) = X?+ 1 ist ferner

Somit konnen wir Elemente von C addieren, subtrahieren und multiplizieren. Z.B. ist
(2451) + (4-3i) = 6+2i
(245i) - (4-3i) = 2-4+2-(=3)-i+5-4-i+5-(=3)-_i* = 23+ 14i.
=-1
Sei a + bi # 0. Es ist
1 a — bi a — bi

a+bi  (a+bi)a—0bi) a2+’

Z.B. ist ) ) )
1 2 — 51 2 — 51 2 — 51

2+5i  (245i)(2—5i) 22452 29

Bemerkung. Zum Rechnen in C merke man sich
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2.8 Der Korper [F; mit 4 Elementen

Sei K =, = {0, 1}. Wir verwenden das irreduzible Polynom f(X) = X2+ X +1 € FK[X].

Sei
Fy, = BIX]/(X?+ X + 1)R[X]

der Korper mit 4 Elementen.
Wir schreiben o := [X]x2yx 1. Somit ist jedes Element von Fy eindeutig in der Form
a+ bx
schreibbar, mit a, b € [ . Es ist also
F, = {a+bx:a,belkh} = {01 a1+ «a}.
Wegen f(X) = X?+ X +1 ist ferner
2

x = —a—1= a+1,

letzteres, da in [, ja 1 = —1 ist.

Somit kénnen wir Elemente von F; addieren, subtrahieren und multiplizieren. Additions-
und Multiplikationstafel haben folgende Gestalt.

B[ o | 1 | o« [1+af o] 1 ]| « |1+«
0 0 1 x |14+« 0 0 0 0 0
1 1 0 1+« o4 1 0 1 o 14+«
o o 14+« 0 1 (o4 0 o4 oax+1 1
l+a||l+a o 1 0 1+ 0 |14+ x 1 o
Z.B. ist darin
(14+a) + ¢ = 14+2x =1
(1+ o) x = a+ o =1.
=14«
Es ist ] ]
— = und — = a+1.
1+« o

Bemerkung. Vorsicht, es ist zwar F, = Z /27, aber
Fy # Z/AZ .

In der Tat ist [, ein Kérper, nicht aber Z/4Z.

Bemerkung. Zum Rechnen in F; merke man sich

0=2] und

Es findet F, Anwendung z.B. in der Codierungstheorie.



42

2.9 Der Korper [y mit 8 Elementen

Sei K =F, = {0, 1}. Wir verwenden das irreduzible Polynom f(X) = X3+ X +1 € F[X].

Sei
Fy = B[X]/(X?+ X + 1)F[X]

der Korper mit 8 Elementen.

Wir schreiben B := [X]xs,x41. Somit ist jedes Element von Fg eindeutig in der Form
a+ b + cp?
schreibbar, mit a, b, ¢ € [, . Es ist also
= {a+bB+cP?:a,bcecF}=1{01p01+p,p%1+p%p+p%1+p+p%.
Wegen f(X) = X3+ X + 1 ist ferner
B = —B-1=B+1,

letzteres, da in [, ja 1 = —1 ist.

Somit kénnen wir Elemente von Fg addieren, subtrahieren und multiplizieren. Z.B. erhal-
ten wir folgende Potenzen von f3.

B = 1

B = B

[32 — [32

B> = B+1

Y = B+1)-p =P*+B

B = (B*+PB)-B = B*+PB* = B>+ B +1
R = (BQ+B+1) B = B*+B*+B = p*+1
BT = (B*+1)-B = B +PB =

Insbesondere haben wir folgende Inverse.

Bfl — [36 — B2+1
(B~ = B° = p*+p+1
B+D = (B)" =B = B +B

Bemerkung. Vorsicht, es ist zwar F, = 7Z/27, aber
F, # Z/SZ .

In der Tat ist Fg ein Korper, nicht aber Z/87Z.

Bemerkung. Zum Rechnen in Fy merke man sich

0 =2 und B3 = B+1
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2.10 Der Korper [y mit 9 Elementen

Sei K = F; = {0,1,2} = {0,1,—1}. Wir verwenden das irreduzible Polynom f(X) =
X2 41 € RX].

Sei
Fy = F[X]/(X? + 1)F[X]

der Korper mit 9 Elementen.

Wir schreiben t := [X] 2,1 . Somit ist jedes Element von Fy eindeutig in der Form
a+ bt
schreibbar, mit a, b € ;. Es ist also
Fy = {a+b:a,beF} ={01-1u,t+1,t—1,—t,—t+1,—t—1}.

Wegen f(X) = X?+ 1 ist ferner

Somit kénnen wir Elemente von Fy addieren, subtrahieren und multiplizieren. Z.B. ist

(1+0% = 14+3+3%+% = 1—1.

Sei a + bt # 0. Es ist
1 a— bt a— bt

a+b  (a+b)(a—b) a2+

Z.B. ist
1 1—1 1—1 1—1 1+
1+t (14+0(1—1v) 12 412 -1

Bemerkung. Vorsicht, es ist zwar Fy = Z/3Z, aber
F, # Z/9Z .
In der Tat ist Fy ein Korper, nicht aber Z/97Z.

Bemerkung. Zum Rechnen in Fy merke man sich

0=3 und 2= —1
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2.11 Korper: Eine Ubersicht

Wir haben folgende Korper betrachtet.

R F, / F,
Q IF;

IFg Fg, ]F’? IE‘1 1

Dabei ist F, = Z/pZ fir p prim.
Die Striche sollen eine Teilmengenbeziehung andeuten.

Soist R = {a+0i : a € R} C C. Es entsteht C aus R durch Hinzunahme des
Elements i mit i*> = —1 und der sich daraus ergebenden Elemente, wie z.B. 5 — 2i.

Esist B, = {a+0x : a € F,} C F,. Es entsteht F; aus F, durch Hinzunahme des
Elements & mit o> = o + 1 und der sich daraus ergebenden Elemente.

Esist B, = {a+ 0B +0B? : a € F, } C Fy. Es entsteht Fy aus F, durch Hinzunahme des
Elements $ mit 2 = f + 1 und der sich daraus ergebenden Elemente.

Esist Fs = {a+ 0t : a € F3} C Fy. Es entsteht Fy aus F; durch Hinzunahme des
Elements 1 mit 1 = —1 und der sich daraus ergebenden Elemente.

2.12 Mehr zu den komplexen Zahlen C

Definition. Sei z = a + bi € C, wobei a, b € R.
(1) Sei |z| = |a+ bi| :== va? + b? der Betrag von z.
Man beachte, daf auch fiir a € R sich |a| = |a + 0i] = Va2 ergibt.
(2) Sei Re(z) = Re(a + bi) := a der Realteil von z.
(3) Sei Im(z) = Im(a + bi) := b der Imagindrteil von z.

(4) Sei z = a + bi := a — bi die zu z komplex konjugierte Zahl.

Bemerkung. Es ist [z|> = z - 2 fiir z € C.

Bemerkung. Es ist z-w =z~ w fiir z, w € C.

Bemerkung. Es ist |z - w| = |z| - |w]| fir z, w € C.
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Dennesist |z-w|=vz-w-zZ-w=1/(z-2)- (w-0) =z Z-Vw- - = |z] - |wl|.
Die komplexe Zahl z = a + bi kann in der GaufSschen Zahlenebene als Punkt mit den
Koordinaten (a,b) € R? dargestellt werden.

z=a+bi

Der Realteil ist dann die horizontale, der Imaginéarteil die vertikale Koordinate.
Der Betrag ist der Abstand des Punktes z vom Ursprung 0.
Addition von komplexen Zahlen z, w € C geschieht durch Vektoraddition.

Bemerkung. Fiir z, w € C gilt die Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w].

z4w, |z+w| < |z[+|w]

Definition. Sei z € C \ {0}. Es gibt genau ein ¢ € [0, 27| mit
z = |z] - (cos(p) + isin(yp)) .

Es heifst arg(z) := ¢ das Argument von z.

Das Argument von z ist also der Winkel, den die positive reelle Achse mit dem zu z
gehorigen Vektor einschliefst. Es ist Re(z) = |z| - cos(¢) und Im(z) = |z]| - sin(yp).
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Beispiel. Wir betrachten z = —1 +1. Esist | — 1 +i| = \/(—1)2 + 12 = V2.
Es ist

—1+i = V2(— ) = V2(cos(3m/4) + isin(37/4)) .

1 i
DRV
Folglich ist arg(—1+ 1) = 37/4.
Bemerkung. Seien ¢, v € R. Es wird

sin(p+ 1) = sin(p) - cos(e) + cos(p) - sin(v)
cos(p + 1) = cos(p) - cos(yp) — sin(yp) - sin(v)) .

Wir begriinden die erste Gleichheit anhand folgender Skizze.

-

}A




47

Es ist sin(¢ + ¢) = v + .

Es ist v/ = sin(¢)). Also ist u = cos(p) - ' = cos(yp) - sin(¢)).

Es ist v = sin(y). Nach Strahlensatz ist also v = v’ - cos(y)) = sin(yp) - cos(v)).
Zusammen ist also sin(¢ + 1) = v+ u = sin(y) - cos(1)) + cos(p) - sin(z)).

Die zweite Gleichheit folgt nun dank

cos(p +4) = sin(m/2 —p =)

sin((m/2 =) + (=)

sin(mw/2 — @) - cos(—1)) + cos(m/2 — ) - sin(—1))
= cos(p) - cos(¢) + sin(p) - (—sin(y)) .

Spéter werden wir mit der Formel von de Moivre auch einen rechnerischen Beweis geben
kénnen.
Bemerkung. Seien z, w € C ~\ {0}.
Wir schreiben z = |z| - (cos(p) + isin(p)) mit ¢ := arg(z).
Wir schreiben w = |w| - (cos(¢)) + isin(¢)) mit ¢ := arg(w).
Es wird
zow = |z[- (cos(p) +isin(p)) - [w] - (cos(y) + isin(1)))
= [z w] - (cos(p) - cos(h) — sin(p) - sin() + i sin(sp) - cos() + i cos(p) - (1))
= |z w[ (cos(p +¢) +isin(p +¢)) .
Ist also ¢ + ¢ € [0, 27, dann ist arg(z - w) = arg(z) + arg(w).
Ist hingegen ¢ + 1 € [2, 47|, dann ist arg(z - w) = arg(z) + arg(w) — 2.

zw, |zw|=|z|w|
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Insbesondere wird z™ = (|z| - (cos(¢) + isin(p)))™ = |z|™ - (cos(np) + isin(nyp)) fir n € Z.
Beispiel. Wir betrachten z = —1 4 i. Gemak vorigem Beispiel ist
—141 = V2(cos(3m/4) + isin(37/4)) .
Also wird
(—141)? = (V2)*(cos(2-31/4) +isin(2-3n/4)) = 2-(0+1i-(—1)) = —2i .
Natiirlich héatte man dies auch direkt ausrechnen konnen:
(—1+1)? = (=1)*+2-(=1)-i+i* = —2i.
Definition. Ein Korper K heillt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom

f(X) € K[X] mit deg(f(X)) > 1 wenigstens eine Nullstelle in K hat.

Iteriertes Abdividieren von Nullstellen gibt in diesem Fall, daf sich jedes Polynom in
K[X] als Produkt von Polynomen von Grad 1 schreiben lafst.

Mit anderen Worten, alle irreduziblen Polynome in K [X] sind dann von der Form X + aq
mit ag € K.
Beispiel.

(1) Es ist R nicht algebraisch abgeschlossen, da z.B. X? + 1 in R keine Nullstelle hat.

(2) Esist C algebraisch abgeschlossen.

Dies nehmen wir ohne Begriindung zur Kenntnis.

(3) Es ist 3 nicht algebraisch abgeschlossen, da z.B. X® — X + 1 in F3 keine Nullstelle
hat.

Bemerkung. Das Auffinden der Nullstellen eines Polynoms f(X) € C[X] ist fiir kleine
Grade noch per Formel moglich, im allgemeinen aber schwierig.

Gewisse Nullstellen kann man aber durch Probieren ermitteln:
Sei f(X) = 1_oaxX" € Z[X] von Grad n > 1 gegeben, mit a, # 0 und ag # 0.

Sei ¢ € Q eine Nullstelle von f(X). Wir schreiben ¢ = % mit teilerfremden Zahlen
u, v € Z~{0}.

Dann ist
n n—1
= v = v a — = anu aLu v aogl .
! k=0 ’ v k=1 * ’

Es folgt, daf v ein Teiler ist von a,u™ und also von a,, .
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Es folgt, da u ein Teiler ist von agv™ und also von ay .

Vorsicht, dies schliefst auch negative Teiler ein.

Beispiel. Wir wollen X? + 2X? + LLX — 2 in C[X] in Faktoren von Grad 1 zerlegen.

Zunéchst suchen wir die Nullstellen, die in Q liegen. Diese muf es nicht geben, diese Suche
kann also auch erfolglos sein.

Jedenfalls suchen wir dazu die Nullstellen von 3X? + 2X2 + 11X — 4 der Form % mit u
und v aus Z teilerfremd.

Es ist u ein Teiler von —4, also —1, +1, —2, +2, —4 oder +4.

Es ist v ein Teiler von 3, also —1, +1, —3 oder +3.

Durchprobieren aller 12 Mdoglichkeiten fiir = gibt die rationale Nullstelle ¢ = % :
I=(X-H(X*+ X +4).

Ferner ist X2+ X +4=(X+3)?+ 2 = (X +3) — 3V15) - (X +3) + 3V15).

Zusammen ist also

Polynomdivision liefert X3 4 %X z 4 %X —

X342x24+ 80X -4 = (X-1) (X+1-iV15) (X +1+1V15).

W=



Kapitel 3

Lineare Algebra

Sei K ein Korper.

3.1 Matrizen

Seien m, n, p, ¢ = 0.

Definition. Eine Matriz der Grofe m x n mit Eintrdgen in K ist eine Tafel

a1,1 a1,2 a1,3 ... Glp-1 ain
a2,1 az,2 a23 ... a2np-1 az,n
as,1 as,2 az3 ... a3n—1 as,n
A = (aij)icicmi<icn = (Aig)ij =
am—1,1 0m—-1,2 Am—1,3 «++« Am—1n—1 Am—1n
Am,1 Am,2 am,3 «++ (ammn-—1 Am,n

mit Eintrdgen a;; € K. Sie hat m Zeilen und n Spalten. An Position (i,j) von A steht
der Eintrag a; ; .

Formal ist eine solche Matrix eine Abbildung {1,...,m} x {1,...,n} = K : (i,j) — a; ;.

Bei den Indizes merke man sich “Zeilenzéhler zuerst, Spaltenzéhler spéter”.

Die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintragen in K werde
Kmxn = {(ai,j)i,j . awerurlézémundlgjgn}
geschrieben.

Wir identifizieren K mit K'*!, schreiben also auch a;; = (a1,1).

Wir identifizieren K™ mit K'*", schreiben also auch (ayy, ..., a1,) = (a1 ain).
.. . _ _ 2 —2+i
Beispiel. Es ist (5 2_3) c R?*3, Es ist (Q B ) € C3x2,
.
.l . . ,
Definition. Sei A = (ai’j)lgigm,lgjgn € K™ Sei A = (aiyj)lgigrmlgjgn e Kmm,

20
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Sei B = (bj,k)lgjgn,lgkgp € K™P Seise K.

Wir setzen
A+ A = (am‘ + a27j)1<i<m,1<j<n e K™
sA = s-A = (s-a;;)1<i<m1<j<n e K™
AB = A-B = (Z?:l ij - ijk)lgigm,lékép € K™
00...0
00...0

Sei 0 = Omxn = (0)1<i<m, 1<j<n = ( : ) € K™ die Nullmatriz der Grofse m x n.
00...0
: 1 fallsi=j
Sel 0,5 = { 0 fallsi=#j
Sei

}fﬁrléiénundléjgn.

die Einheitsmatriz der Groke n x n, wobei leere Eintrage als Null gelten sollen.

Fiir S € K™ setzt man noch S® :=E, und S¥:=S5-S5-...-S fiir k > 1.
k Fakt

Eine Matrix D = (d;;);; € K™ heikt Diagonalmatriz, wenn d; ; = 0 ist fir 1 <i < n
und 1 < 7 < n mit i # j.

Beispiel. Sei K = R.

. 3 (3 369
(4) Esist (123) @) = 10. Es ist (3) (123) = (ggg).
(5) Es ist (%) (8%) nicht definiert.
Definition. Ist A = (a;;);; € K"™*", so sei A" := (a;;);; € K™ ihre Transponierte.
12

Beispiel. Fiir (572) € R23 ist (373)" = (gg) € R¥<2,

Bemerkung. Fs ist (K™*", +) eine abelsche Gruppe.
Seien A, A € K™ ", Seien B, B € K"*?. Sei C € KP*1, Seien \, N, u, i/ € K.
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(1) Es st
1-A = A
A+N)-(A+A) = XA+ N- A+ XA+ N A
AN-A+N-A)-(u-B+p'-B) = Nep-A-B+N-p-A By -A-B+N-y-A-B .
(2) Es ist
AE, = E,-A = A
(A-B)-C = A-(B-C).
Wir schreiben A-B-C:=(A-B)-C=A-(B-C).
(3) Es ist
A-A+N-A)Y = AA N AT
(A-B)* = B'-A".

Rechnen wir A-E,, < A nach. Wir schreiben A =: (@;;)i;-Seil <i<m.Seil<k<n.
An Position (i, k) hat die Matrix A - E,, den Eintrag

n

> a0 = aik,

=1
wie dies auch bei der Matrix A der Fall ist.

Rechnen wir (A- B)-C ~ A (B - C) nach. Wir schreiben A =: (a; ;)
C = (Ckf)k’g.

Sei 1 <i < m. Sei 1 < /¢ < q. An Position (7, £) hat die Matrix (A - B) - C' den Eintrag

ij B =: (bj,k>j,k und

n

p
E E Q5 - ]k: Crye = E E Q5 - ]k Ck0 -

k=1 j=1 k=1 j=1
An Position (7, /) hat die Matrix A - (B - C) den Eintrag

n p p n
E ai,j . ( E bj,k . Ck7g) = E E CLi,j . ijg . C]ag .
j=1 k=1

k=1 j=1
Das ist dasselbe.

Rechnen wir (A - B)* = Bt- A nach.
Sei 1 < i< m. Seil< k< p. An Position (k,4) hat die Matrix (A - B)" den Eintrag

n

E aij b

j=1

An Position (k,7) hat die Matrix B* - A* den Eintrag

n
> b ai -
j=1

Das ist dasselbe.
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Bemerkung. Sind A, B € K™*" von quadratischer Form und ist A- B = E,,, dann ist
auch B-A=E,.

Diesenfalls ist B durch A eindeutig bestimmt, und wir schreiben auch A~! := B, genannt
die inverse Matrix von A.

Zur allgemeinen Berechnung der Inversen siehe letzte Bemerkung in §3.2. Siehe auch das
letzte Beispiel in §3.2, Teil (3).
Beispiel. Sei A = (25) € K2*2. Sei ad — be # 0.

: 1 d—b .
Wir setzen B := —— (,c a). Dann ist

A-B = (ig)'ﬁ_bc(—‘i_g) = ﬁ(adabcado—bc) = E,.

Also ist B = A~!. Insbesondere ist auch B- A = E, .

3.2 Gaulsverfahren

Seien m, n > 0.

Definition. Eine Matrix a € K™*! heift auch ein Standardvektor oder kurz ein Vektor.
Wir schreiben seinen Eintrag an Position (i, 1) oft kurz a;, fir 1 <i < m. Also

ai
a = (a)icicm = (@;i); = ( ) e K™,

am

Definition. Sei k > 0. Seien vy, ..., v, € K™ Wir schreiben kurz
K<U1,...,1)k> = {Zle)\ivi . )\Z € K fir 1 §2§ k}

fiir den Aufspann oder das Erzeugnis von (vy, ..., vg).

Ist ferner noch vy € K™*! gegeben, so schreiben wir kurz

Vo + K<U1,...,1)k> = {UO_'_Zf:l)\’ivi : )\ZGKfurlézgk}

Problem. Sei A = (a;;);; € K™ ™. Sei b = (b;); € K™*'. Wir wollen die Losungsmenge
{ze K™ : Az =0}

bestimmen.
Ist b = 0, so spricht man von einem homogenen linearen Gleichungssystem.

Ist b # 0, so spricht man von einem inhomogenen linearen Gleichungssystem.
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Sei allgemein C' = (¢;;)i; € K™+ gegeben. Seien 1 < k < m und 1 < ¢ < n so, daf
cre # 0 ist. Wir squbern mit dem Eintrag an Position (k, ) die (-te Spalte von C, indem
wir die k-te Zeile mit c,;é multiplizieren und dann das ¢; ¢-fache der entstandenen k-ten
Zeile von der i-ten Zeile subtrahieren fiir alle 1 < ¢ < m mit ¢ # k. Wir erreichen so,
daf die ¢-te Spalte der umgeformten Matrix bei (k,¢) den Eintrag 1 hat, und ansonsten
Nullen.

Algorithmus. Es entstehe die Matrix (A[b) € K™ 1 durch Anfiigen von b an A als
(n+1)-te Spalte. Wir wollen (A|b) schrittweise umformen. Wir geben hierzu Anweisungen
an den Rechner.

Sei 1 < /; < n minimal so, daf unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der /;-ten Spalte
besitzt. Wahle einen solchen. Vertausche die Zeile mit diesem Eintrag mit der ersten Zeile.
Séubere mit dem Eintrag an Position (1, ¢;) die ¢;-te Spalte.

Sei 1 < /5 < n minimal so, dak unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der />-ten Spalte
besitzt, der nicht in der ersten Zeile sitzt. Wahle einen solchen. Vertausche die Zeile mit
diesem Eintrag mit der zweiten Zeile. Sdubere mit dem Eintrag an Position (2,¢;) die
ly-te Spalte.

Sei 1 < /3 < n minimal so, dafs unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der /3-ten Spalte
besitzt, der nicht in den Zeilen 1 bis 2 sitzt. Wihle einen solchen. Vertausche die Zeile
mit diesem Eintrag mit der dritten Zeile. Sdubere mit dem Eintrag an Position (3, ¢3) die
l3-te Spalte.

Sei 1 < /4 < n minimal so, daf unsere Matrix einen Eintrag ungleich 0 in der /4-ten Spalte
besitzt, der nicht in den Zeilen 1 bis 3 sitzt. Wahle einen solchen. Vertausche die Zeile
mit diesem Eintrag mit der vierten Zeile. Sdubere mit dem Eintrag an Position (4, ¢4) die
{,-te Spalte.

Fahre so fort, bis ¢,;; nicht mehr existiert; was dann der Fall ist, wenn s + 1 > m ist
oder aber die Zeilen s 4+ 1 bis m unserer Matrix nur Nulleintrdge in den Spalten 1 bis n
aufweisen.

Es sind also insgesamt die Spalten ¢y, ..., £, gesdubert. Numeriere die anderen Spalten
aufsteigend durch mit ¢}, 05, ..., 0 __.

Die umgeformte Matrix heife (fl|5) Man sagt, A ist in Zeilenstufenform. Die Stufen von
A sind die Eintrage 1 in den Spalten ¢4, ..., /.

Falls b einen Eintrag ungleich 0 an einer Position s + 1 bis m hat, dann ist

{ze K™ : Ar=b} = ()

Falls b nur Nulleintrige an den Positionen s + 1 bis m hat, dann verfahre man wie folgt.

Man lese das ro € K™*! mit Eintrag 0 an Position 0 fiir alle 1 < j < n— s ab, das
flxo = b erfiillt.

Man lese fiir 1 <i < n — s das x; € K™ mit Eintrag 1 an Position ¢; und Eintrag 0 an
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Position €; fiir 1 <j<n—smit j#iab, das Ax; = 0 erfiillt.
Dann ist

{re K™ : Az =0} = {zo+Mo1+ + AT NEKTfirl<i<n—s}
= .Z'o—|— K(xl,...,l'n73>.

Ist b =0, so ist auch xy = 0.

Bemerkung. Eine Matrix C' = (v;);; € K™ ™ ist also in Zeilenstufenform, falls es fiir
ein 1 < k < n Stufenspalten mit den Nummern 1 < ¢ < ¥l < --- < {p < n gibt, fiir
welche die Bedingungen (1,2) gelten.

Sei hierzu noch £y := 0 und 4.1 =n + 1.

(1) Sei 1 <7 < k, sei also ¢; die Nummer einer Stufenspalte.

Es ist 7,0, = 1. Es ist 7,4, = 0 fiir 1 < s <m mit s # 1.

(2) Sei 1 < 7 < n die Nummer einer Nichtstufenspalte, sei also ¢; < j < ¢;41 fiir ein
0<i<k Dannisty,; =0fiirc+1<s<m.

Bemerkung. Sei A € K™". Sei b e K™*!

Es werde (A|b) durch den Algorithmus umgeformt zu (A|b) € K™ Dann gibt es
eine invertierbare Matriz S € K™ mit S-(A|b) = (A|b

Das Produkt zweier invertierbarer Matrizen S, S € K™*™ ist invertierbar, denn es ist

(S-8)-(S1-8)=E, und (S-S -(S-S)=E,,.

Also geniigt es zu zeigen, dafs die Zeilenumformungen in jedem einzelnen Schritt durch
Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix von links gegeben sind.

Seien 1 <k <mund 1 < £ < m mit k # £. Wir schreiben e ¢ := (01, - 0¢)i; € K™
fiir die Matrix mit einem Eintrag 1 an Position (k,¢) und ansonsten Nulleintragen.

Sei A € K. Seien 1 <k <mund 1</ < mmit k # { gegeben. Die Addition des A-fachen
der /-ten Zeile zur k-ten Zeile ist gegeben durch Multiplikation mit E, 4+ A - e; ¢ von links.
Die Inverse dieser Matrix ist E,, — X - e ¢.

Sei 0 € S,,. Eine Vertauschung der Zeilen, bei der die Zeile i in Zeilenposition (i)
vertauscht wird fir 1 < ¢ < m, ist gegeben durch Multiplikation mit > " €(;,;. Ihr
Inverses ist gegeben durch > ", €o—1(i), i -

Sei A € K™*"_ Die Zeilenstufenform von A € K™*" liegt eindeutig fest. Denn seien S, S
invertierbare Matrizen mit S~*-A = Bund S~ A = C in Zeilenstufenform. Dann stimmen
zunéchst die Stufenspaltenpositionen von B und C iiberein, da diese dadurch gekennzeichnet
sind, dafs die betreffende Spalte von A nicht im Erzeugnis der vorangegangenen Spalten liegt.
Sei 7 die Anzahl der Stufenspalten in B wie in C. Esist $- B= A = S - C. Also stimmen
die ersten r Spalten von S und von S {iberein. Da die Zeilen  + 1 bis m von C' Nullzeilen
sind, ist auch S-C = A. Es folgt C = S~1- A = B.
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Bemerkung. Sei A € K"*".

Dieselbe Umformung wie im Algorithmus, angewandt auf
(AlEn),
bei simultanem Mitfihren der Spalten im rechten Bereich, gibt
(Ea A7),
falls die Umformung eine solche Matrix im linken Bereich liefert, und ansonsten die Aus-

sage, dafs A nicht invertierbar ist.

Denn wird (E, | B) erreicht mit einer Matrix B € K™*"  dann gibt es eine invertierbare
Matrix S € K™" mit (S-A|S-E,)=5-(A|E,) = (E,|B). Somit ist S-A = E,, und
S = B, insgesamt also A™! = S = B.

Ist umgekehrt E, links nicht erreichbar, dann gibt es ein S € K™*" invertierbar derart,
daft S - A nicht invertierbar ist. Dann ist aber auch A nicht invertierbar.

Beispiel.
.. (0022 aes (0 a1
(1) Sei A = (gggg) € R sei b= (g) € R
Wir wollen {z € R**! : Az = b} und zugleich auch noch {x € R*™! : Az =0}
bestimmen.

Zunichst bilden wir

00
22
22

QO DN
o N

(4pp) = (

oONO
SN——"

durch Nebeneinanderstellen.

Es ist £; = 1. Wir sdubern mit dem Eintrag an Position (2, 1) die erste Spalte, indem
wir die zweite Zeile mit 1/2 multiplizieren und sodann ihr 2-faches von der dritten
Zeile subtrahieren. Schliefslich wird noch die zweite Zeile in die erste getauscht. Das

gibt :
11 2 3 1
00 2 2 0).
00—1—1]-2

1-1
Die zweite Spalte muf nun tibersprungen werden, da die Eintrédge an den Positionen
(2,2) und (3,2) null sind, hier also nicht gesdubert werden kann.

Es wird ¢, = 3. Wir sdubern mit dem Eintrag an Position (3,3) die dritte Spalte,
indem wir die dritte Zeile mit —1 multiplizieren und ihr mit 2-faches von der ersten
Zeile und von der zweiten Zeile subtrahieren. Schliefilich wird noch die dritte Zeile
in die zweite getauscht. Das gibt :

1101]-3
(0011 2) = (A’b)_
0000|—4

Die Umformungen sind beendet. Die dabei nicht gesduberten Spalten von A werden
durchnumeriert mit ¢} := 2 und ¢, := 4.




o7

Wir lesen ab, dafs
{zeRY™ Az =b} = {zeR¥ : Az =0} = ()

ist, da die dritte Zeile nicht erfiillbar ist.

Ferner lesen wir ab, daf

{zeR¥™ : Az =0} = {2 €R™ : Az =0}

—1 —1

= {)\1 +)\2 @ Z)\l,)\QER}

0

_@ )
- =) ()

ist, wobei wir an den Positionen £; (also in die Késtchen) jeweils eine 1 und ansonsten
Nullen eingesetzt und dann so ergénzt haben, daf jeweils Ax = 0 ist.

Eine Probe macht man, indem man in die urspriingliche Gleichung einsetzt.

(2) Wir suchen alle g, r, s, t, u, v, w € R, welche das inhomogene lineare Gleichungs-

system
Oqg + 2r + 4s + 6t + Ou + Sv + 4w = 0
Oqg + r o+ 2s + 3t + u + v + 3w = 0
Og + r o+ 25 + 3t + Ou + v + 3w = 1
0¢g + (=r + (=2)s + (=3)t + Ou + (—4)v + (2w = 0
g
erfiilllen. In anderen Worten, wir suchen {z := Z € R™ . Ax = b} fir
02 4 60 8 40 b
(Alp) == (8 Lzl %?).Dazu formen wir wie folgt um.
0-1-2-30-4-2/0

sdubern mit (2,2) 85%8_%_18_%8 sdubern mit (4, 5) 86%%??%8
(A|b) ~ 0000-1 =5 0|1 ~ 00000000
0000 1 5 1[0 000000 1|1
sdubern mit (4, 7) 86%3??8:% ~ ~
~ 000000 1| 1 = (Alb)
0000000 0
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Wir erhalten
{zeR™ : Az =b} = {2 e€R™” : Az =10}

g g
o] 0]
0] +As

s N €Rfir 1 <i <4}

olele[=][=li[=]
+
&
o[=]d[=][=]i[]

1 0 0
o] [0] [0]
1 0 0
0 1 0 0 0
—2 0 -2 -3 4
— | 0 0 0 i 0
BRI IR
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
3) Fiir A= (}_1) e C**2 wird
( i—1

(i1

i—1

und also ist A nicht invertierbar.
101

Fiir A = <Hé) € R3*3 wird

101100 10 1
111010 ~ 01 0
110001 01-1

und also A~! = (i i (1)>

0 1-1

100 10 1
—-110 s 01 0
-101 —

Eine Probe macht man jeweils, indem man A - A~! (oder A~! - A) berechnet.

Wer keine Probe macht, ist selbst schuld.

3.3 Vektorraume

Sei K ein Korper.

3.3.1 Definition

Definition. Ein K-Vektorraum besteht aus einer abelschen Gruppe (V,+) und einer
Abbildung
() : K xV =V
A, v) = Aw

derart, dak folgende Eigenschaften (V 1-3) gelten.
(V1) Esist 1 -o=wv fiirv e V.
(V2) Esist A+ X)-(v+v)=A-v+ X0+ N v+ N0 fir \, NV € Kundwv, v € V.
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(V3) Esist (A-p)-v=A-(p-v) fir \, p € Kundov € V.

Wir schreiben oft A= pp-v:i=(A-p)-v=X-(u-v) fir \, p € Kundv € V.

Wir schreiben oft kurz V := (V, +, ). Wir nennen einen K-Vektorraum oft kurz Vektor-
raum.

Elemente in einem Vektorraum heilen Vektoren.
Beispiel.

(1) Seien m, n > 0. Es ist K™*™, zusammen mit der in §3.1 eingefiihrten Matrixaddi-
tion und der Multiplikation von Elementen aus K mit Matrizen, ein Vektorraum.

Insbesondere ist K™*! ein K-Vektorraum, genannt Standardvektorraum.

(2) Sei M eine Menge. Sei KM := {f: M — K : f ist eine Abbildung}. Setze
(f +9)m) = f(m)+g(m)
(A-f)m) = A-f(m)

fir f, g € KM, A€ K und m € M. Damit wird K™ zu einem Vektorraum.
Wir fassen so also Abbildungen von M nach K als Vektoren auf.

Bemerkung. Sei V' ein Vektorraum, sei A € K und seiv € V.

Es ist - v =0 genau dann, wenn A =0 oder v = 0.

FEsist (=1)-v = —wv.

Esist0-0=0-v4+0-0v—0-v' = (0+0)-v—0-v=0-v—0-v=0.
Analog zeigt man auch A -0 =0 fiir A € K.

Ist umgekehrt \v = 0, und ist dabei A # 0, dann ist v = A\"' v = 0.
Es ist (_1)'02(_1)'U+1'U_1'U<V:2) (-D)+1)-v—v=0-v—0v= —v.

3.3.2 Dimension

Sei V ein K-Vektorraum. Sei n > 0. Sei (v, ..., v,) ein Tupel aus Vektoren von V.
Definition.
(1) Der Aufspann oder das Erzeugnis von (vq, ..., v,) ist die Menge
(v1, ..., 0n) = K(v1, ..., 00) == {1+ . A0, eKfirl<i<n} CV

aller Linearkombinationen dieses Tupels.
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(2) Es heift das Tupel (v, ..., v,) erzeugend in V', wenn
V=rg{vr,...,u,)
ist.
(3) Es heift das Tupel (vy, ..., v,) linear unabhdngig, wenn mit \; € K fir 1 <i<n

die Gleichung
)\1U1+...+>\n7}n =0

nur fiir Ay = ... = \,, = 0 erfiillt ist.

Ansonsten heifst es linear abhdangig.

(4) Es heifit das Tupel (vy, ..., v,) eine K-lineare Basis oder kurz Basis von V, falls
es linear unabhéngig und erzeugend in V ist.

(5) Ist (v1, ..., v,) eine Basis von V, so heift dimg (V) = dim(V') := n die Dimension
von V.

Hat V eine Basis aus n Vektoren fiir ein n > 0, so heilst V' endlichdimensional.

Hat V fiir kein n > 0 eine Basis aus n Vektoren, so heifst V' unendlichdimensional,
und wir schreiben dimg (V) = dim(V) := oc.

Bemerkung.
(1) Esist (v, ..., v,) genau dann eine Basis von V, wenn fir alle v € V' genau ein
Tupel (A1, ..., \n) € K™ existiert mit

V= ANV + ...+ AU,

Zur Eindeutigkeit: Ist v = Mvy + ...+ A\, = Moy + ... + Nv, mit A\, A, € K
fir 1 <i < n,dann ist > . (A — A))v; = 0, wegen linearer Unabhéngigkeit also
A — No=0 fiir 1 <i < n.

(2) Die Dimension von V' héngt nicht von der gewéhlten Basis von V' ab. In anderen
Worten, sind (vq, ..., v,) und (vy, ..., v),) Basen von V, dann ist n = n'.
0

0
Bemerkung. Sei 1 < i < n. Wir schreiben e; := (0;,); = 1] e K™ wobei die 1 an
Position (i, 1) sitzt, fir den i-ten Standardbasisvektor. :

0
Esist (e;, ..., e,) eine Basis von K™*! die Standardbasis. Also ist dimg (K™ 1) = n.
Lemma. Seim > 0. Sei (vy, ..., v,) ein Tupel von Vektoren in K™*1,

Habe A € K™ ™ qals i-te Spalte v; € K™ fiir 1 <i < n; d.h. entstehe A durch Neben-
einanderstellen der Vektoren v; .
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(1) Esist (vy, ..., v,) genau dann ein erzeugendes Tupel in K™ wenn die Zeilen-
stufenform von A keine Nullzeile enthdlt.

(2) Esist (vy, ..., v,) genau dann linear unabhingig, wenn die Zeilenstufenform von
A genau n Nichtnullzeilen enthdlt, i.e. wenn sie keine Nichtstufenspalten enthdlt.

(3) Esist (vy, ..., v,) genau dann eine Basis von K™ wenn m = n ist und A die
Zeilenstufenform E,, hat.

Sei § € K™ ™ invertierbar mit S - A =: A in Zeilenstufenform.

Es ist (v1, ..., v,) erzeugend in K™ genau dann, wenn (S - vy, ..., S -v,) erzeugend
in K mx1ist. Die Spalten von A bilden genau dann ein erzeugendes Tupel in K™%, wenn
A keine Nullzeile enthélt.

Es ist (v, ..., v,) linear unabhéngig genau dann, wenn (S vy, ..., S-v,) linear unab-
héngig ist. Die Spalten von A bilden genau dann ein linear unabhéngiges Tupel, wenn A
keine Nichtstufenspalte enthélt.

Beispiel.
(1) Sei K =R.
Es ist ((?) , (—;) , (:é) , (%)) in R3*! weder linear unabhingig noch erzeugend.
Denn die zugehorige Matrix wird zur Zeilenstufenform

2 2-12 1 1-1/2 1 10-1/4 3/2
(1—1 0 2) ~ [0-2 1/2 1] ~» (o 1 71/471/2)
1.3-10 0 2 -1/2-1 00 0 0

umgeformt, und diese hat 1 (> 0) Nullzeile und 2 (< 4) Nichtnullzeilen.

(2) Sei K =R.
1 1 1

Es ist ((%) : <%> , (é)) eine Basis von R3*!, denn die zugehorige Matrix wird zur
Zeilenstufenform

111 111 100 100

<211> ~ <071 71) ~ <011> ~ (010) = E,

113 0 0 2 002 001

umgeformt.

(3) Ist M eine unendliche Menge, dann ist auch dimg(K*) = oco.

(4) Esist K[X] ein K-Vektorraum, fiir welchen K x K[X] : (A, f(X)) — A- f(X) durch
Multiplikation innerhalb K[X] gegeben ist, wobei A € K als Polynom von Grad < 0
verwendet wird.

Es ist dimg (K [X]) = 0.

(5) Esist C ein R-Vektorraum, fiir welchen R x C — C: (a, 2) — a - z durch Multipli-
kation innerhalb C gegeben ist.
Es ist (1,1) eine Basis des R-Vektorraums C. Also ist dimg(C) = 2.
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(6) Analog zu (5) haben wir die F,-Vektorrdume Fy und Fg und den F3;-Vektorraum F .

Bemerkung.

(1) Ist (v1, ..., v,)erzeugend in V, dann gibt esein k > 0und 1 <4; <nfir1 <j <k
derart, dafs
(Vig s vy Vi)
eine Basis von V ist.

Ist insbesondere dimg (V) = n, dann ist das erzeugende Tupel (vq, ... , v,) bereits
eine Basis von V.

(2) Ist (vy, ..., v,) linear unabhéngig, dann gibt es ein & > 0 und ein Tupel
(wy, ..., wg) von Vektoren in V' derart, dafs
(U1, covy Upy Wy e, W)

eine Basis von V ist.

Ist insbesondere dimg (V') = n, dann ist das linear unabhéngige Tupel (v, ..., v,)
bereits eine Basis von V.

3.3.3 Unterraume

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition. Ein K-Unterraum oder Unterraum von V ist eine Teilmenge U C V so, dafs
0 € U ist und dak fir alle A\, ' € K und u, v’ € U auch

M+ Nu e U
ist.

So z.B. sind 0 := {0} und V' Unterrdume von V.

Bemerkung. Sei U C V' ein Unterraum. Sei n > 0 und seien uq, ..., u, € U und
A, ..., Ay € K gegeben. Dann ist auch

)\1U1+/\QUQ+...+>\nUn e U

Induktion iber n > 0. Firn=01ist 0 € U.
Sein > 1. Esist Mjup + ...+ Auy = 1 (Aug + ... + Ap_1ty1) + Au, € U, da nach

Induktionsvoraussetzung der Klammerausdruck in U liegt.

Bemerkung. Ist U ein Unterraum von V', so ist U, zusammen mit den eingeschrankten
Abbildungen (+)|Y..; und (+)|%.; , selbst ein K-Vektorraum.
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Skizze eines zweidimensionalen Unterraumes U C R3*1.

ut2u' €U

Bemerkung. Sein > 0. Sei (vy, ..., v,) ein Tupel von Vektoren in V. Es ist der Aufspann
kU1, ..., 0, CV

ein Unterraum.

Beispiel. Seien m, n > 0. Sei A € K™*". Es ist
{ze K™ : Ax =0} C K™!
ein Unterraum.

In der Bezeichnung des Algorithmus von §3.2 ist (z1,..., %, ) eine Basis des Unterraums
{re K™ : Az =0}.
Beispiel. Sei k € Z. Es ist

K[X]<r = {f(X) € K[X] : deg(f(X)) <k} C K[X]

ein Unterraum.

Bemerkung. Seien T, U C V Unterrdume. Dann sind auch 7'N U und
T+U = {t+u:teT,ueclU}

Unterraume von V.

Bemerkung. Sei V' endlichdimensional. Seien T, U C V' Unterrdume.

(1) Esist U endlichdimensional mit dim(U) < dim(V).
Es ist dim(U) = 0 genau dann, wenn U = 0 ist.
FEs ist dim(U) = dim(V') genau dann, wenn U =V ist.
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(2) Es ist dim(T) + dim(U) = dim(T + U) + dim(T N U).

Zu (2). Ist (wy,...,wy,) eine Basis von T'N U, so konnen wir diese ergénzen zu einer
Basis (wy,...,Wn,t1,...,tx) von T und zu einer Basis (wy, ..., wn,uy,...,uy) von U.
Man rechnet nach, daf (wy, ..., wn,t1, ..., tg, w1, ..., up) eine Basis von T + U ist.

Die fragliche Gleichung ergibt sich nun aus (m+ k) + (m+4{) = (m+k+¢) + m.

Bemerkung. Seien m, n > 0. Sei (v, ..., v,) ein Tupel von Vektoren in K™*1.
Habe A € K™ ™ als i-te Spalte v; € K™ fiir 1 <i < n.

Wir bringen A in die Zeilenstufenform A. Die Stufenspalten seien in den Positionen

1<€1<€2<...<€3<n.
Sei U := k(vy,...,v,). Eine Basis von U ist gegeben durch
(’Ugl, ,Ugs).

Bemerkung. Seien m, n, p > 0.

Sei (ty, ..., t,) ein linear unabhéngiges Tupel von Vektoren in K™*!. Sei
T = K<t1, 7tn> Q KmXI .

Sei (ug, ..., up) ein linear unabhédngiges Tupel von Vektoren in K™*!. Sei
U = g{up,...,u,) C K™t

Schreibe v; :=t; fir 1 <i<nundv; ==y, firn+1<i<n+p.

Habe A € K™*("+P) die i-te Spalte v; fiir 1 < i < n+p. D.h. entstehe A durch Nebenein-
anderstellen aller Vektoren ¢; und ;.

Sei A die Zeilenstufenform von A. Die Stufenspalten von A seien in den Positionen

1 <l < by < ... <¥l, <n.

(1) Eine Basis von T + U ist gegeben durch
(’Ugl, ey Ugs) .

(2) Sei, in der Bezeichnung von §3.2, (1, ..., Tnips) die dort gefundene Basis von

&1
{z e KMl . Ax =0}. Schreibe x; =: ( : ) firl<i<n+p-—s. Dann ist
£n+p,i

(51,1 tl + ...+ §n,l tn 3 e fl,n-{-p—s tl +...+ gn,n-i-p—s tn)

eine Basis von T NU.
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&1
: > = 0 ist dquivalent zu & t1+... + &t = —(Eprur + ... +&1pup), und
§n+p

diese Bedingung charakterisiert Elemente in "N U.

Denn A (

Beispiel. Sei K = R.

0 1
Sei T := { () (g) (é) ) C R,
1 0
0 0 1
seiU;_<( )<)<)>gR
0 1 0

Wir wollen Basen fir T+ U und T N U bestimmen. Sei uns dazu bekannt, dafs die
erzeugenden Tupel von 7" und von U linear unabhéngig sind.
Wir kénnen also wie folgt rechnen.

101 001 10 1 00 100-1-1 1 100-10 0
001 110 00 1 11 - 010 0 2-1 010 00 1
A= [110-110]) ~ [01-1-11- ~ ~ o011 10| ~ [001 10 1
101 010 00 0 01— - 000 0 1-1 000 01-1
010 010 01 0 01 000 0—-1 1 000 00 O

Esist £1 =1, lo =2, f3 = 3 und ¢, = 5. Also ist eine Basis von T'+ U gegeben durch

(0)-6)-0)-C)

1
0

Eine Basis von {z € R : Ax = 0} ist gegeben durch ( ;| [0] |)- Also ist eine

Basis von T'N U gegeben durch @

Q) oeer eer) -

3.4 Der Standardvektorraum R"*!

OO

OO M
OO OH
OOoOO—O
RO

1 00
-1-11
1 11
0 01
1 10

OO

0
-1
1

H)_l

OO
—HOROO
OO —
OO

Sein > 0.

3.4.1 Geometrische Interpretation

Die geometrische Interpretation eines Vektors a = (a;); € R™ ! ist die eines Pfeils von
(0,...,0) nach (a1, ..., a,) in R™

Die geometrische Interpretation der Vektoraddition ist das Aneinandersetzen von Pfeilen.

Die geometrische Interpretation des A-fachen eines Vektors ist das Strecken um den Fak-
tor A (Richtungsumkehr, falls A < 0).
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Beispiel. Sei n = 2.

3.4.2 Skalarprodukt

al b1
Seiena:<§>, b:(f) € R<L,
an bn,

Definition. Das Produkt a'b = a' - b € R heilit Skalarprodukt von a und b.
Esist a®b=>3"" aibj=aiby + ...+ ayb, = b'a.

Die Norm oder Linge von a ist als ||a|| := (a'a)'/? = (a? + ... + a2)'/? definiert.
Lemma (Cauchy-Schwarz). Es ist |a*b| < ||a|| - [|0]|-
Bemerkung. Seien a, b # 0. Ist ¢ der von a und b eingeschlossene Winkel, so ist

a'b = [lal| - [[b] - cos(e) -

Insbesondere stehen @ und b genau dann orthogonal aufeinander, wenn a'b = 0 ist.

[[b[] cos(«)

t
Beispiel. Es ist @) (_i) = 0. Also stehen @) und (_D orthogonal aufeinander, d.h.

senkrecht aufeinander.
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Beispiel. Seia = (%) Sei b = (%) Esist a'b = 5. Also hat der von a und b eingeschlossene
Winkel ¢ den Cosinus

cos(p) = ab 5
2T el el T VB v2

3.4.3 Kreuzprodukt in R3*!

b
Seien a = (%) , b= (b;> € R3*1,
a3 b3

Das Kreuzprodukt von a und b ist definiert durch
a by azbs—aszbs
axb = (a2> X <b2> = agbi—aibs | .
as b3 ai1ba—asby
Bemerkung.

(1) Es steht a x b orthogonal auf a und auf b.

(2) Esist ||a x b|| der Fliacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
Insbesondere ist a x a = 0.

Wenn, wie iiblich, die x1-Achse bzw. die x2-Achse bzw. die x3-Achse in Richtung des Dau-
mens bzw. Mittelfingers bzw. Zeigefingers der linken Hand eingezeichnet werden, und a bzw.
b in Richtung des Daumens bzw. Mittelfingers der linken Hand zeigt, dann zeigt a X b in
Richtung des Zeigefingers.

axb

Bemerkung. Seien a, a’, b, V', ¢ € R3*!. Seien \, N, u, ¢/ € R.

(1) Esist (Aa+Na') X (ub+ /') = Apu(a x b) + Npu(a' x b) + A/ (a x b)) + N/ (a' x V).

(2) Esistaxb=—(bxa).
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(3) Esist |a* (b x ¢)| der Rauminhalt des von a, b und ¢ aufgespannten Parallelepipeds.

Denn dieser Rauminhalt ist gleich der Grundflache ||b x ¢||, multipliziert mit der
Hohe |a® (b x ¢)|/]|b x ¢|| des Parallelepipeds.

Beispiel.
3 3 2:2—5-1 -1
(1) Es ist (2> X <1> = (5-3—32) - < 9>.
5 2 3-1-2:3 -3
(2) Seien (), () € R?*1. Das von (%) und (3) aufgespannte Parallelogramm hat
0

den Flicheninhalt [|(3) x (32)[ = (., 0. )| = lab — ash].

arba—azby

3.5 Lineare Abbildungen

Sei K ein Korper. Seien K-Vektorraume U, V und W gegeben.

3.5.1 Definition

Definition. Eine Abbildung f : U — V heifst K-linear oder linear, falls
FO v u+XN-d) = X flu)+ N f(u)
ist fir A\, ' € K und fir u, v’ € U.

Bemerkung. Seien m, n > 0. Sei A € K"™*". Die Abbildung

multy, : K™! — Kmx!
r — multy(z) = A-x

ist K-linear.
Jede K-lineare Abbildung von K™ ! nach K™*! ist von dieser Form.
Beispiel. Die Abbildung ¢ : K[X] — K[X]: f(X) — X - f(2) + f(X?) ist K-linear.

Beispiel. Die Abbildung ¢ : Fy — F, : x + 22 ist Fy-linear, aber nicht F;-linear.

Beispiel. Die Abbildung ¢ : C — C : z + Z ist R-linear, aber nicht C-linear.
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Bemerkung. Seien K-lineare Abbildungen U Lvosw gegeben.
Seien K-Unterrdume U’ C U und V' C V gegeben.

1) Esist f(0) =0, denn f(0) = f(0)+f(0) = f(0) = f(0+0) = f(0) = f(0) = f(0) = 0.
2) Esist f~1(V’") C U ein K-Unterraum.

4

(1)

(2)

(3) Esist f(U') CV ein K-Unterraum.

(4) Esist idy : U — U eine K-lineare Abbildung.
(5)

5) Esist go f: U — W eine K-lineare Abbildung.

Definition. Wir erinnern an den Unterraum 0 = {0} C V.

Fiir eine K-lineare Abbildung f : U — V heift der K-Unterraum

Kern(f) := f7'(0) = {ueU: fuy=0} C U

der Kern von f.

Bemerkung. FEs ist eine K-lineare Abbildung f : U — V genau dann injektiv, wenn
Kern(f) =0 ist.

Denn ist f injektiv, dann darf aufer 0 kein weiteres Element auf 0 abgebildet werden.

Und umgekehrt, ist Kern(f) = 0 und sind u, v’ € U mit f(u) = f(u’) gegeben, dann ist
flu—u)=f(l-u+(=1)-u')=1-f(u)+(—=1)- f(v') =0 und also u —u" € Kern(f) =0,
d.h. u =1

Lemma. Sei U endlichdimensional. Sei f: U — V eine K-lineare Abbildung.

Es st

dim(U) = dim(Kern(f)) + dim(f(U)) .
Sei hierzu (z1,...,2;) eine Basis von Kern(f). Wir ergénzen diese zu einer Basis
(T1, oy Tl Y1y -+, Ye) von U.

Wir behaupten, dak (f(y1),..., f(ye)) eine Basis von f(U) ist.

Erzeugend: Sei u € U gegeben. Schreibe u = \yz1 + ... + \exp + 1y + - . - + 1eye , wobei
N € Kfirl<i<kund y; € K fiir 1 <14 </ ist. Es wird

flu) = fax+ .o+ e + pays + -+ peye)
= )qf(xl) + ...+ )\k;f(xk) + M1f<y1) + ...+ Mef(yg)
= pf(y) + -+ pef(ye) -

Linear unabhéngig: Seien py, ..., gy € K mit puyf(y1)+. ..+ pef(ye) = 0 gegeben. Dann
ist
0 = paf(y) + - +pef(ye) = Floayy + -+ peye)
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also 1y + ... + peye € Kern(f) und somit
piyr + o peye = AT+ Ay

fiir gewisse \; € K fiir 1 < ¢ < k. Die lineare Unabhéngigkeit von (z1,..., 2k, Y1, .. Yr)
liefert nun p; = 0 fir 1 <7 < kund \; =0 fiir 1 < ¢ < £, insbesondere ersteres.

Dies zeigt die Behauptung. Es folgt dim(U) = k + ¢ = dim(Kern(f)) + dim(f(U)).

Bemerkung. Sei U endlichdimensional. Sei (xy,...,x,,) eine Basis von U.
Sei (vq,...,0y) ein Tupel von Vektoren in V.
Es gibt genau eine lineare Abbildung f: U — V mit f(x;) = v; fiir 1 <7 < m.
Diese ist gegeben durch

fuzr+ ..o+ Apxm) = Mo+ oo+ AU, -

fir\, e Kfuirl<i<m.

Es ist f injektiv genau dann, wenn (vy, ..., v,,) linear unabhéngig ist.
Es ist f surjektiv genau dann, wenn (vy, ..., v,,) erzeugend in V ist.
Es ist f bijektiv genau dann, wenn (vy, ..., v,,) eine Basis von V ist.

Bemerkung. Seien m, n > 0. Sei A € K™*".

Wir betrachten die K-lineare Abbildung mult, : K™t — K™*!: z s Ax.
Wir schreiben auch Kern(A) := Kern(multy).

Sei (vy,...,v,) das Tupel der Spaltenvektoren von A. Diese liegen in K™*!.

Es ist
Kern(A) = Kern(multy)

= {xe K™ : multy(z) =0}
= {xeK™ A z=0}.

Es ist
mult (K™Y = {A-y:ye K™}
= { Ao+ o, s yeKfirl<i<n}
= K<U1,...,Un>.
Eine Basis von multy(K™*!) ist hier gegeben durch (vg,...,vs), wobei

1</l <... <ty <n die Positionen der Stufenspalten in der Zeilenstufenform A
von A bezeichnen.

Wir schreiben auch
Rang(A) := dim(mult,(K™')) = s

fiir den Rang von A. Es wird so

n = dim(K™?') = dim(Kern(mult,))-+dim(mult,(K™*")) = dim(Kern(A))+Rang(A) .
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In der Tat ist in der Zeilenstufenform A von A auch n die Anzahl der Spalten von A.
Ferner ist dim(Kern(A)) die Anzahl n— s der Nichtstufenspalten und Rang(A) die Anzahl
s der Stufenspalten. Und es ist n = (n — s) + s.

Bemerkung. Seien m, n > 0. Sei A € K™*™. Es ist Rang(A) = Rang(A").
Beispiel. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : Fs[X] — F®, die f(X) auf die Abbil-

dung ¢(f(X)) : Fs — F5 : 2 — f(z) schickt.

Wir bestimmen den Kern von ¢. Es ist ¢(f(X)) = 0 genau dann, wenn f(z) = 0 ist fiir
x € F3, i.e. wenn f(X) die Nullstellen 0, 1 und —1 hat.

Dies ist genau dann der Fall, wenn f(X) teilbar ist durch X - (X —1)- (X +1) = X3 - X.
Wir erhalten

Kern(p) = { f(X) € Fs[X] : f(X) ist teilbar durch X® — X'} .

3.5.2 Koordinatenvektoren und beschreibende Matrizen

Seien die K-Vektorraume U, V und W endlichdimensional.
Sei B := (by,...,by,) eine Basis von U.
Sei C' := (¢y,...,¢y,) eine Basis von V.

Sei D := (dy,...,d,) eine Basis von W.

Definition. Sei u € U gegeben. Es gibt auf eindeutige Weise A1, ..., A\, € K mit
i=1

Wir schreiben

fiir den Koordinatenvektor von u beziiglich B.

Beispiel. Es ist B := (1, X, X?) eine Basis des K-Vektorraums K[X]<,.
Bs ist X2 +2X 3= (=3)- 142 X +1- X% Abojist 5(X*+2X —3) = (2),

Definition. Sei f : U — V eine lineare Abbildung.

Fiir 1 <14 < m gibt es auf eindeutige Weise 1, ..., 2,; € K mit

Fbr) = e
j=1
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Wir schreiben
cfp = (xj:);: € K™

fiir die beschreibende Matrixz von f beziiglich C' und B.

D.h. fiir 1 <1 < m ist die i-te Spalte von ¢ fp gegeben durch ¢ f(b;) = ( 571).

Tn,i

Beispiel. Sei K = R. Sei U := R**! und V := R?*%,
Sei A := (32;) € R¥3. Sei f := multy : R — R*>!: x— f(x) = Ax.

(1) Sei B = (b1, by, by) 1= ((é) , (g) , @’))

Sei C' = (¢1,¢9) := (((1)) , ((1)))

Esist f(bi) = (3) =4-c1+2-c. Alsoist of(b1) = (5).
) und ¢ f(bs) = (3).

Genauso wird ¢ f(bg) =

(5
Also ist ¢fg = (%gé) = A.

(2) sei B = (v, 00,4) = ((9) . (1) ()
Sei €' = (¢}, ¢4) == (1), (4).

cy

Esist f(b)) = (3) =7, —2-¢y. Alsoist o f(b}) = (_3).
Es ist f(by) = (10) =10 ¢} — 6-cy. Also ist o f(by) = (8).
Esist f(by) = (5) =5 ¢, —4-¢y. Alsoist o f(by) = (_3).

Somit ist C’fB’ = (_; _12 _Z)

Bemerkung. Es hat fiir A € K™™ die Abbildung mult, : K™*! — K™*! beziiglich der
Standardbasen die beschreibende Matrix A.

Beispiel. Sei ¢ : R[X]<2 = R[X]<3: f(X) — X - f(X) — f(1).
Wir wihlen die Basen B := (1, X, X?) von R[X]< und C := (1, X, X2, X3) von R[X]<3
Es wird p(1) = =1+ X, p(X) = =1+ X? und p(X?) = -1 + X3.

—1
0
o |-
1

Lemma. Seien U L V % W lineare Abbildungen. Seiu € U.

N

Also ist cpp = < 5
0

OO

(1) Es ist Cf(u) = CfB - BU.

(2) Esist p(go f)p= pgc- cfp-
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Dies sehen wir wie folgt ein.

Sei r: U — K™*! die bijektive lineare Abbildung, die b; — e; schickt fiir 1< m.

<1<
Sei s : V — K™ die bijektive lineare Abbildung, die ¢; — ¢; schickt fiir 1 <1 < n.
I<i<

Sei t : W — KP*! die bijektive lineare Abbildung, die d; — e; schickt fiir 1 < p.
Dann ist gu = r(u). Genauso ist ¢cv = s(v) fiir v € V.
Ferner ist s o for™t : K™ — K™ die Abbildung, die e; nach ¢ f(b;) schickt fiir

1 <i<m. Alsoist so for™' =mult,y, . Also wird, wie in (1) behauptet,
ofp- pu = mult g, (pu) = (sofor™)(r(v) = s(f(u) = of(u).

1

Genauso ist togos™ =mult .4, und togo for " =mult .y, . Also wird

gc

mult oo oy = mult g, omult g, = (togos ')o(sofor™") = togofor™" = mult ,orp),

und (2) folgt.

Beispiel. Wir betrachten die F,-lineare Abbildung f : F, — Fy : x +— 2%

Beziiglich der Basis B = (1,«) des F-Vektorraums F, wird pfp = (é%) wegen
f=1=1-140-acund f(a) =o?=1-1+1"«.

Esist fof:F = F:aw a*t=x Alsoist fo f=id. In der Tat ist auch p(fo f)y =
sfe- 5f5=(01) (01) = (01) = B2 = pidp.
Bemerkung. Seien B und B’ Basen von U. Seien C' und C’" Basen von V.
Sei f: U — V eine lineare Abbildung.
Dann wird
cide - ofp- Bidp = ¢(idofoid)y = o fp .
Ferner ist BidB’ . B’idB = BidB = Em und also BidB/ = (B/idB)_l
Bemerkung. Ist U = K™ ! und ist B die Standardbasis von K™*! dann ist gu = u fiir
ue K™

Ist B’ eine weitere Basis von K™*! dann sind die Spalten von pidg also gerade die
Vektoren von B'.

Beispiel. Wir greifen das vorvorige Beispiel wieder auf.

Es war B’ = ((é) : (?) : (%)) Also ist gidg = (i)(%)é))).

Es war C' = ( ) ((1))) Also ist ¢ider = (%(1))
Es war ¢fp = (%g ) Also kénnen wir auch wie folgt rechnen.
ofw = cides ofppidy = (1) (335)- (010) = (1-0)-Gibd) = (5%.3) .
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3.6 Determinanten

Sei K ein kommutativer Ring. Sei n > 0.

Definition. Sei o € S,, gegeben.
Sei kurz N := {1,...,n} geschrieben. Sei

fehl(o) = |{(i,j4) € N x N : esisti < j, aber o(i) > o(j) }|
der Fehlstand von o. Sei damit
sgn(o) := (—1)feh1(”)

das Signum von o.

Beispiel. Wir betrachten die Elemente id, o := ( %g) und 7 := (é%i’) von S3.
Es ist fehl(id) = |@] = 0. Also ist sgn(id) = (—1)° = +1.

Es ist fehl(o) = [{(1,2)}] = 1. Also ist sgn(o) = (—=1)! = —1.

Es ist fehl(7) = [{(1, 3),(2,3)}| = 2. Also ist sgn(7) = (—1)* = +1.

Bemerkung. Es ist sgn(id) =
Es ist sgn(r o o) = sgn(7) - sgn(o) fur 7, 0 € S,,.

Definition. Sei A = (a;;);; € K™*".
Sei .
det A = det(A) == > sgn(o) [[aion) € K

die Determinante von A.

Beispiel.

1

(1) Sein=1.Sei A = (CLLl) Esist det CL1 1 Z Sgl’l H Qj.0(i) = Sgn(id)am = Q-

oEST i=1

(2) Sei n = 2. Wir schreiben oy 5 := (%%) €S,. Es ist sgn(oy2) = —1.
Es ist So = {id, 01 2}. Also ist

det (3;1 Z;i) = sgn(id) ~aq,1 G2+ SgH(Ul,Q) “Qi2- Q@21 = A11-Q22 —A12 Q271 .
(3) Sei n = 3. Wir schreiben oy 5 := (% %) O3 1= (%%%), o13 = (é%?), 0123 = (%%‘Z’)
und o130 = (373) in S3. Es ist sgn(oy2) = sgn(oa3) = sgn(oy3) = —1. Es ist

Sgn(O-LQ’S) = sgn(017372) = —I—l
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Es ist Sg = {ld, 01,2,023,013,01,23, 0'173,2}. Also ist

ai,1 01,2 a1,3
det a1 a2 a3

as,1 az,2 a3 3
= sgn(id) - a11 - a2 - ags +5g0(01,23) - A12 - A3 - a1 +5gN(0132) - A1 - G271 - A32
+5gn(01,3) - a1,3 - Qo2 - ag1 +5gn(023) - @11 - o3 - Az +5gN(012) - @12 - A1 - A33
= Q11°022°033+A12 Q23 Q31+ a13 G271 0A32
—QG13°0Q22°A31 — Q11 A3 -A32 — A12 Az " A33 .

Die Definition gibt so die Regel von Sarrus.

Bemerkung. Seien A, B € K™™. Sei A € K.

) Esist det(E,) = 1.
) Esist det(A - B) = det(A) - det(B).
3) Es ist det(A") = det(A).
)

Entstehe A’ aus A durch Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen.
Dann ist det(A’) = det(A).

(5) Entstehe A" aus A durch Multiplikation einer Zeile mit A.
Dann ist det(A’) = X - det(A).

(6) Entstehe A’ aus A durch Vertauschen zweier Zeilen.
Dann ist det(A’) = —det(A).

Es folgen (4,5,6) aus (2).

Aus (3) folgt, dafs in (4, 5,6) die entsprechenden Regeln fiir Spaltenumformungen genauso
gelten.

Dank (4,5,6) kann iiber einem Korper das Gaukverfahren zur Berechnung der Determi-
nante verwendet werden.

Computer berechnen aus Zeitgriinden die Determinante mit dem Gaufsverfahren und nicht
direkt nach Definition.

Bemerkung. Sei A € K™ ",

(1) Es ist det(A*) = det(A)* fiir k € Z=y .
Ist A invertierbar, dann ist auch det(A™!) = det(A)~.

(2) Esist det(A- A) = A" - det(A).
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Beispiel.

4
5
Wir erinnern an A~! = @ (73 —‘21) _ % (—gi )
(2) Sei A = (231) R3%3.

i):1-3-3+0-1-2+1-2-3—1-3-2—1-1-3—0-2-3:6.

101 10 1 10 1 10 1

(2 1) = det (o 3—1) = det <0 3—1) = 3.2 . det (0 171/3)

233 03 1 00 2 00 1
6

10al 10al 10a 1
(3) Sei A= (%51 ) eF> Gauk liefert det | §%51 = det 3 =
110« 110« 01 axl4ax
10a 1 10 10 o 1
0 alta _ 01 _ 01 1 0 _
oc-det | 011 0 = —a - det| g xaiia = o -det|gg 0 11« =
01 axl4ax 01 axl4x 0 1+o 14+

011 0 010

1

o (14o)-det (oo 01ta | =det|{go1
001 1 000

Lemma. Sei K ein Kdrper. Sei A € K™ gegeben.
FEs ist genau dann det(A) # 0, wenn A invertierbar ist.

Zunéchst hat die Zeilenstufenform von A genau dann wenigstens eine Nullzeile, wenn A
nicht invertierbar ist.

Dann zeigt die Berechnung der Determinante via Gaufverfahrens, dafs die Zeilenstufen-
form von A genau dann wenigstens eine Nullzeile hat, wenn det(A) = 0 ist.

Bemerkung.

(1) Seien a = () und b= (3!) in R**! gegeben.

Das von a und b aufgespannte Parallelogramm hat den Fldcheninhalt
al by 0 a
() % (B) 1 =1(,.,,0,, ) I =ldet (251

al b1 C1
(2) Seien a = <a2>, b= (22) und ¢ = <C2> in R3*! gegeben.
az

3 c3
Das von a, b und ¢ aufgespannte Parallelepiped hat den Rauminhalt

bacg—bzca a1 b1 c1

]at (bXC)| = | (al a2 a3) <b301*b103> | = ‘a1b263—a1b362+a25301—agblcg—{—agbng—angCl‘ = ]det <02 22 C2> | .

bico—bacy az 03 c3



Bemerkung.

(1)

Lemma (Entwicklung

Fur 1

Sei 1
Es ist

Seien s, t > 0 mit s +t = n gegeben.
Sei A € K¥%%. Sei B € K**t. Sei C' € K***. Sei D € K"t

Wir bilden die Blockmatrix (§7) € K™". Esist det (§3) = det(A) - det(D).
Wir bilden die Blockmatrix (élo)) € K™, Es ist det (é,%) = det(A) - det(D).

Dies 1afst sich auch iteriert anwenden, um grofiere Blockmatrizen zu behandeln.

Sei A = (ai,j)i,j e K,
Ist a;; = 0 fiir 1 < j <7< n,so heifit A eine obere Dreiecksmatriz.
<

<
Ist a;; =0 fiir 1 <¢ < j < n,so heifst A eine untere Dreiecksmatriz.
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Ist A eine obere Dreiecksmatrix oder eine untere Dreiecksmatrix, dann folgt aus (1) :

n
det(A) = Ham‘ = Q11°A22" ... Apnp -

i=1

Sein 2 1. Sei A= (ai,j)i,j e Knxn,

).
<i<nund 1 < j < nentstehe Aj ;) € K@=Dx(=1) aus A durch Streichen der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

< k < n gewahlt.

n

det(A) = ) (=1)"** - det(Apn) - @ik ,

=1

genannt Entwicklung nach der k-ten Spalte.

Es gilt auch die transponierte Aussage. Es ist

n

det(A) = Z(—nkﬂ‘ ~det(Ap ;) - an

Jj=1

genannt Entwicklung nach der k-ten Zeile.

Beispiel.

Sei A

1211
= (3990 ) € B4 Es wird
0121
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3.7 Normalform

Sei K ein Korper. Sei n > 0. Sei A = (a;;);; € K™*".

3.7.1 Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenraume
Definition.

(1) Es heift A € K ein Eigenwert von A, falls es ein z € K™ \ {0} gibt mit Az = \x.

(2) Ist A ein Eigenwert von A, dann heift jedes z € K™ \ {0} mit Az = Az ein
FEigenvektor von A zum Eigenwert .

(3) Ist A ein Eigenwert von A, dann heifst
Ea(A) = {z e K™ : Az =Xz} = {z € K" : (A-)E,)z =0} = Kern(A-\E,)

der Figenraum von A zum Eigenwert .

Dieser besteht also aus allen Eigenvektoren von A zum Eigenwert A und aus dem
Nullvektor.

Bemerkung. Sei B € K"*".

Es ist genau dann Kern(B) = 0, wenn die Spalten von B ein linear unabhéngiges Tupel
bilden, d.h. wenn die Zeilenstufenform von B gleich E, ist, d.h. wenn B invertierbar ist,
d.h. wenn det(B) # 0 ist.

Umgekehrt ist also genau dann Kern(B) # 0, wenn B nicht invertierbar ist, d.h. wenn
det(B) = 0 ist.

Bemerkung. Sei A € K.

Es ist genau dann A ein Eigenwert von A, wenn es ein 0 # = € Kern(A — AE,) gibt, d.h.
wenn Kern(A — AE,,) # 0 ist, d.h. wenn det(A — AE,,) = 0 ist.

Definition. Sei
efinition. Sei xA(X) = det(A — XE,) € K[X]

das charakteristische Polynom von A.

Bemerkung. Es ist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn A eine Nullstelle von
XA (X ) ist.

Beispiel.

(1) Sei A:= (95) € R¥2 Esist xa(X) :=det ("7¥x) = X2 - 1= (X +1)(X - 1).
Also hat A die Eigenwerte 1 und —1 in R.
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Wir 16sen (011 01 8) ~ ((1)*(1) 8) und erhalten den Eigenraum E,(1) = R(G)) Es

ist z.B. (%) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.

0—(-1) 1

Wir lésen( 10— 0 9

)‘0> ~ ((1)60) und erhalten den Eigenraum E4(—1) =

—1
R((_%)). Es ist z.B. (_%) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —1.

(2) Sei A := (_(1) 0) € R22. Es ist x4(X) := det (OZf( 0_1X) = X2+ 1. Also hat A keine
Eigenwerte in R.

Definition. Sei tr(A) :=>""  a;; = a1 + as2 + ...+ a,, die Spur von A (engl. trace).
Bemerkung.

(1) Es ist deg(xa(X)) =n.
(2) Der Koeffizient von x4(X) bei X™ ist (—1)".
(3) Sei n > 1. Der Koeffizient von x4(X) bei X" ! ist (—1)""! - tr(A).

(4) Der Koeffizient von x4(X) bei X ist det(A).

Die Spur ist eine gute Probe bei der Berechnung von x 4 (X).

Definition. Sei f(X) € K[X] ~ {0}. Sei deg(f(X)) =: m.

(1) Wir sagen, es zerfdllt f(X) € K[X], fallsesue K\ {0} und t; € K fir 1 <i<m
gibt mit f(X) =w- [~ (X — ;).
(2) Seit € K eine Nullstelle von f(X), d.h. sei f(t) = 0.

Sei k > 1. Wir sagen, es ist k die Vielfachheit von t als Nullstelle von f(X), wenn
(X — t)* ein Teiler von f(X) ist, nicht aber (X — t)F+1.

Bemerkung. Genau dann zerféllt jedes Polynom in K[X] \ {0}, wenn K algebraisch
abgeschlossen ist.

Insbesondere zerfallt jedes Polynom in C[X].

Aber z.B. X2 +2X +5 = (X 4+ 1)? + 4 € R[X] zerfallt nicht.

Wir werden hauptséchlich Matrizen mit zerfallendem charakteristischen Polynom betrach-
ten. In C™*™ sind das alle Matrizen.
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Definition. Sei A € K ein Eigenwert von A.

(1) Die algebraische Vielfachheit aV4(\) von A als Eigenwert von A ist die Vielfachheit
von A als Nullstelle von x4 (X).

(2) Die geometrische Vielfachheit gV 4(\) von A ist die Dimension des Eigenraums von A
zum Eigenwert A. Mit anderen Worten, gV, () := dimg (E4(N)).

Bemerkung. Sei A\ € K ein Eigenwert von A € K™*". Es ist

1 < gVu(A\) < aVyu(\) < n.
311
Beispiel. Sei A := (83%) € R¥3. Es ist

3-X 11
Xa(X) = det( 0 35X5_1x) = (3-X)2(5-X) = —(X —3)%(X —5).
Also hat A die Eigenwerte 3 und 5 in R. Es ist aV4(3) = 2 und aV4(5) = 1.

Was Spur und Determinante angeht, es ist auch
xa(X) = —(X?=6X +9)(X —5) = —X°+11X* - 39X +45 .

In der Tat ist det(A) = 45 und (—1)>"'tr(A) = 11.
Da 1 < gV,(5) < aVa(5) = 1, folgt gV,(5) = 1. Wir wollen eine Basis von E,(5)
' . . /3=5 110 2 110

berechnen, um dies zu bestatigen. Dazu losen wir ( 0 3.5 1 8) = < 0-21 8) ~
1-1/2-1/2]0 10-3/4 3 '

<8 L-172 8) ~ (8 1-1/2 o) und erhalten ((i)) als Basis von E4(5). In der Tat fin-

den wir gV, (5) = dimg EA( ) = 1 bestétigt.

Esist 1 < gV,(3) <aVa(3) =2, d.h. gV4(3) € {1,2}. Um gV,(3) zu berechnen, bestim-

men wir eine Basis von E4(3).

0 010
0) ~» (001
0 000
1

Bemerkung. Es ist A € K™, Sei S € K™*" invertierbar. Sei A’ :=S~1.A.8S.
Es ist

3-3 1 1

Dazu losen wir 8 3 31

1—
ist gVA<3) dlmR EA(?))

8 und erhalten fl) als Basis von E4(3). Somit
0 0

I

xa(X) = det(S7t-A-S—X-E,)
= det(S? ( -X- n) S)
= det(S)"!-det(A — X - E,) - det(95)
= xa(X).

Insbesondere ist tr(A’) = tr(A) und det(A’) = det(A).
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3.7.2 Direkte Summen
Sei V ein K-Vektorraum. Sei & > 0. Sei U; C V ein Unterraum fiir 1 < < k.

Definition. Sei M eine Menge. Seien s, t > 0.
Seien (mq,ma, ..., ms) € M* und (my,mj,...,m;) € M" gegeben.

Wir schreiben
/ / AN / / / s+t
(my,ma,...,mg) U (my,my,....,m;) = (mq,ma,...,mg,my,my,....,m;) € M
fiir die Konkatenation dieser beiden Tupel.

Definition. Wir sagen, die Unterrdume Uy , Us, ..., U, bilden eine direkte Summe, falls
der Schnitt je eines dieser Unterrdume mit der Summe der anderen gleich 0 ist.

Um die Direktheit zu signalisieren, schreiben wir auch

k
Ui+Up+..4Uy = U, U@ ...0U, = @Ui.
=1

Bemerkung. Ist B eine Basis von V und ist B = By U By LI ... Ll By, dann ist

Beispiel. Bs ist B! = ((1)y& () (1)) = (1 )& ((2). (4

Bemerkung. Sei V' endlichdimensional.
Es mégen U, Us, ..., Uy eine direkte Summe bilden.
Sei B; eine Basis von U; fir 1 <i < k.

Dann ist By U By U ... By, eine Basis von U @ Us @ ... p U, .

3.7.3 Hauptraume

Zerfalle x4 (X) € K[X]. Seien Ay, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A.
Mithin ist
k
XA(X) _ (_1>n . H(X _ )\i)aVA(/\i) _
i=1
Fir 1 <4 < k schreiben wir
A(i) = A - /\iEn .
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Also wird der Eigenraum E4(\;) = Kern(A;).
Bemerkung. Es ist
tr(A) = 37 A-aVa(h)
det(A) = [IF, A2Val)

i=1""

Bemerkung. Es ist

Kern(A)) C Kern(A%i)) - Kern(A?i)) c ... C Kern(AaVA(’\i)) = Kern(AaVA(’\i)H) = ...

(@) (@)
Es gibt also ab der Stelle aV4();) nur noch Gleichheiten in dieser Kette.

In der Praxis werden wir dann werden eine Basis von Kern(A(;)) bestimmen, diese zu
einer Basis von Kern(A?i)) erginzen, diese zu einer Basis von Kern(A‘z’i)) erginzen, usf.
Der Prozef endet, sobald nur noch Gleichheiten vorliegen.

Definition. Fir 1 <7 < k sei
Ha(\) = Kern(A?XA(A"))
der Hauptraum von A zum Eigenwert \; .

Es ist also E4(\;) € Ha(\;).
Lemma.

(1) Esist dimHa(\;) = aVa(\) fiir 1 <i < k.
(2) Es ist

k
K™ = @ HA(N)
=1

Basen der Hauptriaume setzen sich also zu einer Basis von K™*! zusammen, per
Konkatenation.

Bemerkung.
(1) Sei 1 <7< k. Genau dann ist E4(\;) = Ha(\;), wenn gV, (\;) = aVu () ist.

(2) Genau dann ist K™™' = @F  Ea()\;), wenn gV, (\;) = aVa(\;) ist fiir 1 < i < k.
Diesenfalls sagen wir, es ist A diagonalisierbar.

(3) Ist aVa(N\;) =1 fiir 1 < i < k, dann auch ist auch gV, (\;) =1 fiir 1 <i < k. Also
ist diesenfalls A diagonalisierbar. Ferner ist diesenfalls auch k = n.
Mit anderen Worten, ist xa(X) = (=1)" - (X — A)' - (X = M)t - (X = 2!
mit n paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, Ao, ..., A\, von A, dann ist A dia-
gonalisierbar.
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Bemerkung. Sei A diagonalisierbar.
Sei B = (ey,...,e,) die Standardbasis von K"*!.

Sei C; eine Basis von E4()\;) fiir 1 <i < k. Sei C:= CyU...UC. Es ist C eine Basis
von K™*! bestehend aus Eigenvektoren von A ; vgl. vorstehende Bemerkung (2).

Sei D = (d;;);; € K™" die Diagonalmatrix, fiir welche d;; der Eigenwert zum j-ten
Tupeleintrag von C'ist, fiir 1 < j < n.

Mit anderen Worten, die Diagonale von D besteht aus den Eigenwerten zu den Eigenvek-
toren in C, in Reihenfolge wie in C.

Da mult, den j-ten Eintrag von C auf sein d; j-faches abbildet, ist ¢(multy)c = D.
Esist S := pide € K™*" die Matrix mit Spaltentupel C'.

Es wird
D = C(multA)g = CidB' B(multA)B- Bidc = S_lAS

Zusammengefafst erhalten wir also mit der Matrix S, welche in den Spalten unsere Basis
aus Eigenvektoren stehen hat, und mit der Diagonalmatrix D, welche auf der Diagonalen
die Eigenwerte passend zu den Spalten von S stehen hat,

STtA.S =D.
Auf diese Weise haben wir A diagonalisiert.
Beispiel. Sei wieder A = (75) € R?2 Es war E4(1) = ((1)) und E4(—1) = ((71))-
Mit S := (%_%) und D := ((1),(1)) wird also

S1AS =D = (120

S-D= (i_%) . (é_(l)) = (%_}) Das palst.
Bemerkung.

(1) Sei B € K™™. Sei S € K™ invertierbar. Es haben B und SB dieselbe Zeilenstu-
fenform.

(2) Seien B, B’ € K™ mit derselben Zeilenstufenform gegeben. Sei C' € K™*". Dann
haben BC und B'C' dieselbe Zeilenstufenform.

Denn es gibt eine invertierbare Matrix S € K™*" mit B’ = SB. Es folgt B'C' =
SBC'. Also kann (1) angewandt werden.

Diese Aussage ist z.B. verwendbar, wenn B’ die Zeilenstufenform von B ist.

(3) Bei Zeilenstufenformen erlauben wir uns, Nullzeilen nicht zu schreiben.
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41
13
Beispiel. Sei A := <(1)%
0-2

Es wird
4-X 1 2 -2 -3 4-X 1 2 -2 -3
1 3-X 0 -1 -2 1 3-X 0 -1 -2
xa(X) = det( 0 -21-X 2 2 > = det( 0 0 3-X 0 X3>
1 2 2 0-X -4 1 0 0 2-X1-X
0 -2 -2 2 5-X 0 -2 -2 2 5-X
RS S RS S
= (X-3) det(o 0 -1 0 3) = (X —3) det<0 0 -1 0 ‘)
0 02-X1-X 0 02-X1-X
0 -2 -2 2 5-X 0 -2 -2 2 3-X
4-X 1 -2 -1 4-X 1 -2 -
= ceregder () = —- e
0 -2 2 3-X 0 -2 2 3-X
X1 -2 -l X1 10
= (X -3)? det< 1 (1)23(1:%() = (X -3)? det< 1 (1)2—())(1—0)()
0 -2 2 3-X 0 -2 0 1-X
4-X 1 -1 0 X 1
- (X—3)2(X—1).det(? 522_2){_0%) - (X—3)2(X—1)-det< | Z_XID
= —(X =3)%(X —1)-det ("7¥,°X) = (X -32X-1)(d-X)2-X)+1)
= —(X-3)?*(X-1)(X?>-6X+9) = —(X=-3)4X-1).

Folglich haben wir den Eigenwert A\; = 1 mit aV4(1) = 1 und somit auch gV,(1) = 1.
Insbesondere ist E4(1) = Ha(1).

Ferner haben wir den Eigenwert Ay = 3 mit aV4(3) = 4.

Probe: Es ist in der Tat die Spur tr(4) =4+ 3+ 1+ 0+ 5 = 13 auch berechenbar als
tI‘(A) = )\1 : aVA(Al) + )\2 : aVA(AQ) =1-14+3-4=13.

Wir wollen nun schrittweise ergénzte Basen der Hauptraume bestimmen.
3 1 2-2-3

ZuX =1 Esist Ay =A—-\NE;s = ( 7% 2). Wir 16sen :
2

OO

Es ist

<<i>)

eine schrittweise ergénzte Basis von H4(1), was nur eben in bereits einem Schritt erreicht
wurde.
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2-2-3
0-1-2 0 3 4-3-3
-2 2 2| =(0000 0],
2-3-4 0-2-2 2 2
2 2 2
Zur Berechnung einer Erganzung zu einer Basis von Kern(A(z)) 16sen wir :

0 3 4-3-3|0 011-1-110 010-1-110
0 0 0 0 O00)~> (001 0 OO}~ (001 O 0] .
2 0 000 O 00 000 O 0

0-2-2 2 2
Wir ergénzen die im vorigen Schritt erhaltene Basis zu einer Basis von Kern(A?Q)) und

1 2 1
bekommen Kern(Aé)) = ((é) , (é) , <§>> C Ha(3).
0 1 0

Hierzu konnen die Vektoren aus dem Standardverfahren verwandt werden, die zu Nicht-
stufenspaltenpositionen gehoren, die im vorigen Schritt noch Stufen enthielten. In diesem

oSO

=

0
Fall ist dies nur ol gehorig zur Nichtstufenspaltenposition 1.
0

Mit A" = (8 5974 _(1]) ist die Zeilenstufenform von A?Q) - Apy dieselbe wie die von

11 2-2-3
10 0-1-2
" _(010-1-1 _ (0 0 000
A 'A(Q)—(OOI 0 0)' 0—2-2 2 2 —(0—2—222)~
0-2-2 2 2

NN O

Zur Berechnung einer Erganzung zu einer Basis von Kern(A?Q)) losen wir :
(0-2-222/0) ~ (01 1-1-1]0) .

Wir ergénzen die im vorigen Schritt erhaltene Basis zu einer Basis von Kern(A:()’Q)) und

bekommen ) ) o
s = () () () -0

Hierzu konnen die Vektoren aus dem Standardverfahren verwandt werden, die zu Nicht-

stufenspaltenpositionen gehoren, die im vorigen Schritt noch Stufen enthielten. In diesem
0
—1

Fall ist dies nur (1)> , gehorig zur Nichtstufenspaltenposition 3.
0

OO
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Nun ist in der Tat die linke Seite Kern(Af,) von Dimension 4, wie die rechte Seite H(3).
Kurz, die Dimension hat die algebraische Vielfachheit erreicht. Somit ist

()-6)-6)-(

eine schrittweise ergénzte Basis von H4(3).

3.7.4 Jordansche Normalform

Zerfalle x4(X) € K[X]. Seien Ay, ..., A\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A.
Fiir 1 <4 < k schreiben wir Ay == A — \E, .

Bemerkung. Sei V C K™*! ein Unterraum.

Sei (vy,...,v,) ein linear unabhéngiges Tupel in V. Sei (vq,...,v,,1,...,T.) eine Basis
von V.

Seien (y,...,y,) ein Tupel von Vektoren in V' derart, daf (vi,...,v4,41,...,%s) linear
unabhéangig ist. Insbesondere ist 0 < b < c.

Dann kénnen wir zu einer Basis (v1, ..., Ua, Y1, -+, Yb, Yot1, - - - » Ye) €rgANZeN mit einer Aus-
wahl (yb+17 B 73/0) von (xla s 7*770)'

Um dies zu erreichen, muf nur sichergestellt sein, daf jeder dabei nicht ausgewéhlte Vektor
von (z1,...,x.) als Linearkombination in (v1,...,0a, Y1, -+, Yb, Yot1, - - - » Ye) geschrieben
werden kann.

Konstruktion. Wir wollen nun eine geeignete Basis von H,()\;) bestimmen.

Schritt 1. Sei (z11,...,%14,) eine Basis von Kern(A%i)).
Ergénze diese zu einer Basis (z11,..., %14, T21,...,%T24,) VOI Kern(A%i)).
Ergénze diese zu einer Basis (z11,..., %14, T21,---,T24y, T31,.-.,T34,) VOl Kern(A?i)).

So fahren wir fort.

Wir erhalten schliellich eine Basis
($1,1, e Tty X215 0+ 5 X2805 L3153 L343y -+ 5 LTp1y--- 7556,15@)

von Ha(\;) = Kern(Afi)), fiir das aus der Konstruktion resultierende ¢.

Das ist leider i.a. noch keine geeignete Basis. Wir miissen diese Konstruktion noch von
hinten aufrollen.



87

Schritt 2. Setze up :=ty und (Yo, .- -, You,) = (Toa, .-, Toz,)-

Ergénze mit einer Auswahl (yp—11,...,Yr—14,_,) 8US (Ty—11,...,T¢_14,_,) ZU €iner neuen
Basis
($1,1, sy Tty oy ey Tp21y e TE—2ty o
1 1
A(i)y&lv e 7A(i)y€,uw Y105 Ye—tup )

von Kern(Afi_)l) ; vgl. vorstehende Bemerkung.

Ergénze mit einer Auswahl (yp_21,...,Yr—24, ,) 8US (Ty_21,...,T¢_24,_,) ZU €iner neuen
Basis
(:Cl,lu s 7x1,t1 Yy ree x@73,17 s 71.@73@‘@,37

A%i)y£,17 e 7A%Z‘)y€,u£7 A%i)yf—l,la .. 7A%z‘)y£—1,ug,17 y£—2,17 e 7y5—2,u272)

von Kern(Aff) ; vgl. vorstehende Bemerkung.

Ergénze mit einer Auswahl (yo—31,...,Yr—3u,_5) aus (Ty_31,...,Ts_34,_,) ZU einer neuen
Basis
(ajl,la e Tty 5 ey Lp—41y -5 Th—At,_y

Ai())i)yf,l) v 7A:())i)y€,ug7 A%i)yffl,la <o 7A%7;)y€fl,ug,17 A%i)yfflla R 7A%i)yf72,ug,27 Yo—31,--- 7y€f3,ue,3>
von Kern(Afl._)S) ; vgl. vorstehende Bemerkung.
So fahren wir fort, bis eine neue Basis
(Aé'_)lyf,la s 7A€51y€,uga Afi_)2y€fl,17 B 7A€52y€71,uz71 JAECICIE) A((Ji)yl,la SR >A?i)y1,u1>

von Kern(A(;) konstruiert ist.
Nun wird noch sortiert.

Definition. Sei 1 <m < /. Sei 1 < 7 < upy, .
Das aus vorstehender Konstruktion resultierende Tupel
m—1 1 0
(A(i) Ymgs s A(i)ym,ja A(i)ym,j)
heifst Hauptvektorkette der Lange m.

Die aus der Konstruktion resultierenden Hauptvektorketten in H4(\;) geben per Konka-
tenation nebeneinandergesetzt eine Basis von H4(\;), fiir 1 <i < k.

Da K™ = @, , Ha()\;), konnen diese Basen per Konkatenation nebeneinandergesetzt
werden zu einer Basis von K™*1.

Definition. Sei A € K. Sei m > 1. Sei

m—1 Al
Jm()\) = A'Em—i_zei,i—i—l:( 1) c Kme
=1

A
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der Jordanblock der Grofse m x m zum Eigenwert .

Satz. Sei das Tupel C; die Konkatenation aller in der Konstruktion aufgetretenen Haupt-
vektorketten im Hauptraum H4()\;) in einer gewdhlten Reihenfolge, fiir 1 < i < k. Es ist
C; eine Basis von Ha(\;).

Sei (mj1,...,m;s) das Tupel der Lingen dieser Hauptvektorketten, in der gewéhlten
Reihenfolge der Konkatenation.

Sei C:=C1UCU...UCy.

Es ist C eine Basis von K™*!, genannt eine Jordanbasis von K™ fiir A.
Sei S € K™*" die Matrix mit Spaltentupel C'.

Sei J € K™*" die Blockdiagonalmatrix mit den Blocken

Jma (M) dmae M)y Jmay (A2)s oo Iy (R2), 7Jmk,l(Ak)7'"7Jmk,sk(>\k)‘

Also

Jm1,1()‘1)

JM1,2 (Al)
J — '.‘ 6 Kan .
Jmk,sk—l()\kf)

Jmk,sk (Ak>

Dann ist S7'AS = J.

Es heifst J eine Jordansche Normalform oder Jordanform von A.

Bemerkung. Ist A diagonalisierbar, dann ist das Spaltentupel der im Satz verwandten
Matrix S eine Basis aus Eigenvektoren. Ferner ist die Jordansche Normalform von A dann
eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A auf der Diagonalen, in der Reihenfolge

passend zu den Eigenvektoren in S.

Beispiel. Wir setzen das letzte Beispiel von §3.7.3 fort. Es hatte
13 0-1-9
_ _ 5x5
A= (9353_3) € Q
0-2-2 2 5

den Eigenwert A\; = 1 mit aV4(1) = 1 und den Eigenwert Ay = 3 mit aV4(3) = 4.

Wir wollen den Hauptraum beim Eigenwert | \; = 1| mit einer Basis aus Hauptvektorket-
ten ausstatten:

Es war Hy(1) = E4(1).
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Eine schrittweise ergénzte Basis von H4(1) war gegeben durch

=1r1,1=:Y1,1
Hier waren wir schon nach dem ersten Schritt fertig.

Wir erhalten die aus einer Hauptvektorkette von Lénge 1 bestehende Basis von H4(1):
|
(i)
——

Wir wollen den Hauptraum beim Eigenwert | Ay = 3| mit einer Basis aus Hauptvektorket-
ten ausstatten:

von Ha(1).

1 1 2-2-3

X 1 0 0-1-2
Es ist A(Q):A—SEg, = (1)*%*% % i .

0-2-2 2 2

Eine schrittweise ergénzte Basis von H,(3) = Kern(A:()’z)) war gegeben durch
WAWAWE.
( 9), 0], (g) ( 5))-
0 1 0 0
7\,./ —— M N——
Wir setzen ys3 1 1= 231 = (

1T =i1T12 =i%21 =ix3,1
1
. 0
Es ist A(Q)yg,,l = 8 .
0

Wir ergénzen (A(2)ys;1) mit der leeren Auswahl von (x5;) zur Basis

1 2 1
1 1 0

(11,212, A2)y31) = ((?) ; (8) ; <8))
0 1 0

OO

von Kern(A%z) ).

1

X 1
Es ist A%Q)y?),l = <(1)> .

0

Wir ergénzen (A%Q)y&l) mit der Auswahl (y;1) := (z12) von (211, %1,2) zur Basis

OO
~__—
/N

(A%Q)yS,la Yi1) = ((
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von Kern(Af,)).
Somit haben wir die Hauptvektorketten (A%Q)y&h Awyys, ysa) und (yi1).

Wir erhalten die aus einer Hauptvektorkette von Lénge 3 und aus einer Hauptvektorkette
von Lénge 1 bestehende Basis von H4(3):
i
)
1
——

W00

N
-~

Q) o

ist also S~1AS = J eine Jordansche Normalform von A.

Als Probe iiberpriifen wir AS = SJ.

Mit

—O O

1000
0310
0031
0003
0000

HOORFN

11 0
10-1
00 1
10 0
00 O

0
0
0
0
3

Beispiel. Sei K = F,. Wir schreiben in diesem Beispiel «? statt o + 1. Sei

01010 1
111010 1
x 00 x0 o

A= lo10aac?0 | € 15‘47”
0 000 20
0 0000« O
00000 a2«

Wir berechnen das charakteristische Polynom.

a?—X 0 1 0 1 0 1
1 1-x 1 0 1 0 1 )
o x 0-X 0 o 0 o4 a=X 0 1 0 —X 2 0
xa(X) = det 0 1 0 =X o o 0 = det Lo1=-x 1 0 - det 0 a—X 0
0O 0 0 X o 0 o x 0-X 0 0 X
0O 0 0 0 arx 0 0 1 0 a=X o
0 0 0 0 o2 a—X

= (ot — X)*-det (“21_)(10)( % ): (X—OC)4-det< X?Hx XE)H%)

X2+l X+ o X
= (X — )" - det <X2+Xatgcf+ocxil> = (X — o)t - det (XQIJ—::;X Xf)
= (X - (1+XP+?X2+ X2+ X)) =(X - (XPH+aX?+ X +1) = (X —)" .

Wir haben also den einzigen Eigenwert \; = o mit der algebraischen Vielfachheit
aVA(oc) =1T.

Wir wollen den Hauptraum beim Eigenwert | \{ = | mit einer Basis aus Hauptvektorket-
ten ausstatten :
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Es ist

80000

o B (a1}
oo 8 30 3
—— 8 8B ococ o
cocococococo
w8000 0

N
o8B o0 O
80000

Wir dirfen bei der Berechnung von Kern( fl)) aufhoren, sobald dim Kern( 21))

dim HA(OC)

aVa(a) = 7 ist.

Zur Berechnung einer Basis von Kern(A)) 16sen wir:

coocoococo
—oo0o0o0oo
coo—-HooO
co-oooco
coocoooco
—oooooo
o-o0o00oOo
—oooooco

SO OO O
—O OO0OoOoO

00ﬁ1000
—_o Boooo
oo ocococoo
—O o000
O+ OO0 O
—O 00000

N—

¢

—

[N eYen e e e an)

——8 000 O

a N N
cooco 3 30 3
—— 8 800 O
cocoococoo

8000 O

[a]
o HOoO0 O
——8 000 O

N—

Es wird

Kern(A" - Ap)).

) ist Kern(Apny - Aqy)

—OOo O
OOoOO—
OO —HO
Sooo
—Oo OO
oO—O O
—OO0O

Mit A = <

N

- oo
N N
o 8o
(o]

83— oo
cocoo
N

8~ oo

N
8 8oo

N
38— oo

Es ist A’ - A(l) = (

Zur Berechnung einer Erganzung zu einer Basis von Kern(A?l)) losen wir :

[=lejele)

—OOoO

OoOHOO
—OOoO
[=fejela)
—OOoO

N
Booco
—o0oO

SO oo

- o oo
a AN
o 38 3o
— o oo
cocoo
- o oo

(o]
8o oo
===}

SO oo

N

38— oo
N (a1}
8o 8o
N
I N eYe)
coc oo
N

8~ o0

(o]
8 8 oco

N
8~ o0

Das Standardverfahren, angewandt auf die neue Nichtstufenspaltenpositionen 2 und 5,

gibt nun zwei ergénzende Vektoren zu

Kern(A"” - Apy).

1y Aw)

) ist Kern(A%

(6600060)-

Die Umformung in Zeilenstufenform entfallt.

Es ist A” - A(l)
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Das Standardverfahren, angewandt auf die neue Nichtstufenspaltenpositionen 1 und 6,
gibt nun zwei ergianzende Vektoren zu

2

Kern(A?l)) = {

coocoroR
coorooco
—oococoo~
coococorg
co~ooor
coococoor
o—ooooco

~

b

—

2

Als schrittweise ergénzte Basis von H4 (o) haben wir also erhalten:

1 0 1 «? 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
( 0 1 0 0 0 0 0 )
ol’to’to)” o |11  {o] (o
0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0
N e Ve e eV e
=i1T1,1 =i1T1,2 =i1T1,3 0 =@ =iT22  =iT3,1 =iT3,2
1 0
0 0
. 0 0
Wir setzen ys 1 1= 231 = 8 und ys o i= T390 = 8
0 1
0 0

N

Es ist Aqyys1 = und Aqyyso =

cococog ~~
Q Oq 8 coo
nN

2

Wir ergénzen (11,212, %13, Aq)¥s,1, Aq)ys,2) mit der leeren Auswahl von (a1, 222) zur
Basis

1 0 1 1 0
0 0 0 1 0
1 0 0 o 0
(21,1, %12, 01,3, AyYsa, Aayyse) = ( AR E e )
0 0 0 0 0
0 0 1 0 o2
von Kern(A?)).
o2 0
0 0
Es ist A2 “ | und A2 )
S 1S = 1 un = 1
(1)Y3,1 : (1)Y3.2 0
0 0
0 0
Wir ergénzen (A?l)yg’l,A%l)ygg) mit der Auswahl (y11) := (z13) von (z11,212,213) zur
Basis
o? 0 1
ANGONE
2
2 2 _ «
(Afyys1, Ayysz yi1) = ( ' N R )
0 0 0
0 0 1

von Kern(A%l)).
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Somit haben wir die Hauptvektorketten (A?l)yg,l, AnyYs1,Y3.1), (A%l)yg’z, Ayys,2,Y3,2) und
(yl,l)'

Wir erhalten die aus zwei Hauptvektorketten von Lange 3 und aus einer Hauptvektorkette
von Lénge 1 bestehende Basis von Hy (o) :

o2 1 1 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0

o2 o 0 0 0 0 0
( 1 0 0 1 o 0 0 )

0 "fo)’lo] > o)’ l2]’l0]’ o

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 o2 0 1

\ Vo N -~ S/
Mit

«?1100 01 x100000
01000 00 0010000
x*ax000 0O 00x0000
S = ]l1001a00 und J = 888%1(1)8
2 X
000067350 00000a0

ist also ST1AS = J eine Jordansche Normalform von A.

Als Probe tiberpriifen wir AS = SJ.

3.8 Matrizen uber R und uber C

3.8.1 Gram-Schmidt

3.8.1.1 Gram-Schmidt iiber R

Sein > 0. Sei V. C R™*! ein Unterraum. Sei m := dimg(V).

Definition. Ein Tupel (dy,...,dy,) mit d; € V C R™! fiir 1 < j < m heift Orthonor-

malbasis von V', falls

d - dy = 9

istfirl<j<mund 1< k<m.

Mit anderen Worten, es sollten alle Vektoren Lange 1 haben und paarweise aufeinander
senkrecht stehen.

Eine Orthonormalbasis von V' ist insbesondere eine Basis von V. Dazu geniigt es, lineare
Unabhéngigkeit zu wissen. In der Tat, ist Z;’Ll pid; = 0 mit p; € R fiir 1 < j < m, dann
folgt 0 = dj - (3711 midy) = 2250 Ok = pue fiir 1 <k <m.
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Beispiel. Sei V' = R3*! der gesamte Raum.
Es sind (<(1)> : ([1)> , <8>) und (% <%> % <_%> % ( %>) Orthonormalbasen von R3*!.
0 0 1 3\2/)7'3 1 3\ _5

Konstruktion (Gram-Schmidt). Sei (cy,...,¢y) eine Basis von V.
Wir konstruieren schrittweise eine Orthonormalbasis von V.

Sei d} :==¢;.

Sei dy := ||dy||7'd} .

Sei dy :=co — (dY - ¢3) - dy .

Sei dy := ||dy|| 7 d} .

Sei dy:=c3— (df - c3)-dy — (dy-c3) - dy.

Sei ds := ||dy|| =" dj.

Seid) :=cqg— (df - cq)-dy — (dy-cyq)-do— (dy-cyq) - ds.

Sei dy := ||d}|| 7 d} .

So setzen wir fort, bis d,,, konstruiert ist.

Das Gram-Schmidt-Verfahren stammt von Laplace und Cauchy.

Lemma. Fs ist (dy,...,d,) eine Orthonormalbasis von V.

Denn zum einen ist wegen linearer Unabhéngigkeit von (cq, ..., ¢,) stets dj, # 0, sodaf
die Konstruktion durchfiihrbar ist.

Zum anderen ist dj, - dj, = 1 nach Konstruktion.

Wir zeigen noch dj - dj, =0 fiir 1 < j <k < m per Induktion nach k. Es geniigt, dj - dj, =0
zu zeigen. In der Tat wird

k-1 k-1

doody = di (=Y (dy-c) d)) = dioey— Y (dh) Dy = d e —dicp = 0.
=1 =1

Bemerkung. Bei der Berechnung beachte man, daR ||ux| 'pz = |jz|| 7tz ist fiir

r € R {0} und p € Rog. In diesem Sinne diirfen positive Vorfaktoren, die bei d;
auftreten, bei der Berechnung von d; also unterschlagen werden.

1 2 0
Beispiel. Wir suchen eine Orthonormalbasis von V := g( ((1)), (:1),), (%)) C R¥X1,
1 0 2

{

1
Es wird dll =C = <0) . =:c; =:ic2 =:c3

.

—_—_O

Es wird d; = ||d}||7d| = \/Lg (



2 1\t
Es wird dy = co—(d} - ¢)-dy = (%) —(\% (?) . (
Zwischenprobe: did, = 0.

1
Bs wird dy = [|dy||~'dy = = (%)
Es wird

d/3 = Cg-(dﬁ'C?,)'dl—(dg'Cg)'dQ

Zwischenprobe: dids = 0 und dyd}; = 0.

—4
Es wird d3 = ||d}|| " d} = \/%71 ( z)

Wir erhalten die Orthonormalbasis (dy, ds, d3) = (\/ig (

Bemerkung. Sind ¢, co € R3*! gegeben mit ||¢;|| =1, |[ca]] = 1 und ¢! ¢y = 0, dann ist
(c1, ca, €1 X ¢3) eine Orthonormalbasis von R3*!.
3.8.1.2 Hermitesches Skalarprodukt und Gram-Schmidt iiber C
Sein > 0. Sei VC C™*! ein Unterraum. Sei m := dim¢(V).
Definition. Seien s, t > 0. Sei A = (a;z);x € C**' gegeben. Sei
A = (ajp)jr € C
die zu A komplex konjugierte Matrix.

Definition. Seien z = (z;);, y = (y;); € C™L.
Das Produkt 7'y = 7' - y € C heilit hermitesches Skalarprodukt von x und .
Esist 2ty =>"

T = Tt Tl = J

Die Norm oder Ldinge von x ist als
lzl| == (@ 2)Y? = (F1 21+ ... 4+ T 20)Y? = (P + ..+ |2 H)Y?

definiert.
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Definition. Ein Tupel (di,...,d,) mit d; € V. C C™! fiir 1 < j < m heift Orthonor-
malbasis von V| falls

istfirl<j<mund1<k<m.

Eine Orthonormalbasis von V ist insbesondere eine Basis von V.

Konstruktion (Gram-Schmidt). Sei (cy,...,¢,) eine Basis von V.
Wir konstruieren schrittweise eine Orthonormalbasis von V.

Sei dy :==c¢; .

Sei dy := ||d}||7'd} .

Sei dy == cy — (db - c) - d; .

Sei dy := ||dy|| 7 d} .

Sei dy == c3 — (db - c3) - dy — (dS - ¢c3) - dy.

Sei dy 1= ||| 'd.

Sei dy :=cq — (d} - cq)-dy — (ds - cq) - dy — (d - c4) - d3.

Sei dy := ||d}|| 7'} .

So setzen wir fort, bis d,, konstruiert ist.
Lemma. Es ist (dy,...,d,,) eine Orthonormalbasis von V.

Bemerkung. Bei der Berechnung beachte man, daR |jux| ‘pz = |jz||~*z ist fiir
r € C! {0} und p € Ryp. In diesem Sinne diirfen positive reelle Vorfaktoren, die
bei d; auftreten, bei der Berechnung von d; also unterschlagen werden.

14\ /i
Beispiel. Wir konstruieren eine Orthonormalbasis von V' := c(( 2 ), <i>> C 3,

: _ 1+i N~~~
Es wird d} = ¢; und dy = ||d}| 1d’1:\%( 2 ) -

Es wird
= o = () (1O () = ()4 (1) = (3
Zwischenprobe: did), = f((l —1)(1+4i)+2(—2+3i)+(-1)(9—1)) = 0.

1+4i
Es wird dy = 4\[ ( 2+31>

i 14-4i
Wir erhalten die Orthonormalbasis (dy,ds) = (\% (1? ) %f ( 2++31)) von V.

~J
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3.8.2 Symmetrische und orthogonale Matrizen iiber R
Sein > 0. Sei A = (a;;);r € R

Definition. Es heiflt A symmetrisch, falls A = A" ist.

Mit anderen Worten, A ist symmetrisch, falls a;; = a5 ; ist fiir 1 <j<nund 1 <k < n.
. . . U 1 2 .
Beispiel. Es ist (%23) € R33 symmetrisch.

Bemerkung. Ist A € R"*" symmetrisch, dann ist A diagonalisierbar.

Definition. Es heiflt A orthogonal oder Orthogonalmatriz, falls A*- A = E,, ist.
Dann ist A~!' = A" und also auch A- A' =E,, .

Bemerkung. Sei fiir 1 < k < n die k-te Spalte von A mit z, := (a;;); € R"*! bezeichnet.

Es ist A genau dann orthogonal, wenn (z1,Zs,...,x,) eine Orthonormalbasis von R"*!
ist.

In der Tat bedeutet A*- A = E,, genau, daf§ x; xp=0jpistfir 1 <j<nund 1<k <n.

Beispiel.

(1) Esist E,, orthogonal.

vid V3 -5
2) Esist /= ( vi2 2v3 4 ) orthogonal.
Va2
V14 =33 1

Bemerkung. Ist A orthogonal, dann ist det(A) € {—1,+1}.
Denn dann ist (det(A))? = det(A") - det(A) = det(A* - A) = det(E,) = 1.

Bemerkung. Sind S, T € R™ " orthogonal, dann sind auch auch S -T und S~ ortho-
gonal.

Denn dann ist (S-7)*-S-T=T"-S*.S-T=T"T=E,.
Ferner ist (S71)'- 571 = (S")'. §71=5.571 =E,.

Bemerkung. Sei A symmetrisch.

Sei x ein Figenvektor von A mit FEigenwert A\ € R. Sei y ein Figenvektor von A mit
Figenwert pu. Sei X # p. Dann ist z* -y = 0.

Denn dann ist 2*- A-y = 2*- py = p(x*-y) und zugleich z*- A-y = 2*- Ay = (A-2)' -y =
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(Az)t -y = A(a® - y). Die Differenz ist 0 = (. — \)(2® - y). Da p— X # 0, folgt z* -y = 0.

Konstruktion (Orthogonales Diagonalisieren).

Sei A € R™"™ symmetrisch.

Seien A1, ..., A\, € R die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A.
Sei B; eine Orthonormalbasis von E4()\;) fir 1 < j < m.

Da A diagonalisierbar ist, ist R™" = @7, E4();).

Also ist B := By U By U. ..U B,, eine Basis von R™*!.

Sei S € R™" die Matrix mit Spaltentupel B. Dann ist S orthogonal.

Sei D € R™" die Diagonalmatrix, deren Eintrag an Position (k,k) der Eigenwert der
k-ten Spalte von S ist, fiir 1 < k < n.

Dann ist
ST1.A.§ = St A8 =

Da S orthogonal ist, sagen wir auch, es ist A orthogonal diagonalisierbar.

3
‘3) € R** symmetrisch.

1
Beispiel. Es ist A := ( 3

-3
3
1
3 -3

3
1
3
-3
Wir wollen A orthogonal diagonalisieren.

Zunéachst wird

1-X -3 -3 3 ~4-X 0 0 44X
- 3 1ix 3 3 . 0 —4-X 0 -—4-Xx

xa(X) = det< 3 3 _1-x -3 ) = det( 0 0 —4-X 4X)
3 3 3 _iox 3 -3 -3 _1-X

-1 0 O 1 —_
_ (X+4)3-det<8 DY ) _ (X+4)3-det(8

3 - 3
Es wird A\ = 8 und Ay = —4.

Es wird aV4(8) = gV4(8) = 1. Es wird aVa(—4) = gV, (—4) = 3.

Wir berechnen eine Basis von E4(8).
0 10-1-2
0 01 0 1
o) ~ (oo 4 4
0 00 0 0

—-9-3-3 3|0 3 1—
—-3-9 3-3/0 1 0
-3 3-9-3/0) ™ |1- ~ lo
3-3-3-9/0 1— 0

Also ist ((_%)) eine Basis von E4(8).

1

»—u—tc,o»—-
[l Jerten)

3
8
4
4

OB
O R

-1
1
1
-3

HC»DH»—!

1

Gram-Schmidt gibt dann die Orthonormalbasis (1 (_%)) von E.(8).

1

Wir berechnen eine Basis von E4(—4).
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1 1 1
Also ist (((1)) , ((1)) , ( 8)) eine Basis von E4(—4).
0 0 1

Wir verwenden das Gram-Schmidt-Verfahren, um zu einer Orthonormalbasis von E 4(—4)
zu gelangen.

1

1

)

0

1/2 1
) = <_1/%). Also wird dy = \/Lé <é>
0
o (D (8
e N
e wird = 8) =5 (4) (1405 (
1 1 -1/3 -1
S(3) (1) = (1) o wird = 3 (

Es wird d; = \/Li <

td
w0
z.
—
(o
5
I
S
OO
N——
|
—_
Sl
/N
OO
N————
N
OO
N———
~—
oF
S
OO =

Dies gibt die Orthonormalbasis (dy, da, d3) = (

Zusammen wird mit der Orthogonalmatrix

und der Diagonalmatrix

dann S'S =E, und S7tAS = S'AS = D.

3.8.3 Hermitesche und unitare Matrizen iiber C
Sein > 0. Sei A = (a;;);r € C".
Definition. Es heiflt A hermitesch, falls A = A ist.

Mit anderen Worten, A ist hermitesch, falls a;, = a;; ist fiir 1 <j<nund 1 <k < n.

2 1-i3
Beispiel. Es ist (1~§i 4 é) € C3*3 hermitesch.
—1

Definition. Es heifit A unitdr, falls A*- A = E,, ist.
Dann ist A~!' = A% und also auch A- A* = E,, .
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Bemerkung. Sei fiir 1 < k < n die k-te Spalte von A mit xy, := (a;); € C"*! bezeichnet.
Es ist A genau dann unitir, wenn (1, Zs, ..., *,) eine Orthonormalbasis von C"*! ist.

In der Tat bedeutet A*- A = E,, genau, daf ic; xp =0 istfir 1 <j<nund 1<k <n.
Beispiel.

(1) Es ist E,, unitér.

(2) Esist \/iﬁ (},i) unitar.

Bemerkung. Sind S, T € C™" unitdir, dann sind auch auch S -T und S™' unitdr.
—
)

Denn dann ist (S-T) -S-T=T"-S*.S-T=T"T=E,.

Ferner ist (Sfl)t LS = (St)t §1=8.5"1=E,.

Definition. Es heilst A € C"*" wunitdr diagonalisierbar, wenn es eine unitdre Matrix
S € C™™ und eine Diagonalmatrix D € C™*" gibt mit

St A.§=8"A.8=D.

Lemma. Genau dann ist A unitér diagonalisierbar, wenn A - A = A" - A ist.
Bemerkung.

(1) Ist A hermitesch, dann ist A unitir diagonalisierbar wegen A - A' = A2 = A . A.
Insbesondere ist A dann diagonalisierbar.

(2) Ist A unitir, dann ist A unitir diagonalisierbar wegen A - A' = E, = A'. A.

Insbesondere ist A dann diagonalisierbar.

Bemerkung. Sei A € C™*" unitdr diagonalisierbar.

(1) Esist A genau dann hermitesch, wenn alle Eigenwerte von A reell sind.

(2) Esist A genau dann unitir, wenn alle Eigenwerte von A Betrag 1 haben.

Bemerkung. Sei A hermitesch.

Sei x ein Figenvektor von A mit Eigenwert X € R. Sei y ein Figenvektor von A mit
Eigenwert p € R. Sei X # p. Dann ist ° -y = 0.

Denn dann ist 7+ A-y = z*- uy = p(z'-y) und zugleich 7*- A-y = zt- At.y = (A - x)t~y =
(/\:17)t -y = X" - y). Die Differenz ist 0 = (u — A\)(zZ' - y). Da u — X # 0, folgt z* - y = 0.
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Konstruktion (Unitdres Diagonalisieren).

Sei A € C™*™ hermitesch.

Seien A1, ..., A\, € R die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A.
Sei B; eine Orthonormalbasis von E4();) fir 1 < j < m.

Da A diagonalisierbar ist, ist C**' = @7, Ea();).

Also ist B := B, U By U ... B,, eine Basis von C"*!.

Sei S € C™*" die Matrix mit Spaltentupel B. Dann ist S unitér.

Sei D € R™" die Diagonalmatrix, deren Eintrag an Position (k, k) der Eigenwert der
k-ten Spalte von S ist, fiir 1 < k < n.

Dann ist

ST A.8§=8"A.9=D.

1
Beispiel. Es ist A := (i
1

[P

i1
éi) € C** hermitesch.
-7 3

Wir wollen A unitér diagonalisieren.

Zunéachst wird

1-X i i 1 1-X i i 1 1-X i i 1
xa(X) = det( i 1_1X3—1X T ) = det (_E)X_OX4—0X41—01X> = X(X—4)-det< o _01 91 Pi )
1 i —i 3-X I i —-i 3-X 1 i —-i3-X
22X i i 2
= X(X—4)-det( 0 o4 0 ) = X(X —4)-det (*3%2%) = X(X —4) (X2 —4X +4—4)

2 1 —i2-X

= X2(X —4)%.

Es wird Ay =0 und Ay = 4.
Es wird aV4(0) = gV,4(0) = 2. Es wird aVa(4) = gV, (4) = 2.

Wir berechnen eine Basis von E4(0).

—i -2
Damit ist (( (1)) , <?>) eine Basis von E,4(0).
0

1 :

O -

Gram-Schmidt gibt zunachst d; = \/LE (



102

~—~7<
—
NUPERS
~_—
S
—
OO’—"L

2
. . 0 1

Sodann wird df), = (i) — (75 (
-1

Also wird dy = % <_§>.
1

Eine Orthonormalbasis von E,4(0) ist mithin gegeben durch (

Sl-
Y
oc:n»al.
N————

l:‘:l»—t
Y
SRURSE
N———

~—

Wir berechnen eine Basis von E4(4).

i/2 1/2
Damit ist ((1/%) , (‘/(2))) eine Basis von E(4).

0 1

i 1
Also ist auch ((%) : <‘6)) eine Basis von E4(4).
0

2

NG

1 —i\t 1
cdd = (i) 1) [-i)yL
Sodann wird d2_( 8) ( 6( 3) ( 8))\/5(

1
Es wird dy = ﬁg (_i)
3

Gram-Schmidt gibt zunichst d; = L (

—iv6 —V3iv2 1

g = L V6 iv3 V2 i
T 2v3 0-iv32v2 i

0 V3 0 3

und der Diagonalmatrix

dann S*S = E, und S~'AS = S*AS = D.



3.8.4 Eine informelle Ubersicht

"

“ -l
\Av\'\‘\n o\.cpovm

el
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Kapitel 4

Funktionen 1n einer Variablen

4.1 Grenzwerte

Sei D CR. Sei f: D — R eine Funktion.
Sei g : D — R eine Funktion. Sei h : D — R eine Funktion.

Definition.

(1) Sei +oc0 ein Element, fiir welches z < +oo gilt fiir € R.
Gesprochen wird +oo als plus unendlich.

Oft schreibt man auch oo := 4o0.
(2) Sei —oco ein Element, fiir welches —oo < z gilt fiir z € R.

Gesprochen wird —oo als minus unendlich.

Bei Intervallen wie [0, +00[ = R oder | —oo, 5] haben wir diese beiden Elemente auch schon
verwendet.

Definition.

(1) Sei z € R.
Fir e € Ry heifst Uc(x) := |z — €, 2 + ¢[ die e-Umgebung von z.

(2) Fiir € € R heifst U.(400) := |e, +oo[ die e-Umgebung von +oc.

(3) Fiir ¢ € Ry heifst U.(—o00) := |—00, —¢[ die e-Umgebung von —oo.

104
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Definition. Sei € R U {—o00, +00}.
Wir sagen, x hdngt an D, falls fiir jedes € € R sich D N U.(x) # () ergibt.

Sei
D = {z € RU{—00,+00} : z hingt an D}

der Abschluff von D in RU {—o0, +00}.
Esist D C D.

Beispiel.

(1) Esist [0,1[ = [0, 1].
Zum einen héngt 1 an [0, 1], da fiir jedes ¢ € |0, 1] sich
0,1]NU(1) = [0, 1[Nl —e,14¢e] = 1=, 1] #

ergibt. Fiir € € |1, 400[ ist diese Schnittmenge dann erst recht nicht leer.

Zum anderen ist [0,1] C [0, 1].
Schliefslich héngt auch kein Element von R \ [0, 1] an [0, 1].

(2) Esist R =R U {—00,+oc}. Dies kénnen wir auch als Abkiirzung verwenden.

Definition. Sei o € D. Sei y, € R.

Es heifst yy ein Grenzwert von f bei zq, falls fiir jedes € € R ein § € Ry existiert mit

f(Us(zo) N D) < Us(yo) -

Diese Bedingung 1aft sich dquivalent auch schreiben als
Us(zo) N D C f~(Us(yo)) -
Ein Grenzwert wird auch als ein Limes bezeichnet.

Bemerkung. Sei ©q € D. Es gibt hochstens einen Grenzwert von f bei g .
Annahme, es sind 4o, §o € R zwei Grenzwerte von f bei xq mit 3 # 9o .

Dann gibt es €, £ € Ry mit U.(yo) N Uz(7o) = 0.

Wiéhle § € R. mit f(Us(zo) N D) C U(yo).

Wiihle § € Ruo mit f(Us(zo) N D) C Us(fo).

Da o in D liegt, also an D hingt, gibt es ein 7; € Us(xo) N Uz(xo) N D. Also ist

fx1) € f(Us(zo) N D) N f(Us(xo) VD) S Uelyo) N Us(to) = 0.

Wir haben einen Widerspruch.
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Definition. Sei z, € D.

(1) Es heifst f konvergent in xo, wenn f bei xy einen Grenzwert hat, der in R liegt.

(2) Es heifst f transvergent (oder bestimmt divergent) in xy, wenn f bei zo einen Grenz-
wert hat, der in {—o0, +oo} liegt.

(3) Es heift f divergent in zo, wenn f bei zg keinen Grenzwert hat.

Hat f in zg € D einen Grenzwert y, € R, so wird dieser
Yo =: lim f(z) =1 lim f(z)
geschrieben.

Vorsicht: Bei Transvergenz existiert also ein Grenzwert, aber eben nur einer, der gleich —oo
oder gleich +o0 ist. Bei Divergenz existiert hingegen kein Grenzwert.

Beispiel. Sei D := R \ {0}.

1
Wir betrachten die Funktion f: D - R:z— f(x) := —.
(1) Sei zg := +00 € D. Es ist

1
lim f(z) = lim — =0 =: yp.

T—T0 T——400 1’2

Insbesondere ist f also konvergent in zy = 400.

Um dies nach Definition zu bestéitigen, berechnen wir

' (Uelwo)) = {2z €D : f(x) € Uclpo) }
= {zeD: 5¢€l0-¢c0+¢[}
{zeD: —e< 5 <+e}
= {xeD: x_12<6}
= {ze€D: ﬁ<\/§}
= {zeD: |z|>e1?}
= ]—o0, -7V U Je71/2 400 .

Mit § := e ¥/2 ist also Us(x) N D = U__1/2(+00) N D = |42 400 C f~1(U.(10)),
wie gewiinscht.

(2) Sei xg:=0 € D. Es ist
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Insbesondere ist f also transvergent in xy = 0.
Um dies nach Definition zu bestéatigen, berechnen wir
fHUe(yo)) = {z€D: f(z) € Uclpo) }
= {:EED:%G}EJroo[}
{zeD: :e< $—2}

= {zeD: |z|<e/?}
= ]—e712 4712 {0}
= U871/2(0) NnD.

Mit 6 := e /2 ist also Us(xg) N D = U.1,2(0) N D C f~1(U.(yp)), wie gewiinscht,
wobei hier sogar Gleichheit vorliegt.

Bemerkung. Sei z, € D.
Seien f und g konvergent in x .

Seien also lim,_,,, f(z) und lim,_,,, g(x) existent und in R gelegen.

(1) Es ist limg . (f(x) + g(x)) = limg sy, f(2) + limg ., g(2).
(2) Esist limg, . (f(z) - g(x)) = limg—y, f(2) - limy—p, ().

(3) Sei limy_,, g(z) # 0.
flx)  limg_g, f(2)
g(x)  limg_,, g(x)

(4) Sei c € R. Sei f(z
(

Es ist lim,_,,, f

Es ist lim,_,4,

>0firzeD.

)
)C (hmx—mo f(x))c

X

Aussage (4) griindet dabei auf der sogenannten Stetigkeit der Abbildung Rsg — R : ¢ +— ¢°,
die wir unten noch betrachten wollen.

In eingeschrankter Weise kann man mit 400 auch rechnen, wie folgende Bemerkung zeigen
soll.

Bemerkung. Sei z, € D.

(1) Esist lim, ., f(z) = +00 genau dann, wenn lim,_,,, —f(z) = —oo ist.

(2) Ist lim, ., f(z) € RU{+00} und lim,_,,, g(x) = 400, dann ist

lim (f(z) + g(z)) = +o0.

T—rT0
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(3) Ist lim,u, f(2) € Rog U {400} und lim,_,,, g(z) = +o0, dann ist
lim (£(z) - g(z)) = +o0.
T—x0

(4) Ist lim, ., f(x) € R und lim,_,,, g(x) = +o0, dann ist lim,_,,, % =0.

(5) Ist lim, ., f(x) € Ryp und g(x) > 0 fir z € D und lim,,,, g(zr) = 0, dann ist

M:—i—oo.

lim,_,,, e

Entsprechendes gilt dank (1) bei Vorliegen negativer Vorzeichen.

Vorsicht ist aber bei Ausdriicken etwa der Form (+00) — (4+00) und i% angebracht, wo ein
Ergebnis nicht durch eine simple Rechenoperation zu bekommen ist.

Beispiel.
(1) Es ist limg o © = 400.
Also ist lim,_, o 2% = +oo fiir k € Z>, .

Also ist lim,_, oo 2% =0 fiir k € Z>, .

. . Bz 1 1—z—2 _ limgy4ool—-272 1
<2) Es ist hmx_)"'oo 2034241 hmx_H'oo 24z l4+z=3  limgieo 24z~ 143~ 2
(3) Es ist limy o0 =52 = limy_, oo ——% " = 400.
T7T00 934241 T7T00 914 g—244—4

o J 1 3

. . 1 -
(4) Es ist hmx_)_;,_oo m = hmx_H_oo —2+x*2+m74 = 0.

(5) Esist lim, % = lim, ,; xTH = 2.

Bemerkung. Sei z, € D.
Sei e € Rug. Sei E := D N U.(z). Dann ist auch zy € E.
Es existiert limgep, y—va, f(2) genau dann, wenn lim,ep ., f(2) existiert, und diesenfalls
ist

meDli,I;l—>x0 flz) = meEl,irzn—mo f(z) -
Auf der rechten Seite ist hierbei genau genommen die eingeschrinkte Funktion f|gp ge-
meint.

Die Einschrénkung des Definitionsbereichs auf £ = D N U.(xg) hat also weder auf die
Existenz noch auf den Wert des Limes einen EinfluR.

Lemma (Sandwich). Sei 7y € D. Sei
g9(x) < flz) < h(x)
fir € D. Sei zudem lim,_,,, g(x) = lim,_,,,, h(x). Dann ist

lim g(x) lim f(x) = lim h(z) .

T—rT0 T—T0 T—T0

Zusatz: Bereits aus ¢g(z) < f(z) fir z € D und lim g(z) = +oo folgt lim f(x) = +oo.
T—T0 T—T0
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Mit der vorstehenden Bemerkung kann man fiir das Sandwich-Lemma manchmal zu einem
kleineren Definitionsbereich iibergehen, falls man die erforderliche Ungleichung nicht auf
ganz D kennt.

Beispiel. Wir wollen lim, .,
D := 2, +00] definiert sei.

prr——— +C§S(I) bestimmen, wobei die vorliegende Funktion auf

Da —1 < cos(x) < +1, ist

x x <z
~ ~
r+1 x + cos(z) x—1
fir z € D.
Zum einen ist lim L = lim L — 1 S —
T—+00 x4 r——+00 141 1+limg s ooz~ 1 140

: : T _1: 1 _ 1 _ 1 _

Zum anderen ist lim,_, oo 755 = liMyy oo 7= = T iosd — 10 = 1.

Diese beiden Grenzwerte stimmen iiberein. Also ist auch lim, =1.

T
z+cos(z)

Spéter werden wir mittels der Regel von I’Hopital noch interessantere Grenzwerte bestim-
men kdnnen.

Bemerkung. Seien D, ' C R.Sei f: D — Rund g : £ — R Funktionen mit f(D) C E.
Sei xg € D gegeben. Seien lim,_,,, f(z) =: yo und lim,_,,, g(y) in R existent.

Dann ist lim,_,,, ¢(f(x)) = lim,_,,, g(v).

4.2 Stetigkeit

Sei D C R. Sei f: D — R eine Funktion.
Definition.

(1) Sei zg € D. Es heifst f stetig in xo, wenn f in xy konvergiert.

(2) Es heift f stetig, falls fiir alle zy € D gilt, daf f stetig in xz ist.

Bemerkung. Sei zy € D.

Ist f stetig in xo, dann ist

f(zo) = lim f(z).

T—rT0

Annahme, nicht. Schreibe yo 1= lim,_,, f(x). Sei € := |yo — f(x0)|/2 € Rso. Dann ist
S (o) & Us(yo)-
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Wiéhle § € R.g derart, dalk f(Us(xg) N D) C U.(yo) ist. Insbesondere liegt dann auch
f(zo) € f(Us(zg) N D) C U(yp). Wir haben einen Widerspruch.

Beispiel. Sei D = R und

0 fallsz <0

th%R:mH{Qfallsx}O

Es hat also h bei 0 einen Sprung mit “Sprunghdhe” 2.

Wir wollen iiberpriifen, daf A nicht stetig ist. Genauer gesagt wollen wir iiberpriifen, dafl
h in zy := 0 nicht stetig ist.

Annahme, h ist stetig in 0. Dann ist 2 = A(0) = lim, o h(z).
Sei € := 1, die halbe “Sprunghshe”. Wihle 6 € R~ mit 2(Us(0)) C U.(2) =]1, 3]
Da —§/2 € Ug(0), ist daher auch 0 = h(—0/2) € |1, 3[. Wir haben einen Widerspruch.

Bemerkung. Sei n € Z-(. Seien a; € R fiir 0 < ¢ < n.

Dann ist die polynomiale Funktion p: R — R : 2z — p(z) := Y1, a;a’ stetig.
Bemerkung. Sei ¢ € R. Dann ist p: Ryg — R : x +— ¢ stetig.

Bemerkung. Die Funktionen sin : R — R : 2 + sin(z), cos : R — R : 2 + cos(z) und
b:R — R: x> |z| sind stetig.

Fiir die Definition von z°, sin(x), cos(x) greifen wir hier auf Schulwissen zuriick. Wir werden
daran nochmals im Zusammenhang mit der Exponentialfunktion und mit Potenzreihen
erinnern.

Bemerkung. Seien f,g: D — R stetige Funktionen.

Dann sind auch deren Summe f+¢: D — R : 2z — f(x)+ g(z) und deren Produkt
fr9g:D—=R:xw— f(z)-g(x) stetige Funktionen.

f(z)

9()

Ist g(z) # 0 fiir € D, dann ist auch deren Quotient / D—->R:zw— stetig.
g

Bemerkung.

Sei D C R und sei f: D — R eine stetige Funktion.

Sei £ C R und sei g : F — R eine stetige Funktion.

Sei f(D) C E. Dann ist auch go f|¥: D — R : 2+ g(f(x)) eine stetige Funktion.

Folgende Limesvertauschungsregel zeigt den Sinn des Begriffs der stetigen Funktion.
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Lemma. Sei D CR. Sei f: D — R. Sei 7y € D. Sei yp := lim, ., f(z) in R existent.
Sei f(D)U{y} € E CR. Sei g: E — R stetig.

Dann ist

lim g(f(x)) = g(lim f(z)) = g(go) -

T—T0 T—T0

Kurz, stetige Funktionen vertauschen mit Limiten.

Beispiel. Vom vorletzten Beispiel in §4.1, Teil (2), wissen wir: lim,_, ﬁ = % .

Nun ist g: Rog — R : 2+ g(z) := 2'/? stetig.

23—z 1/2 _ (13

z3—1x
2x3+x2+1

23—z )1/2 _ 1

Also ist limg,_, 4o = lim, oo Y ERC Nk

Bemerkung. Scien a, b € R mit a <b. Sei f : [a,b] — R stetig.

Es existieren Maximum max{ f(z) : = € [a,b] } und Minimum min{ f(x) : = € [a,b] }
von f auf [a, b].

Mit anderen Worten, es gibt s, t € [a,b] mit f(s) < f(x) < f(¢) fir z € [a, b].

4.3 Grenzwerte von Folgen

Sei k € Z.

Definition. Eine Funktion f : Z>; — R heift reelle Folge oder Folge.
Wir schreiben auch f,, := f(n) fir den Funktionswert bei n € Zy.

Wir schreiben auch f =: (f,),>, fiir die Folge als ganze.

Bemerkung. Es ist +00 € Zsy, .

Fiir eine Folge (f,,)n>r verfiigen wir also iiber den Begriff des Grenzwerts

lim f, = lim fn
n—00 NEL>p, n—+400

Auch eine Folge kann konvergieren, transvergieren oder divergieren.

Man schreibt auch kurz f, — a statt lim,,_.., f,, = a, gesprochen “ f,, geht gegen a”.

Bemerkung. Sei D C R. Sei f: D — R eine Funktion.
Sei zp € D so, da f bei z; einen Grenzwert in R hat.

Sei (ay,)n>k eine Folge mit a,, € D fir n € Z-, und mit lim,,_, a, = 7o .
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Dann ist lim,, . f(a,) = lim,_,,, f(z), wie aus der letzten Bemerkung in §4.1 folgt.

Bemerkung. Vorstehende Bemerkung wird oft im Spezialfall (ay,)n>r = (n)n>k und o =
+o00 verwendet. Diesenfalls gilt dann

S f = g =t f@)

Kurz, falls der Funktionsgrenzwert existiert, stimmt er mit dem Folgengrenzwert iiberein.

Folgende Beispiele konnen wir hier nur ohne Begriindung zur Kenntnis nehmen. Mit spater
eingefiihrten Techniken wie ’'Hopital konnen wir teilweise Begriindungen nachreichen.

Beispiel. Sei ¢ € R.

Ist ¢ € |—o00, —1], dann existiert lim,, ,, ¢" nicht.
Ist ¢ € ]-1,+1[, dann ist lim,, ., ¢" = 0.

Ist ¢ = 1, dann ist lim,,_,, ¢" = 1.

Ist ¢ € |+1, 4+00], dann ist lim,,_,, ¢" = +00.
Beispiel. Sei ¢ € Ry . Es ist lim,,_,o ¢'/? = 1.

Beispiel. Es ist lim,_,o n'/" = 1.

Beispiel. Es ist lim,,_,(n!)"/" = +o00.

Beispiel. Es ist lim,, (1 + %)” =: e~ 2,7182818284509.

Beispiel. Wir wollen lim,, o (n? +1)¥/" = 1 nachweisen, unter Verwendung der vorange-
gangenen Beispiele.
Fiir n > 1ist (n?)Y/" < (n? 4+ 1)V < (2n2)V/™.

Es ist

lim (n?)Y" = lim 2¥" - '™ = (lim n*™)- (lim n¥/") = 1-1 = 1.
n—00 n—00 n—o0 n—00

Es ist

lim (2n2)Y" = lim 2Y". (n®)Y" = (lim 2Y7) - (lim (n®)Y") = 1-1

n—oo n—oo n—o0 n—o0

I
—

Mit Sandwich-Lemma folgt also

lim (n? +1)Y™ = 1.

n—oo
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Beispiel. Es ist

] L '(\/ﬁ—\/n—l—l)(\/ﬁ—i—\/nﬁLl)
A V(v = Vi) A v NS ES
= lim\/ﬁ-(\/ﬁ)2_( n+1)° = — lim \/ﬁ
n—00 \/_—|—w/n—|—]_ n%oo\/_—k\/n—{—

= — lim ———— = —
"ﬁ°°1+,/ 1+ lim, o

1+ \/11mn%0(1 + 1)

N |

Wem das unglaubwiirdig vorkommt, der setze einmal in den vorliegenden Ausdruck mit dem
Taschenrechner grofle Werte fiir n ein.

4.4 Limes superior

Sei £ € Z. Sei (ag)g¢ eine reelle Folge.

Definition. Sei m € Z.
Sei Zzy, —+ Zxy : j +— k; eine Abbildung, fiir welche k; < kj44 ist fiir j € Z,, .

Dann heilt (ax;);>m eine Teilfolge von (ag)r>e -
Beispiel. Sei (az)i>1 = ((—1)* + %)1@1

Wir erhalten die Teilfolge (ax;)jz1 = ((=1)% + 55)51 = (1 + 55);51
(2) Sei kj:=2j+1fir jeZs.

Wir erhalten die Teilfolge (ay;);>1 = ((—1)%*! + m) 1= (—1+ ﬁ)jm.

Bemerkung. Hat die Folge (az)i>¢ den Grenzwert z € R, dann hat auch jede ihrer
Teilfolgen diesen Grenzwert x.

Nun fiihren wir einen Begriff ein fiir Grenzwerte von Teilfolgen von (ay)x>¢ . Nach vorste-
hender Bemerkung liefert dies nichts Neues, wenn (ay)r>¢ einen Grenzwert hat. Wirklich
notig wird die Begrifflichkeit nur, falls (ax)r>¢ keinen Grenzwert hat.

Definition. Ein Grenzwert einer Teilfolge von (ay)g>, heifst Haufungspunkt dieser Folge.
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Hierzu kénnen natiirlich nur Teilfolgen herangezogen werden, die einen Grenzwert haben,
d.h. die konvergent oder transvergent sind.

Beispiel. Wir setzen das vorige Beispiel fort. Sei (ax)is1 = ((=1)F + £)is1 -

(1) Die Teilfolge (1 + 3);1 hat den Grenzwert 1.

J

(2) Die Teilfolge (—1 + ﬁ)j% hat den Grenzwert —1.

Also sind —1 und 1 Haufungspunkte dieser Folge.

Bemerkung. Findet man konvergente oder transvergente Teilfolgen von (ay)>¢ derart,
dafs hochstens endlich viele Zahlen in Z-, nicht als Index in einer dieser Teilfolgen auf-
tauchen, dann liefern die Grenzwerte dieser Teilfolgen bereits alle Haufungspunkte.

Beispiel. Im vorigen Beispiel ist jedes k € Z~5 gleich 25 fiir ein 7 > 1 oder gleich 25 + 1
fiir ein j > 1.

Der Index k = 1 wurde nicht abgedeckt. Endlich viele Ausnahmen storen aber nicht.
Also ist die Menge aller Haufungspunkte von (ay)g=1 = ((—1)" 4 1 )s=1 gleich {—1,+1}.

Bemerkung. Die Menge der Haufungspunkte von (ay)g>¢ ist nicht leer und hat ein ma-
ximales Element.

Definition. Sei der Limes superior limsup,_, ., ar definiert als der maximale Haufungs-
punkt von (ag)gse -

Bemerkung. Existiert limy_, ax , dann ist lim sup,_, . ax = limg_, ax . In diesem Sinne
ist der Limes superior ein Ersatz fiir den Limes.

Hat umgekehrt die Folge (aj)g>¢ mehr als einen Haufungspunkt, dann hat sie keinen
Grenzwert.

Die Folge (ay)k>¢ hat aber immer einen Limes superior.

Beispiel. Wir setzen voriges Beispiel fort.

Es ist limsup;_,,(—1)* + + = max{—1,1} = 1.

4.5 Reihen

4.5.1 Reihenbegriff

Definition. Sei ¢ € Z. Sei eine Folge (ax)r>¢ gegeben.
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Eine Reihe ist die Folge der Teilsummen (D, _, ag)nse -

Sei
(o, ¢] n
E ap = lim g ay
n—oo
k={ k=(

der Grenzwert oder kurz Wert dieser Reihe. Haufig wird auch dieser Wert als Reihe an-
gesprochen.

Auch eine Reihe kann konvergieren, transvergieren oder divergieren.
Bemerkung. Sei ¢ € R\ {1} gegeben.

. n kE 1 - qn+1 ..
(1) Esist > p_oq° = T4 fiirn € Zsy .

1
(2) Esist > pooq" = T2 falls |q| < 1.
—q

Falls |q| = 1 ist, konvergiert diese Reihe nicht.

Die Summe in (1) heifst geometrische Summe. Die Reihe in (2) heift geometrische Reihe.

Zu (1). Schreibe z :=>"}_, ¢". Dann ist

n n n+1
r-q = qu,q — qu-H _ qu — r—
k=0 k=0 =1
1 _qn+1
Alsoist z- (1 —¢q) =1—¢"*. Es folgt z = .
—q
Zu (2). Es ist
> n 1_ n+1 1
S b S W g 0L
k=0 k=0

da lim,, o, ¢"™ = 0 wegen |q| < 1.

Beispiel. Esist >, & =—14+> 7 (3)F =—-1+ i =-1+3=1.

3k
3

Bemerkung. Sei { € 7. Sei (ag)k>¢ eine konvergente Folge.
Dann ist Yy ape1 — ag = (my_o0 ag) — ag .
Eine solche Reihe heifit auch eine Teleskopreihe.

In der Tat ist fiir n > ¢

n n n+1 n

Zak+1_ak = (Zak—i-l)_(zak) = (Z ak)—( ak) = Qpy1 — Qg .

k=¢ k={ k=0+1 k=t
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Somit wird

n

g apr1 —ap = lim E Qg1 — A = ( lim an+1) —ap = ( lim ak) —ay .
n—00 n—00 k—o00

Beispiel. Wir wollen Z 5 berechnen.

n?—n
Wir setzen hierzu an: —1n = n(;—il) = =+~ wobei u, v € R noch gesucht sind. Hierzu
rechnen wir die rechte Seite aus: » + —*- = W Wir wahlen also v = 1 und v = —1.

Somit erkennen wir, dafs eine Teleskopreihe vorliegt und rechnen

> -1 <1 1 > 1 1 1 1 1
2 T X Z;(n+1)—1 n—1  aoteen—1 3—1 2

n=3 n=3 n=

Wem das unglaubwiirdig vorkommt, der summiere einmal von 3 bis n fiir ein grofses n mit
einem geeigneten Taschenrechner.

Beispiel. Es ist >~ | + = 400. Diese Reihe heit auch harmonische Reihe. Die harmo-
nische Reihe transvergiert also gegen +oc.

Das sieht man wie folgt.

Esist Y2 pt=1>1

Esist Y2 11> 2 to2_ 1
Esist Y2 31> 2 1o8 -1
Esist Y2 51> i:zi 27t =3.

Usf.
Somit ist Yp ' & 25
Also geht die Folge der Teilsummen dieser Reihe gegen +oo.

Nochmal zum Vergleich: > 77 | + = +00, aber limj_o 3 = 0.

4.5.2 Konvergenzkriterien

Das Bestimmen eines Reihenwerts ist oft schwierig bis unmoglich. Nur festzustellen, dafs
eine Reihe konvergiert, ist oft viel einfacher.

Sei £ € Z. Sei eine Folge (ay)r=¢ gegeben. Wir betrachten die Reihe )2, ay .

Bemerkung. Ist die Reihe ZZOZZ ay konvergent, dann ist limy_,., ap = 0.
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Das letzte Beispiel in §4.5.1 zeigt, daf hier die Umkehrung nicht gilt.

Beispiel. Die Reihe Y, (—1)* konvergiert nicht, da limj_,.(—1)* nicht gleich 0 ist,
sondern vielmehr gar nicht existiert.

Definition. Die Reihe Y -, ai heifit absolut konvergent, falls die Reihe Y -, |ay| kon-
vergiert.

Bemerkung. Falls die Reihe )7, a; absolut konvergiert, dann konvergiert sie auch.

Lemma (Leibniz-Kriterium).
Sei ay, - ary1 < 0 fiir k € Z~y, d.h. seien die Elemente a; von abwechselndem Vorzeichen.
Sei |ak| = |ak+1| fiir k € Z}ﬂ. Sei limy,_ oo |a,k,| =0.

Dann ist die Reihe )., a; konvergent.

Beispiel. Wir wollen die Konvergenz der Reihe >/, % untersuchen.

X _1\k
Es ist also (ag )1 = (4 ,i) k=1 -

Es sind die Elemente a; von abwechselndem Vorzeichen.

—_ k . . .. .
Es ist \%] = +. Also ist zum einen |a| = ¢ > = |ag41| fiir & € Zs, . Ferner ist

1
k+1
Mit dem Leibnizkriterium folgt, daf die Reihe Y .-, % konvergiert.

Diese Reihe ist also konvergent, nicht aber absolut konvergent, da die harmonische Reihe
transvergiert.

Esist Y oo, % = —In(2) = —0,693147. Das nachzurechnen wére aber schwieriger als die

blofe Konvergenzuntersuchung.

Lemma (Wurzelkriterium).

Ist lim sup,,_, |ax|'/* < 1, dann ist die Reihe >3-, a; absolut konvergent.

Bei der Bildung dieses Limes superior diirfen nur Folgenglieder mit £ > 1 und k > ¢
berticksichtigt werden.

Beispiel. Wir wollen die Konvergenz der Reihe ) -, % untersuchen.

Es ist |az|'/* = k,ll/k , was gemélfs Beispiel in §4.3 gegen 0 geht.

Also ist hier limsup,_, |ax|'/* = limsupy_, ., ﬁ = limj 00 ﬁ =0<1.
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Wir schliefen, daf > 77, % konvergiert, dies natiirlich auch absolut.
Es ist Zz‘;l % = e —1. Das wird sich spéter kldren, im Kontext der Exponentialfunktion.

Lemma (Quotientenkriterium). Sei a; # 0 fir k € Z-, .

a

Ist limsup;, o [“55*] < 1, dann ist die Reihe } 27, a), absolut konvergent.

a

Beispiel. Wir wollen nochmal die Konvergenz der Reihe ) -, % untersuchen.

o taesr ) YD) m 1
Es.1st|a:1]— Lkl _(k+1)!_k_+l_>0<1'

Wir schliefen abermals, dal ) - | % konvergiert, dies natiirlich auch absolut.

Lemma (Majorantenkriterium).
Wir wollen die Konvergenz der Reihe )7, a) untersuchen.

Sei ein m € Zs, und eine reelle Folge (bg)k>m gefunden mit |ag| < by fiir & € Z-,, und
mit .- by konvergent.

Dann ist ) -, a; absolut konvergent.

Die Reihe Y77 by, heifit dann konvergente Majorante der Reihe Y 72, ax .

Beispiel. Wir wollen die Konvergenz der Reihe >,° 1%2 untersuchen.

Es ist |ki2| = k% < k21—k fir k € Zs3. Esist Y ;o4 ﬁ = 1, insbesondere ist diese Reihe

konvergent; siehe vorletztes Beispiel in §4.5.1.

Geméf Majorantenkriterium ist dann auch ;7 kiz konvergent, dies natiirlich auch ab-
solut.

Es ist Zzozl 1712 = %2 = 1,644934. Dies ist mit unseren Mitteln nicht nachzurechnen — unter

Verwendung von Fourierreihen kénnte man es bestétigen.

Bemerkung. Sei eine Reihe )"/, a; zu untersuchen.

Sei dazu eine weitere Reihe ZZie b, gefunden worden und ein m € Zs, mit a > by > 0
fir k € Zs,, und mit Y .-, b, = +o00.

Wire dann ) ,° , aj, konvergent, dann wére nach Majorantenkriterium auch ;- , by, kon-
vergent, was nicht so ist.

Also ist auch Y2, aj = +00.
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4.6 Differentialrechnung

4.6.1 Differenzierbarkeit

Sei D CR. Sei f: D — R eine Funktion.

Definition. Es heifst D C R eine offene Teilmenge, wenn es fiir jedes z € D ein § € Ry
gibt mit Us(z) C D.

Sei in diesem §4.6.1 die Teilmenge D C R als offen vorausgesetzt.

Beispiel. Es ist R C R offen. Es ist Ru3 C R offen. Es ist R\ {—1} C R offen.
Es ist Ro3 C R nicht offen, da es kein 6 € Ry gibt mit Us(3) C R.3.

Definition. Sei xq € D.
Es heilt f differenzierbar in xq, falls die auf D \ {z} definierte Funktion [@)=J(o)

T—x0

xo € D C D~ {xo} konvergiert. Diesenfalls schreiben wir

Fla) = lim L8 = S@0)

T—x0 T — ,Z‘O

Bemerkung. Es ist % die Steigung der Geraden durch die beiden Punkte
(xo, f(x0)) und (z, f(z)) auf dem Graphen von f. Laft man nun x gegen z, gehen, um als
Grenzwert f'(xo) = limg_,, % zu erhalten, so erkennt man, dafs f’(z¢) die Steigung

der Tangente am Graph von f durch den Punkt (20, f(xg)) ist.

f(@)—f(z0)

r—xQ

f@oth)—f(zo)
. :

Bemerkung. Es ist alternativ auch lim,_,,, = limy,_o

Definition. Es heifit f : D — R differenzierbar, wenn f in x differenzierbar ist fiir x € D.
Wir erhalten diesenfalls die Funktion f': D — R : 2z — f’(x), genannt Ableitung von f.
Man schreibt auch - f(z) := f'(x).

Manchmal schreibt man auch (f(x)) = f'(x).

Man schreibt auch f”(z) = (f')'(z) fiir die zweite Ableitung von f an der Stelle z, falls
existent. Man schreibt auch f”(z) = ((f'))(x) fiir die dritte Ableitung von f an der
Stelle x, falls existent.

Beispiel. Wir wollen einmal direkt nach Definition untersuchen, ob die Funktion
f:R—R:xw— f(r):= 2> differenzierbar ist.
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Bei 2y € R ist

nach dem Binomischen Lehrsatz aus §1.8. Folglich wird

F(xo) = lim f(xo+h) — f(xo)

h—0 h

= lim 32§ + 3zoh + h* = 37 .
h—0

Insbesondere ist f differenzierbar.
Man schreibt auch % x3 = 3x2.

Manchmal schreibt man auch (z?®) = 3z2.

Bemerkung. Fiir ¢ € Q \ {0} ist <& 27 = gz~

Hat ¢ in gekiirzter Schreibweise einen geraden Nenner, mufs dabei x > 0 vorausgesetzt
werden.

Bemerkung. Ist f : D — R in z differenzierbar, dann ist f auch stetig.

Definition. Die Funktion f : D — R heilst stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar
und [’ stetig ist.

Eine Funktion, die differenzierbar, nicht aber stetig differenzierbar ist, ist z2 - sin(1/z), bei
0 mit 0 fortgesetzt. Dieses Beispiel werden wir unten in §4.6.3 nachholen, sobald wir die
notigen Regeln kennen.

4.6.2 Ableitungsregeln
Seien D, £ C R offen.

Lemma. Seien f, g : D — R differenzierbar. Seien a, b € R konstant.

(1) Esist (a- f(x)+0b-g(x)) =a- f(x)+b-¢(z) firz e D.
(2) Bs ist (f(z)  g(@)) = ['(x) - 9(x) + f(z) - (&) fiir 2 € D.
(3) Sei g(x) #0 firxz € D.

(@Y (@) gx) - fl) g (x) .
E““(m@)‘ ey firs € D.

Es heift (2) auch Produktregel. Es heifst (3) auch Quotientenregel.
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Beweis. Wir wollen nur (2) nachweisen. Es ist

(f(z) - g(x))
= limyo(f(z +h)-gle+h) = f(z) - g(x)-h!
= limpo(f(z+h)-gl@+h) = flz+h)- 9(35)+f(5€+h) g(x) — f(x) - g(x)) - b7
= limyo f(z + h) - lim_o(g(x + h) — g(x)) - b= + limyo(f(x + h) — f(x)) - ™t - g(z)
= f(z)-g'(x) + f(z) - g(x) .

Beispiel. Es ist % r=1.

Also ist % r? = % (x-z) =1-2+x-1=2x. Die Produktregel liefert also das bekannte

Resultat erneut.

Beispiel. Mit der Quotientenregel wird

d =z 1- (2?2 4+1)—z-2x 1—a?

dr a2 +1 (22 4 1)2 T (@24 1)2

Lemma (Kettenregel). Sei f : D — R differenzierbar. Sei g : E — R differenzierbar.
Sei f(D) C E
Firz e D ist

Der Faktor ¢'(f(x)) heifft hierbei auch duflere Ableitung. Der Faktor f'(x) heifst hierbei
auch innere Ableitung.

Beweis. Sei h(z) := g(f(x)) fir x € D. Unter Beachtung von lim;_,, f(Z) = f(z) = y

wird

B(z) = limg,,(h(Z) = h(x)) (T —2)7"
= limz.(9(f(2)) — 9(f(2))) - (@ —2)~"
= limza(9(f (7)) — 9(f(2))) - (f (@) = f(2)7" - (f(@) = f(2)) - (@ — 2)7"
= limz.(g(f(2) — g(f(2)) - (f(@) = f(2))7" - limzoa (f(2) — f(2)) - (@ —2)7"
= limg,(9(9) —9(v) - (F —y)~" - limzo (f(2) — f(2)) - (T — )7
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Beispiel. Sei f(z) := 2. Sei g(z) := 2.

Es wird g(f(z)) = 2%, Also ist & 2% = 62°.

Alternativ wird mit der Kettenregel

S a0 = Cg(7@) = JU@)-F@) = 3@ F) =362 2 = 6a°.

Beispiel. Es wird

di(:v2+1)3 = 3(2* +1)*-22.
T

Beispiel. Es wird

d 1 1 2 1 1 1
a(l"‘\/g):" = 5(1"‘\/5) ot = 6(1+ 2)23/z

Bemerkung. Wir kénnen nun die Quotientenregel aus der Kettenregel und der Produkt-
regel herleiten.

Denn in der beschriebenen Situation wird, wenn wir u(t) := t~! setzen und v'(t) = —t 2
verwenden,
P £GP R.
FI0 - U@ s
fl(@) - g(@)™ + f(z) - 55 (g(z)7)
= f'(@) - g(2)"" + f(=) - 55 (ulg(@)))
= f'(x)-g(@)™" + fz) (9(x))  g'(x)
= ['(x)-g(x)" + fz) - (=g(2)7) - ¢ (2)
_ ) - g(e) — fz) - g ()
9(x)? '
4.6.3 Sinus und Cosinus
Bemerkung. Es ist
d .
asm(z) = cos(z)
4 cos(x) = —sin(x).

dx
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Dies wollen wir anhand einer Skizze begriinden. Dabei sind z und h Winkel im Bogenmalfs.

Es ist
sin(z + h) — sin(z) - sin(z + h~) — sin(z) — cos(i) ~ cos(z)
h h
und
cos(x + h})L — cos(z) - _ cos(x) — fos(x +h) ~ _sin(@) ~ —sin(z)
h

wobei die Ndherungen umso besser sind, je kleiner |A| ist.

Beispiel. Es ist - sin(5z) = cos(5z) - (5z)" = cos(5z) - 5 = 5 cos(5x).

Beispiel. Es ist tan(z) = ig;((?) und also
4 an(z) = d sin(x) _ (sin(x))" - cos(x) — sin(x) - (cos(x))’ _ cos(z)? + sin(z)? _ 1
dz cos(z) cos(x)? cos(x)? cos(z)?

Man kann die Rechnung aber auch anders zu Ende fiihren.

siche oben cos(x)? + sin(z)?

R = 1+ tan(z)?.

4 tan(z)

Beides ist richtig.
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Beispiel. Sei

| ‘ [ 2*sin(1/z) fallsz € R~ {0}
f:R=>R:z— f(x) -—{() falls z =0

Fir z € R \ {0} kénnen wir die Ableitung mit den Regeln berechnen. Es wird
f/(x) = 2wsin(1/z) + 2% cos(1/x) - (—x~?) = 2wsin(1/z) — cos(1/z) .
Fiir z = 0 konnen wir die Ableitung direkt nach Definition berechnen. Es wird

iy i 4 (0) = £(0)
f(O)—hmT

lim = }llli%hsm(l/h) =0,
dank des Sandwiches —|h| < hsin(1/h) < |h|.
Wir behaupten, dafs f’ nicht stetig ist.

Annahme, ' ist stetig. Dann ist lim,,_ . f’(ﬁ) = f(lim,,_ 00 ﬁ) = f'(0) = 0. Aber

limy, o0 f'(50=) = limy 00 5= sin(2nm) — cos(2nm) = —1. Widerspruch.

Im Ergebnis ist f also differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar.

Graph von f in schwarz, zwischen den Graphen von 22 und —2? in blau:

0.2
0.11
LI 4 ‘v/\ T T T
-0.2 0 W 0.4
-0.11 *
-0.21
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Graph von f':

——

-0.4 0.2 0.2 0.4

4.6.4 Die Grenzwertregel nach I’'Hoépital
Sei D C R offen. Sei zy € D.

Lemma (I’Hopital). Seien f: D — R und g : D — R differenzierbare Funktionen.

(1) Sei lim,_,, f(z) =0 und lim,_,,, g(z) = 0.

Dann ist )
lim M = lim M

s glz) e ()

falls letzterer Grenzwert in R existiert.

(2) Sei limg_q, f(z) € {—00, +00} und lim,_,,, g(x) € {—00, +00}.

Dann ist

lim M = lim f'()

T—T0 g(gj) T—T0 g’(x) ’

falls letzterer Grenzwert in R existiert.

Die Regel von I’'Hopital ist nicht mit der Quotientenregel zu verwechseln. Diese beiden
Regeln gehoren gedanklich in verschiedene Schubladen.
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Bemerkung. Falls xq € D liegt und f und g stetig sind, so ist die Voraussetzung in
Teil (1) des vorstehenden Lemmas erfiillt, falls

f(zo) =0 und 9(x9) =0.

Beispiel.
(1) Esist lim sin(z) 2 i cos(z) = cos(0) = 1.
z—=0 I z—0 1
1, . : _ _ 1
(2) Esist lim M 2y sin(z) iy cos(x) = cos(0) =——.
z—0 T =0 21 z—0 2 2 2
(3) Esist
limsin(z) ™ — zsin(z)™® = i M
z—0 =0  sin(x)3
PH f:os(x) -1
z—0 3sin(x)? cos(x)
VH. .. —sin(z)
= lim . -
2—0 3(2sin(z) cos(z)? — sin(x)?3)
i —1
= lim
2—0 3(2 cos(z)? — sin(z)?)
B 1
6
1 1
(4) Esist lim L,: lim —— =—.
x—+o00 20 + Sln(ZE) z—+00 9 | M 2
/
1
Es versagt aber 'Hopital, da lim (z) = lim ————— nicht existiert.

z—+oo (2 + sin(x))  a—+o0 2 + cos(z)

4.6.5 Taylor
Sei D C R offen. Sei f: D — R eine Funktion.

Definition. Wir definieren rekursiv folgende Funktionen, sofern existent.
Sei fO)(z) := f(x) fiir z € D.
Sei f((z) := <L f"=D(z) fiir # € D, sofern existent.
Es heikt f™ : D — R dann die n-te Ableitung von f, gesprochen “ f oben n”.
Natiirlich sind auch weiterhin die Bezeichnungen
flx) = fO), fi(x) = fW(), ') = fP(), f(x) = fO)

in Gebrauch.
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Beispiel. Sei f: R\ {0} > R:z~— z7%
Esist f)(z) = (=1)" - n!- 2=+ fiir € R~ {0}.
Dies wollen wir mit Induktion {iberpriifen.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist in der Tat 27! = fO(z) = (=1)°. 0! - 27O+ fijr
x € R~ {0}.
Induktionsschritt. Sei n > 1. Sei die Formel fiir n — 1 bekannt. Dann wird
o) = &)
I;/ di(_l)n_l . (n — 1)‘ . x_((n_l)"‘l)
= (=)' (n-1! Lgm
(1) (= 1)L (=)o)

— (_1)TL . n' . xf(TH“l) .

Definition. Sei n > 0. Falls f® : D — R existiert fiir 0 < £ < n und f™ stetig ist,
dann heifst f eine n-fach stetig differenzierbare Funktion.

Oft sind Funktionen beliebig oft differenzierbar, und damit n-fach stetig differenzierbar fiir
jedes n > 0.

Satz (Taylor). Sei zy € D.
Sein > 0. Sei f: D — R eine (n + 1)-fach stetig differenzierbare Funktion.

Das Taylorpolynom der Stufe n von f zum Entwicklungspunkt z, sei
n ) (g
(o) = 3T
k=0

fir x € R.

Das Restglied nach Lagrange der Stufe n zum Entwicklungspunkt z sei

JOD (2o 4+ 9(x — o))

R.(f,z,z0,0) = CE]

(x - xo)nJrl )

fir x € R und ¥ € [0, 1].
Fiir x € D gibt es ein ¢ € [0, 1] mit
f(l’) = Tn(ﬁ%%) +Rn(f,$,l'0,'l9) )

vorausgesetzt, [xg,x] C D falls zo < z, [x,20] C D falls z < 2.

Das Taylorpolynom der Stufe n von f zum Entwicklungspunkt x ist das Polynom von Grad
< n, welches die Funktion f in der Néhe von xy bestmoglich annéhert.

Das ¢ ist die eingebaute Ungenauigkeit — man weif in der Praxis, es liegt ¢ € [0, 1], aber
man weils es nicht genauer. Fiir Abschitzungen reicht das aber oft.

Auf eine Formel zu hoffen, die kein solches ¥ enthélt, wéire zu optimistisch, schlieflich ist
nicht jede Funktion ein Polynom, und auch nicht ein Polynom plus ein simpler Ausdruck.
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Bemerkung. Das Taylorpolynom von Stufe 0 zum Entwicklungspunkt x ist

0 ) (2, .
To(f,x,x0) Zf x—xo)k:f ( )(a:—xo) = f(xo) .

0!
k=0
Der Satz von Taylor gibt

f(l') = TO(fa l.va) =+ R,()(f,iC, Lo, 19)
f(o) + f (o + 9(x — 20)) - (& — o)
= [(xo) + f'(zo +9(x — 20)) - (x — 20) -
fiir ein ¢ € [0,1]. Also ist

f(z) — f(xo)

T — 2o

= (w0 + 9z — x0)) .

Mit anderen Worten, die Steigung der Sekante an den Stellen x und zy ist gleich der
Steigung der Tangente an der Zwischenstelle zg + ¥(z — o).

Tm&wk, FMCM*Q u u“'“LL

—— {/} U()
//" - =T,(f % x o)

NP

X°+ @'(.X—Xc)

Es hiefe ¢ = 0, daf die Zwischenstelle x¢ + ¥(z — xo) auf x, lige.
Es hiefe ¢ = 1, daf die Zwischenstelle x¢ + ¥J(z — xo) auf x lage.
Tatséchlich haben wir in der Skizze 9 ~ 0,38 € [0, 1].
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Beispiel. Das Taylorpolynom der Stufe 1 zum Entwicklungspunkt z, ist

L k) (g
T1<f,$,330) = Zf
k=0
(

Der Graph von Ty(f,x,z¢) ist die Tangente an den Graphen von f an der Stelle z .

Beispiel. Sei D :=R.y.Sei f: D > R:z— f(x)=/z.
Sei nach Ty (f,x,1), To(f,z,1) und T3(f, z, 1) gefragt.

Sei dann nach einem C' € Ry gefragt mit | f(x) — T3(f,z,1)| < C-|lz—1*=C - (z - 1)*

fir z € 1, 3].

Der Faktor (z —1)* hat hierbei den Sinn, die Abschiitzung in der Niihe von 0 sehr genau zu
machen. Ist etwa z = 1,1, dann vergegenwirtige man sich, daf (z — 1)* = 0,0001 ist.

Wir rechnen.

FO@) = ot FOm) = 1
@) = Lo o =
FO@) = L-(=}-an e = -
FO@) = (=D (=92 OIS
@) = LD D DT O = B

Wir erhalten folgende Taylorpolynome.

Ti(fo2,1) = f(o (1()+f(;)( )z —1)
To(fo2,1) = f(o)(l) + M) (@ = 1) + 5 fP(1)(x —1)?
— %(x 1) — —(x - 1)2

Ts(f,2,1) = f(o)(l) + O (@ = 1) + 5P W) (@ = 1)* + 5O (1) (2 — 1)°
= 1+i(z—1)—Lta—-1)2+5(@x—-1)>

1
2

Hier sollte man das so stehenlassen und nicht z.B. (z — 1)? noch ausmultiplizieren. Daff
Potenzen von (z — 1) dastehen, ist im Sinne des N&herungsvorhabens zweckméfig.
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In folgender Skizze ist der Graph von f(z) = \/x schwarz, der von Ti(f,z,1), also von
der Tangente, griin, der von Ts(f,z,1) blau und der von T3(f, z, 1) rot.

3-

- ] -
Fiir ein ¢ € [0, 1] gilt nun folgendes.

|f(l‘)—T3(f,l‘,1)| = |R3(f,£(],1,19>|
O+ —1))

- Al (z—1)°
B (1 4 9 — 1)/ \

N 24 (z=1)

- : (e~ 1)

128(1 + 9(z — 1))7/2

Wir brauchen eine Abschitzung fiir z € [$, 2], d.h. |z — 1| < 5. Was auch immer 9 € [0, 1]
fiir einen Wert hat, jedenfalls ist 1+9(z—1) € [3, 2]. Somit kénnen wir wie folgt fortsetzen.

5 . 5 \
128(1 + J(x —1))7/2 (z—1)° < W (r—1)

5
= —V2 - (z—1)*
V2@
Wir kénnen also C' := % 2 setzen und erhalten insgesamt

f(2) = Ts(f,2,1)| < %\/5 (x— 1)

fur z € |

N[ =
[\ [eV]
Pkt

)



Korollar (Taylor). Sei 2y € D.
Sei f: D — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion.

Die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt x, sei

o[y, 1) = Zf x—xo)k
k=0

fiir x € R, wobei die Konvergenzuntersuchung dieser Reihe noch aussteht.

Sei © € D gegeben. Falls fiir jede Folge (9,,)n>0 mit Werten 9,, € [0, 1] die Folge

(I e
(Rulfan s = (Tt = )

=

den Grenzwert 0 hat, dann ist
f(l') = Too(f,l',l'o) .

Die Taylorreihe hat also gegeniiber dem Taylorpolynom der Stufe n dann den Vorzug, den
exakten Funktionswert zu liefern, nicht nur eine Naherung.

Beispiel. Sei f : R — R:x +— f(z) := cos(x).

Fir m > 0 ist

fUm0 () = cos(x) fUmt0 ) = 1
FUmD() = —sin(a) Famin() = 0
f(4m+2) (x) — —COS(J:) 4m+2)(0) - _1
fUmE) () = sin(x) fUmE)0) = 0.
Und jedenfalls ist | f®)(x)] < 1 fiir k € Z>o und = € R.
Wir erhalten zum einen
@) 3) @ )
Too(f,2,0) = f<°;!<0)xo 4 f<1>(0>x1 1 f22!(0) 22 4 f33!(0)x3 i f44 Oy f(55!(0)x5 T
IO 16 18 110
= GGt h o EtE-imEe

0o " n
- Zn:O %12 .

Zum anderen ist fiir jedes x € R und jede Folge (9,,),>0 mit Werten 9,, € [0, 1]

fn+1 (19 m) L |£C‘n+1
Ru(f,2,0,0,)] = |————=—-2""| < -
B, 2,0, 00 )] CES (n+1)!
Dabei ist
N e - I Ll I Ul S A
S n+1)! T (mA)! m+2 m+3 T n+1l T (m+1)! \2

131
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o]

fir 2|z| < m < n, was dank Sandwich lim,, i = 0 nach sich zieht. Was wiederum

dank Sandwich lim,, ., R,.(f,z,0,4,) = 0 nach sich zieht.

Somit konvergiert nach Korollar fiir jedes # € R die Taylorreihe gegen die gegebene
Funktion. Es ist also fiir x € R

n

— (D" o
cos(x) = Z @) vl

n=0

Beispiel. Sei f: R — R:x+— f(z):=sin(x). Fiir m > 0 ist

@m+0)(g) = sin(z) fEmE0 @) = 0
fem(z) = cos(x) fem) = 1
f(4m+2)(:(:) — —SiIl(:C) f(4m+2)(0) — 0
) = —cos(@) [0 = -1

Und jedenfalls ist |f*)(z)| < 1 fiir k € Zso und = € R,

Wir erhalten zum einen

(0) 1) (2) (3) (4) (5)
Too(f,2,0) = L9040 | SO0 14 1002 OO 5 4 (OO 1905

o I‘l 333 15 17 .Zg .le
= T-mty—wta-—TmwE-

= ¥ (=)™ 2ntl
n=0 (2n+1)! :

Zum anderen ist fiir jedes x € R und jede Folge (9,,),>0 mit Werten 4,, € [0, 1]

f(n+1)(79n37) n+1
(n+1)! ’

|x’n+1

S (n+1)!

|Rn<f7$70a19n)| = — 0.

Somit konvergiert nach Korollar fiir jedes x € R die Taylorreihe gegen die gegebene
Funktion. Es ist also fiir z € R

: - (_1)n 2n+1
sin(x) = me :

n=0

4.6.6 Monotonie
Sei D C R ein offenes Intervall. Sei f : D — R eine Funktion.
Definition.

(1) Es heifst f monoton wachsend, falls fir x1, x5 € D mit 27 < 25 dann f(z1) < f(x9
> f(xy

(

(2) Es heifst f monoton fallend,  falls fir xy, x5 € D mit 27 < 25 dann f(z;)

) ist.

) ist.
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Bemerkung. Sei f: D — R stetig differenzierbar.

(1) Es ist genau dann f'(z) > 0 fiir x € D, wenn f monoton wachsend ist.

(2) Esist genau dann f'(z) < 0 fiir x € D, wenn f monoton fallend ist.

Zu (1). Sei f'(x) > 0 fiir € D. Seien x1, o € D mit x; < x9 gegeben. Zu zeigen ist
!
f(z1) < f(x2). Der Satz von Taylor gibt dafiir ein ¥ € [0, 1] mit

f(l’g) = To(f, T, Il) + Ro(f7 T, 5131,19) = f([[‘l) +f,(I1 + ?9(1‘2 — ZL’l))/ (ZEQ — 171) .

-

>0 >0
Sei umgekehrt f monoton wachsend. Dann ist %ﬁéxo) > 0 fiir g, x € D mit x # x
und also auch f'(zg) = lim,_,,, f@)=F@0) 5 fijy T9 € D.

T—xQ

Zu (2) dann analog.

4.6.7 Begriffserweiterung von R nach C

Bemerkung. Konvergenz von Folgen und Reihen komplexer Zahlen ist definiert wie im
Reellen, wobei nun fiir € € Ryg und z5 € C

US(z) = {2€C: |z—2|<e}
bedeute. Es ist also US(zy) in der Zahlenebene C eine Kreisscheibe ohne Rand mit Mit-

telpunkt zy und Radius ¢.

Wir schreiben ferner OUS(z) = {2 € C : |z — 2| = ¢} fiir den Rand der Kreisscheibe

Wir brauchen noch die Festlegung US__(2) := C und 9US__(2) := 0.

Wenn man nun den Betrag iiberall als Betrag komplexer Zahlen liest, gelten geometrische
Reihe, Wurzel-, Quotienten- und Majorantenkriterium weiter. Auch hier ist jede absolut
konvergente Reihe auch konvergent.

Bemerkung. Sei (a)g>¢ mit ¢ € Z und a;, € C gegeben.
Man kann fiir Konvergenz Real- und Imaginérteil getrennt untersuchen. Betridge vertau-
schen mit Grenzwerten.
(1) Sei a € C. Es ist limy_,o ar = a genau dann, wenn limy_,., Re(ay) = Re(a) und
limy_y00 Im(ay) = Im(a) ist.

(2) Sei s € C. Es ist » ,-,a; = s genau dann, wenn » ,_, Re(ay) = Re(s) und
> e Im(ay) = Im(s) ist.
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(3) Sei limg o0 ar, = a € C. Dann ist limg_, |ag| = |a.

Beispiel. Es wird

o] [ee] k .
1 1 1 1+1
Z(iﬂ)k - Z(iJrl) SioL T iy h
k=0 k=0 i1
was zuldssig ist, da |1L+1‘ :\/Lﬁ < 1 ist.

Insbesondere ist diese Reihe konvergent.

Das Wurzelkriterium liefert ebenfalls, daf diese Reihe konvergent ist. Denn

I 1\ 1 1 1
(i+1)* <|1+1|’“) i+l V2 V2
Das Quotientenkriterium liefert ebenfalls, dafs diese Reihe konvergent ist. Denn
A | 1 1
(i+1)k+1
— = —= = —= < 1.
(i_;'_ll)lc 1 + 1 ‘ \/§ \/§

Natiirlich ist das ein besonders einfacher Fall, bei beiden Kriterien letzten Endes auf eine
konstante Folge gestofsen zu sein. Und natiirlich interessieren einen beide Kriterien norma-
lerweise nicht mehr, sobald man sogar ausrechnen konnte, gegen welchen Grenzwert die
Reihe konvergiert.

Definition. Sei D C R offen. Sei f : D — C eine Funktion.

flath)—f(z)
h

Fir x € D sei f'(z) := limp,_0 , sofern existent.

Bemerkung.
(1) Die Ableitungsregeln gelten auch fiir Funktionen auf D C R mit Werten in C.
(2) Schreiben wir f(z) = a(z) + ib(z) mit a(z), b(x) € R fiir x € D, dann ist
fl@) = d(z)+1b(z) .
Man kann also die Ableitung berechnen, indem man Real- und Imaginérteil ableitet.

(3) Es heift f stetig, falls D — R : 2 +— Re(f(z)) und D — R : z — Im(f(z)) stetig
sind.

Beispiel. Fiir « € R setzen wir f(x) := iz1+1 € C. Dann ist f'(z) = _(ixil)Q i

Bemerkung. Fiir Taylorpolynome und das Restglied nach Lagrange braucht man reell-
wertige Funktionen. Will man dennoch fiir eine komplexwertige Funktion eine Restglied-
abschétzung erreichen, so muf man dies fiir Real- und Imaginéarteil separat durchfiihren.
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4.6.8 Potenzreihen

Definition. Sei zy € C. Sei (a,),>0 eine Folge komplexer Zahlen.

Dann heifst .
Z ar(z — zo)k
k=0

die Potenzreihe mit Koeffizienten ay fir £ > 0 um den Entwicklungspunkt z, .

Definition. Sei eine Potenzreihe Y 3~ ax(z — 20)* gegeben, mit Koeffizienten a;, € C fiir
k > 0 und Entwicklungspunkt 2z, € C.

Wir bilden die Wurzelfolge (|ax|'/*)i>1 dieser Potenzreihe. Es heifst

p = (limsup |a,|/*)"!
k—o0

der Konvergenzradius und Uf(zo) die Konvergenzkreisscheibe dieser Potenzreihe.

Hierbei ist gegebenenfalls 07! = 400 und (+00)™ = 0 zu lesen.

Lemma. Sei >, ax(z — 20)* gegeben, mit a; € C fiir £ > 0 und 2, € C.
Sei p ihr Konvergenzradius.

Es konvergiert Y ax(z — 20)" absolut fiir z € U5 (z)

Es konvergiert Y ax(z — 20)" nicht fiir z € C~ (U5 (20) U U (2)).

Mit anderen Worten, die Reihe konvergiert absolut fiir ein z auf der Konvergenzkreis-
scheibe; die Reihe konvergiert nicht fiir ein z, das weder auf der Konvergenzkreisscheibe
noch auf ihrem Rand liegt.

Das Lemma macht keine Aussage, was fiir z € 8U§(zo) passiert, also falls z auf dem Rand
der Konvergenzkreisscheibe liegt.

Bemerkung. Sei Y ;7 ax(z — )" eine Potenzreihe. Gebe es ein m mit a; # 0 fir k > m.

Wir bilden die Quotientenfolge (‘a";:‘l‘)k)m dieser Potenzreihe. Ist limy_ o |‘T’;Z|1| existent,

dann ist der Konvergenzradius unserer Potenzreihe auch gegeben durch

_ ( : |ak’+1|)1
p = | lim .
k—o0 |ak;|

Vorsicht, falls der Limes der Quotientenfolge nicht existiert, darf nicht ersatzweise der Limes
superior verwandt werden, um den Konvergenzradius zu berechnen.

Beispiel. Wir betrachten die Potenzreihe - | +(z — i)*.

Der Entwicklungspunkt ist zg = i. Die Koeflizienten sind a, = % fir k > 1 und ag = 0.
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Fiir die Wurzelfolge gilt

1[M* 1 1
e _ |+ _ I _
a7 = ‘k wE 77 7
Der Konvergenzradius ist somit
p = (limsup |ap|Y*) ™t = (lim |a;€|1/k)_1 =11 =1.
k—o00 k—o0

Wir betrachten alternativ hierzu die Quotientenfolge. Es ist

k| _ YR+ kL
|| 1/k E+1
Dies bestétigt den Konvergenzradius p = (limg_, |“";:|1|)—1 =1"1=1.

Folglich ist 7 | +(z—1)* absolut konvergent fiir z € UF(i), d.h. fiir z € C mit |z —i| < 1.
Die Reihe ist nicht konvergent fiir 2 € C~ (US(1)udUE(i)), d.h. fiir z € C mit |z —i| > 1.

Ableiten wollen wir hingegen eine Potenzreihe nur, falls ihr Entwicklungspunkt z in R liegt
und ihr Argument x aus R stammt :

Bemerkung. Sei Y -, ai(z — z9)* gegeben, mit a; € C fiir k > 0 und z, € R.
Sei p ihr Konvergenzradius.

Dann konnen wir definieren:
o

f 1 Uplwo) = lzo—p,zo+p[ — C: 2z = f(z Zak x — xo)"
k=0

Fir z € U,(zy) wird

:Zakkx—xo Zak+1 k?—l-l Jf—xo)k.
k=1 k=0

D.h. wir diirfen summandenweise ableiten.

Insbesondere ist f beliebig oft differenzierbar und also auch stetig.

Beispiel. Sei fiir x € R

f(z) = cos(x) = Z (é;)' L2k

Es wird k=0

/ G AP PEEE C O L T G VA VTR
flx) = kz:; k)] Qex?l = —;mxk ;%—mx]” = —sin(z) .

Das bestétigt, was wir schon wufsten.
-1
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4.6.9 Exponentialfunktion

Definition. Fir z € C sei
ag z z z z
e = exp(z) = ) T =t ottt gt

Diese Potenzreihe konvergiert fiir z € C, da ihr Konvergenzradius

1Yk -1 1 -1
p = |limsup |— = | im ———+ =0"' = 4+0
k! k—o0 (l{?')l/k

k—o00

ist. Wir erhalten also eine Funktion

exp:C — C:z—exp(2) .

Bemerkung.
oo ok

Esist exp(0) => 7 =1+0+0+... =1

Es ist exp(1l) = e &~ 2,718281828459. Auf den Zusammenhang zur Formel aus §4.3 gehen
wir unten noch ein.

Es ist exp(z) > 1 4 z fiir x € Ry . Insbesondere ist lim,_,, exp(z) = +o0.

Der reelle Graph der Exponentialfunktion hat folgende Gestalt.
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Lemma. Fs ist exp(z +w) = exp(z) - exp(w) fir z, w € C.

Denn

pmo i () 2" 7Fwh)

Im vorletzten Schritt wird der Binomische Lehrsatz aus §1.8 verwendet.

Die Anwendung des Distributivitéitsgesetzes auf unendliche Summen in der vorstehenden
Rechnung sollte man noch rechtfertigen, aber das ist eine mathematische Feinheit; Stichwort
Cauchy-Produktformel.

Bemerkung. Fiir n € Z- ist mit vorstehendem Lemma, iteriert angewandt, nun
exp(n) = exp(1)” = e". Dies verwendet man zur Rechtfertigung der Ausdehnung die-
ser Schreibweise zu exp(z) = e* fiir z € C.

Lemma. Firxz € R ist q

Eexp(m) = exp(x) .

Denn summandenweises Ableiten gibt

d d <= z* gy = gkt = zk
GO S L Tl T Tl T -

Beispiel. Es ist (e 1)’ = *°~!. 2z nach Kettenregel.

Weiter wird (e*"~1)" = (e”~1.2z) = ¢**"1.2z - 22 + 1.2 = 1. (422 + 2) nach
Produkt- und Kettenregel.

Beispiel. Es ist lim; 00 — = limy 400 — = 0.
e e

Lemma (de Moivre). Fiir z € C ist

exp(iz) = cos(z) +isin(z) .
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Hierbei haben wir die Potenzreihen fir sin und cos auch im Komplexen gelten lassen.

Denn
exp(iz)
iz)0 1 iz)2 iz)3 iz)t iz)® iz)6 iz)7 iz)8 iz)9 iz)10 iz)11
= : ) _'_(1') +(2!) +(3!) +(4!) +(5!) +(6!) +(7!) +(8!) +(9!) +(13! +(11)! +..

_ zO s 2! 22 sz 24 - 20 28 sz 28 : z z -z
= a—i_lf_ﬁ_lﬁ—i_ﬂ—i_lﬁ_5_1W+§+1§_W_1ﬁ+'“

0 2 10 1 K 9 211

5 . sz 23 z5 27 z
= (ﬁ__‘i_ a _6|+8|_101:i:"')—i_l(F_ﬁ—i_ﬁ_?_!—i_ﬁ_mi"')

= cos(z) +isin(z) .

Beispiel. Es ist '™ = exp(ir) = cos(w) + isin(m) = —1.

Bemerkung. Fiir z € C folgt

cos(z) = 3((cos(z) + isin(2)) + (cos(—z) + isin(—z2))) = (e +e %)
sin(z) = &((cos(2) + isin(2)) — (cos(—z) + isin(=z2))) = X(eiz—ei%).

Beispiel. Wir leiten den Satz des Pythagoras her. Fiir z € C wird

sin(z)? + cos(z)? = (5(e —e*iz))2+ (%(eiz+e*iz))2
= L((e%* —2el% e % 4 e ) 4 (027 4 207 7% 4 e 2))
— 14—,
Definition. Fiir z € C sei
cosh(z) = 3(e*4e7?)
sinh(z) = i(e"—e™?)

genannt Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus.

Es ist cosh(—z) = cosh(z) und sinh(—z) = —sinh(2) fiir z € C.

Es ist cosh(z)? — sinh(z)? = 1((e** +2 + e72%) — (¥ =2+ ¢ 2*)) = 1 fiir z € C.
Die Definition gibt <= cosh(z) = sinh(z) und L sinh(z) = cosh(z) fiir z € R.

Die reellen Graphen dieser Funktionen haben folgende Gestalt. Der Sinus hyperbolicus in
rot, der Cosinus hyperbolicus in schwarz.
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Den Graphen von cosh kennt man von der Form einer hingenden Kette.

Bemerkung. Fiir z € C wird nach Binomischem Lehrsatz

e =S @ - n ()

Fiir festes k und laufendes n € Z, wird aus dem Koeffizienten bei z* beim Grenziibergang
n — 0o somit

(n)n_k n-n—1)-...-(n—k+1) _, 1 n n-1 n—k+1 1

= nt=s e — L — = =

k! El' n n n k!

Also ist auch
lim (14+2)" = iz—k = e
n—oo n o =0 k" - ’

Dies erklirt auch, warum e = e! = lim,, (1 + %)" ist; vgl. drittletztes Beispiel in §4.3.

4.6.10 Logarithmus

Die Abbildung exp : R — R. ¢, die wir noch im Zielbereich auf R eingeschrankt haben,
ist bijektiv, wie man am Graph der Funktion erkennen kann.

Definition. Sei In : R.y — R die Umkehrabbildung von exp, genannt Logarithmus (lat.
logarithmus naturalis).

Es ist In(exp(z)) = « fiir x € R. Es ist exp(In(z)) = « fiir x € Ryy.
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Der Graph y = In(z), in rot, ergibt sich aus dem Graphen y = exp(x) = €7, in griin, durch
Spiegelung an der Geraden y = z.

3-

|
8]

|
o

|
o
2

-3-

Beispiel. Es ist In(1) = In(exp(0)) = 0. Es ist In(e) = In(exp(1)) = 1.

Bemerkung. Fiir a, b € Ry ist In(a - b) = In(a) + In(b) und In(%) = —In(a).
Denn In(a - b) = In(exp(In(a)) - exp(In(b))) = In(exp(In(a) + In(b))) = In(a) + In(b).
Und also 0 = In(1) =In(a - £) = In(a) + In(1).

Bemerkung. Fiir b € R.; setzt man log,(z) := 11111((12)) fiir z € Ry .

Definition. Sei a € R.y. Sei z € C. Sei
z n(a)-z

a” = el(

Fiir z € Q gibt das die iibliche Potenz von a mit Exponent z.
Bemerkung. Seien a, b € Ry . Seien z, w € C.

(1) Es ista*-b* = (a-b)>.

(2) Es ist a*™ =a* - a".
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(3) Esist (ab)* = a”*.

(4) Es ist £a” =1In(a) - a® fiir v € R.

(5) Seib> 1. Dann ist b°®) = g fiir v € Rog und log,(bY) =y fiir y € R.

71 (1) Esist a® - b* = eln(a)~z . eln(b)-z — eln(a)~z+ln(b)~z — e(ln(a)+ln(b))-z — eln(a~b)~z — (a . b)z
Zu (2). Es ist a*+ — eln@)(z+w) — gln(@)z+in(@)w _ gin(a)z  gh(@w —_ gz . qu,
Zu (3). Bs ist (ab)7 = (@)= = gz — )bz — bz
Zu (4). Esist Lg% = 4 (@)@ = (@2 1n(g) = In(a) - a”.
(5)

Es ist blogs(®) — eln(b)logy(x) — oln(@) — 4.

N
c

).

. In(bY In(em(®)y In(b)-
Es ist log, (bY) = m((b)) = (ln(b) ! = hg(l)ﬁy BEa

Beispiel. Fiir a, b € Ry und z € C ist a* := o) = @ und (a?)* =
im allgemeinen ist b* # b - z. Somit ist im allgemeinen auch a®* # (a®)?.

Beispiel. Sei ¢ € Ry . Es ist

lim ¢/* = lim exp(In(c) - 1) = exp(In(c) - lim 1) = exp(0)

r—-+00 T—+00 r—-+00

Vgl. zweites Beispiel in §4.3.

4.6.11 Ableitung von Umkehrfunktionen

Sei D C R ein offenes Intervall. Sei £ C R ein offenes Intervall.
Sei f: D — FE differenzierbar und bijektiv.

Sei f'(x) > 0 fiir x € D oder aber f'(x) <0 fur z € D.

Sei g : E'— D die Umkehrfunktion von f.

Es ist also g(f(x)) =« fir x € D und f(g(x)) =z fir z € E.

Lemma. Firx € E ist

Denn es ist 1 = Lo = L f(g(x)) = f'(9(x)) - ¢'(x).

eln(@) bz pd
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X

Gra‘»‘« w;r:‘ %L:‘\Lza,g,\\"
taak SL;M Jreleck

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f: R — Ryg: 2 — f(z) := exp(z).
Ihre Umkehrfunktion ist g : Ryg — R : 2 +— g(z) = In(z).

Wir erhalten

iln(x) = 1

dx x
Denn es ist f'(x) = exp(z) und also

d , B 1 B 1 B 1
@ =90 = Ty T somE) o

Beispiel. Sei a € R\ {0}. Sei z € R . Es wird
d ,.a d

1 1
L2* = Lexp(ln(z)-a) = exp(ln(z)-a)-—-a = 2 - —-a = ax
T T

Beispiel. Es ist

Also wird

lim /% = lim exp(In(z)-1/z) = exp( lim 2&)) % exp(0) = 1.

T—+00 T—r+400 T—r+400

Vgl. drittes Beispiel in §4.3.

In(z) I

.. - : PH. .. -1 .
Beispiel. Es ist lim, ,o 2 In(z) = lim, g —1 = lim, 0 %= = lim, ;0 —2 = 0.




144

Definition. Sei f: (=2 sin(z)

2

,+5) = Rz f(r) = tan(z) =

cos(x)
Ihre Umkehrfunktion sei g : R — (=5, +7%) : # = g(x) =: arctan(z), genannt Arcustan-

gens.

Es ist also tan(arctan(z)) = « fiir # € R und arctan(tan(z)) = z fir v € (=3, +5).

Wir erhalten

tan(z) =
— arctan(r) = :
dz 1+ 22
Denn es ist f/(z) = 1 + tan(z)? und also
1 1 1

Earctan(x) =g = f'(g(z)) 1+ tan(arctan(z))? T o14a?

Der Graph y = tan(z), eingeschrankt auf (—7,+7), in griin. Der Graph y = arctan(z) in

rot. Diese beiden Graphen gehen durch Spiegelung an y = x auseinander hervor.

6-
4_
y
2—
REEIE o om 3n
2 2

-2 X

_4_
_()—

Daher ist lim arctan(z) = % und arctan(—z) = — arctan(z) fiir r € R.

T—r—+00

4.7 Integralrechnung

4.7.1 Integralbegriff

Seien a, b € R mit a < b gegeben.
Sei f :[a,b] — R eine Funktion. Gebe es s, t € R mit s < f(z) < ¢ fiir x € [a,b].
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Definition. Sei M C R eine nichtleere Teilmenge.

(1) Es heift ¢ € R eine obere Schranke an M, falls fir € M sich x < ¢ ergibt.

Falls die Menge der oberen Schranken von M nicht leer ist, so hat sie ein Minimum,
genannt Supremum von M, geschrieben sup(M).

Falls das Maximum von M existiert, dann ist sup(M) = max(M).

(2) Es heifit ¢ € R eine untere Schranke an M, falls fir € M sich x > ¢ ergibt.

Falls die Menge der unteren Schranken von M nicht leer ist, so hat sie ein Maximum,
genannt Infimum von M, geschrieben inf(M).

Falls das Minimum von M existiert, dann ist inf(M) = min(M).

Das Supremum ist ein verallgemeinertes Maximum.

Das Infimum ist ein verallgemeinertes Minimum.

Beispiel. Sei M := [0, 1].
Die Menge der oberen Schranken von M ist [1,4oc[. Thr Minimum ist sup([0,1]) = 1.
Man beachte, dak [0, 1] kein Maximum hat, aber ein Supremum.
Die Menge der unteren Schranken von M ist |—oo, 0]. IThr Maximum ist inf([0, 1]) = 0.
Man beachte, dafs [0, 1] ein Minimum hat und infolgedessen inf([0, 1[) = min(][0, 1[) ist.
Definition. Eine Unterteilung von [a, b] ist ein Tupel
z = (2o, 21,...,2k)

mit k € Z;, mit z; € R fiir 1 <7 < k und mit

a =290 < 11 < Ty < ... < x, =Db.

Sei U([a,b]) die Menge der Unterteilungen von [a, b].

Definition. Sei z = (zo, ..., zx) eine Unterteilung von [a, b]. Es ist also z € U([a, b]).

(1) Die Untersumme von f beziiglich der Unterteilung x ist

Unter(f,z) = Z<IJ —xj_q)-inf{ f(z) : v €xj_1,25] }.

j=1

(2) Die Obersumme von f beziiglich der Unterteilung z ist

Ober(f,z) = Y (w;— ;1) -sup{ f(x) : = € [w;1,2;]} .
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Definition. Die Funktion f : [a,b] — R heilt integrierbar im Sinne von Riemann, wenn
in

sup ({ Unter(f,2) : = € U([a,b)}) < inf ({Ober(f.z) : z € U([ab]) })
eine Gleichheit vorliegt. Diesenfalls heifst

/ f(z) dz := sup ({ Unter(f,z) : z € U([a,b])}) = inf ({Ober(f,z) : z € U([a,b]) })

das Integral von f iiber [a,b].
Insbesondere ist Unter(f,z) < f;f(q:) dz < Ober(f, z) fir z € U([a, b]).

Es heifen f(z) der Integrand und a und b die Integrationsgrenzen dieses Integrals.

Das Integral stammt in dieser Form wohl von Darboux. Riemann hatte eine Variante davon
unter Verwendung von Zwischenpunkten entwickelt.

Der Inhalt der griinen Fliache ist die Untersumme. Der Inhalt der griinen und der gelben
Flédche ist das Integral. Der Inhalt der griinen, der gelben und der roten Flache ist die
Obersumme.

Beispiel. Sein € Zz;. Sei f: [1,n+1] = R: 2z~ f(z):=In(x).
1
Esist f'(x) = = >0 fir z € [1,n+1].
x
Seia:=1.Seib:=n+1.
Sei z = (o, 1, ...,2,) == (1,2,...,n+1). Seialso z; :=j+ 1 fir 0 < j < n.
Esist inf{ f(z) : z € [j,j+ 1]} =min{In(x) : z € [j,j+ 1]} =In(j) fir 0 < j < n.
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Esist sup{ f(z) : x € [j,7+1] } =max{In(z) : z € [j,j+1]} =In(j+1) fir 0 < j < n.

Somit ist

(G +1) =) - In(j) = 2jm1ln(j) = In(n)

Unter(f,z) = >,
Y+ =5) (G +1) = i (G +1) = X @) = n((n+1)).

Ober(f,z) =

T

Es folgt

n+1
In(n!) = Unter(f,z) < / In(z) dz < Ober(f,z) = In((n+ 1)!).
1
Wir werden dieses Integral auch noch ausrechnen, nicht nur abschétzen.

Beispiel. Sei f : [0,1] — R dadurch definiert, dafs f(z) := 1 ist, falls z € Q liegt, und
f(z) :=0ist, falls x € R\ Q liegt.

Da hier bei jeder Unterteilung x in jedem Intervall [z;_;, z;] sowohl ein Element von Q
als auch ein Element von R \ Q liegt, ist immer Unter(f, z) = 0 und Ober(f,z) = 1.

Das Supremum aller Untersummen, also 0, ist hier echt kleiner als das Infimum aller
Obersummen, also 1.

Somit ist f nicht integrierbar.

4.7.2 Eigenschaften des Integrals

Seien a, b € R mit a < b gegeben. Sei f : [a,b] — R.

Bemerkung. Ist f stetig, so ist f integrierbar.

Bemerkung. Das Integral fab f(z) dz mift den Flacheninhalt zwischen dem Graphen

von f : [a,b] = R und der z-Achse, wobei die unter der z-Achse liegenden Flachenstiicke
negativ zu nehmen sind.

Genauer gesagt kann man den Flécheninhalt so definieren.
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Bemerkung

(1) Seien u, v : [a,b] = R integrierbar Seien A, 1 € R.
Esmtf u(z —I—,uv()da:—)\f dx—i—,uf ) dz.

(2) Seien a, b, ¢ € R mit a < b < c. Sei w: [a ¢] — R integrierbar.
Esist [“w dx—f w(z) de + [; w(z) de.

(3) Sei f integrierbar. Es ist ‘fff(x) dx’ < fab |f(x)| dz.
Dies ist eine Variante der Dreiecksungleichung.

(4) Sei f integrierbar mit f(x) > 0 fiir = € [a, b]. Dann ist auch fabf(x) dz > 0.
Definition. Sei [* f(z) dz := — [ f(z) d

4.7.3 Hauptsatz

Seien a, b € R mit a < b gegeben. Sei D C R offen mit [a,b] C D.
Sei f: D — R stetig. Sei g : D — R stetig differenzierbar.

Definition. Ist ¢'(z) = f(z) fir x € |a, b[, so heilt g eine Stammfunktion von f auf [a, b].
Oft nennt man eine Stammfunktion auch Aufleitung.

Gilt dies fiir jedes solche Intervall in D, so heifst ¢ auch Stammfunktion von f auf D.

Bemerkung. Seien g, g : D — R Stammfunktionen von f auf [a, b].

Dann gibt es ein ¢ € R mit g(x) + ¢ = g(z) fiir « € [a, b].
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Unterschied:
Die Aufleitung einer Funktion ist nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Die Ableitung einer Funktion ist eindeutig bestimmt.

Satz (Hauptsatz).

(1) Sei g eine Stammfunktion von f auf [a,b]. Dann ist fab f(z) dz = g(b) — g(a).

Wir schreiben auch [g(z)]*Zt = [g(z)]% := g(b) — g(a), um einen Zwischenschritt
einbauen zu konnen:

b
[ #@) dz = lgla)lt = glb) - gt0).
Dies gilt auch noch, falls a > b ist.

(2) Esist h: D — R :x— [ f(t) dt eine Stammfunktion von f auf D, falls D ein
Intervall ist.

Auf diese theoretische Weise wie in (2) konnen wir also fiir jede stetige Funktion eine
Stammfunktion angeben.

Das Auffinden einer Stammfunktion in der Praxis ist dennoch ein Problem.

Definition. Die Aussage, es sei g eine Stammfunktion von f, kann auch wie folgt ge-
schrieben werden.

[ @)z = (o)

Man nennt dabei [ f(z) dz auch das unbestimmte Integral von f. Die eckigen Klammern
sollen daran erinnern, daf eine Stammfunktion nur bis auf Konstante eindeutig festliegt:
[g(x)] = [g(x) + ] fiir jede Konstante ¢ € R.

Wir konnen mit solchen Ausdriicken auch rechnen: Seien A, A € R.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen g und g sei

Alg(@)] + Alg(2)] = [Ag(z) + Ag(x)] .

Dann ist fiir stetige Funktionen f und f auch
/\/f(x) dx—l—i/f(x) dz = /Af(x)+5\f(x) dz .

Dies braucht man, wenn man eine Funktion, die man integrieren will, zu diesem Zweck
zerlegt und die einzelnen Teile integriert.

Beispiel.
Esist [#? dz = [$2°], da 2? = L4123 ist.
So ist fol 22 do = | 13 =1

311 _ 113

1
3
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Beispiel.

(1)

Sei a € R~ {—1}. Es ist

a+1l .
daz* = dz t

a+1
fou-[22)
a+1
dz a+1

Dies gilt auf R, falls a € Z ~ {—1} liegt, oder falls a € Q \ {—1} liegt und gekiirzt
ungeraden Nenner hat. Ansonsten gilt es auf Ry .

Auf R ist
/x_l dz = [In(z)],

-1

da 27! = L In(z) ist.

Ben6tigt man die Stammfunktion auf R \ {0}, so ist [z~ dz = [In(|z])], da fir
z < 0 sich zudem L In(|z]) = L In(—z) = L - (=1) = L ergibt.

—x

Es ist
/ex dz = [e"],
da e” = %ex ist.
Es ist
[sin(z) dz = [—cos(z)]
[cos(z) dz = [sin(z)]
[sinh(z) dz = [cosh(x)]

[ cosh(z) dz = [sinh(z)],

weil die jeweilige Ableitung der Funktion auf der rechten Seite den Integranden auf
der linken Seite liefert.

Es ist
o = [arctan(a)]
{32 4¢ = larctan(z)],
da 1+1x2 = L arctan(z) ist. Somit wird z.B.
+1 1
/_1 T 22 dr = [arctan(x)]"] = arctan(+1) —arctan(—1) = %—(—%) = g

Denn tan(m/4) = +1 und tan(—n/4) = —1.
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Beispiel. Wir setzen das vorletzte Beispiel aus §4.7.1 fort.
Dort hatten wir fiir n € Z>; folgende Ungleichungen festgestellt.

In(n!) < /n+1 In(z) dz < In((n+1)!).

Wir versuchen nun, durch Probieren eine Stammfunktion von In(z) zu finden.
Erster Versuch: Es ist (zln(z)) =1 -In(z) + z- 27! =In(z) + 1.

Den storenden konstanten Summanden 1 kénnen wir korrigieren.

Zweiter Versuch: Es ist (zln(x) — ) =In(z) +1 — 1 = In(z).

Also ist [In(z) do = [zIn(z) — z].

Es folgt

/;L In(r) dz = [zln(z) — 2|7
= (n+1)Inn+1)—(n+1))—(1-In(1) — 1)
= (n+1)In(n+1)—n.

Somit wird
In(n!) < (n+1)In(n+1)—n < In((n+1)!).
Es ist (exp(z))’ = exp(x) > 0 stets. Anwenden von exp liefert also die Ungleichungen
n! = exp(In(n!)) < exp((n+1)In(n+1) —n) < exp(ln((n+ 1)) = (n+1)!.
Die linke Ungleichung lautet n! < exp((n + 1)In(n +1) —n) = (n + 1)+ . e,

In der rechten Ungleichung ersetzen wir noch n + 1 durch n und erhalten auf diese Weise
n! > exp(nln(n) — (n — 1)) = n" - e~ (71,

Zusammen haben wir folgende Ungleichungen fiir n > 2 erhalten.

n (n+1)
"o < (n+1

en—l en :

Diese gelten auch noch fiir n = 1, wie man durch Einsetzen bestétigt, aber nicht mehr
fiir n = 0.

Das kann man noch verfeinern, Stichwort Stirlingsche Formel.

Beispiel. Gemiifs vorstehendem Beispiel wird n!'/? > (eZ}—fl)l/n =t firn > 2.
e n
Es ist lim,,,o -7 = £2 = 4-00. Also ist auch
e n
lim n!'/" = +o0.
n—oo

Vgl. viertes Beispiel in §4.3.
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4.7.4 Integrationstechniken
4.7.4.1 Partielle Integration

Sei D C R offen.

Seien f, g : D — R differenzierbare Funktionen.

Lemma (Partielle Integration). Es ist

/ f(@) - g(z) dz = [f(z) - g(z)] - / f(2) g(x) da

Denn dies ist gleichbedeutend mit [ f'(x) - g(z) + f(z) - ¢'(x) da = [f(z) - g(z)], was aber
wegen f'(x) - g(x) + f(z) - ¢'(x) = L(f(z) - g(x)) dank Produktregel zutrifft.

Beispiel. Esist [ sin(z)-2 dz = [(— cos(z))-z]— [(— cos(x))-1 dz = [— cos(x)-x+sin(x)).

Beispiel. Es ist [e”-2? do = [ 2?] — [e* 2z do = [¢"-2?] — ([¢"-22] — [e" -2 dz) =
[e® - (2% — 22 + 2)].

Beispiel. Esist [In(z) de = [1-In(z) dz = [z-In(z)]— [ 2z-2~! dz = [z In(z)]— [ 1 dz =
[z - In(x) — z].

Beispiel. Es ist [e"cos(z) dz = [e®cos(z)] — [e"(—sin(z)) dz = [e”cos(z)] +
[ e*sin(x) dz = [e® cos(z)] + [e” sin(x)] — [ e” cos(x) d.

Nun scheint es, als hiatten wir im Kreis gerechnet. Nicht ganz, wir konnen namlich das
entstandene Integral noch nach links bringen: 2 [ e” cos(x) do = [e” cos(x)] + [e” sin(x)].
Also ergibt sich [ e cos(z) dz = [ e*(cos(z) + sin(z))].

4.7.4.2 Komplexwertige Integranden

Fiir die néchsten beiden Techniken in §4.7.4.3 und §4.7.4.4 hilft es, auch Funktionen
f D — C als Integranden zuzulassen, wobei aber nach wie vor D C R sei.

Fiir a, b € R mit a < b und [a,b] C D sei dabei

/f /Re(f(x)) dx+i/ab1m(f(m)) dz .

Die Eigenschaften aus §4.7.2 und der Hauptsatz aus §4.7.3 gelten dann entsprechend auch
in diesem Fall. Auch die partielle Integration aus §4.7.4.1 ist anwendbar.

Beispiel. Es ist [2cos(z) dov = [e"+e7 " dz = [e” dz+ [e7'* dux.
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Nun ist <-4 = e und -1 e7* = ¢7* nach Kettenregel.

Dank Hauptsatz ist also [e'* dz + [e7* dz = [T e'*] + [Le7'*] = [—i(e!” —e7'7)] =
[—1 - 2isin(z)] = [2sin(z)].

Insgesamt ist [ 2cos(z) dz = [2sin(x)], wie wir ja auch schon wuften.

4.7.4.3 Substitution

Sei D C R offen. Sei £ C R offen.
Seien u : D — FE C R differenzierbar. Sei f : F — C differenzierbar.

Lemma (Substitution.) Es ist

/f@@»mwﬂm~=um@m.

Denn nach Kettenregel ist <= f(u(z)) = f'(u(z)) - v'(z).

Bemerkung. Merkt man sich, daft u als u(z) zu lesen ist, dann wird
[ Fa@) i) de = )] = (f) = [ £

d
Als Merkregel kann man noch v'(x) = U Sehreiben und erhilt so

dx

[ e ar = [ £ du
Das ist dann eine Art Kiirzungsregel.

Bemerkung. Seien a, b € D mit [a,b] C D gegeben. Es wird

b u(b)
/ f(u(x)) -u'(x) de = / f(u) du
a u(a)
wenn man auf der rechten Seite u als Variable liest.

Die Integrationsgrenzen sollten also ebenfalls substituiert werden.

Denn

| rute)adta) de = )l = fulb)-fu) = Pl - :fWNm
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wobei in den letzten beiden Ausdriicken u als Variable gelesen wurde.

Beispiel. Wir wollen [z cos(z?) dz berechnen. Wir verwenden u(z) = 22, v/(z) = 2u,

f(t) = sin(t) und f'(t) = cos(t). Dann ist f'(u(z)) - v/ (x) = cos(x?) - 2z. Damit wird
/xcos(xQ) de = %/cos(:cz) 2z dr = %[sin(:cj)] :

Wenn man die Integrationsgrenzen mitsubstituiert, dann wird

IN "2 g cos(a?) dv = 3 fo % cos(z?) - 2z da

0
2f ~7T/)cos (u) du
3 OW/ cos(u) du

= glsin()];”
3(sin(7/2) = sin(0) = 3.

Alternativ, wenn man iiber die Stammfunktion argumentiert, dann wird genauso

fo\/ﬂ_ﬂxcos(ﬁ) de = %fo\/mcos(ﬁ) 2z do
pin(2)y "
(sin(m/2) — sin(0)) =

N N
N

Beispiel. Sei a € C ~\ {0}. Sei b € C. Es wird
/f (ax +b) d /f (ax + b)(azx + b)" dx i[f(ax—i—b)] = Ef(ax—l—b)] :

Dies bezeichnet man auch als lineare Substitution.
So z.B. wird .
/cos(?x) dz = {? sin(?x)} .

Beispiel. Wir wollen nochmals [ e* cos(z) dz berechnen. Diesesmal ohne Trick, dafiir
aber mit de Moivre und Substitution.

Es wird e” cos(z) = e® -1(e!” + e71%) = ("1 4 e2(171) . Lineare Substitution gibt

2
fez(l—‘ri) dx + fex(l—i) diL’)
1

[ e"cos(z) dz =
i e:r(lJri)] + [ﬁ ex(lfi)])

— )] (14 ) 177

1
ex(eim + efix) —i ex(eix _ efiz)]

N L N i T T ST

e’ -2 cos(r) — ie”-2isin(x)]

e”(cos(x) + sin(x))] .

I
o



Vgl. das letzte Beispiel in §4.7.4.1.

Beispiel. Wir wollen [ cos(z
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4 dx berechnen.

Mit de Moivre und dem Binomischen Lehrsatz ist

(%(eix_{_efix>)4

= A"

cos(z)t =

e 1% 4 6(e

ix)2 . (efi:p)Q + 4eix '(efix)?) + (efix)él)

— %((e4im+e—4iaz>+4<62ix_'_e—21x)+6>

Also wird mit linearer Substitution

/ cos(z)* do =

1 1 3
/g cos(4x) + 5 cos(2z) + = dz =

(2cos(4x) + 4 - 2cos(2z) 4 6)
= fcos(4x) + 3 cos(2z) + 2 .

1 1 3
< 3 sin(4x) + 2 sin(2x) + 3%

Beispiel. Partielle Integration und Substitution geben

[ arctan(z) dx

Probe: Es ist <= (z-arctan(z)—

J1- arctan( ) dx

- f -

arctan

H

- 2x dx

x- arctan(x)] 1+ 5

%[ln(l + z2)]

z - arctan(z) — 3 In(1 4 2?)] .

8

-arctan(z)] —

[
[
[

+In(1+2%)) = 1-arctan(z )+l"——l—'2$ = arctan(z).

Manchmal hilft Substitution auch riickwarts:

Beispiel. Wir wollen den Flécheninhalt A eines Halbkreises mit Radius 1 bestimmen.

Hierzu betrachten wir den Graphen der Funktion A : [-1,4+1] - R : z +— V1 — 22,

0.5
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Dies ist ein Halbkreis. Denn der Abstand des Ursprungs zum Punkt (z,h(z)) auf dem
Graphen ist \/22 + h(x)? = \/332 V1—22)2=1.
Wir haben also A = fjll vV 1 —u? du zu berechnen.

Nun verwenden wir Substitution riickwarts.

Sei f(u) eine Stammfunktion von h(u), existent nach Hauptsatz. Somit wissen wir f'(u) =
h(u) = /1 — u?, aber mehr auch nicht.

Wir setzen u(z) := sin(x). Lauft © € [-7/2, +7/2|, dann lduft u(z) = sin(z) € [—1, +1].
Laut dritter Bemerkung, riickwarts gelesen, wird
+1 u(+m/2) +7/2
V1—u?du = / f(u) du = / f(u(x)) - u'(x) do .
-1 u(—m/2) —7/2

Und das konnen wir ausrechnen.

Esist f/(u(x))-u/'(x) = /1 —u(x)? -u(x) = /1 —sin(z)? - cos(z) = y/cos(x)? - cos(z) =
cos(z) - cos(x) = cos(x)? fiir x € [—m/2,+m/2], wobei fiir die vorletzte Gleichheit zu
beachten ist, daf dort cos(z) > 0 gilt.

Ferner ist cos(z)? = (3(e'” +e7'%))2 = 1(e?* +2 + e7217) = L 4 L cos(22).

Also konnen wir fortsetzen

7/ 7/ +7/2
A = /+ 2f’(u(m))u’(m) dz = /+ 2%—1—% cos(2x) dz = [g +;lsin(2x)} =

w/2 /2 —7/2

In der Praxis formuliert dies oft kurz wie folgt. Mit der Substitution u(z) = sin(x) wird

x=+7/2 +m/2
/ \/1—u2du—/ \/1—u(z —dx:/ cos(x)-cos(z) de = ...

—7/2 /2
4.7.4.4 Partialbruchzerlegung
Sei m > 1. Seien $1, ..., s, € C paarweise verschieden. Seien ey, ..., e, € Z;.
Wir bilden das Polynom
g(x) = (x—s1) - (x—82)? ..o (T — s)"™ .

Sei f(z) ein Polynom mit Koeffizienten in C und mit deg(f(z)) < deg(g(z)). Wir wollen

berechnen.
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Man beachte noch, daf fiir jeden Bruch Eﬂﬁ; von Polynomen der Zahler vermittels Po-

lynomdivision h(z) = ¢(x) - g(x) + f(x) geschrieben werden kann, mit Polynomen ¢(z)
und f(x) mit deg(f(z)) < deg(g(x)), was Errg q(z) + 5 f(  liefert. Wenn wir Briiche von
Polynomen integrieren wollen, diirfen wir dank Polynomdwlsmn also annehmen, dafs der

Zahler kleineren Grad als der Nenner hat.

Wir wollen nun 22 in eine Summe von Briichen zerle en, die wir integrieren konnen.
g(x)

Wir machen folgenden Ansatz. Gesucht seien Konstanten a,; € C mit

f@) f(a)
g(x) (x—s1) - (x—89)2 ... (T — Sp)°m
m e
= X oy ey
=1 j=1 (€ = s¢)’
. ai,1 a1,2 a1,e,
B (x —s))t (z—51)2 Tt (x — s1)&
az 1 a2 9 A2 e,y
+ (x — s9)! + (x — 59)2 et (x — s9)°2
_I._
m1 Q2 Qe
(x — st * (x—s,)% + (x — sp)em

fir € C mit g(z) # 0. Eine solche Zerlegung heiflt dann Partialbruchzerlegunyg.

Dieser Ansatz ist so konstruiert, daf es fiir die Konstanten a, ; genau eine Losung geben
mufs.

Um die Konstanten a,; zu bestimmen, multipliziere man diesen Ansatz auf beiden Seiten
mit g(x).

Wir schreiben d := deg(g(z)). Die Anzahl der zu bestimmenden unbekannten Konstanten
ae; ist gerade >, ep = d.

Man erhélt auf der linken Seite das Polynom f(x).

Man erhélt auf der rechten Seite ein Polynom in der Variablen z von Grad d — 1, in
welchem noch die unbekannten Konstanten a,; auftreten.

Koeffizientenvergleich bei 2%, 2, ..., 297! liefert nun d Gleichungen in den d unbekannten
Konstanten ay ; .

Man l6se dieses inhomogene lineare Gleichungssystem.

Dann bleiben Terme der Form (xie; 77 2u integrieren.
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Bemerkung. Falls j > 2 ist, dann ist [ (x_lsé)]. dr = [m]

Bemerkung. Falls j = 1 ist, dann ist [ - dz = [In(|z — s,])], falls s, reell ist.

1
Bemerkung. Seien f(z) und g(x) Polynome mit reellen Koeffizenten.

Tritt ein s, auf, das nicht reell ist, dann tritt auch ein s,, auf mit s,, = 5, , wobei

b, 0y € {1,,771}

Kurz, die echt komplexen Nullstellen des Nenners g(x) treten in komplex konjugierten
Paaren auf.

Dann kann man wie folgt zusammenfassen.

Sei s =a+ bi, mit a, b € R und b # 0.

(1) Esist [-L 4+ -L dz= [ z_(al+bi) + m_(al_bi) dz = [In((x — a)? + bv?)].
(2) Bsist [ —L-dz= [ x_(aieri) — x_(ai_bi) dz = [-2arctan(32)].

. . 1 1 _ z—(a=bi)+x—(a+bi) _  2(z—a)

Denn in (1) ist der Integrand i) T ) T @) et — i VA
auch die Ableitung der rechten Seite ist.

i ; i o i _ i(z—(a—bi)—z+(a+bi)) __ —92b .
Und in (2) ist der Integrand acd—(a+bi) T = (x_(ngbi))(lz_(a_bi))Qb— EERpEE Die
Ableitung der rechten Seite ist -(—2arctan(*3%)) = TETE b T o WA dasselbe
ist.

Bemerkung. In der Praxis schreibt man im Ansatz oft statt a;;, a12, ag1, ... der
Einfachheit halber A, B, C, ..., um die Doppelindizes nicht schreiben zu miissen.

In der oben ausgefiihrten Theorie geht diese vereinfachte Schreibung noch nicht, da man
die Summen in der dortigen Allgemeinheit zum Ausdruck bringen muf.

Beispiel. Wir wollen [ L dz berechnen.

xz2-1
Wir faktorisieren 2% — 1 = (x — 1)} (z + 1)

Wir setzen
1 ! A B

@Dt T @Dt (et
an. Wir haben A und B zu bestimmen. Multiplikation mit (z — 1)(x + 1) gibt

1 = Az+1)+Bx—1) = (A+B)z+ (A-B).
Koeffizientenvergleich fiihrt auf folgendes lineare Gleichungssystem.

A+ B = 0 (Koeffizient bei z!)
A—B = 1 (Koeffizient bei )
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Dies 16sen wir wie folgt.
(8 ~ (-89 ~ (53-43) -
Also A=1/2 und B = —1/2. Wir erhalten
[ de = [22 42240 = [Ln(je —1]) = Lin(|lz + 1))] .

z2—-1 z—1 z+1

Beispiel. Wir wollen [ 2352*—% dz berechnen.

Wir setzen
222+ 62— 5 0 A B C

@-12@+2  @-D  @-1 @t+2!
an. Wir haben A, B und C zu bestimmen. Multiplikation mit (z — 1)?(z + 2) gibt

202+ 6x—5 = Alx—1)(x+2)+ Bz +2) + C(x — 1)
= (A+C)2*+(A+B-2C)r+ (—24+2B+C).

Koeffizientenvergleich fithrt auf folgendes lineare Gleichungssystem.

A+C = 2 (Koeffizient bei 2?)
A+ B-2C = 6 (Koeffizient bei z)
—2A+42B+C = -5 (Koeffizient bei 2°)

Dies 16sen wir wie folgt.
10 1] 2 10 1] 2 10 1
( 11-2 6) > <0 1-3 4> > <0 1-3
-22 1|-5 02 3/-1 00
Also A=3, B=1und C = —1. Wir erhalten
I% dz = f (x_gl)l + (x_ll)z + (m;;)l dz = [3ln(|x - 1|) - ﬁ - ln(|m + 2|)] :

. . . 3 2
Beispiel. Wir wollen [ x(;gig—m dz berechnen.

Esist 12+ 2z +2= (z+1—1)(z+1+1). Alsoist (z?+22+2)* = (z+1—1)*(z+1+1)%

Wir setzen
34+ 2%+ 2+ 3 1 A B C D
Crl-Periti)e @ i) T @rioiR  arit)  @ritip
an. Wir haben A, B, C und D zu bestimmen. Multiplikation mit (z +1—1)%(z + 1 +1)?
gibt

B4a+20+3 = Alx+1—i)a+141)2+B@+1+1)?
+C(xz+1—-1)*(z+1+1)+D@+1—-1)?

= A(2? +(3+1)x +(4+2i)x+ (2+21)) + B(2? + (2 + 2i)z + 2i)

+C(x* 4+ (3 —1)z? + (4 — 21)z + (2 — 21)) + D(2? + (2 — 2i)x — 2i)

(A+C)

+((3+1)A+ B+ (3—1)C + D)a?
+((4+21)A+(2+21)B+ (4 —-21)C+ (2—2i)D)x
+((2421)A+2iB+ (2—-21)C —2iD) .
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Koeffizientenvergleich fithrt auf folgendes lineare Gleichungssystem.

oeffizient bei 3

A+C = (K )

= (Koeffizient bei %)
( )
( )

1

B+i)A+B+3-1)C+D =1
(44+21)A+(2+21)B+(4—-21)C+(2—-21)D = 2
(2+21)A+2iB+(2—-2i)C —-2iD = 3

Koeffizient bei z!
Koeffizient bei z°

Dies 16sen wir wie folgt.

1 0 1 0|1 1 0 1 0 1 1 0 1 0
34+i 1 3—i 111 i 1 —i 1| -2 0 1-2i 1
4421 2421 4-2i 2—-2i| 2 ~ 21 2421 —2i 2—-2i| -2 ~ 0 2+21 —4i 2-2i
2421 2i2-2i -2i|3 21 2i—-2i —2i 0

1 —4i —2i

10 10 1 100 01/2+1/4 1000 1/2+i/4
00-2i 2 -2 010-1 0100 —3/4—i/2
~ o1 o0-1 -i] ™ loo1 0 1/271/4 ~ loo1ol 1/2-i/4
00—4i 0| —1-2i 000 2 —3/2+i 000 1| —3/4+i/2

Also A = —|— Z? B = —% — %, C = % — % und D = —% + % Mit der dritten Bemerkung
erhalten er folgendes.
2342242243
f (z24-2x+2)2 dz
_ 2+i —3-2i 2—i —342i
T4 f z+1—i x+1—i)2 T (z4141)2 d

_ 1 i o i 1 1 —3—2i —342i
=1 ( 1) H,H)) +2 (m+1+i) T mfelfi)) T T ey @
= 1[(-2) arctan(=FY) + 2In((z — (—1))? + 12) — =22 =520

2 1 (=3=21)(z+1+i)+(=3+2i)(x+1-1i)
In(z* + 27 4 2) — § eI ]

In(z? + 2z + 2) + %%]

1
—Larctan(z + 1) + 4
)+3

— 3 arctan(z + 1

4.7.5 Uneigentliche Integrale

Definition.

(1) Seien a € RU{—o00} und b € R mit a < b gegeben. Sei f : ]Ja,b] — R stetig. Wir
definieren das uneigentliche Integral

b b
/ f(z) dz = lim | f(z) dz

u—a

Hierbei ist der Grenzwert der Funktion |a,b] — R : u +— ff f(z) dz fir u — a zu
bilden. Dabei ist insbesondere a < w.

Dieses uneigentliches Integral kann konvergieren, transvergieren oder divergieren, je
nach Verhalten des Grenzwerts aus der Definition.

Es heilst a seine uneigentliche Integrationsgrenze.
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(2) Seien a € R und b € RU {400} mit a < b gegeben. Sei f : [a,b] — R stetig. Wir
definieren das uneigentliche Integral

‘Abfujdx:: hn{Avf@ﬁdx.

v—b

Hierbei ist der Grenzwert der Funktion [a,b[— R : v f: f(x) dx fir v — b zu
bilden. Dabei ist insbesondere v < b.

Dieses uneigentliches Integral kann konvergieren, transvergieren oder divergieren, je
nach Verhalten des Grenzwerts aus der Definition.

Es heifst b seine uneigentliche Integrationsgrenze.

Ein Integral ist also uneigentlich, wenn eine seiner Integrationsgrenzen nicht zum Definiti-
onsbereich des Integranden gehort. Diese Integrationsgrenze heifst dann auch uneigentlich.

Beispiel.
(1) Bswird [;* L de = lim [} L de= lim [-1]y= lim (-1)— (-

)=3
v—400 z? v—=too T v—+00 2
(2) Es wird fol L dr = lir%fl L dz =lim[-1]} = lim(-1) — (-1) = +o0.
z u—0 Y u

2 u
z u—0 % u—0

N

Hier ist der Integrand xiz als auf ]0, 1] definiert zu lesen, sodaf sich u nur von der

positiven Seite aus der 0 anndhern kann.

N
AN .
. \3 = -

.\\"‘ X r,ﬂ&z-),., ’fﬁé)f

Wtk lrem
[ wd UU&A(»U:J«L
bt lubatt

Lemma (Majorantenkriterium).
(1) Seien a € RU{—o0} und b € R mit a < b gegeben. Sei f : |a,b] — R stetig.
Sei g : ]a,b] — R stetig mit |f(x)| < g(z) fir z € ]a, b]. Sei fabg(a:) dz konvergent.
Dann ist auch fab f(x) dx konvergent.
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(2) Seien a € Rund b € RU {400} mit a < b gegeben. Sei f : [a,b] — R stetig.
Sei g : [a,b] — R stetig mit |f(x)| < g(z) fiir € [a,b[. Sei fabg(x) dz konvergent.
Dann ist auch ff f(x) dx konvergent.

In beiden Féllen nennt man ¢ eine konvergente Majorante von f.

In beiden Fillen ist auch f; |f(x)| dz < ffg(x) d.

Beispiel. Wir wollen f1+°° e~** dz auf Konvergenz untersuchen.

Es ist # < 22 fiir # € [1,400[. Also ist dort auch |e™* | = e < e ?.

Esi too o = i v -z = i —_e v = i oY) (o) — —1.
sist [[7 e dx Jim Ji e da v_lg{loo[ e ]y U_l}I_EIOO( ey —(—e ) =e
Also hat dieses Integral einen Grenzwert in R, d.h. es konvergiert.

Somit ist e* auf [1, +oo[ eine konvergente Majorante von e %"

Damit konvergiert f;roo e~** dz nach Majorantenkriterium.
Es ist frm e da &~ 0,1394. Einen genauen Wert kénnen wir nicht berechnen.

Lemma (Integralkriterium).
Sein € Z. Sei f : [n,+00[ — R eine stetige Funktion mit
fl@1) = flz2) 2 0

firn <z <2y
Dann ist die Reihe Z;’in f(j) genau dann konvergent, wenn das uneigentliche Integral
f:oo f(z) dz konvergent ist. Diesenfalls gelten folgende Ungleichungen.

+o0 400

f(z) dz < Zf(j) < f(n)+ flz) da

n n

Ferner ist genau dann »°°°  f(j) = +o00, wenn fn+oo f(z) dz = +oo0 ist.

Beispiel. Sei a > 1. Sei f: [1,4o0[ = R: 2+ f(z) := xla
Dann ist f(z1) > f(xe) >0 fiir 1 <z < 29

. +oo g o . v _g o . =21y . pl—a 1l-ay 1
Esist [[ 7 a7 dz = DEIEOO J{ a7 de = UEI_POO[— c ]y = UEIJPOO(— ) — (— 1) = -
Also hat dieses Integral einen Grenzwert in R, d.h. es konvergiert.

Somit konvergiert auch Y722, -

i
Zudem ist

L /+°° “dr < il <1a+/+°° —%d 1+ L
= x T < — < x r =
a—1 1 jzlj“ 1 a—1
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Beispiel. Sei f: [2,+oo[ 5 R: 2+ f(z) = —

Dann ist f(z1) > f(72)
Es ist

>0firl<

f+oo 1 dz

2 zIn(zx)

]ln ) = +00.

Also ist auch 377,

Der Extra-Faktor In(j) hat es also nicht fertiggebracht, aus der transvergenten Reihe Y27 i=2

eine konvergente Reihe zu machen.

zln(z) *

T < Ty

lim f2 xln dx

V—+00

lim f2 lnx E dz

V—+00

In(v) 1
Jm gy v v
lim [In(w)]™Y
v—+00 In(2)

lim In(In(v))

V——+00

400 .

— In(In(2))

1



Kapitel 5

Funktionen in mehreren Variablen

5.1 Partielle Ableitungen

Sein > 1.

Definition. Sei x = (21, ..., 7,) € R". Es war ||z| = (22 +...+22)"? die Norm von z.
Fir z, y € R" ist || — y|| der Abstand der Punkte x und y.

Definition. Sei z € R™. Sei § € R.g. Sei Ug(x) :={y e R" : ||x —y| < }.
Definition. Es heifst D C R” eine offene Teilmenge, wenn es fiir jedes z € D ein § € Ry
gibt mit Us(z) C D.

Offene Teilmengen zeichnen sich dadurch aus, dafs ihr Rand nicht zu ihnen gehort.

Sei im weiteren Verlauf dieses Abschnitts D C R"™ offen und
f:D —R
eine Funktion.

Definition. Sei z € D. Es heifit f stetig in x, falls es fiir jedes ¢ € Ry ein § € Ry gibt
mit f(Us(z)) € U(f(2)).
Es heifst f stetig, falls sie stetig ist in jedem Punkt x € D.

Bemerkung. Die Funktion f(z) = x; ist stetig auf R"”. Konstante Funktionen sind ste-

tig. Summen und Produkte stetiger Funktionen sind stetig. Das Kompositum stetiger
Funktionen ist stetig.

Die meisten Funktionen sind also stetig. Unstetige Funktionen kénnen kiinstlich produziert
werden, z.B. iiber Fallunterscheidungen.

164
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Definition. Sei z = (21, ..., x,) € D.
Seiléién.SeiDi::{teR:(acl,...,xi_l,t,xiﬂ,...,xn)ED}.
Betrachte die Funktion D; — R, t — f(z1, ..., xi_1,t, Tiy1, ..., T,). Falls die Ablei-

tung dieser Funktion an der Stelle t = x; existiert, so heifst f partiell nach z; differenzierbar
an der Stelle x , und den Wert dieser Ableitung bezeichnen wir mit

fxi($17 "'7xn)>

genannt die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x.

Die gekriimmte Fliche in folgender Darstellung ist der Graph einer Funktion f : R? — R.
Genauer gesagt, ein Ausschnitt dieses Graphen, der ins Bild gepafst hat.

Auf dieser Fliche liegen also Punkte (x1, z2,y), die y = f(z1, z5) erfiillen.

Yy
/ll . . . .
y Die Steigung der eingezeich-
/ neten Tangente ist f,,(x).
o
e

Ist f partiell nach z; differenzierbar an jeder Stelle x € D, so heilst f partiell differenzierbar
nach z; . Diesenfalls resultiert die partielle Ableitung f,, : D — R.

- 9
Man schreibt auch 8—;2 = fa -

In anderen Worten, die partielle Ableitung nach x; erhélt man, indem man alle anderen
Variablen xy, ..., ©;_1, x;11, ..., T, als konstant betrachtet, nur x; als variabel, und
dann die Funktion in dieser verbliebenen Variablen z; ableitet.

Beispiel. Sei f:R?* - R:z+ f(x) = f(x1, 29, 73) := 27 - 23 - 2] . Es ist

Jor(x1, 0, 23) = 234 - 25 - 2]
Jon(x1, 0, 23) = 32323 2]
Jos(T1, 00, 23) = Tad- a3 2§ .

Beispiel. Sei f:R* 5 R:z+— f(z) = f(x1,22) := exp(z; — 223) + ;. Es ist

fo (1, 22) = exp(z; —223) +1
foo (@1, ) = exp(zy —223) - (—6)a3
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Definition. Sei f,, existent fiir i € {1,...,n}. Sei z € D.

Der Gradient von f an der Stelle x ist der Vektor
fay (=)

fao(x
Vi(z) = 25( : e R,

Der Buchstabe V spricht sich “nabla” ; vgl. en.wikipedia.org/wiki/Nevel_(instrument).

Definition. Wir kénnen das partielle Ableiten auch iterieren, sofern die Funktion es
zulafst. Wir schreiben dann kurz

faciafj (z) = (fxz)x] (z)
f$i37j55k (m) = ((fxz)x;)xk (IE) )
wobei 7, 7, k € {1,...,n}. Usf.

Definition. Sei f,,,, existent fiir 4, j € {1,...,n}. Sei z € D.

Die Hessematriz von f an der Stelle x ist die Matrix
f"Lll"Lll ($) fL112 ($) fll‘Ln(x)

fz211 Z) Jeomo (L) .- fwgzn(x)

H¢(z) := e RV

Fonar (@) fonay (@) o fonon (@)

Beispiel. Sei wieder [ : R* - R:z > f(z) = f(x1, 79, 23) := 27 - 25 - 2]

Gradient und Hessematrix sind wie folgt.

23:1-a:§-a7§ 2:c§$§ 6z1~z§~z§ 14$1~$§~zg

3x1 3x3

Vi(x) = | sa3ada] | € R™ Hy(z) = | 6mada] 6ofapa] 2123ada§ | € R
7x%-mg-xg 14x1-x§-xg 21:3%-:2%-:@ 423:%3:%-3:2

Beispiel. Sei wieder f: R? - R: x> f(x) = f(x1,79) := exp(xy — 223) + 71 .

Gradient und Hessematrix sind wie folgt.

. exp(z1—223)+1 . 3 1 —623
Vf(x) = ( 2) ) Hf(!)ﬁ') - eXp(I1 - 2$2) ’ <76m§ 36$§,12$2>

—6 exp(z1—223 )22

Lemma (Schwarz). Sei f,,,; existent und stetig fiir i, j € {1,...,n}. Sei z € D.
Dann ist die Hessematrix Hy(z) € R™™ symmetrisch.

Mit anderen Worten, es ist fu,., (%) = fu,o,(7) fiiv 4, j € {1,...,n}.

Bemerkung. Manchmal verwendet man statt der Variablennamen x1, x5, x3, ... auch
Variablennamen z, y, z, ... oder u, v, w, ... usf. Dann miissen nicht soviele Indizes notiert
werden.

Ist zB. f(z,y) = xsin(2x + y), dann ist f.(x,y) = sin(2x + y) + 2z cos(2z + y) und
fay(z,y) = cos(2x + y) — 2z sin(2z + y).
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5.2 Definitheit

Sein > 1. Sei A = (a;,):;; € R™" symmetrisch. Wir erinnern daran, daf A orthogonal
diagonalisierbar ist, mit einer resultierenden Diagonalmatrix in R™*™; cf. §3.8.2.

Definition.

(1) Es heift A positiv definit, falls z* Az > 0 ist fiir x € R™1 < {0}.
(2) Es heift A negativ definit, falls x* Az < 0 ist fiir z € R™*! < {0}.

(3) Es heikt A indefinit, falls es x, y € R™! gibt mit 2*Az > 0 und y*Ay < 0.

Beispiel.
(1) Esist (53) positiv definit, da (e122) (53) (1) = 2% + 323 > 0 ist fiir (1) # (7).

(2) Esist (g_g) indefinit, da (10) (2_2) ((1)) =9>0und (01) (g_g) ((1)) = —3 < 0 ist.

Bemerkung.

(1) Es ist A positiv definit genau dann, wenn alle seine Eigenwerte in R liegen.
(2) Es ist A negativ definit genau dann, wenn alle seine Eigenwerte in R liegen.

(3) Es ist A indefinit genau dann, wenn von den Eigenwerten von A wenigstens einer
in Ry und wenigstens einer in R_q liegt.

Bemerkung. Es gibt symmetrische Matrizen in R™*", die weder positiv definit noch
negativ definit noch indefinit sind.

Zum Beispiel trifft dies fiir (97) € R*? zu, da diese Matrix die Eigenwerte 0 und 1 hat.

Bemerkung. Ist det(A) # 0 und ist A weder positiv noch negativ definit, dann ist A
indefinit.

Bemerkung. Es ist A negativ definit genau dann, wenn —A positiv definit ist.

Definition. Sei 1 < k£ < n. Der k-te Hauptminor von A ist definiert als

ail ... a1k
My(A) = det | : N
a1 .- CLk’k
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Es ist also My (A) die Determinante der Matrix im oberen linken & x k-Block von A.

111
Beispiel. Die Hauptminoren von A := <%%§> sind

Lemma (Hauptminorenkriterium).

(1) Esist A positiv definit genau dann, wenn M;(A) > 0 ist fiir 1 < j < n.

(2) Es ist A negativ definit genau dann, wenn (—1)7 - M;(A) > 0 ist fiir 1 < j < n.

Fiir positive Definitheit muf also gelten: M (A) > 0, Ma(A) > 0, M3(A) > 0, My(A) >0, ...

Fiir negative Definitheit muf also gelten: M;(A) < 0, My(A) > 0, M3(A) < 0, My(A4) >0, ...

Beispiel. Es ist A := (ﬁi) positiv definit, da M;(A) =1 > 0, My(A) = 1 > 0 und
M;3(A) =2 > 0 ist. Vgl. voriges Beispiel.

Es ist —A negativ definit, da M;(—A) = —1 < 0, Ma(—A) =1 > 0und M3(—A4) =-2<0

1st.

5.3 Lokale Extremstellen

Sein > 1. Sei D C R" offen.

Sei f: D — R gegeben mit f,,, : D — R existent und stetig fiir i, j € {1,...,n}.

Definition. Sei z € D gegeben.

(1) Es heift z eine lokale Mazimalstelle von f, falls es ein € € Ry gibt mit f(z) > f(z)
fir z € U.(2) N D.

(2) Es heifst & eine lokale Minimalstelle von f, falls es ein ¢ € Ry gibt mit f(z) < f(x)
fir z € U.(2) N D.

(3) Es heifit z eine lokale Extremstelle von f, falls & eine lokale Maximal- oder eine
lokale Minimalstelle von f ist.
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Skizze einer lokalen Maximalstelle # von f im Fall n = 2.

Definition. Sei € D. Es heift 2 eine Flachstelle von f, falls V() = 0 ist.

Bemerkung. Ist n = 2, dann sind die Flachstellen von f die Stellen, an denen der Graph
von f eine horizontale Tangentialebene hat.

Beispiel. Sei f:R? 5> R: x = (v1,22) — f(x) = f(x1,72) = 32?2 + 23 + 2273 .
Es ist Vi(z) = Vi(z1, 22) = <6r1+6w%>.

2o

Es ist V;(2) = 0 genau dann, wenn 61 + 627 = 0 und 225 = 0 ist, also genau dann, wenn
(‘rh 5(72) < {(Oa 0)7 (_]—’ 0)} liegt.
Mit anderen Worten, es hat f die Flachstellen (0,0) und (—1,0).

Bemerkung. Ist € D eine lokale Extremstelle von f, dann ist 2 eine Flachstelle von f.

Hat man also die Flachstellen von f aufgelistet, so befinden sich alle lokalen Extremstellen
unter diesen Flachstellen.

Definition. Eine Flachstelle von f, die keine lokale Extremstelle ist, heiflt Sattelstelle
von f.

Lemma. Sei 2 eine Flachstelle von f.
(1) Ist die Hessematrix H¢(%) negativ definit, dann ist & eine lokale Maximalstelle von f.
(2) Ist die Hessematrix Hy(Z) positiv definit, dann ist 2 eine lokale Minimalstelle von f.

(3) Ist die Hessematrix H(2) indefinit, dann ist Z eine Sattelstelle von f.

Ist die Hessematrix H;(%) weder negativ definit noch positiv definit noch indefinit, dann
kénnen wir mit diesem Lemma keine Aussage iiber die Art der Flachstelle £ machen.



170

Falls die Hessematrix in keinen der drei Falle paft, dann ist fiir die Flachstelle in der Tat
alles moglich. So eine Stelle wird in unseren Aufgaben nicht auf ihre Art hin zu untersuchen
sein.

Beispiel. Sei f :R? - R: x = (v1,72) — [f(x) = f(z1,22) = 32 + 23 + 223, mit den
Flachstellen (—1,0) und (0,0), wie im vorigen Beispiel gesehen.

Es war Vy(z) = (69“2;25””%). Also wird Hy(z) = Hy(z1, 22) = ( D).
Flachstelle (—1,0). Es ist Hy(—1,0) = (75 5) indefinit. Also ist (—1,0) eine Sattelstelle.
Flachstelle (0,0). Es ist H;(0,0) = (§9) positiv definit. Also ist (0,0) eine lokale Mini-
malstelle.

Wir haben die Bezeichnung & verwendet, um die fixierte Stelle & besser vom variablen
Punkt = unterscheiden zu kénnen. In der Praxis mufs man diese Bezeichnung nicht unbedingt
verwenden.

In der Praxis heifsen die Variablen x1, x3, 3, ... auch oft wieder z, y, z, ...

Unsere Methode verallgemeinert die bekannte Methode im Fall n = 1:

Beispiel. Sein=1.8ei D=R. Sei f:R - R:z~ f(x).

Es wird f, = f und f,, = f".

Also wird Vy(z) = (£'(2)) und Hy(z) = (f"@).

Es ist 2 € R eine Flachstelle von f genau dann, wenn f'(z) = 0 ist.
Sei nun 7 eine Flachstelle von f.

Es ist £ € R eine lokale Maximalstelle von f, falls (f”(#)) negativ definit ist, d.h. falls
f"(z) <0 ist.

Es ist £ € R eine lokale Minimalstelle von f, falls (7(#)) positiv definit ist, d.h. falls
f"(z) > 0 ist.

Ist hingegen f”(z) = 0, dann ist H¢(2Z) = (0) weder positiv definit noch negativ definit
noch indefinit, und wir machen mit unserer Methode keine Aussage iiber die Art der
Flachstelle z.

Beispiel. Sei f: R* = R : (z,y,2) — "V (xy + 22).
Der Gradient von f ist

e Ut (py4+224y) zy+22+y
Vf (.I', Y, Z) = Y2 (py+2242) = etV <$y+22+x> .
e TYTZ (2y+22+42) ry+2+2

Um die Flachstellen zu bestimmen, 16sen wir die vektorielle Gleichung V¢(x,y, 2) = 0.
Wir l6sen also folgendes Gleichungssystem.

zy+22+y = 0
Yy +2z+w
ry+22+2 = 0

I
o
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Aus den ersten beiden Gleichungen folgt x = y. Aus den letzten beiden Gleichungen folgt
x = 2. Einsetzen in die letzte Gleichung gibt z = —3.

Wir haben also die Flachstelle (2,2, —3).

Die Hessematrix von f ist

eTTYT2 (py+2242y) T TYTE(py+22+4yta+1) YT (py+224+y+2)
V2 (py 422t aty+1) TV (py+22422) VA (zyd-224242)
PtV H2 (py+2242+y) VI (2y+2242+4x) T TYTF(zy+22+4)

Hy(z,y,2)

Ty+22+2y zy+2z+y+z+1 zy+2z+y+2
= TtYT2 . | gyf2ztaty+l Ty+22+2x zy+2z+x+2 .
zy+2z+2+y zy+2z+2+x ry+2z+4

Flachstelle (2,2,—3). Es ist
232
H = H(2,2,-3) = e<§§g> .

Die Hauptminoren von H sind My (H) = det(e- (2)) = 2e, My(H) = det(e- (33)) = —5e?
und M3(H) = det(H) = —2e3. Somit ist H weder positiv noch negativ definit. Da zudem
det(H) # 0 ist, folgt, daf H indefinit ist.

Somit ist (2,2, —3) eine Sattelstelle von f.

5.4 Lokale Extremstellen unter Nebenbedingungen

Sein € Z>y.Sei D C R"” offen.
Sei f: D — R gegeben mit f;,,, : D — R existent und stetig fiir i, j € {1,...,n}.
Sei £ € Zz1. Sei gr : D — R fiir 1 < k < £ gegeben mit (gg)a,e, : D — R existent und
stetig fir 7, 7 € {1,...,n}. Wir fassen diese Funktionen zusammen zur Abbildung
g : D — R
z = g(@) = (g(z),..., g(x)) .
Sei
D, :={zeD:gx)=0fir1 <k</l}.

Es ist also D, die Menge der Punkte aus D, an denen alle Funktionen g, den Wert 0
haben, fiir 1 < k < 4.

Das Ziel ist die Ermittlung der lokalen Extremstellen von f auf D, .

Beispiel. Sei f:R? - R:x = (z1,22) = f(71,22) =21 - 72
Seil=1.Sei g :R* = R:x=(x1,22) = g1(x1,12) = 22 + 23— 2. Esist g(z) = (91(2)).

Es ist D, = {(v1,75) € R? : 22 + 22 — 2 = 0} ein Kreis mit Radius v/2 um den
Mittelpunkt (0,0).
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Es wird uns im folgenden interessieren, wo auf diesem Kreis D, unsere Funktion f eine
lokale Maximalstelle oder eine lokale Minimalstelle hat.

Definition. Sei & € D, .

(1) Es heifst Z eine lokale Mazimalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0, falls es ein
e € Ry gibt mit f(2) > f(z) fir x € U(2) N D, .

(2) Es heift & eine lokale Minimalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0, falls es ein
e € Ry gibt mit f(2) < f(z) fir x € U (Z) N Dy, .

(3) Es heit & eine lokale Extremstelle von f unter Nebenbedingung g = 0, falls Z eine
lokale Maximal- oder Minimalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0 ist.

Es ist “unter Nebenbedingung g = 07 eine feste Wendung, mit der nicht zum Ausdruck
kommen soll, dafs g als Funktion null ist, sondern, daf die Nullstellenmenge D, von g der
Betrachtung zugrundegelegt wird.

& = (&1, &2) € Dy ist eine lokale Maximalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0

o/

Definition. Sei € D, .
Sei N(z) € R™* die Matrix mit dem Spaltentupel (V,, (), V,, (%), ..., V,,(2)).
Wenn das Spaltentupel von N(Z) linear unabhéngig ist und wenn

V(@) = N(@)-A

eine Losung A € R besitzt, dann heift & eine Flachstelle von f unter Nebenbedingung
g = 0.
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Die Aussage, daf das Spaltentupel von N () linear unabhéngig ist, ist hierbei dquivalent
zur Aussage, dafs der Rang von N (Z) gleich ¢ ist.

A1
Der dann eindeutig festliegende Vektor A\ = < : ) heifst Lagrange- Multiplikator zur Flach-
stelle £ unter Nebenbedingung g = 0. At

Eine Flachstelle  unter Nebenbedingung ¢ = 0 mufs also Losung des folgenden Lagrange-
Gleichungssystems sein.

fo(2) = M (91)e (@) + oo+ A (90)2, (2)

fer(2) = A (91)2(2) + oo+ A (90)2, (2)
fe(B) = A (91)2,(2) + oo+ Ao (Ge)a, (2)
g(®) = 0
gg(i) = 0

Die letzten ¢ Gleichungen hierin stellen nur sicher, dafs tatséchlich & € D, liegt.

Wir haben also n + ¢ Gleichungen fiir die n + ¢ Unbekannten &1, ..., Z,, A1, ..., A¢.

Auch hier benétigt man die Bezeichung & = (&#1,...,%&,) nur in der Theorie, um dort
zwischen fester Stelle £ und variabler Stelle z unterscheiden zu konnen.

Beispiel. Wir setzen voriges Beispiel fort.
Es ist Vi(21,22) = (32). Es ist V, (21, 22) = (551)-
Die Unbekannten x;, x5, A\ haben das Lagrange-Gleichungssystem

To = )\1 . 233‘1
xrT = )\1 . 2!['2
4+ri—-2 = 0
zu erfiillen.

Setzen wir x; aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so erhalten wir

To — )\1 : 2()\1 . 2$2) = 4)\%1‘2 .

Fall 5 = 0. Dann ist auch x; = 0 und die dritte Gleichung ist unerfiillbar.
Fall x5 # 0. Dann folgt aus xo = 4 w5, daR 1 = 4)? sein muk.

Subfall \y = % Dank zweiter Gleichung ist 7 = x5 . Die dritte Gleichung gibt x; =1
oder z; = —1. Also erhalten wir in diesem Subfall die folgenden Flachstellen unter Ne-
benbedingung g = 0.
(1,1)  mit )\ =
(=1,—1) mit )\ =

N N|—
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Subfall A\ = —% . Dank zweiter Gleichung ist ;1 = —x5 . Die dritte Gleichung gibt x; =1
oder z; = —1. Also erhalten wir in diesem Subfall die folgenden Flachstellen unter Ne-
benbedingung g = 0.

(1,—1) mit \ = —

N = N

Zur Probe vergewissere man sich, daf all diese Stellen mit ihrem zugehorigem Lagrange-
Multiplikator das Lagrange-Gleichungssystem erfiillen und da$ die Matrix N(x) € R**!
an diesen Stellen Rang 1 hat. Im vorliegenden Fall einer einzigen Spalte V,, (x1, x3) darf
diese dazu nicht die Nullspalte sein.

Lemma. Sei € D eine Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.

A1
Sei \ = < : ) der zugehorige Lagrange-Multiplikator.
Ae

Sei

H = H¢(z) — (MHg, (2) + ... + A\H,(2)) € R™™.
Wir 16sen das lineare Gleichungssystem N(#)'w =0 in u € R™*!.
Sei (uy, ..., u,_¢) eine Basis des Losungsraums {u € R™*! : N(2)'u=0}.

Sei U € R™* ("= die Matrix mit Spaltentupel (u;, ..., U,_¢).

Mit anderen Worten, habe U ein linear unabhéngiges Spaltentupel aus n — ¢ Vektoren, die
auf allen Spalten von N (&) senkrecht stehen.

Wir haben nun die symmetrische Matrix U' - H - U € R®=9%(=0 2y betrachten.

(1) Ist U* - H - U negativ definit, dann ist Z eine lokale Maximalstelle von f unter
Nebenbedingung g = 0.

(2) Ist U* - H - U positiv definit, dann ist & eine lokale Minimalstelle von f unter
Nebenbedingung g = 0.

(3) Ist U'- H - U indefinit, dann ist & eine Sattelstelle von f unter
Nebenbedingung g = 0.

Ist U H-U weder negativ definit noch positiv definit noch indefinit, dann kénnen wir mit
diesem Lemma keine Aussage treffen tiber die Art der Flachstelle Z unter Nebenbedingung
g = 0.

Falls U - H - U in keinen der drei Fille paft, dann ist fiir die Flachstelle # unter Nebenbe-
dingung g = 0 in der Tat alles moglich. So eine Stelle wird in unseren Aufgaben nicht auf
ihre Art hin zu untersuchen sein.
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Beispiel. Wir setzen voriges Beispiel fort.

Aus Vy(xy,20) = (ﬁf) erhalten wir Hy(z1,29) = (%)

Aus Vy, (z1,22) = (551) erhalten wir Hy, (21, 22) = (35).

Wir haben die folgenden Flachstellen von f unter Nebenbedingung g = 0 zu betrachten.

Stelle (x1,22) = (1,1) mit \y = 3. Es ist N(1,1) = (3). Also kénnen wir U = (77)
wéhlen.

Esist H=Hy(1,1) — \Hy, (1,1) = (71 1). Esist U H-U = (-11) (71 1) (71) = (-4)
negativ definit. Wir haben erhalten:

Es ist (1,1) eine lokale Maximalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.

Stelle (z1,15) = (—1,—1) mit Ay = 1. Es ist N(—1,-1) = (73). Also kdnnen wir
U= (_%) wahlen.

Esist H = Hy(—1,-1)—\H,, (—1,—-1) = (71 _1). Esist UV H-U = (-1 1) ("1 1) (71) =
(—4) negativ definit. Wir haben erhalten:

Es ist (—1,—1) eine lokale Maximalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.
Stelle (x1,25) = (1,—1) mit Ay = —% . Es ist N(1,—1) = (_3). Also kénnen wir U = (1)

wahlen.

Es ist H = Hy(1,—1) — \iH,, (1,-1) = (11). Esist U'- H-U = (11) (11) (1) = (4)
positiv definit. Wir haben erhalten:

Es ist (1, —1) eine lokale Minimalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.
Stelle (x1,25) = (—1,1) mit Ay = —% . Es ist N(—1,1) = (73). Also kénnen wir U = (1)

wahlen.

Es ist H = Hp(—1,1) — \iH,, (—1,1) = (11). Esist U'- H-U = (11) (11) (1) = (4)
positiv definit. Wir haben erhalten:

Es ist (—1, 1) eine lokale Minimalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.

Auch hier werden in der Praxis oft statt xy, x2, 23, ... Variablennamen wie z, vy, z, ...
verwendet :

Beispiel. Sei f:R* 5 R : (2,9, 2,w) — f(z,y,2,w) = (z +y) (z +w).

Sei gy : R* = R: (z,y,2,w) = g1(x,y, z,w) == 22 + y* — 2.

Sei go : R* = R: (2,4, 2,w) = golz,y, 2, w) := 2% + w? — 2.

Dann ist g := (g1,92) : R* = R?: (z,y, z,w) — (g1(2,y, 2,w), go(x,y, 2, w)) zu setzen.

Die Aufgabe sei es, die lokalen Extremstellen von f unter Nebenbedingung g = 0 zu
finden, die in Ryp X Ryg X Rog X Ry liegen.
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Z+w
Es ist Vi(z,y,z,w) = (iﬂ‘j)

T+y

2x 0 2z 0
Es ist Vy, (z,y, z,w) = (251) und V, (z,y,2,w) = (20Z>, also N(z,y, z,w) = (251 202).

0 2w 0 2w

Das Lagrange-Gleichungssystem hat folgende Gestalt.

24w = AN -2 4+ N0 (
2w = A2y + (
r+y = M0 4+ A-2z (
r+y = M0 + A-2w (
?4+y?—2 = 0 (
Z2+uwr—-2 = 0 (

Die Unbekannten sind z, y, z, w, Ay, As.

Fall \y # 0. Aus (1) und (2) folgt = y. Aus (5) folgt x = 1 oder z = —1.

Subfall Ay # 0. Aus (3) und (4) folgt z = w. Aus (6) folgt z =1 oder z = —1.

Wir haben die folgenden Flachstellen von f unter Nebenbedingung g = 0 erhalten.

(1,1,1,1) mit \; = L und Ay = 1
(1,1,-1,-1)  mit \; = —1 und Ay = —1
(—-1,-1,1,1) mit A\; = —1 und Xy = —1
(=1,-1,—-1,—1) mit Ay =1und Ay =1

Subfall Ay = 0. Aus (3) folgt x = —y. Aus (5) folgt © = 1 oder x = —1. Aus (1) und (2)
folgt z = —w. Aus (1) folgt A; = 0, was nach Fallvoraussetzung nicht sein darf.

Fall \y = 0. Aus (1) und (2) folgt z = —w. Aus (6) folgt z =1 oder z = —1. Aus (3) und
(4) folgt © = —y. Aus (5) folgt x = 1 oder x = —1. Aus (3) folgt Ay = 0.

Wir haben die folgenden Flachstellen von f unter Nebenbedingung g = 0 erhalten.

(1,—1,1,—1) mit Ay =0und Ay =0
(1,—1,—1,1) mit Ay =0 und Ay =0
(—1,1,1,—1) mit )\1 =0 und )\2:()
(—1,1,-1,1) mit Ay =0und A =0

Von diesen 8 Flachstellen von f unter Nebenbedingung g = 0 liegt als einzige (1,1,1,1)
in R>0 X R>0 X R>0 X R>0. Sie hat A =1und Ay = 1.

Fiir diese machen wir eine Probe. Einsetzen von z = 1, y = 1, 2 = 1, w = 1, \; = 1

und Ay = 1 liefert im Lagrange-Gleichungssystem tatséchlich sechs erfiillte Gleichungen.
20

Ferner hat die Matrix N(1,1,1,1) = (38) den Rang 2, wie gewiinscht.
02

Untersuchen wir, von welcher Art diese Flachstelle von f unter Nebenbedingung g = 0
ist.
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28s gs88
. 0011 _ —
Es ist Hf(m,y,z,w): 1100 7H91(’ray7sz>_ 0000 | und Hga(%y;Z,w)— 0020 |-
1100 0000 0002

Also ist zu setzen :

20

Esist N(1,1,1,1) = (3 g) . Wir transponieren und 16sen das zugehorige homogene lineare
02

Gleichungssystem : (3388‘8) ~ ((1)(1)(1)(1)‘8). Eine Basis des Losungsraums ist gegeben durch

—1 0 -1 0
(( (1)) , (_0>). Wir kénnen also U := ( é_?) wahlen. Es ist

0 1 0 1

negativ definit.

Somit ist (1,1,1,1) eine lokale Maximalstelle von f unter Nebenbedingung g = 0.



Kapitel 6

Gewohnliche Differentialgleichungen

Schreibweise. Sei D C R. Sei v : D — R : 2 — u(z) eine Funktion.
In diesem Kapitel ist die Schreibweise dafiir oft schlicht: u(x), definiert auf D.
Oder auch: u, definiert auf D.

6.1 Begriff

Definition. Sei n > 1.
Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Gleichung der Form
y W (x) = [,y (@), "D (@), .y O ()

fiir eine Funktion f : M — R, wobei M C R"*!,
Sei D C R offen.

Eine Losung dieser Differentialgleichung auf D ist eine n-fach differenzierbare Funktion
y: D — R, fiir welche eben y™(z) = f(z,y™ Y (z),y" D (2),...,y 9 (x)) gilt fiir z € D.

Man schreibt die Differentialgleichung auch kurz
Y™ = flz,y" Dy 0
Fordert man zudem fiir ein £ € D noch
yO@) =y, yW@) =wu, ., y"@) = yoa
fiir gewisse yg, ..., Yn_1 € R, so spricht man von Anfangsbedingungen an y.

Zunichst ein paar Beispiele, die nur die Problemstellung illustrieren sollen. Es werden L6-
sungen nur angegeben, noch nicht hergeleitet.
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Beispiel. Es ist
y'(z) = y()
eine Differentialgleichung erster Ordnung.

Diese wird auch kurz

geschrieben.

Fiir jedes ¢ € R ist y(x) = ce” eine Losung dieser Differentialgleichung auf R.

Beispiel. Es ist

/

y = —ylx
eine Differentialgleichung erster Ordnung.

Auf Ry ist y(z) = % eine Losung dieser Differentialgleichung.

Beispiel. Es ist
y'+y =0

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, bei welcher wir noch y nach links gebracht

haben.
Es ist y(x) = sin(x) eine Losung dieser Differentialgleichung auf R.
Es ist y(x) = cos(z) eine Losung dieser Differentialgleichung auf R.

Wollen wir zudem die Anfangsbedingungen y(0) = 1 und 3/(0) = 3 erfiillt haben, so finden
wir dafiir die Losung y(z) = 3sin(z) + cos(x) auf R.

Beispiel. Es ist

eine Differentialgleichung erster Ordnung. Jede Stammfunktion $2* + ¢ von z? ist eine
Losung, wobei ¢ € R.

Das Losen von Differentialgleichungen verallgemeinert also das Integrieren.

6.2 Differentialgleichungen erster Ordnung

6.2.1 Richtungsfeld

Bevor wir an die Losungsmethoden gehen, hier eine Veranschaulichung.

Zu l6sen sei die Differentialgleichung v = f(x,y).
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Mit anderen Worten, der Graph von y(z) hat an der Stelle (z,y) € R? eine vorgegebene
Tangentensteigung f(z,y).

Diese machen wir an einigen Stellen durch eine kurze Strecke kenntlich.

Der Graph y = y(z) einer Losung mit vorgegebenem Anfangswert y(z) = yo wurde durch
dieses Richtungsfeld skizziert.

6.2.2 Separierbare Differentialgleichungen

Seien f(z) und g(x) differenzierbare reellwertige Funktionen auf einem geeigneten Defini-
tionsbereich fiir die Variable z.

Zu 16sen sei die Differentialgleichung

Dann mufs notwendig
[dw@w e e = [ 1@ i
sein. Substitution auf der linken Seite gibt

9(y)] = / () dy = / (@) dz = [f(z)]

Also gibt es ein ¢ € R mit
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Kann man dies nun nach y(z) auflésen, gegebenenfalls nach Wahl eines hinreichend kleinen
Definitionsbereiches fiir z, so liefert dies eine Losung der Differentialgleichung.

Eine Probe ist hier verpflichtend. Man setze dazu die gefundene Funktion y(z) in die
Differentialgleichung ein und iiberpriife die Gleichheit.

Beispiel. Zu l6sen sei die Differentialgleichung

/

Wir suchen eine Losung, die die Anfangsbedingung y(1) = —3 erfiillt.

In obiger Bezeichnung sollte ¢'(y) = % und f/'(z) = z sein.

Dazu sei g(y) := In(|y|) und f(z) := 2%

(In(ly))] = /édy = /%daz = /wdx:[%aﬂ.

In(ly]) = %:CQ +c

Zu erfillen ist

Es sollte somit

sein fiir ein ¢ € R. Also |y| = exp(52® + ¢).
Also y = exp(32?) - exp(c) oder y = exp(32?) - (— exp(c)).
Nun kénnen exp(c) oder —exp(c) jeden Wert d € R \ {0} annehmen. Somit wird

y = y(z) = d-exp(32°)

die gefundene Losung unserer Differentialgleichung, bevor wir die Anfangsbedingung be-
achten.

Wir stellen durch direkte Betrachtung fest, dafs dies auch noch fiir d = 0 eine Losung
darstellt, ohne daf dies aus unserer Methode resultiert wére.

Nun mufs noch die Anfangsbedingung erfiillt werden durch geeignete Wahl von d. Es sollte
-3 = y(1) = d- exp(31?) = de'/?
sein. Es folgt d = —3e~/2. Also wird
y = ylx) = =3¢ Pexp(za?) = —3exp(3(2* — 1)),
definiert auf R.

Wir machen noch die Probe. Zum einen ist y/(z) = —3exp(3(2? — 1)) -z = z - y(z), also
ist die Differentialgleichung erfiillt. Zum anderen ist y(1) = —3exp(5(1* — 1)) = —3, also
ist die Anfangsbedingung erfiillt.

Ohne Beriicksichtigung des Betrags in der Stammfunktion In(]y|) hdtten wir ibrigens keine
Losung fiir unsere Anfangsbedingung y(1) = —3 gefunden.
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Beispiel. Zu 16sen sei die Differentialgleichung

Wir suchen eine Losung, die die Anfangsbedingung y(0) = —1 erfiillt.

2

In obiger Bezeichnung sollte ¢'(y) = y und f'(z) = x* sein.

Dazu sei g(y) := 34 und f(z) := 32

Zu erfillen ist

Es sollte somit

sein fir ein ¢ € R. Also

= y(z) = (/323 +2c.
Yy = y(q;) = _\/§I3+26'

Je nach gefundenem c sollte der Definitionsbereich D fiir x so gewahlt werden, dafs wir
§x3—|—20 > 0 haben fiir x € D. Dies ist die gefundene Losung unserer Differentialgleichung,
bevor wir die Anfangsbedingung beachten.

Y

oder

Nun mufs noch die Anfangsbedingung erfiillt werden durch geeignete Wahl von ¢ und
geeignete Wahl des Vorzeichens.

Es sollte
—1 = y(0) = —/203+2¢ = —V2¢
sein, wobei wir auf der rechten Seite das negative Vorzeichen wihlen mufsten.

Es folgt ¢ = 1/2. Also wird

y = ylx) = —y/32°+1,

definiert auf der offenen Teilmenge D := |—¢/2  +oo[ C R.

x? x?

Wir machen noch die Probe. Zum einen ist y/(z) = —1(22°+1)71/2.22? = —2— = L.
_1/2323_;'_1 y(x) ’
3

also ist die Differentialgleichung erfiillt. Zum anderen ist y(0) = —y/20% +1 = —1, also
ist die Anfangsbedingung erfiillt.
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6.2.3 Ahnlichkeits-Differentialgleichungen

Sei f(z) eine reellwertige Funktion auf einem geeigneten Definitionsbereich fiir die Varia-
ble x.

Zu losen sei die Ahnlichkeits-Differentialgleichung
)
r= i)
x
y(z)

Wir substituieren u(z) := £, also y(z) = u(z) - z.
Dann wird /' (z) = u/(z) - x + u(z).

Unsere Differentialgleichung wird zu

u(z) -z +ulx) = flulx)).

Umgeschrieben und abgekiirzt wird dies zu

Das ist separierbar. Also

Zu erfiillen wird
! v -1 = |In(|z
[g(u)]iz/mduz/md$:/$ dz = [In(|z[)] .

g(u) = In(Jz|) +¢

Also

fiir ein ¢ € R. Dies mufs nun nach u aufgelost werden. Sodann fithre man die Riicksubsti-
tution y = u -  durch.

Beispiel. Wir suchen eine Losung der Differentialgleichung

zur Anfangsbedingung y(1) =

Wir substitutieren y = v -z und also ¢y’ = v’ - x + v und erhalten
u-rt+u = 14+u?,

umgeschrieben zu
u = (W —u+1)-at,
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umgeschrieben zu

Zu erfillen wird

1 u 71

Nun kénnte man Partialbruchzerlegung auf das Integral der linken Seite loslassen.

Eine passende Substitution hilft aber auch. Wir schreiben dazu
@outl = -3l = 3 (G- ).

1). Damit wird

1 _ V3 1
fu2—u+1 du = Tf %(v2+1) dv

_ 2 1
= Tgf Vil dv
= \% larctan(v)]

. . . . . . l .
Wir subsitutieren linear mit v := \/g(u

= [Farctan(Z(u—3))] .
Somit konnen wir fortsetzen. Fiir ein ¢ € R sollte

\% arctan(\%(u —3)) = In(jz]) + ¢

sein. Wir 16sen schrittweise nach w auf. Zuerst
arctan(Z:(u — 3)) = S(In(|z]) + ),

dann
%) = tan(%g(ln(u]) +0),

500
dann
u = Ltan(L(n(|z)) +¢) + 3 -

Riicksubstitution liefert

y = u-z = (Ltan(L(n(lz]) +¢) + 1)z

Die Anfangsbedingung sollte noch erfiillt sein. Es fiihrt

it Loy) = (Lran(Ln(Lf) + )+ 1) -1 = 2 tan(Lo) + 4

auf tan(‘/Tgc) =1, also auf ¥ ¥3¢ =7 und also auf ¢ = 5 -

Wir erhalten die Losung

y = ylz) = (Ltan(P(n(jz)) + 725) +3) -z = (Ltan(FIn(z)) + )+ ) =
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Wir wollen noch einen sinnvollen Deﬁnitionsbereich finden. Zunéchst sollte x # 0 sein.
Ferner sollte nicht ‘/75111(|x|) + % = § + km sein fiir ein k& € Z. Also nicht In(|z|) =

\%(% + k). Also nicht z = + exp(%( + km)). Somit kénnen wir als Definitionsbereich
nehmen:

D = R~ ({O}U{s-exp(%( +km)) : keZ, se{-1,+1}})
Soviel Mengenlehre muf offenbar sein.

Probe: Zum einen wird
y = Ltan(LIn(|z|) + )

+ 7 + (21 + tan(FE In(lz]) + 7)) - 2 1)
= Ltan(LIn(|z]) + )
)

+5+
+ 1431+ tan(L In(|z]) + T)2)
+ 2 tan(L In(jz]) + 5) + 3.

Zum anderen wird

1+2 = 1+ (Ltan(LIn(ja]) +5) + 1) - 2)?
= 1+ (‘/75 tan(*32 In(|z]) + 5) + 3)?
= 3tan(LIn(jz)) + )2 + 2 tan (%2 In(|z]) + T) 4 3

Also ist die Anfangsbedingung erfillt.

6.2.4 Lineare Differentialgleichungen
Seien a(z) und b(x) reellwertige Funktionen auf einem geeigneten Definitionsbereich fiir
die Variable z.

Zu losen sei die lineare Differentialgleichung

y = a(z)-y+bx).
Ist b(x) die Nullfunktion, so ist dies eine homogene lineare Differentialgleichung.

Ist b(z) nicht die Nullfunktion, so ist dies eine inhomogene lineare Differentialgleichung.
Hiervon wollen wir ausgehen.

Als Vorbereitung 16sen wir zunéchst die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung
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Diese ist separierbar. Es wird
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Also

fiir ein ¢ € R. Also
y = exp(f@) e oder  y = exp(f(x)) (~ ).

Da wir auch die konstante Losung y = 0 haben, kann nun e oder — e¢ oder 0 jeden Wert
d € R annehmen. Wir erhalten

y = exp(f(x))-d

als Losung der homogenen linearen Differentialgleichung v/ = a(z) - y.

Fiir unsere inhomogene lineare Differentialgleichung vy = a(x) -y + b(z) machen wir nun
den Ansatz, daft wir die Konstante d durch eine zu ermittelnde Funktion d(z) ersetzen
und diese Funktion d(z) so zu bestimmen versuchen, daf die Differentialgleichung erfiillt
ist. Sei also

y = exp(f(z))-d(z)
angesetzt. Man nennt diesen Ansatz auch Variation der Konstanten.

Es sollte also sein

a(x) -y +o(x) = y
= exp(f(x)) - f'(x) - d(x) + exp(f(2)) - d'(x)
= afx)-exp(f(x)) - d(z) + exp(f(z)) - d'(z)
= a(z) -y +exp(f(x)) d(z).
Dies fiihrt uns auf die Bedingung

!

b(x) = exp(f(z))-d(x)

und also auf

Es wird
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Einsetzen in unseren Ansatz liefert nun
y = exp(f(x)) - (9(x) +h) .
Beispiel. Wir wollen auf R.( die inhomogene lineare Differentialgleichung
Y =yr 4z

16sen mit der Anfangsbedingung y(1) = ¢ fiir einen Parameter ¢ € R.

Dazu 16sen wir zunéchst die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung

Yy = yr
Diese ist separierbar. Also
y o
2 = g1
Y
also
n(y)] = [Ldy = [£de = [27" de=[In(z)],
also

In(y) = In(z) +c
fir ein ¢ € R. Es wird

C

y = exp(In(x)) - e oder y = exp(In(x)) - (—€) oder y =20.

Also
fiir ein d € R.
Nun zur gegebenen inhomogenen linearen Differentialgleichung. Wir machen den Ansatz

der Variation der Konstanten.

Es soll also sein :

Also
d(z) =1
Also
d(z) = x+h
fur ein h € R. Also
y = x(x+h).

Die Anfangsbedingung verlangt
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Somit wird h =t — 1. Wir erhalten die Losung

y = ylx) = z(z+t—1)=2>+({t—1)z.

Probe: Esist f = 2x+t—1. Esist yz7 ' +2 =2+t —1+x = 2x+t— 1. Das ist dasselbe.
Also ist die Differentialgleichung erfillt.

Ferner wird y(1) =1- (1 +¢ — 1) =¢. Also ist die Anfangsbedingung erfiillt.

6.2.5 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung

Lemma. Sei (Z,9) € R?. Seien a, b > 0. Wir betrachten das Rechteck
V= li-ait+adx[-bg+b = {(z,y) : |z -2 <aund |y -y <b} € R?,

welches Mittelpunkt (Z, ) und Kantenldngen 2a und 2b hat.
Sei f:V = R:(x,y) — f(x,y) stetig.
Die Lipschitzbedingung sei erfiillt: Es gebe ein L € Ry mit

’f(wayl) - f<x7y2)‘ < L‘yl - y2|

fir alle (z,v1), (z,y2) € V.
Sei m := max{ |f(z,y)| : (z,y) € V}. Sei h := min{a,bm~1}. Sei D :=|& — h, % + h[.

Dann gibt es genau eine differenzierbare Funktion y : D — R, welche die Differentialglei-
chung

y(x) = flz,y(x))
fir x € D und die Anfangsbedingung y(&) = ¢ erfiillt.
Die technischen Bedingungen stellen also sicher, daf man durch das Richtungsfeld dieser

Differentialgleichung ausgehend vom Punkt (Z,§) genau eine Losung zeichnen kann, wenn
man sich dabei nicht weiter als um A links und rechts von dieser Stelle entfernt.

Bemerkung. Ist f,(z,y) im Innern von V existent und ist dort |f,(z,y)| < L, dann ist
die Lipschitzbedingung mit der Konstanten L erfiillt.

Gegenbeispiel (bei nicht ganz erfiillten Voraussetzungen).
Sei die Differentialgleichung 3’ = 2|y|'/? zu 16sen mit der Anfangsbedingung y(0) = 0.
Fiir jedes c € Ry ist

x? fur x € ]0, +o0]

y(x) == ¢ 0 fir z € [—¢, 0]
—(z+¢)? fiir x € |—00, —(|
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eine Losung, mit y(0) = 0.

Denn fiir z > 0 ist /() = 2z = 2|2?|'/2 = 2|y(x)|}/2.

Fiir x € [—c,0] ist 3/(x) = 0 = 2|0|"/2 = 2|y(z)|"/2.

Fiir 2 < —cist ¥/(z) = —2(z + ¢) = 2|z + ¢| = 2|—(z + ¢)?|V/2 = 2|y(x)|*/2.

Da ¢ > 0 beliebig wahlbar ist, ist hier die Eindeutigkeit der Losung der Differentialglei-
chung unter der gestellten Anfangsbedingung nicht erfiillt.

Aber hier ist auch die Lipschitzbedingung nicht erfiillt: s (“";z:g |($’0)| = |2|?|/;|11_/Z|_0| =

2|y |71/2 geht fiir y; — 0 gegen +o0, bleibt also nicht < L, egal welches L man wihlt.

N

A4

~ \_‘\

Hier bleibt es dem Zeichner der Lésung im Richtungsfeld iiberlassen, wielange er auf der
Geraden y = 0 bleiben will.

Lemma. Sei £ € D C R, wobei D ein offenes Intervall sei.
Sei f: D xR —=R:(z,y)— f(x,y) stetig.
Die Lipschitzbedingung sei erfiillt: Es gebe ein L € Ry mit

|f(z,y1) — f(z,92)] < Lly1 — 2|

fir alle (z,vy1), (z,92) € D xR.
Erfiille y : D — R : @ — y(x) die Differentialgleichung v/(z) = f(x,y(x)) fir z € D.
Erfiille  : D — R : @ — g(x) die Differentialgleichung ¢'(x) = f(x,g(x)) fir z € D.

Dann ist
ly(x) — §(z)] < |y(@) — §(@)] X3
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fir x € D.

Wieder gilt: Ist f, existent und |f,(z,y)| < L fiir (z,y) € D x R, dann ist die Lipschitz-
bedingung mit der Konstanten L erfiillt.

Hat man zwei Losungen y und g der Differentialgleichung, so kann also der Abstand
ly(#) — §(2)| der Anfangswerte zusammen mit L fiir eine Abschidtzung des Abstands
ly(x) — g(x)| der Funktionswerte verwendet werden.

Beispiel. Sei & = 0. Sei D = ]—1,+1]. Sei f(x,y) = 2zy.
Sei 3/ = 2xy auf D zu 16sen.

Dazu rechnen wir: [ dy = f%’ dz = [ 2z dz, also [In(|y|)] = [#%], also

y = e -d

fiir ein d € R.
Es ist f,(z,y) = 2z. Es ist also |f,(z,y)| = 2|z| < 2 =: L fiir (z,y) € D x R.

Fiir zwei Losungen y und g gilt nach vorstehendem Lemma also

ly(x) — 9(z)] < |y(0) — §(0)] 2=
fir x € D.
Uberpriifen wir dies. Sei y(x) = ¢ und y(r) = 2¢ fiir z € ]—1,+1].

Dann ist
2

ly(z) —g(z)| = e"
und
ly(0) — (0)] 20 = g2l |

Und tatséchlich ist 22 < 2|#| und somit auch e** < 2l fiir z € |—1, +1[.

6.3 Lineare Differentialgleichungssysteme
erster Ordnung

6.3.1 Der allgemeine Fall

Wir erweitern nun die Fragestellung und wollen nach vektorwertigen Funktionen suchen,
die eine Differentialgleichung erfiillen.

Weiter unten werden wir die Suche nach einer skalarwertigen Funktion, die eine Differential-
gleichung n-ter Ordnung erfiillen soll, zuriickfiihren auf die Suche nach einer vektorwertigen
Funktion, die eine Differentialgleichung erster Ordnung erfiillen soll.
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Sein>1.

Definition. Sei D C R offen.

fi(=)
Sei f: D —C™ww fz) = (fi(2); = ( : ) eine vektorwertige Funktion.
fn()
fi(=)
Esist f'(z) := ( : ), sofern existent. Diesenfalls heifst f differenzierbar.
fa(=)

Beispiel. Ist /() = (it ), dann ist f'(2) = (2fn))-

Definition. Sei D C R offen.

Sei A: D — R0 — A(z) = (a;,(x)) k-

Sei g: D — R™ : z— g(z) = (g(x)), .

Ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung ist eine Gleichung der Form
y'(x) = Alx) y(z) + g(x)

Wir schreiben dies auch kurz
y = Alx)-y+glz).

Ist g(x) = 0 fiir z € D, so heifst dieses homogen, ansonsten inhomogen.

Eine Losung dieses Differentialgleichungssystems auf D ist eine differenzierbare Funktion

. ol B y1(z)
y: D — R x> y(r) = : ,

yn(z)
fiir welche eben ¢/(z) = A(x) - y(z) + g(z) gilt fir x € D.

Fordert man zudem fir ein z € D noch

fiir einen gewissen Vektor i € R™ !, so spricht man von einer Anfangsbedingung an y.

Bemerkung. Es ist die Gleichung von Vektoren

daquivalent zum Gleichungssystem

() = aa(@)y (@) + ..+ an(@)ya () + gi(2)
o) = aga(2)y(2) + ..+ agn(2)yn(2) + ga(x)

Yo(@) = ann(@pa(E) + -+ o (@)yn() + gal2) |
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Kurz,
Y = a171(l’)y1 + ...+ al,n('x)yn =+ gl(m)
y2 = a271(l‘)y1 + . + G/Q’H(x)yn + g2($)

1/1/1 = CLnJ(I)yl +...+ an,n<x>yn + gn(x) :

Beispiel. Sei D =R, _;.

Auf D suchen wir eine Losung des homogenen linearen Differentialgleichungssystems

! 1 T
Yy = ( 0 (:p+1)—1> )
zur Anfangsbedingung y(0) = (_i) Zu l6sen ist also

Y = Y1+
yy = (x+1)" 1y

zur Anfangsbedingung (yl EOD (_%)

Die zweite Gleichung gibt [ .- dy, = [ 2 L dz = [(z+1)"" dz, also [In(|ya])] = [In(|z+1])].
Hier ist [t + 1| =2+ 1,da 2z > —1. Es wird
yo = yolx) = c-e" = c(z+1),
wobei ¢ € R.
Die erste Gleichung gibt nun y; = y; + - c(x + 1).

Die allgemeine Losung zu y; = y; ist y1 = y1(z) = d - €*, wobei d € R. Wir setzen an mit
einer Variation der Konstanten, also y;(x) = d(x) - e*. Es ist ¢} (x) = d'(z) - e* + d(z) - "

Es muf also d'(x) - e* +d(z) - ” = d(z) - e® 4 cx(r + 1) sein. Es muf also

d(x) = cr(z+1)e ™ =c(z? +x)e™”
sein. Wir integrieren :

J@tz)edr = [(@*+a)(—e™)] = [Qr+1)(—e™) da
2+ x)e |+ [( 2:1:+1)e * dx
> +x)e ”‘"]+[(2$+1 — J2(—

—(a”
—(?

—(?*+zx)e " —2r+1)e " — Qe*x]
(

Also
d(r) = —c(x* +3x+3)e " +s,
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mithin
Yy = —c(@®+3z+3) +se”

wobei s € R. Somit 16st
. [ —c(z®+32+3)+se” . —(22+32+3) e’
v =y = (CCENTT) = e () 45 (7)
unser Differentialgleichungssystem. Die Anfangsbedingung verlangt
— ! —3c+s
(71) = w0 = (7).
Es wird ¢ = 1 und s = 2. Somit erhalten wir die Losung

( —(2243z+3)+2e )

y = yx) = 1

unseres Differentialgleichungssystems zur Anfangsbedingung y(0) = (’%)

Probe: Es ist ¢/(z) = ( (2“?)“6 ) Es ist

1 xT — (E2+3CE+3 +2e® _ CE2+3$+3 +2e% + - z+1 —(2243)+2 ¢
Al@)y() = (0 (“U_l)’( ey > - ( | : | )> B ( o ) .

Das ist dasselbe. Also ist das Differentialgleichungssystem erfiillt.

Ferner ist y(0) = <_(02+3(')(1:3)+2 eo> = (_%) Also ist die Anfangsbedingung erfiillt.
Definition. Sei D C R.

Fiir Funktionen y, § : D — R™! und \ € R sei

y+§ D = R a = (y+g)(r) = ()+3?(5U)
Ay D — R 2 = (Ay)(z) = X y(x)

Damit wird die Menge (R"*!)? der Funktionen von D nach R™! zu einem R-Vektorraum.

Lemma. Sei D C R ein offenes Intervall.

Sei A: D — R™™:x— A(z) = (aji(x));r stetig.
Sei g: D — Rz g(z) = (g;(x)); stetig.

Sei & € D. Sei ) € R™*1,

(1) Es gibt es genau eine differenzierbare Funktion y : D — R™*! mit
y'(x) = Ax) y(z) +g(z) firxeD,

fiir welche y(z) = g ist
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(2)

Wir betrachten die Menge L4 o der differenzierbaren Funktionen y : D — R™*! mit

y'(z) = A(x) -y(x) firxeD.

Esist Lag C (R™*!)P ein Unterraum, auch Lisungsraum von y' = A(x) -y genannt.
Die Auswertungsabbildung Lo — R™! : y +— y(&) ist R-linear. Dank (1) ist sie
bijektiv.

Insbesondere ist dimg(La o) = n.

Eine R-lineare Basis von L heifst auch Fundamentalsystem fiir y' = A(x) - y.

Wir betrachten die Menge Ly , der differenzierbaren Funktionen y : D — R™ ! mit
y(2) = Alw)-y(x)+g(z) firzeD,

auch Losungsmenge von 3y’ = A(x) -y + g(x) genannt.

Sei yqg : D — R™! ein Element von L, ,. Wir nennen yo) auch eine partikuldre
Léosung von iy = A(z) -y + g(x).

Dann ist
Lag = {yo+y:yelao} = yjoy+Lao-
Sei (ypys - - - Ypy) ein Tupel von Losungen von 3 = A(z) - y auf D.
Fiir x € D sei F(x) € R™" die Matrix mit Spaltentupel (yp)(z),. .., ypm(z))-
Dann heift w(z) := det(F(z)) die Wronski-Determinante dieses Tupels.

Die folgenden Aussagen (a, b, c) sind dquivalent.

(a) Esist w(z) # 0 fiir ein z € D.

(b) Es ist w(x) # 0 fiir alle x € D.

(c) Esist (yp),---,ypm) ein Fundamentalsystem fiir ¢/ = A(z) - y.
Insbesondere ist w(z) # 0 eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf
ein Fundamentalsystem vorliegt.
Sei (yp), - - - Ypy) ein Fundamentalsystem fiir ¢’ = A(z) - y auf D.

Jede Losung von ¢y’ = A(z) - y ist also von der Form

y(x) = cly[l](x) +. CnY[n] (LL') )

mit ¢1, ..., ¢, € R.

Wir machen den Ansatz der Variation der Konstanten, um eine partikuldre Losung
fir v’ = A(z) - y + g(z) zu erhalten.

Sei dazu
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angesetzt, mit gesuchten differenzierbaren Funktionen ¢i(z), ..., ¢,(x) auf D mit

Werten in R.

Dann wird

y'(z) = (a(@)yy @) + .+ @)y (2) + (A @)y (@) + -+ (@)Y (2))

/
1
= A(@)-y(@) +9(z) = A@) - (a@)yy@) + ...+ c(@)ym(@)) + g(z) ,
also '
A(@)yp (@) + ... + G (2)ym () = g(2)
zu 16sen. Eine einzelne Losung geniigt, um damit die partikuldre Losung

Yo () = er(@)ypy () + - .. + cn(@)yp (2)

zu bilden.

Beispiel. Wir greifen das vorige Beispiel wieder auf. Es ist D :=R. ;.

Wir haben gesehen, dak das homogene lineare Differentialgleichungssystem

/ 1 T
Yy = ( 0 (z+1)_1> )
gelost wird von

. . —c(22432+3)+se”
Yy = y(fE) _ ( c(z+1) > )

wobei ¢, s € R. Mit anderen Worten, mit A(z) := ( (1) (Hﬁ)q), definiert auf D, wird

—c(z2+3z se® — (2243 e’
Lao = {< ( i(nglg)H > is,ce R} = {c( ( ;31%))4—5(0) ce,s € R}

mit den Funktionen darin definiert auf D.

Fiir jedes § € R**! gibt es dank Theorie genau ein y € Lo mit y(0) = ¢, da die
Auswertungsabbildung L4 — R**! : y — y(0) bijektiv ist.

Wir betrachten das Tupel von Losungen unseres Differentialgleichungssystems

( <—($2+3CE+3)> (ez ) )
T+1 >\ 0 ’

—_———— ——~
Yy () yp21()

mit den Funktionen darin definiert auf D. Seine Wronski-Determinante ist

w(z) = det () = —etw 1)

Es ist w(0) = —1 # 0. Also ist

(@) v @) = (CS2),(5)
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ein Fundamentalsystem fiir unser Differentialgleichungssystem, d.h. eine R-lineare Basis

von Ly .

Dies zeigt nun auch durch direkte Betrachtung, dafs die Auswertungsabbildung

LA70 — R2X1
y — y(0)

—(2243z e” -
() w5 (0) = e () +50)
bijektiv ist.
Beispiel. Wir greifen das vorige Beispiel wieder auf. Es ist D :=R._; .

Wir wollen das inhomogene lineare Differentialgleichungssystem

1 x —z2
y = ( 0 (w+1)’1>y+ <x+1)

2

16sen, mit A(z) = < 0 (w+€)_1> und g(z) := (;j1>

Aus dem vorigen Beispiel ist uns Ly ¢ bereits bekannt. Wir miissen also noch eine parti-

kulédre Losung finden.

Wir machen den Ansatz der Variation der Konstanten: Wir wollen fiir
— (2243243 e”
y(@) = clo) (") s ()
—_—— ——
Y1) (2) Y21 (@)

geeignete Funktionen ¢(x) und s(x) auf D bestimmen. Gelten soll

T

Y (@) = (o) (T so) () + ) () )

Al@)-y(a) +9(@) = (@A) (") +s@a@) () + (1) -

T

0

Unter Beachtung dessen, daf wir zwei Losungen des zugehorigen homogenen Differenti-

algleichungssystems verwendet haben, vereinfacht sich dies zu

@) (TUE) 5@ (5) = ()

Es sollte also ¢(z) = 1 sein. Wir koénnen ¢(z) = = wihlen.

Damit sollte dann — (22 4 3z + 3) + §'(z) e® = —2? sein, also s'(x) = (3z + 3) e ™.

Wir integrieren: [(3z+3)e™* do = [Bz+3)(—e )] — [3(—e*) do = [(—3z — 6) e "].

Wir konnen also s(x) = (—3z — 6) e™* wihlen.

)
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Eine partikuldre Losung ist mithin
—(x24+3z+3 e
yo@) = @) (TU) s ()
_ —(22432+3) —x (€
= :c( 1 )+(—3x—6)e (0)
o (—:L‘3—3a;2—6a:—6>
- z(z+1) ’
Somit erhalten wir die Losungsmenge

—23—322—62—6
Lag = ( (z4+1) >+LA70

. —23—322—62—6 —(224+3z+3) e® .
= () e () 5 (5) s es e RY.

Probe: Wir miissen fiir unsere partikuldre Losung noch die Probe machen.

/ [ —2*=322—62—6\" [ —322—62—6
y[o](m) - ( a(z+1) > - ( 22+1 > :

Zum einen wird

Zum anderen wird
1 x —z3—-322—62—6 —z2
A() -y (z) + g(x) = < 0 (m+1)—1) < z(z+1) ) + (a:-i—l)
o —23 322 —62—6+22(x+1) —x?
= ()« ()
—322—62—6
2x+1 '

Das ist dasselbe.

6.3.2 Der Fall konstanter Koeffizienten

Sein > 1.

Wir wollen ein Differentialgleichungssystem der Form y’ = Ay + g(z) betrachten, mit einer
konstanten Matrix A € R™*", die also unabhéngig ist von x. Hierzu brauchen wir eine
Erweiterung des Definitionsbereichs der Exponentialfunktion auf Matrizen. Es ist niitzlich,
hierbei in C"*™ zu arbeiten, um auch den Fall A € R™"*" C C"*" mit Eigenwerten in C,
die nicht alle in R liegen, gut behandeln zu kénnen.

6.3.2.1 Matrixexponentialfunktion
Sei A € C™*™.

Definition. Sei (By)s>o eine Folge von Matrizen B, € C"*".
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Wir schreiben By = (bgjik) ik -
Wir definieren den Wert der Reihe

ZBg = (Zb&j’k> S Cnxn7
{=0 /=0 k

j?

sofern existent. Kurz, es wird eintragsweise summiert.

Definition. Sei die Matrixexponentialfunktion definiert duch

=1
e = exp(A Zg_ e Ccvm
/=0

Dieser Reihenwert existiert in C™*" fiir jedes A € C"*".

Beispiel. Es ist

- 1 S0, Lot 0
0 =0 _ exp(2 0 _
eXP((om)) Z E = ( ‘ 82' Zzoi(”i)é> = ( %( )eXp(ﬂ'i)> - (

=0

Bemerkung. Sei v € C"*! ein konstanter Vektor.

Sel

definiert auf R. Dann ist

Beispiel. Wir setzen das vorige Beispiel fort. Es ist

20 0o 1 (92 .
051" = oxp((38) ) = (Vi s dwn) = (0 )

Sei
y(@) = exp((35) ) (1) = (37) .

Es ist auf der einen Seite

Es ist auf der anderen Seite
(3791) -exp((%fi) z) - (?) = ((2)791) : (e(z)z eTrOiz> : (?) = (75)2?:1) .
Das ist in der Tat dasselbe.

Bemerkung. Seien A, B € C"*". Sei § € C™*" invertierbar.
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Ist AB = BA, dann ist exp(A + B) = exp(A) - exp(B).
Insbesondere ist exp(A) - exp(—A) = E,, , also exp(—A) = exp(4)~L.

Es ist exp(S™1AS) = S~'exp(A)S.

Es ist det(exp(A)) = exp(tr(A4)).

Erinnerung. Wir kénnen fiir die Matrix A € C"*" eine invertierbare Matrix S so finden,
da S7'AS in Jordanscher Normalform ist; vgl. §3.7.4.

Wir gehen dazu wie folgt vor.

(1)

Man bestimme das charakteristische Polynom
xa(X) = det(A — XE,) = (=1)"- (X — \)2Va® (X — \)2Valw)

Essind Ay, ..., A die Eigenwerte von A. Es ist aV4();) die algebraische Vielfachheit
von \; .

Fiir jedes 1 < j < k bestimmen wir wie folgt eine geeignete Basis des Hauptraums
Ha(X).
Wir kiirzen Ay := A — \;E, ab.

Schritt 1.

Man bestimme eine Basis des Eigenraums E4();) = Kern(A;).
Man ergénze diese zu einer Basis von Kern(A%j)).
Man ergénze diese zu einer Basis von Kern(A:(”j)).
Ust.

Dies beende man, sobald man aV4(\;) = dim(H4()\;)) Basisvektoren vorliegen hat.
Wir haben so eine schrittweise ergénzte Basis von H4();) erhalten.

Noch zwei Anmerkungen zur praktischen Durchfiihrung.

Bei der obigen Berechnung miissen zur Bestimmung der Basen Zeilenstufenformen
erstellt werden. Die Zeilenstufenform fiir einen Ergdnzungsschritt wird von rechts
mit A(;) multipliziert, das Produkt wird in Zeilenstufenform gebracht. Dies ist dann
die Zeilenstufenform fiir den néchsten Ergédnzungsschritt.

Nullzeilen darf man in diesen Zeilenstufenformen weglassen.

Man muf in jedem Ergdnzungsschritt die Basisvektoren ergénzen, die in der Zei-
lenstufenform zu Nichtstufenspalten gehoren, an deren Position im vorigen Schritt
noch Stufenspalten waren.

Schritt 2. In Schritt 1 habe sich Hy();) = Kern(Afj)) ergeben.
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Man multipliziere die Vektoren aus der Erginzung zu Kern(Afj)) mit Ag). Mit
diesen Produkten ersetze man Vektoren aus der Ergdnzung zu Kern(AfBl) so, daf
wieder eine Basis dieses Kerns entsteht.

Man multipliziere die nun verwendeten Vektoren aus der Ergénzung zu Kern(Afj_)l)
mit A . Mit diesen Produkten ersetze man Vektoren aus der Ergénzung zu

Kern(Afj_)Q) so, daft wieder eine Basis dieses Kerns entsteht.
Man multipliziere die nun verwendeten Vektoren aus der Ergénzung zu Kern(Afj_)Q)
mit Agy. Mit diesen Produkten ersetze man Vektoren aus der Ergidnzung zu

Kern(Afj_)?’) so, daf wieder eine Basis dieses Kerns entsteht.

Ust., bis man zur Basis von Kern(A%j)) gelangt ist.
Nun sortiere man noch die am Ende verwendeten Vektoren zu Hauptvektorketten.
Ist y ein Vektor, der bei der Ergdnzung zu Kern(Agf)) nicht ersetzt wurde, so gibt
er Anlaf zur Hauptvektorkette (Ag;ly, . ,A?j)y).

Diese Hauptvektorketten ergeben nebeneinandergestellt unsere geeignete Basis von
Ha(N)).

Die in (2) fiir jedes 1 < j < k gefundenen geeigneten Basen der Hauptrdume ergeben
nebeneinandergestellt eine Jordanbasis von C™*1.

Diese Jordanbasis wird in die Spalten der Matrix S € C™*™ geschrieben. Dann ist
S~1AS =: J in Jordanscher Normalform.

Jede Hauptvektorkette gibt Anlal zu einem Jordanblock auf der Blockdiagonalen
von J.

Die Kantenlédnge eines Jordanblocks ist gleich der Liange der zugehorigen Haupt-
vektorkette. Die Diagonaleintrdge eines Jordanblocks sind gleich dem Eigenwert,
beziiglich dem die zugehorige Hauptvektorkette gebildet wurde.

Erinnerung an haufig auftretende Spezialfalle.

(1)

Ist in Schritt (2) in vorstehender Erinnerung bereits E4(\;) = Ha();), dann redu-
ziert sich dieser Schritt zu einer Bestimmung einer Basis von E 4();). Jeder Basisvek-
tor ist dann eine Hauptvektorkette von Lange 1, und die zugehorigen Jordanblécke
sind 1 x 1-Matrizen mit Eintrag A; .

Trifft E4();) = Ha()\;) fiir alle Eigenwerte \; zu, dann hat S in den Spalten eine
Basis aus Eigenvektoren stehen, sortiert nach zugehorigen Eigenwerten. Es ist dann
S71AS = J eine Diagonalmatrix mit den zu den Eigenvektoren in den Spalten von
S gehorigen Eigenwerten auf der Diagonalen. Diesenfalls ist A diagonalisierbar.

Es ist gV,();) = dim(E4();)) die geometrische Vielfachheit und aVa(\;) =
dim(H4(A;)) die algebraische Vielfachheit von A; .
Esist 1 < gV,(\;) <aVa()j) <n.
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Genau dann ist E4(A\;) = Ha();), wenn gV, ();) = aVa();) ist. Trifft dies zu fiir
alle Eigenwerte );, dann ist A diagonalisierbar.

(4) Falls aVa(\;) = 1 ist, dann ist auch gV, ();) = 1. Trifft dies zu fiir alle Eigenwerte
Aj, dann ist A diagonalisierbar.

Bemerkung. Sei A eine Blockdiagonalmatrix mit den Blocken A;, ..., A,,.
Dann ist exp(A) die Blockdiagonalmatrix mit den Blécken exp(A;), ..., exp(An).
Beispiel. Sei A € C. Sei z € R.
(1) Esist Jy(A) = (1). Es ist exp(J1(A)z) = exp((}) 7) = (exp(a2)) = (X)) = M- (1).
(2) Esist Jo(A\) = (6\
Es ist Jo(A\)? = (51).

Fiir k > 1ist Jo(\)F = <’\Ok “;1 ), wie Induktion iiber k ergeben wird.

Fir k£ = 1 trifft dies zu. Ist £ > 2 und trifft es fiir £ — 1 zu, so wird
B = ) B = 1) (YT ) = ()

Fir unser x € R wird

oo 13yk k oo 1 pyk—1.k
Do AT D ohen AL

o k
exp(la(Na) = exp(3) @) = Lo h (31)"a* = (Z70 L)
Dabei wird Y77 ) 5A\*z% = exp(Az). Ferner wird

oy kAR = S ﬁ)\kflxkfl =z Y ooyt = zexp(Az) .

Also wird

A
0
0
, o (100 . L [A10
Es ist J3(\)" = <8(1)(1)). Es ist J3(\)' = (86\,1\)'
/\k k/\kfl k )\k72
Fiir k > 2ist Js(Wf= | o ‘w1 |, wie Induktion iiber k ergeben wird.

Fir k = 2 trifft dies zu. Ist £ > 3 und trifft es fiir £ — 1 zu, so wird

A10 >\k71 (k_l)Ak72 k—1 )\k73 )\k k)\kfl k >\k72
J3()\)k = J3()‘>‘J3()\>k71 = (83;)( 0 N—1 <(1~ﬁ1)>x’€2 ) = <0 Ak (izkfl .

0 0 A1 0 0 Ak
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Wir beachten hierbei (kjl) + (’“51) = (’2“)

Fiir unser z € R wird

A10 U
exp(J3(\)z) = exp((%}\) T) = Zk 0% 86‘
k

0
1
A
ZEO:O%A]C Zk l% lk Zk 2k' Ak2k
= 0 Zko% Negk Zk lkllk/\k 1ok
0 0 Szo mAka”
Wie in (2) wird dabei ;7 A\ 2% = exp(Az) und Y77, HFeA 2P = zexp(Ax).

Ferner wird

k
k

o© 1 (k\\k-2,.k _ z° 00 1 k-2, k-2 _ 22 OOlkk_acQ
Yo () Nt = 5300 TN LT = S Nt = Fexp(Ar).
Also wird
Az Az .2 Az
A10 e g et gfetT /2 1z 22/2
exp(Js(N\)z) = exp((ox\l)x) = [ 0o e ze =eM(o1 ,
00X 0o 0 e 00 1

Konstruktion. Wir wollen exp(Az) berechnen fiir z € R.
Man finde S € C™" invertierbar mit S™'AS =: J in Jordanscher Normalform.
Es wird exp(Az) = exp(S(S™1ASz)S™) = Sexp(Jz)S™.

Beispiel. Sei A = ( (1)) C**2. Wir wollen exp(Ax) berechnen fiir x € R.
Esist xa(X) =det (7§ _¥) =X+ 1= (X —1)(X —(-1)).

Es ist also A\; = i und Ay = —i, jeweils mit algebraischer Vielfachheit 1. Somit ist A
diagonalisierbar.

Zu Ay = i. Wir formen um: A — iEy = Aq) = (:i ,}) ~ ((1)6)
Also hat E4(i) = Kern(A — iE,) die Basis ((71)).

Zu Ay = —i. Wir formen um: A +1iE; = Ay =
Also hat E4(—1) = Kern(A + iE,) die Basis ((}
Es wird § = (_ii) und S71AS = J = (é_?).
Es wird exp(Jz) = <6Xp(()m) exp((lix)) = <eéf e,oiz).

Wir rechnen.

exp(Az) = Sexp(Ja:)S !

iz

< (ix+e—ix) el _eo—izm >
(ela:_efla:) 1( iz +efiz)

1

2i
. cos(z) sin(x)
o —sin(z) cos(z)
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cos(x) sin(x)

Zur Probe rechnen wir det(exp(Az)) = det )> = 1 aus. Dies stimmt tatséch-

lich mit exp(tr(Az)) = exp(0) = 1 iiberein.

—sin(x) cos(z

31 1-1
Beispiel. Sei A = (8 03 (1)) € C*4. Wir wollen exp(Ax) berechnen fiir z € R.
100 2

3-X 11 -1
Wir berechnen zuerst das charakteristische Polynom y(X) = det ( Ok ) )
1 0 0 2-X
3-X

3-X 1 -1 0 -1 3-X 0 —1
:(Q—X)det< 0 1-X 1 >:(2—X)det( 0 2-X 1 >:(2—X)2det< 0 1 1 >
10 2-X 1 2-X2-X 1 12-X
3-X 0 -1
—(2- X)?det( 0 1_1X) = (2= X)2det (77X Tk ) = (2 - X)X(X? - 4X +4)
= (X —2)%
Wir haben den Eigenwert A\; = 2 mit algebraischer Vielfachheit aV4(2) = 4.
Zu A\ = 2. Schritt 1. Wir formen um und lassen dabei Nullzeilen wegfallen:
11 1-1
—a-2m = (1) ~ (19
0 100 0

Wir erhalten die Basis ( ( %) , ((1)) von Kern(Agq)).
1

Wir formen um:

((1) | ?7(1))'/1(1) = (,ijj_i) ~s (1111
-1 0 0 -1
Wir ergénzen mit (( (1))) zur Basis ((%) ; (3) ; ( (1)>) von Kern(A?l)).
0 0 1 0

Wir formen um:

(1 1 1—1).A(1) = (0000) .

1 0 - 1
Wir ergédnzen mit (<§>) zur Basis ((‘(11)) , ( ) , ( ) , (§>) von Kern(A?l)).

Nun beenden wir die Ergénzung, da aV4(2) = 4 Basisvektoren vorliegen und somit eine
Basis von H,4(2) gefunden ist.

—O~=O
OO

Schritt 2. Wir miissen noch den Ersetzungsprozefs durchlaufen.
-1

1
Es wird A (8) = <8). Mit diesem ersetzen wir ( (1)) und erhalten so die Basis
0 1

0

1 0 0
Es wird Aq) 0) = (§]. Mit diesem ersetzen wir ((1)) und erhalten so die Basis
1 1 1

((‘%) , (%)) von Kern(A ).

Nach Vorschrift. Natiirlich haben wir festgestellt, dak dies zufillig auf keine Anderung hin-
auslduft. Erwdhnen wir diese iiberfliissige Ersetzung, dann haben wir aber die Orientierung
iiber die Kettenbildung.
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1

0

0

1
0 2100

-1 — 21

1 undS 1AS:J: 8028 .
0 0002

Wir berechnen noch S—1.

01
Somit ist S = ((1)8
11

SoOoO+

011 0[1000 100-110 100 10 0-1] 0 100
100-1/0100 011 0/1 000 01 1 0/ 1 000
000 1/0010) ™~ o000 10 010) ~™ |00 0 1/ 0 010
110 0/0001 010 1/0-101 00-1 1|-1-101
100-110 10 0 1000(0 1 1 0
010 1/0-10 1 0100/{0-1—-1 1
~ lo001-1/1 10-1) ~ ({o0o010f1 1 1-1
000 1/0 01 O 0001/0 0 1 0
01 10
Wir erhalten S~ = [ Y7171 1.
00 1 0
2100 e2z IeQ:v 12 eZz/z 0
Esist exp(Jz) = 0210 — [0 w0 1. obiges Beispiel, (3) und (1
s ist exp(Jx) = exp( 0020 r) = | o %9 %2 o | vel obiges Beispiel, (3) und (1).
0 0 0 e
Es wird
011 0 ez”zgi"$2922”;/28 0110
_ -1 _ 100-1 e Te 0-1-1 1
exp(Az) = Sexp(Jx)S™' = (000 1) 0 0 e o <1 1 1_1)
110 0 0 0 0 o2 0010
011 0 22z 220 01 1 0 011 0 x2 2—2z+x% 2—2z+x2 20—a?
_1.22[100-1 022z0 0-1-1 1) _ 1.2:(100-1 2r —242x  —242z 2-2z
= 3¢ 000 1 00 20 11 1-1) = 3¢€ 000 1 2 2 2 —2
110 0 00 02 0 0 1 0 110 0 0 0 2 0
2x+2 2x 2x —2x
1 2 x2 2—2x+22 —2z+2? 2z—x2
— ui
= 3¢ 0 0 2 0
242z z? z2 2—z2

6.3.2.2 Losungsverfahren

Konstruktion. Sei A € R™*".
Wir wollen das homogene lineare Differentialgleichungssystem 3’ = Ay l6sen.

Dazu ziehen wir die Matrix

exp(Ax)
heran; vgl. §6.3.2.1. Sei das Tupel der Spalten dieser Matrix gleich

(y[l] (ZE), ce 7y[n] ($)) )

mit anderen Worten, sei yp(z) := exp(Ax) e, fir 1 <k < n.

Dann besteht dieses Tupel aus Losungen von 3y’ = Ay auf R, da y{k] (x) = Aexp(Az) e, =
Aypg () ist fiir z € Rund 1 < k < n; vgl. erste Bemerkung in §6.3.2.1.
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Die Wronski-Determinante dieses Tupels ist
w(z) = det(exp(Az)) = exp(tr(Az)) #0,
fiir z € R, da die Exponentialfunktion keine Nullstelle hat. Man kann auch argumentieren,

es ist exp(Awx) invertierbar mit exp(Ax)~! = exp(—Az) und deswegen w(z) # 0 fiir z € R.

Also ist
(yry(x), - ..,y (z)) ein Fundamentalsystem fiir y' = Ay,

d.h. eine R-lineare Basis des Losungsraums dieses Differentialgleichungssystems.

Mit anderen Worten, jede Losung von 3y’ = Ay auf R ist von der Form

y(r) = cyp(x) + ...+ cuymi(x) = exp(Ax)c,

Cc1
wobei ¢, ..., ¢, € R, zusammengefalst zum Koeflizientenvektor ¢ = () e R»¥1,
Verschiedene Koeffizientenvektoren geben verschiedene Losungen. o

Beispiel. Wir wollen alle Losungen des Differentialgleichungssystems
yio= —u
Yo = 0

auf R finden. Dann wollen wir insbesondere die Lésung zum Anfangswert y(3) = (é)
bestimmen.

Zunéchst schreiben wir dieses Differentialgleichungssystem um zu
y = (170)y-
Es ist also A := ((1]_(1)).

Es ist exp((?_é) x) = exp((,(l) [1)) (—z)) = (:jg _:;Ei;), vgl. vorletztes Beispiel in
§6.3.2.1.
Also ist ((COS(‘T)> , (7Sin(x)>) ein Fundamentalsystem fiir 3/ = ((1] _(1)) y, definiert auf R.

sin(x) cos(x)

Fiir jede Losung aus dem Fundamentalsystem machen wir eine Probe.

Fiir den ersten Vektor y(x) = (::((i))) ist y1(z) = cos(z) und yo(z) = sin(x). Es wird
vi(r) = —sin(z) = —u(2)
yola) = cos(x) = yi(x)

Fiir den zweiten Vektor y(z) = <_Sin(x)> ist 1 (z) = —sin(z) und yo(x) = cos(z). Es wird

cos(zx)

vi(z) = —cos(zr) = —ys(x)
volz) = —sin(z) = ()
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Ende der Probe.

Jede Losung von ¢/ = ((1) ) y ist also von der Form

. cos(x) —sin(z)
y(l’) =a (sin(m)) + ( cos(z)) ’
wobei ¢1, ¢o € R.

Nun wollen wir noch die Losung y(z) mit y(%) = (3) ermitteln. Einsetzen von z = %
ergibt die Bedingung

cos(Z) —sin(%) — !
) = G (sm(’E)) + o < cos(%)) =G ((1)) +62< [1)) = (é) ’
was ¢; = b und ¢y = —4 liefert. Wir erhalten somit die Losung
. cos(x) . —sin(x) [ 5cos(z)+4sin(z)
y(x) =95 (sin(z)) 4( cos(:c)) - (5Sin($)74COS(Z))

auf R von 3/ = ((1)’(1)) y zum Anfangswert y(3) = (g)

SIE)

y(

Alternativ kénnen wir fiir den Anfangswert auch aus y(z) = exp(Ax )c mit ¢ € R**!
schliefen, daf y(Z) = exp(AZ)c = (5) sein sollte, also ¢ = exp(A(—2)) (5), also

y(r) = eXp(Aw)eXp( (=5) (5)

= exp(4A(x —Z (é)
cos(z—1%) 7sm(mfﬂ)
- (sin(w—%) cos(x— %)) ( )
. < sin(x) cos(m)) (4) . ( 4 sin(x)+5 cos(z) )
- —cos(z) sin(x) 5) = —4cos(z)+5sin(z) ) -

100 2
systems ¢y’ = Ay zur Anfangsbedingung y(—1) = (

Es ist

31 1-1
Beispiel. Sei A = (8 03 (1)) € R¥4, Wir wollen die Losung des Differentialgleichungs-
> bestimmen.

oooN

2x+42 2z 2z —2x
2 29 2 —92 2 20— 2

exp(Ax) = 3e* | 7§ AR I B
2422 x2 x2 2—g2

vgl. letztes Beispiel in §6.3.2.1.

Wir erhalten also das Fundamentalsystem

2$—£—2 2x 2z —2x
2r T 1 2z 2—2z+x2 1 22 242 1 22 2z —1x2
€ 0 y 5€ 0 y 5€ 2 y 5€ 0 )
2422 x2 x? 2—x2

fiir y/ = Ay. Mit anderen Worten, es ist jede Losung von 3y’ = Ay von der Form

250'2‘!‘2 2z 2z —2x
1 .2 T 2— 2x+m —2z+4x2 2x—x?

y(r) = 5e*(c 0 + C2 +c3 2 + o )
22z 962 z? 2—x2

(

N =
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wobei ¢1, ¢, c3, ¢y € R.

Damit wollen wir das Anfangswertproblem l6sen. Sein soll

0 1-1-1-1
42 01 1-1
0)”‘)(0 3 2-1
0 0 0 1 0

0 10 0-2
—2e 01 1-1
0>W 00-1 2
0 00 1 0

0 und ¢4 = 3e?. Wir erhalten somit die Losung

2x+2 2 —2z
x? 2—2x+12 20 —x2
2249z x? 2—x?
448 2x+4
1 242 [ 27 H4at2 ) opyo [ @P42a+1
= € = ¢
2 0 0
2224-8z+6 x2+4z+3

(1)

Alternativ konnen wir fiir den Anfangswert auch aus y(z) = exp(Ax)c mit ¢ € R**!

2
schliefen, daf y(—1) = exp(A(—1))c = (8) sein sollte, also ¢ = exp(A)
0

)

S
o
»n
.
o
-+
o
S
I
IS
@
\.[\3
o
no
o)
o
w
I

<
—

8
~—

I
[N

von y' = Ay zum Anfangswert y(—1) =

oo N

, also

N\
QooN
~_

y(x) = exp(Azx)exp(A)

coon

= exp(A(z + 1)) (

(2(z+1)+2)-2 2z+4

— 1 2t) (z+1)2-2 _ Qo2 [ T2t
= 3 0-2 = 0 :

22 +4z+3

((z+1)242(x+1))-2

Bemerkung. Die Matrixexponentialfunktion ist nur im Falle einer konstanten Koeffizien-
tenmatrix zum LoOsen eines homogenen linearen Differentialgleichungssystems zu gebrau-
chen.

Um dies einzusehen, betrachten wir einmal die nichtkonstante Koeffizientenmatrix

Alw) = (2)

der Grofe 1 x 1. Wir wollen ¢ = A(x)y 16sen. Mit anderen Worten, wir wollen ¢} = xy;
16sen.
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Diese Differentialgleichung ist separierbar. Zu 16sen ist yl =z, also [In(jy1])] = [ yil dy; =
f %y = 1 2], also yy (x) = de”’/? fiir ein d € R. Das 1st die richtige allgemeine Losung.
Nun ist exp(A(z) - x) = exp((«?)) = ().

Und y;(z) = ¢*” ist keine Losung zu g} = xy, . Denn es ist 9/} (z) = 2z ¢*”, was auf R nicht
dieselbe Funktion ist wie zy;(z) = ze*". Es unterscheiden sich die Werte etwa bei z = 1,

da 2e #e.

Konstruktion. Sei A € R™*".

Sei g : R = R™ ! : 2+ g(x) = (g;(2)); nicht die Nullfunktion.

Wir wollen das inhomogene lineare Differentialgleichungssystem ¢’ = Ay + g(z) 16sen.
Wir bestimmen eine partikulére Lésung yjo(z) von y' = Ay + g(x).

Wir bestimmen ein Fundamentalsystem (yp)(2), .. ., yp(z)) von 3y = Ay, des zugehdrigen
homogenen linearen Differentialgleichungssystems.

Jede Losung von y' = Ay + g(z) auf R ist von der Form

—~

Az)e,

wobei ci, ..., ¢, € R, zusammengefakt zum Koeffizientenvektor ¢ = | : | € R™*%
Cn

y(x) = yo(z) + cyy(@) + ...+ cyp(z) = ypoy(x) + exp

8

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung yg(x) von y' = Ay + g(x) machen wir den

Ansatz der Variation der Konstanten

yo)(z) = exp(Azx)c(z)
fiir eine zu bestimmende Funktion ¢ : R — R™! : 7+ ¢(x).
Es wird
Yo (v) = Aexp(Az)c(x) + exp(Az)c (v)
und
Ay (z) + g(x) = Aexp(Az)c(z) + g(x) .
Gleichsetzen liefert die Bedingung

exp(An)(r) = g(x),
d.h. '
d(z) = exp(Az)'g(z) = exp(—Az)g(z) = exp(A- (-2))g(z).
Hierbei erhélt man exp(A - (—x)) aus exp(Az) durch Ersetzen von x durch —z.

Dann 16st man dies durch Integration in jedem Vektoreintrag und erhélt so ¢(z). Damit
bilde man yj(x) = exp(Ax)c(z), was eine partikuldre Losung yo) () auf R ist, wie gesucht.

Beispiel. Wir wollen alle Losungen des inhomogenen linearen Differentialgleichungssy-
stems

yo= Y2

Yo = nite
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auf R finden.

Zunéchst schreiben wir dieses Differentialgleichungssystem um zu
o= @ ©)
Es ist also A := (Y75) und g(z) = ().

Es ist exp(Azx) = exp((?_(l)) x) = <:§Eg _CS:;ES) ; vgl. erstes Beispiel in §6.3.2.2.

Ein Fundamentalsystem des zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichungssy-
stems y' = Ay war dort also gegeben durch (yp)(z), y(2)) = ((C?S(z)> , (75111(1))).

sin(x) cos(x)
Variation der Konstanten: Wir machen also den Ansatz yjg () = exp(Ax)c(x), mit einem
zu bestimmenden c(z) = (Cl(x))

ca(z)

Es wird yjy (z) = Aexp(Az)c(x)+exp(Az)d (z) und Ayjg (z)+g(z) = Aexp(Az)c(z)+(9) .
Zu losen ist also

exp(Az)d(z) = (1) .

d.h.

/ _ (a@) L ya 0) _ cos(—x) —sin(—m)) <0> _ < cos(x) sin(m)) (0) _ <:L’sin(x)>
¢ (1’) <c/2(z)> eXp(A ( IL’)) (I> (sin(f:z:) cos(—x) x —sin(z) cos(x) x xcos(z) )
Esist [@sin(z) dz = [z(—cos(z))] + [1-cos(z) dz = [~z cos(z) + sin(z)].

Es ist [z cos(z) dz = [zsin(x fl sin(z) do = [xsin(z) + cos(x)].
Wir brauchen nur eine partlkulare Losung. Wir kénnen also ¢;(x) = —x cos(x) + sin(x)

und co(z) = wsin(x) + cos(z) wihlen und erhalten
yo(z) = exp(Az)c(x)

. cos(z) —sin(z) —z cos(x)+sin(z)
o sin(z) cos(x x sin(x)+cos(x)
2

—x cos(x)?+cos(z) sin(x) —x sin(z)2 —sin(z) cos(z)

- ( —z sin(x) cos(x)+sin(z)2+x cos(x) sin(x)+cos(z)? )

- ()

Somit ist jede Losung von y' = ([1)_(1)) y+ (2) von der Form

y(z) = (‘Z;g) = Yo/ () + ey () + cayp(v) = (_f) +a (lﬁii) +o (‘52223) )
wobei ¢1, ¢o € R.

Einzeln geschrieben also

y1(x) = —x+ ccos(x) — cosin(x)
y2(x) = 1+ ¢ysin(x) 4 ¢ cos(x)
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Bemerkung. Sei A € R"*". Sei ein Fundamentalsystem fiir 3/ = Ay gesucht.
Ein solches steht in den Spalten von exp(Ax).

Sei S € C™" invertierbar mit J := S7'AS in Jordanform. Sei einmal der giinstige Fall

angenommen, dak S € R"*" gefunden wurde. Dies ist mdglich, falls die Eigenwerte von
A e C™™ alle in R liegen.

Dann kann man kann die volle Berechnung von exp(Ax) auch noch vermeiden.

Es enthélt exp(Az) = Sexp(Jz)S~! in den Spalten ein Fundamentalsystem. Also enthélt
auch exp(Az)S = Sexp(Jx) in den Spalten ein Fundamentalsystem.

Kurz: Ist S reell, dann enthélt auch
Sexp(Jz)

in den Spalten ein Fundamentalsystem fiir ¢y = Ay.

6.4 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Sein > 1. Sei D C R offen.

Wir betrachten auf D die Differentialgleichung n-ter Ordnung
(*) v = an iy Y +an oy + .+ agy” + b()

wobei ag, ..., a1 € Rund b: D — R:x— b(z).

2 y(©)

29 y
z = : = :

Zn y(n—l)

Unsere Differentialgleichung n-ter Ordnung fiir y wird zu folgendem linearen Differential-
gleichungssystem erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Konstruktion. Wir setzen

“1 = 22
/ _
/ _
anl = Zn
zh = apz1+a1ze+ ...+ a,_ 12, +b(x) .

Die ersten n — 1 Gleichungen darin geben nur den Zusammenhang zwischen den aufein-
anderfolgenden Ableitungen von y wieder.
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Die letzte Gleichung darin gibt die Differentialgleichung (x) wieder.

Unter Verwendung einer Matrix konnen wir dieses System wie folgt schreiben.

01 0
0 1 0
7 = g z+
0 1 0
ap ap ... ... Gpn—1 b(x)

Leergelassene Eintrége seien dabei gleich 0.

Dies 16sen wir wie in der ersten und der zweiten Konstruktion in §6.3.2.2.

Beispiel. Wir betrachten die Differentialgleichung y” + y = z.
Wir suchen die Losung zu den Anfangsbedingungen y(0) = 1 und %/(0) = 0.

Wir setzen z = (2) = (yy/) und erhalten das folgende Differentialgleichungssystem.

2] = 2o
[
2y = —xn1+tx

Mit anderen Worten, es liegt folgendes Differentialgleichungssystem vor.
S = ()

Es ist exp((,(l) [1)) T) = ( cos(z) sm(w)); vgl. vorletztes Beispiel in §6.3.2.1.

—sin(z) cos(x)
Der Ansatz der Variation der Konstanten z(z) = exp((_¢)z) - c(z) gibt
(o m) e@) = (4). Also ¢(@) = (i) - (D) = (). Partielle
Integration gibt
lci(z)] = [—wsin(z) de = [zcos(x) — sin(z)]
le2(z)] = [acos(z) de = [zsin(x) + cos(z)] .

Das liefert die partikuldre Losung

z0(e) = exp(($8) o) -elx) = (i) (zaiyne) = () -
Also wird (@) in(x)
Z(x) = <1> +a (—sin(.t)) + e <cos(w)> ’

Als Anfangsbedingung haben wir

20 = (1) +a (L) te (i) = O+a@) +e@) = @)

zu erfiillen. Es mufs ¢; = 1 und ¢, = —1 sein. Wir erhalten so die Losung

z cos(x) sin(x)
2(z) = (1) + (—sin(w)) o <COS(&?)> )

wobei ¢1, ¢ € R.
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Dies miissen wir noch riickiibersetzen. Es war z; = y. Also erhalten wir fiir die Differen-
tialgleichung y"” + y = « die Losung

y(x) = x4 cos(z) — sin(x)

zu den Anfangsbedingungen y(0) = 1 und ¢/(0) = 0.
Probe. Es wird ¢/(x) = 1 —sin(x) — cos(z) und y"(z) = — cos(z) + sin(x). Somit wird

y'(x) +y(x) = (—cos(z) +sin(z)) + (z + cos(z) — sin(x)) = = .
Ferner wird y(0) = 0+ cos(0) — sin(0) = 1 und ¢'(0) = 1 — sin(0) — cos(0) = 0.

Beispiel. Sei t € R ein Parameter.
Wir betrachten die Differentialgleichung y” — 2ty’ +y = 0.

Wir suchen die Losung zu den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und %/(0) = 1, in Abhén-
gigkeit vom Parameter t.

Wir setzen z = (2) = ( ff/) und erhalten das folgende Differentialgleichungssystem.

21 = 2
zh = —z1+ 2tz

Mit anderen Worten, es liegt folgendes Differentialgleichungssystem vor.

7 = (7(1) z}t) Z .
Die Anfangsbedingungen fiir y und y’ werden zur Anfangsbedingung z(0) = (
Sei A; := (,(1) 2%) € C?*2, Es ist x4,(X) = det (__)1( gt_lX) = X2 - 2tX +1.

Das charakteristische Polynom hat die Nullstellen ¢ + v/t? — 1 und ¢ — /12 — 1.

Fall t € Roo ~ {1}. Wir haben die Eigenwerte A\; := ¢+ vt2 — 1 und Ay :=t — V1% — 1,
beide mit algebraischer Vielfachheit 1. Die Matrix A, ist also diagonalisierbar.

Falls ¢ < 1 ist, lesen wir hierbei vt2 — 1 = iyv/1 — t2.

Wir kiirzen ab zu w = vt2 — 1.

(1)) fiir z.

Nebenrechnung: Es ist (t — w)(t + w) =t* —w?* =t* — (* - 1) = 1.

Zu A =t+w. Es wird (75 ,%,) ~ (1 —t+w ). Also hat E4()\;) die Basis (("7")).
Zu Xy =t —w. Es wird (74", !,) ~ (1 —t—w ). Also hat E4();) die Basis ((*}")).
Mit S, := (¥ ") wird also S; 'A, S, = (5" 20) =

Wir kénnen S; nach Formel invertieren zu

St o= (t—w)i(t—f—w) (4 5) = & (3 25)



213

vgl. letztes Beispiel in §3.1.
Fir xz € R ist

e(t+w)z o [ e?®
exp(Jix) = ( 0 e(th>I> = < 0 efgm> )
Also wird
exp(Air) = S;-exp(Jir) - S;!
= () e () e (B )
_ el (tfw t+w) . <fe“”” e T (t4w) >

_ (—(t—w) VT 4 (t+w) e~V (t—w) eWT (t+w)—(t+w) e "W (t—w) >

(¢} N |
= 8

2w —eW?T f g~ WT eV (t4w)—e W (t—w)
_ e [ —(t—w)e"T +(t+w) eV eWT _ g—wx
T 2w —eWT 4T WT e (t+w)—e~ VT (t—w)

Also wird
Z(:U) — et_z <_(t—’w)e’wz+(t+w)e*wz QWT _ g—we >. (Cl) :

2w —eW® feWT e (t+w)—e” VT (t—w) c2
Cc2

wobei (Cl) e R?x1,

Speziell wird, unter Verwendung von exp(A4; - 0) = Ey = (é?),

20) = (2) = (9) -
Somit wird
() = 5 (i)
die Losung zur Anfangsbedingung z(0) = ((1))
Es ist y = 2z, . Also wird

2w
die Losung zu den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und 3/(0) = 1.

Subfall t € [0,1]. Unsere Losung wird zu

tx tx
_ € izv/1—¢2 —izVI—¢2 : ./ 2
r) = ———(e —e = sin(zv1 —t2) .
y(r) 2 /—1—152( ) T ( )

Subfall t € |1, 400[. Unsere Losung wird zu

eta: m B m etx )
) = ————(c" —e 7 = sinh(zvtz —1).

Fall t = 1. Wir haben den Eigenwert A\; = 1 von A; = (_(1) %) Esist Ay — Ey = (j %)
Es wird (71 1) ~ (1 -1). Also hat E4, (1) = Kern((4; — E,)) die Basis ((1)).
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Es wird (1 -1) (Z11) = (0 0). Also kénnen wir mit ((p)) ergéinzen zur Basis ((1), (¢))
von Kern((A1 Ep)?) = Ha, (1) = C**L,

Schlieflich wird (_1 1) . ((1)) = (j), mit welchem wir den Vektor (}) ersetzen.

Wir erhalten so die einzige Hauptvektorkette ((j) , ( (1)))

Sei demgemals S; := (j (1)) Es wird Sl_lAlSl = ((1)}) =:J;.

Fiir z € R ist exp(Jix) = (eg Ieiz) =" (égf), vgl. drittes Beispiel in §6.3.2.1. Also wird

exp(Arz) = Syexp(ha)-Sit = (Fh ) (3)-(01) = e (1 4) (5 20" ) = e (72 L0).

Also wird

wobei (Cl) e R2x1,

Cc2

Speziell wird, unter Verwendung von exp(A4; - 0) = Ey = ((1)(1)),

Somit wird

die Lésung zur Anfangsbedingung z(0) = (3).
Es ist y = 2z, . Also wird

die Losung zu den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und ¢/'(0) = 1.

Fassen wir die Resultate fiir die Losung von y” — 2ty’ + y = 0 auf R zu den Anfangsbe-
dingungen y(0) = 0 und y'(0) = 1 zusammen.

Ist t € [0, 1], so erhalten wir y(z) =

Ist ¢t = 1, so erhalten wird y(x) = ze”.
e

N sinh(zv/t2 —1).

Folgendes Schaubild enthiilt den Graphen der Lésung fiir t = 0 (schwarz), fiir t = %
(griin), fiir t = 1 (blau) und fiir ¢ = 2 (rot).

Ist ¢t € ]1,400], so erhalten wir y(z) =



215

4 -
3..
y 21
\ l-.
-5 -4 =) = = | 2 3

6.5 Weitere zuriickfiihrbare Differentialgleichungen

6.5.1 Bernoullische Differentialgleichung

Seien a(z) und b(x) reellwertige Funktionen auf einem geeigneten Definitionsbereich fiir
die Variable x.

Seit € R~ {0,1}.
Zu losen sei die Bernoullische Differentialgleichung
y = alz)y+bx)y" .
Dazu substituieren wir wie folgt zu einer gesuchten Funktion u = u(x).

u =yt

W= (-t
Wir erhalten die substituierte Differentialgleichung
v = (1 -ty (alx)y+bx)y) = (1 —tal@)u+ (1—1t)b(x) .

Diese ist linear und kann wie in §6.2.4 gelost werden.

Die gefundene Losung u = u(z) substituieren wir zuriick zu einer Losung
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der Bernoullischen Differentialgleichung.

Beispiel. Wir suchen alle Losungen von

v = y+y

Substitution u = y'=2 = y~! fiihrt auf «' = —y =2y’ und also auf

uo= -y Py+y) = —y ' -1=—u-—1.
Es hat v = —u die Losungen u(z) = ce™*, wobei ¢ € R.
Variation der Konstanten gibt den Ansatz u = c¢(x)e ™, mit einer zu bestimmenden
Funktion ¢ = ¢(x). Damit wird ' = —u— 1 zu d(x) e ™ —c¢(z) e ™ = —c(x)e ™ —1, also
zu d(x) = —e”, also zu ¢(z) = —e* +d, wobei d € R. Also wird u = u(z) = c¢(z)e ™ =
—1+4+de™™.

Schlielich wird
1 1

v = u(z) de = —1

zur einer Losung von i = y + y2, wobei d € R.

Diese ist definiert an allen Stellen, bei denen de™ —1 # 0 ist.
Falls d < 0 ist, ist diese Losung auf R definiert.

Falls d > 0 ist, dann ist de™® —1 = 0 genau dann, wenn e * = d~! ist, also e = d, also

x = In(d). Somit ist diesenfalls der Definitionsbereich R \ {In(d)} moglich.

Probe. Aus y(x) = (de® —1)7" folgt y/(z) = —(de ™ —1)"?(—de ") = ‘(de{gjl)z :

Auf der anderen Seite ist y(z) + y(x)? = (de™®—=1)"! + (de™*—1)"2 = ?de:wilf); _
de " .
o—v 12 - Das ist dasselbe.

6.5.2 Riccatische Differentialgleichung

Seien a(z), b(z) und c(x) reellwertige Funktionen auf einem geeigneten Definitionsbe-
reich D fiir die Variable z.

Zu 16sen sei die Riccatische Differentialgleichung
v = a(@)y’ +bz)y + ().
Zur Verfiigung stehe uns eine partikuldre Losung n = n(x).
Es sei also /'(z) = a(z)n(x)? + b(x)n(z) + c(x) fiir z € D bekannt.

Dazu setzen wir mit einer gesuchten Funktion v = v(z) wie folgt an.

y = n@)+;
y = 1) -5
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Wir erhalten die Differentialgleichung

@) =% = a(@)(n)+ 1) + b)) + 1) + cfx)
= a(@)n(@)* + 2a(x) ™ + 9@ 4 ba)(e) + L2 + c(x) .

v v

Da n(z) eine Losung ist, wird dies zu

/
@) ) )
v v v v
also zur Differentialgleichung
v = —(2a(z)n(z) + b(x))v — a(x) .

Diese ist linear und kann wie in §6.2.4 gelost werden.

Die gefundene Losung v = v(z) substituieren wir zuriick zu einer Losung

der Riccatischen Differentialgleichung.

Beispiel. Wir suchen alle Losungen von
y/ — y+y2€x+e—x .

Die partikuldre Losung n(x) = —e™* sei uns bekannt, sei es durch Probieren, sei es durch
entsprechende Aufgabenstellung.

Wir machen den Ansatz y = —e ™™ + %} und erhalten

y/ = e T _ U72’U/

y+yiet+e® = —eT4uvl4(—eT+ov )t e
= vilt(e®—2e vl +v2)e”
= —vl4er4erp 2,

Gleichsetzen liefert

e —v ) = v l4e T 4etv?,

also

o= v—e" .

Wir 16sen v = v mit v = v(z) = e” t, wobei t € R. Variation der Konstanten t = t(x) gibt
v=-=e"tund v = e*t + e t'. Wir brauchen also

e“t4+e"t = e't—e”

und somit
t = —1.
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Wir erhalten
t =tz) =d—x

mit d € R. In den Ansatz eingesetzt ergibt sich
v =2¢€e"t=¢e(d—x).

In den Ansatz eingesetzt ergibt sich

y = ule) = —o s m e
v d—az’
wobei d € R. Diese Losung ist definiert auf R ~\ {d}.
Probe. Zum einen wird
y(z) = e+ _e_m(ci;fl_)s_$(_l) = e T+ —e_zfl:;ljl)
Zum anderen wird
y(@) +y(@)?e’+e = —e it (—e Tt ) et e

= Ste(l-E b

R +e—f<d—(a;—_2x()oi—m>+1)

— o7 +€’“Ec(lai;§l;rl)

Das ist dasselbe.
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