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Vorwort

Dieses Skript soll die Hohere Mathematik fiir Ingenieure um Kapitel aus der Wunschliste
erginzen, welche in HM 1/2 aus Zeitgriinden nicht unterkommen kénnen.

Vorausgesetzt wird HM 1. Die Veranstaltung kann parallel zu HM 2 besucht werden.

Die Jordanform in §1 ist der Weg, auch nichtdiagonalisierbare Matrizen in die Ndhe einer
Diagonalform zu bekommen.

Das Newtonverfahren in §2 ist verglichen zur Intervallhalbierung ein oft schnelleres, aber
oft auch unsichereres Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen einer Funktion.

In der Variationsrechnung in §3 wird statt nach extremalen Punkten vielmehr nach ex-
tremalen Kurven gesucht.

Die Kriimmungskreise in §4 stellen eine weitere Anwendung der Analysis auf die Geometrie
dar.

Dank geht an OMER ATMACA fiir den Vorschlag einer Fehlerabschitzung in Bemerkung 28
und fiir Korrekturen.

Stuttgart, Sommer 2019

Matthias Kiinzer



Kapitel 1

Jordanform

1.1 Problemstellung
Sein > 1. Sei A € C**™,

Erinnerung 1 Esist A genau dann diagonalisierbar, falls es in C" eine Basis vy, vo, . .., v,
aus Eigenvektoren von A gibt.

Falls es eine solche Basis gibt, sieht man die Diagonalisierbarkeit wie folgt ein.

Wir schreiben
Avg = oy

fir 1 < k < n. Dann sind pq, ..., u, die Eigenwerte von A, wobei jeder Eigenwert mit
seiner algebraischen Vielfachheit auftritt.

Sei S die Matrix mit den Spalten vy, vs,...,v,. Es ist also S € C"*" eine invertierbare
Matrix.

Es iibersetzt sich Avy, = pgvr dann zu

AS = SD |

b= (")

S™1AS = D

wobel

Also ist

eine Diagonalmatrix.

Beispiel 2 Nicht alle Matrizen aus C"*" sind diagonalisierbar.

Sei z.B. A := (35) € C**? betrachtet.



Der einzige Eigenwert von A ist 0, mit algebraischer Vielfachheit 2.

Giibe es eine Basis vy,vy von C?, die aus Eigenvektoren von A bestiinde, dann miifite
Avy = 0vy = (8) und auch Avy, = Ovy = (8) sein.

Sei S € C?*? die Matrix mit Spalten v; und v,. Es wire AS = (§g).

Wegen S invertierbar folgt hieraus aber A = (88). Das ist aber nicht der Fall. Also kann
A nicht diagonalisierbar sein.

Plan 3 Wir suchen eine Basis vy, vs, ..., v, von C" derart, daf3 entweder
Avg = oy
oder aber
Avpy = g + v

ist fiir 1 < k£ < n und gewisse u; € C.

Ist dann S € C™"*" die Matrix mit den Spalten vy, ..., v,, dann wird
S~tAS
eine Matrix sein mit p1, .. ., u, auf der Diagonalen, und mit 1 oder 0 an jeder Stelle direkt

iiber der Diagonalen.

Dies 148t sich dann auch noch etwas genauer sagen.

Beispiel 4 Sei wieder A := (§§) € C?*2 wie in Beispiel 2.
Sei vy 1= (é) Sel vy 1= (193).

Dann ist Av; = (8) = Ovy.

Ferner ist Avy = ((1)) = Qvy + vy.

Es wird S = ((1)1(/)3) und also
STAS = (85) :

1.2 Hauptraume

Sein>1.Sei A € Ch*™,

Erinnerung 5 Wir faktorisieren das charakteristische Polynom
xa(t) = det(A—1tE,) = (=1)"(t—=A\) - (t—= X)) ... (t = Ap)™

wobei \q,...,\,, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A sind und wobei \; mit
der algebraischen Vielfachheit ey auftritt fir 1 < k < m.



Es ist
Kern(A—ME,) = {z€C": (A—NE,)z =0}

der Eigenraum von A zum Eigenwert .

Wir kiirzen wie folgt ab.
A(k) = A— )\kEn

So z.B. ist nun

Kern(Ag)) = {z€C" : Az =0}

der Eigenraum von A zum Eigenwert \j.

Bemerkung 6 Sei 1 < k < m. Es ist

k
Kern(Aw)) € Kern(A%k)) C Kern(A?k)) C Kern(AElk)) c ...

Denn fiir 7 > 1 und =z € C" mit A{k)x = 0 ist auch
(A(k))j+1l’ = A(k)(Azk)x) = 0 .

Mit anderen Worten, es ist Kern(A{k)) C Kern(A{:)l).

Satz 7 Es ist Kern(A'g’,;)) = Kern(A{k)) fiir e, < .

I.st< Ig(ern(A{k)) = Kern(A{]j)l) fiir ein j > 1, dann ist auch Kern(A{k)) = Kern(Afk)) fiir
J L

Mit anderen Worten, die Kette von Untervektorraumen aus Bemerkung 6 weist spatestens
ab Kern(A(;)) nur noch Gleichheiten auf. Und ab der ersten Gleichheit kommen nur noch
Gleichheiten.

Definition 8 Sei 1 < k < m.
Der Hauptraum von A zum Eigenwert )\ ist definiert als

Ha(Ar) = Kern(Ay,) .

Ist z.B. die algebraische Vielfachheit e;, gleich 1, so ist Ha(Ax) = Kern(A) der Eigenraum
von A zum Eigenwert \g.

Bemerkung 9 Es ist dim Ha(\z) = ex.

Satz 10 Sei 1 <k < m.
Sel Vg1, Vg2, - - -, Uk, €ine Basis des Hauptraums Ha ().
Aneinandersetzen der Basen der Hauptraume gibt eine Basis

V1,1,V1,25- -y Vle; 5 V21,V22,...,V2ey 5 -+ Um1,V...,Unme,p,

des gesamten Raums C™.



Bemerkung 11 Die in Plan 3 gesuchte Basis werden wir auf die in Satz 10 beschriebene
Weise zusammensetzen.

Leider diirfen die Basen der Hauptraume nun nicht beliebig gewahlt werden. Um im Plan
zu bleiben, miissen wir ein Verfahren finden, wie man eine geeignete Basis von Ha(\)
konstruieren kann fiir 1 < k < n.

~1000-1
L. . 1010 1 s
Beispiel 12 Sei A:= [ 0000 0] € C°*°.
—200 01
1000 1

Es ist ya(t) = —t°.
Also ist A\; := 0 der einzige Eigenwert von A. Somit ist Ay = A — 0E; = A.

Es hat A; = 0 die algebraische Vielfachheit 5. Also ist auch dim H4(A;) = 5; vgl. Bemer-
kung 9.

10001
Es wird A(;y durch Zeilenumformungen und Weglassen von Nullzeilen zu B := (8868?).

0 0

1 0

0 0

0/7\1

0 0
N

=1T1,1 =:T1,2

Also ist

eine Basis von Kern(A)).

Es wird B- Ay durch Zeilenumformungen und Weglassen von Nullzeilen zu C' := (10001).

Vgl. Aufgabe 1.
0 0 1 0
<1> <0> ( 0) <0>
o, (o], of,[1
0 1 0 0
0 0 -1 0
—— —~—~

Also ist
=iT21 =:T22

eine Basis von Kern(A?,), die obige Basis von Kern(A)) ergénzt.

C0e000

Also ist
=31
eine Basis von Kern(A?))), die obige Basis von Kern(Af))) erginzt.

OOoOO—O
OO0 O
—HOOoOOH
OO~ OO

Nun ist dim Kern(A:()’l)) = b erreicht, es ist also bereits Kern(A?l)) =Ha(\).



1.3 Hauptvektorketten und Jordanbasen

Sein > 1. Sei A € C*",

Sei xa(t) = £(t — X)) - ... - (t — \p)®, wobei die Eigenwerte Ay, ..., A\, paarweise
verschieden sind.

Sei j € [1,m]. Wir wollen eine geeignete Basis von H,();) bestimmen.

Diese geeigneten Basen der Hauptrdume werden wir geméf Satz 10 aneinandersetzen, um
mit der erhaltenen Basis des Gesamtraums C™ eine Basis wie in Plan 3 zu erhalten.

Sei

MO IS PP I
eine Basis von Kern(A;)).
Wir ergénzen diese zu einer Basis
T11y-+-5 L1ty L21y---5L2ty
2
von Kern(Af;).
Wir ergénzen diese zu einer Basis
1'171, P ,l’l,tl, 17271, e ,1'27152, 17371, e ,1737753
3
von Kern(Ap)).
Ust.
Wir erhalten so eine Basis
Ti1y---5T1ty5 L215--+3L2ty; L315---,T3t3, y Lp1y s T,
von Ha();).
Es ist dann t; +to +t3 + ... + 1, = e;. Man weifl auch, daBB ¢, >ty > ... > t; ist.
Wir setzen nun y, 1 = 2¢1, Yr2 1= o2, - -, Yeu, := Tey,. Insbesondere sei uy 1= 1.
Sei dann
ZE1’1, C.e 7331,1%17 e s l‘g_271, e u‘rf—Q,tg_zv

ApyYers - AGyYes,

mit einer Auswahl

{yéfl,lv e 7?%71,1”,1} C {175[71,1, ce 735@71@,1}

7zu einer Basis
$171, Ce ,"1317,51, Ce y .1'@,271, e 7x€f2,tg,27
A(j)ye,l, e ,A(j)ye,m Yo—1,15- -5 Yt—1,up_4

von Kern(Af;)l) ergénzt.



Sei dann
56’1’1, e ,(L’Ltl, e s .T[_Q’l, e 7.17[_3’“_37
2 2
A(j)yf,ly cee aA(j)yZ,tu AGYe-1,15 - AGYe-1,u,

mit einer Auswahl

{y£—2,17 ce ,yz—Q,ue_Q} C {336—2,17 . 7336—2,154_2}
zu einer Basis

Tty Tty s y L2155y TL-21t) o,
2 2
A(j)yf,la LR 7A(j)y€,tz7 A(j)ye—l,la LR )A(j)ye—l,ug_la y€—2,17 e 7y€—2,uz_2
von Kern(Afj_f) erginzt.

Usf.

Definition 13 Eine wie eben beschrieben zustandengekommene Kette von Vektoren
s—1 s—2 1 0
A(j) Ys,js A(j) Ysgr = > A(j)yS,j7 A(j)yS,j

heifit eine Hauptvektorkette von A zum Eigenwert .

Satz 14 Die aus dem vorstehenden Verfahren resultierenden Hauptvektorketten fiir den
Figenwert \; bilden eine Basis von HA()\j), wobei 1 < 7 < m.

Diese Hauptvektorketten fiir alle Eigenwerte \q, ..., A\, zusammengenommen bilden eine
Basis von C", auch Jordanbasis fiir A genannt.

Wir stellen eine solche Basis als Spalten in eine invertierbare Matriz S € C™*".
Dann ist die Matriz J := S™'AS eine Blockdiagonalmatriz.

Ist in den Spalten von S an Position k bis Position k + s — 1 eine Hauptvektorkette von
Linge s zum Eigenwert \; zu finden, dann hat J in den Spalten an Position k bis Position
k+ s —1 als Diagonalblock die Matrix

A 10 00 0 0
0 A 1 00 0 0
0 0 X 10 0 0
GCSXS.
0 ... 0 PV
0 0 A

Wir sagen, J ist in Jordanform.

Damit ist Plan 3 umgesetzt.
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Beispiel 15 Wir setzen Beispiel 12 fort.
Es ist Ay =0 und

-1000-1
1010 1
A(l):A_()EBZ 0000 O .
—2000-1
1000 1

Es hat \; die algebraische Vielfachheit 5.
Wir haben in Beispiel 12 folgende Basis von H4(A;) erhalten.

U000 Y

oo~ O
oO=HOOO
HOOOH
OO~ OO
HOOOO

(

T1,1 1,2 2,1 2,2 3,1

Dabei ist z1,712 eine Basis von Kern(A(l)) und 11,712, %21, %22 eine Basis von
2
Kern(Af,).

0
. 0
Wir setzen ys 1 1= 231 = 0]

1
-1

1
Es ist Amyys: = (_(1)). Durch Hinzufiigen von Ag;yys; und durch Weglassen von g,
1

wird nun
0 0 0 —1
1 0 0 1
0 0 1 0
o/’ 1> \o])’ -1
0 0 0 1
—— M M~ ——
x1,1 1,2 z22  An)ys,

zu einer Basis von Kern(A%l)).

0
) 0
Wir setzen ys 1 1= 229 = Nk

0

0 0

0 1

Es ist A?I)yg,,l = (?) und Aqyyen1 = (8). Durch Hinzufiigen von A%l)y&l und Aqyy2,
0 0

und durch Weglassen von 1, und z; » wird nun

0 0

0 1

0 0

1/7 \o

0 0
e

A%l)ys,l Amyy2,

zu einer Basis von Kern(A)).
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Wir haben die folgenden beiden Hauptvektorketten erhalten.

[l elele]
oo~ OoOO

)

A%1>y371 Amyysa Y31 Ay Y21

Diese zusammengenommen bilden eine Basis von H4(A;).

Da es nur einen Eigenwert gibt, ist dies auch bereits eine Jordanbasis von C° fiir A.
Demgeméf setzen wir

und erhalten

in Jordanform.

Definition 16 Sein > 1. Sei A € C"*". Wir setzen

exp(A) = Z

0

Ak e ¢

-
I
| =

Dies wollen wir im folgenden Beispiel einmal berechnnen.

Um die Jordanform dafiir zum Einsatz zu bringen, bemerken wir, das
S~ texp(A)S = exp(STtAS)

ist fiir eine invertierbare Matrix S € C**",

Beispiel 17 Sei

AN

I
—HOFFON
= ON N

(!
OO EFOM

=== O N
|
HERENON
|
WA = O

Es ist xa(t) =t- (t —1)°.
Es ist A\; := 0 ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1.

Es ist Ay := 1 ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 5.
ZUAL

[=lelelelog
OOoOOrO
QOO O
|
OO O
OO0 O

—~oooo
v

Es wird A(;y durch Zeilenumformungen und Weglassen von Nullzeilen zu <



12

Also ist

{OOHHOO

=111
eine Basis von Kern(A)).
Nun ist dim Kern(A)) = 1 erreicht, es ist also Kern(A)) = Ha(\1).
Wir setzen Y11 = T11-

Wir haben die folgende Hauptvektorkette erhalten.

{OOHHOO

='Y1,1
Diese bildet eine Basis von Ha(\).

Man erkennt, dafi im Falle dim Kern(A(;)) = dimHa();), also im Falle der Gleichheit
zwischen algebraischer und geometrischer Vielfachheit, eine aus Hauptvektorketten beste-
hende Basis von H (1) schlicht eine aus Eigenvektoren bestehende Basis des Eigenraums
Kern(A(y)) ist, daf also diesenfalls der hier vorgestellte Algorithmus sich zum gewo6hnli-
chen Diagonalisierungs-Verfahren reduziert.

Zu )\2.
Es wird Ay durch Zeilenumformungen und Weglassen von Nullzeilen zu
oo (111310

000 01 0

Also ist

1 0

0 1

0 0

01> 1

0 0

1 0
e e
=:1T1,1 =:T1,2

eine Basis von Kern(Ay)).

Es wird B’ - A(y) durch Zeilenumformungen und Weglassen von Nullzeilen zu
"= ([1) =199 _(1)). Also ist

1 0 1 0

0 1 -1 2

0 0 1 0

0 ) 1 ) 01> 0

0 0 0 1

1 0 0 0
=.T2,1 =:T22

eine Basis von Kern(A?,), die obige Basis von Kern(A)) ergénzt.
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Es wird C"- Agy = (-1-10121). Also ist

1 0 1 0 1
0 1 -1 2 -1
0 0 1 0 0
0 ) 1 ) 0 3 0 ) 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
——
=:x31

eine Basis von Kern(A?,), die obige Basis von Kern(Ap,)) erginzt.

Nun ist dim Kern(A:()’Q)) = 5 erreicht, es ist also Kern(Az(”Q)) = Hu(Ag).

1
-1
Wir setzen ys; =31 = |
0
0
-1
0
Es ist Apyys1 = 1 1. Durch Hinzufiigen von A)ys; und durch Weglassen von x5
-1
0
wird nun
1 0 1 -1
0 1 -1 0
0 0 1 -1
0 |> 1 ) 0 ]» 1
0 0 0 -1
1 0 0 0
—— N
1,1 1,2 2,1 A2)y3,1
zu einer Basis von Kern(A?).
1
-1
Wir setzen ys 1 1= 291 = (1)
0
0
0 1
-1 0
. 2 _ 0 _ 0 . . 2
Es ist A(Q)y&l = und Ay = 0| Durch Hinzufiigen von A(Q)ym und A)ye,1
0 1

und durch Weglassen von z; ; und ;2 wird nun

| |
{oo»—-o»—-o
{»—w::oo:::»—t

A?Q)yg,l A)y2,1

zu einer Basis von Kern(A).

Wir haben die folgenden beiden Hauptvektorketten erhalten.

0 —1 1 1 1
—1 0 -1 0 -1
0 -1 0 0 1
-1 1> 11> 0 0 9 0
0 -1 0 0 0
0 0 0 1 0

A%2>y3,1 A2)¥3,1 Y3,1 A2)y2,1 Y2,1
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Diese zusammengenommen bilden eine Basis von H4(Ag).
Zusammensetzen zu S.

Die gefundenen Hauptvektorketten fiir A\; = 0 und Ay = 1 bilden die Spalten der Matrix

0 0-1 11 1
0-1 0-10-1
g .— |1 o-1001
= 11-1 100 0
0 0-1 00 O
000010
Wir erhalten
000000
ghiens
o -1 _
J = STAS = | 000100
000011
000001

in Jordanform.
Berechnung von exp(J).

Fiir n > 0 ist (5%)” = ((I)Tf , wie man mit Induktion erkennt.

)
1
0
0

.. . 110\™ n n(n—1)/2 . . .
Firn > 0 ist (85%) = ( (1) n ), wie man mit Induktion erkennt.
Also ist

000 O 00

01 n(Mn-1)/200

Jn _ 001 n 00

= 000 1 00

000 0 1mn

000 0 01

Wir beobachten noch, daf§ >~ (& = e und dafl >~ "(";!1)/2 =e/2 ist.
Es folgt

000O0O00O 000000
0 e ee/200 0111/20 0
_ 00e e 00 _ 001100
exp(J)— 000 e 00 = ¢ 000 100
000 0 e e 000 0 11
0000 0 e 000 0 01
Schliefllich wird
44 4-4-10-2
! I I
exp(A) = exp(SJST) = Sexp(J)S™ = -2 111 0-2
2 02 2-2 -2 0
22 2-2 -6 0



Kapitel 2

Newtonverfahren

2.1 Problemstellung

Plan 18 Sei eine offene Menge D C R unser Definitionsbereich.
Sei f: D — R eine differenzierbare Funktion.

Sei ¢ € D eine erste Niaherung einer Nullstelle z von f.

Wir starten unsere Iteration bei z( := ¢ als Anfangsstelle.

Die Tangente an den Graphen von f in xy hat die Steigung f’(xo).
Sei x; der Schnittpunkt dieser Tangente mit der z-Achse.

f(zo)

To—T1

f (o)

ist. Somit wird z¢p — z1 = (o)

Am Steigungsdreieck erkennen wir, dal f'(x¢) =

15
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und also

C)
RACHR

1 =

Es ist 1 dann unsere verbesserte Naherung der Nullstelle z.

Auf dieselbe Weise wollen wir x; zu xy verbessern: o = x; — %
1
Sodann wollen wir x5 zu x3 verbessern: r3 = xo — %
2

Ust.

Dann sollte die Folge der Naherungen (zg, x1, 22, z3...) gegen die tatséchliche Nullstelle
z von f konvergieren.

Und dies auch noch schnell.

Wir wollen die Rahmenbedingungen klaren, die dies sicherstellen.

Beispiel 19 Sei f: R — R : 2+ 22 — 6.

.

Das Newtonverfahren gehorcht der Vorschrift

f(zy) 1‘2—6_

Thtl 2= Tk flxy) Tk 2z,
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Mit der Anfangsstelle ¢ = 3 gibt das Newton-Verfahren nachstehende Folge.

Tog = C = 3

r1 = Xg— B0 _ 2.5

1 0 270 )

To = X1 — Ho _ 2,45

2 1 271 )

ry = 12— 20 ~ 2,4494808

Usft.
Wir haben die Nullstelle z = V6 ~ 2,449489743.

Beispiel 20 Sei f: R — R : x> sin(z).
Wir haben die Nullstelle z = 0.
Das Newtonverfahren gehorcht der Vorschrift

Tl = Tp — JJ;((Z% = x5 — :Z;((zg = xp — tan(zy) .

Wir starten einen ersten Versuch. Wir wollen mit der Anfangsstelle ¢ = 1 die Nullstelle
z = 0 zu approximieren.

Es wird
g = ¢ = 1,0
ry = x9—tan(zy) =~ —0,56
re = x;—tan(z;) = 0,066
r3 = x9—tan(ze) =~ —0,000095

Usf. Das scheint zu funktionieren.
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Wir starten einen zweiten, etwas optimistischeren Versuch. Wir wollen mit der etwas
weiter von z = 0 entfernten Anfangsstelle ¢ = 1,2 die Nullstelle z = 0 approximieren. Es

wird
Ty = c¢
r1 = wp—tan(xg) =~
To = 1w —tan(x;) =~
T3 = Ty —tan(xy) ~

Ust. Das scheint nicht zu funktionieren. Vielmehr wird
approximiert.

2.2 Das Newtonverfahren

Satz 21 Sei D C R offen.

Sei
f:D—R
dreimal stetig differenzierbar.
Sei f'(x) # 0 fiir x € [a, b).
Wir schreiben #a)
x
O(x) == z— )

fiir x € [a, b].

Seien a, b € D mit a < b und [a,b] C D gegeben.
Seien a < a' <V < b gegeben mit f(a’) - f(b') < 0.
Also gibt es genau ein z € [a’, ] mit f(z) = 0.

1,2
~1,37
3,60

3,1416

wohl versehentlich die Nullstelle 7
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Seien
p = min{d —a,b—"b'},

§ = max{l —a,b—d'}.
Sei

" 2p )

|o"(x)] < 5 fir z € la,b] .
Sei ¢ € |a,b] unsere Anfangsstelle.
War setzen rekursiv
g — C
Tpr1 = P(z,) = x, — San) firn >0

Dann ist x,, € |a,b] firn >0 und

Quantitativ ist

1
|Tpi1 — 2| < émax{ 1®"(z)| : @ € [a,b]} |z, — 2|*.

Begriindung. Ableiten der Definition gibt

(z) = 1— A

Speziell ist ®(z) = z und ®’(z) = 0.
Entwickeln nach Taylor zum Entwicklungspunkt z gibt

O(z) = P(z) + P (2)(z — 2) + %@”(6)@ —2)" = 2+ 50"(E)(z — 2)*

fir z € [a,b] und ein & zwischen z und z. Es folgt
1
[@(2) =2 = @O |w =2

Schreibe K := max{ |®"(z)| : = € [a,b] }.

Da |®"(z)| auf [a, b] ein Maximum annimmt, geben die Voraussetzungen, dafl K < 2 ist.
Da z € [d/,b'] und z € [a,b], ist |z — 2| < J und p < min{z —a,b — z}.

Falls x # z, so erhalten wir

1
@"(E)] |r—2* < SKlp—2 < Gle—2 < p < min{z—a,b—z}.

Fiir x € [a,b] ist also auch ®(x) € [a, b].
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1
Ferner folgt |z,11 — 2| < §K\xn — 2|? fiir n > 0.

Schliefflich ist p < §. Also folgt aus
B(e) = 2| < Slo—2 < Lo -2,

daB lim,,_, |z, — 2| = 0 und somit lim,,_,, x, = z ist.

Beispiel 22 Wir greifen Beispiel 19 wieder auf.
Dort war f(z) = 2% — 6.

Sei a:=2, d = %, b= % und b := 3.

Es wird p = min{a’ — a,b - b'} = 1 und § = max{V/ —a,b—a'} = 2.
Ferner ist f(a’) - f(V') = (2 —6)- (5 —6) <0.
Es wird
x2_ x
O(z) = z-— 2;1;6 = 5_%
(I)//(x) _ _x%
Somit ist 5 5 )
-3 _ 4P
|q)//(ll')| = 6x < Z < 5 = ﬁ

fir « € [a,b] = [2, 3].
Sei ¢ := 3 € [2,3)].

Satz 21 garantiert nun, dafl das Newtonverfahren mit der Anfangsstelle ¢ = 3 eine Folge
(2n)n gibt mit lim, e 2, = 2 = V6.

Mit anderen Worten, der Ansatz in Beispiel 19 mufl funktionieren.

Quantitativ erhalten wir, dafl

|[Tns1 — 2| < |20 — 2*

N | —
=~ w

ist fiir n > 0. Uberpriifen wir dies anhand unserer Zahlen:

|z — 2] ~ 5,1-1072 114-1072 =~ 3lzo— 2

<
51-107% < 96-107% =~ 3|z, — z|?
<

8
53-1078 9,8-107% =~ 3|zy— z|?

8

Q

T2 — 2|

Q

x5 — 2|

Ust.
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Beispiel 23 Wir greifen Beispiel 20 wieder auf.

Dort war f(x) = sin(z) und ®(x) = = — tan(x).

1

Sei a := —3,

R 1 R 1 . 1
&/ = b, = +6 und b = +§

1

Es wird p = min{a’ — a,b—b'} = ¢ und § = max{V/ —a,b—a'} = 1.

Ferner ist f(a') - f(V') = sin(—1/6) - sin(1/6) < 0.

Es wird
O(x) = x—tan(z)
®'(r) = —tan(z)?
®”(z) = —2tan(x)(1+ tan(x)?)
Somit ist
|®"(z)] = |2tan(x)(1 + tan(x)?)| < 2tan(1/3)(1 + tan(1/3)?) < 0,78 < % = %
fir x € [a,b] = [—3, +3].
Sei ¢ := 3 € [—3,+3].
Satz 21 garantiert nun, da das Newtonverfahren mit der Anfangsstelle ¢ = % eine Folge

(n)n gibt mit lim,, . x, = z = 0.

Die Ansétze in Beispiel 20 mit den Anfangsstellen 1,0 und 1,2 waren dagegen beide auf
Optimismus gegriindet.

Quantitativ erhalten wir fiir die Anfangsstelle ¢ = % , daf3

[Ty — 2| < =-0,78 - |2, — 2|2

N | —

ist fir n > 0. Uberpriifen wir dies anhand unserer Zahlen:

T — 2 ~ 13-102 < 43-1072 =~ 0,39 |2y — 22
Ty — 2| ~ 721007 < 65-10° =~ 039 |z — 22
T3 — 2| ~ 12107 < 20-1078 ~ 0,39 |2y — 22

Ust.

Die Konvergenz ist deutlich besser als garantiert wurde. Der Grund darin liegt in
17(0) = 0, was dazu fiihrt, dafl in der Néhe der Stelle 0 Tangenten eine sehr gute Nédherung
an die Funktion geben.

Beispiel 24 Sei f:R - R :x — x +e”.

Da f'(z) = 1 4+ e > 0 gilt fir z € R, da lim,, o f(x) = —oco ist und da
lim, 1o f(2) = +00 ist, folgt, daBl f genau eine Nullstelle z € R hat.
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)

Fragt man nun ein Computeralgebrasystem wie Maple nach der Nullstelle dieser Funktion,
so erhélt man folgende Antwort.

Die Lambertsche Funktion w : R — [0, +00) ist definiert als die Umkehrfunktion von
u: [0, +00) = [0,400) : x +— z - €. Es ist u(w(x)) =z fiir z > 0 und also 1 = u(w(1)) =
w(1)-e*M. Es folgt e ") = w(1) und also f(—w(1)) = e (4 (—w(1)) = 0. Der Rechner
gibt nun

z = —w(l) =~ —0,56714 .

Nun wollen wir das Newtonverfahren einsetzen, um diese Nullstelle anzunéhern.
Seia:=—1,d :=—-0,6,b :=—0,5und b := 0.

Es wird p = min{a’ — a,b —¥'} = 0,4 und § = max{b’' —a,b—a'} = 0,6.

Ferner ist f(a’) - f(V') = —0,051 - 0,107 < 0.

Es wird
O(zx) = x—ﬁ—::
¥(e) = G
O (z) — ez-((S(Ij:r)ei”);rx+1)

Wir betrachten das Verhalten von ®”(x) auf [a,b] = [-1,0]:
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0.7 1

0.6 1

0.1+

-1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0
X

Laut Graphik ist dort ®”(z) positiv und monoton wachsend. Das geniige uns als Be-
griindung.

Somit ist

|®"(z)] < @"(0) = 0,5

fir x € [-1,0].
Sei c:=0 € [~1,0].

Satz 21 garantiert nun, daf§ das Newtonverfahren mit der Anfangsstelle ¢ = 0 eine Folge
(Tn)n gibt mit lim,, o x, = z.

Quantitativ erhalten wir fiir die Anfangsstelle ¢ = 0, dafl

20,25 - |z, — 2|

N | —

|$n+1 - Z| <

ist fiir n > 0. Uberprﬁfen wir dies anhand unserer Zahlen.

Zunachst wird

o = 0

ry = —0,5

To ~ —0,5663

r3 ~ —0,56714317
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Sodann wird
lz; — 2] ~ 6,71-1072 < 8,04-1072 = 0,25 |z — 2|?
|z — 2] ~ 832-107* < 11,27-107* 0,25 - |xq — 2|?
s — 2| ~ 125-107 < 1,73-107 ~ 025 |zs — 2|?

Q

Ust.

2.3 Das Newtonverfahren héherer Ordnung

Sei D C R offen. Sei f: D — R beliebig oft stetig differenzierbar.
Sei ¢ € D unsere Anfangsstelle.

Sei xg := ¢. Sei f'(xg) # 0. Dann ist f invertierbar in einer Umgebung von z, mit einer
inversen Funktion, die in einer Umgebung von yy := f(z¢) definiert ist.

fd

. '{,\\; - /izg‘y\/
\
= \
7J

Plan 25 Wir wollen nun das herkémmliche Newtonverfahren prézisieren.
Wie wir bislang vorgegangen sind:

: —1y\/ _ 1
Es ist (f7)'(40) = 7707

Die verwendete Tangente wird beschrieben durch das Taylorpolynom erster Ordnung

Ti(f L ywo) = 7 wo) + (7)) (wo) - (v — o) -
Wir erhalten ; , indem wir in Ty(f!,y, yo) den Wert y = 0 einsetzen.

1 1

1= [ o)+ (f ) (o) - (0—10) = fﬁl(yo)—m'yo = xo—m

- f(20) ,
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wie bekannt.
Wir schreiben nun auch

1
S (z) =P(x) = v — —— - f(x).
(@) = 0() = 2= Fs - f@
Mit der Anfangsstelle g = ¢ wurde rekursiv ,, 1 := ®1(x,,) gesetzt, um eine Folge (x,,),>0
zu bekommen, die gegen eine Nullstelle von f konvergiert.

Der Plan ist nun, in diesem Vorgehen T; durch Ty fiir ein k& > 2 zu ersetzen. Denn je
grofler k, desto besser ist i.a. die Naherung.

Genauer gesagt werden wir uns mit £ = 2 und k = 3 befassen.

Wir werden diese verbesserten beiden Verfahren vorstellen. Wir werden sie aber nicht
mit genauen Fehlerschranken zur sicheren Durchfiihrung versehen, wie wir dies im Falle
des herkémmlichen Newtonverfahren in Satz 21 getan haben. Wir werden fiir eine Feh-
lerabschétzung im Falle k£ = 2 lediglich Bemerkung 28 nachreichen.

Natiirlich funktioniert das Verfahren dann nicht mehr unbedingt, wenn fiir die weiteren
Iterationsschritte die Voraussetzungen nicht mehr gelten, die wir fiir die Anfangsstelle
gemacht haben.

Bemerkung 26 Eine Nebenrechnung.

Es ist 1
W) = )

Also wird
W) = LU = L) ) =
Also wird

")
- d%(—f”(f‘l(y)) W)
U)o ) — ) (23) - )

—f"(f W) - F ) + 3 (F ()
(1 (y)° '

Bemerkung 27 Wir wollen Ty zum Einsatz bringen.

Sei xy = ¢ die Anfangsstelle.
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Die Niherung zweiter Stufe an f~! ist

o) = £ )+ ) () (= o) + 50 () (0 = )

In folgender Skizze wurde zum Vergleich die mittels T erhaltene Stelle als x; und die
mittels Ty erhaltene Stelle mit Z; bezeichnet.

(

Wir wollen nun aber die mittels Ty erhaltene Stelle einfach wieder x; nennen. Wir erhalten
x1, indem wir in To(f™1,y,70) den Wert y = 0 einsetzen.

Bemerkung 26 hilft beim Umformen.

1= [ wo) + (FN (o) - (0—wo) + 5/ (o) - (0 — 10)?

1 1/ p—1\n - Flra)?
= xo—m-f(l‘oHi(f )" (o) - f (o)
o 1 ) — f" (o) A (z0)2
= T~ g f(zo) 2 (wo)? f(wo)® .
Sei demgemaf
o 1 ) — f" () F()?
Pl = oy O g T

Das Newton-Verfahren zweiter Ordnung sieht also vor, bei gewéhlter Anfangsstelle xg = ¢
rekursiv

IL‘i+1 = q)g (I’Z)

zu setzen fir 7 > 0.



27

Bemerkung 28 Eine Fehlerabschétzung in der Situation von Bemerkung 27.

Sei der Einfachheit halber vorausgesetzt, dafl wir iiber a < ¢ < b in D verfiigen mit
f'(x) >0 fir € [a,b] und mit f(a) <0 und f(b) >0

Sei z € [a, b] die dortige Nullstelle von f.

Sei nun yy = f(xo) = f(c) > 0 vorausgesetzt. Dann ist z < c.

Es bildet f das Intervall [z, 2] bijektiv auf das Intervall [0, yo] ab.
Das Restglied nach Lagrange gibt

1

(") (0= wo)?

Z = f71(0> = T2<f71707y0)+R2(f71707y0> = x1+6

fiir ein n € [0, yo]. Bemerkung 26 gibt also

_ ‘—f”’(f‘l(n)) f'T ) + 37 ()?
6f(f~1(n))?

2| = ]1<f-1>”'<n> 4

5 - fl@o)® .

Man beachte f=(n) € [z, zo] C [a, b].

Mit

—f"(x) - f'(x) + 31" (x)?
6f'(x)?

= Imax
H z€[a,b]

ist also
o1 — 2| < p-|f(z0)]?

Dieselbe Ungleichung ergibt sich auch im Falle yo = f(zo) = f(¢) < 0.

Bemerkung 29 Wir wollen T3 zum Einsatz bringen.
Sei o = ¢ die Anfangsstelle.
Die N#herung dritter Stufe an f~! ist

To(f~ o) = 57 o)+ (Y (o) (=) 5 (™) (o) (=005 ()" (00) (y—90)°

Wir erhalten x;, indem wir in T3(f™!,y,y0) den Wert y = 0 einsetzen. Bemerkung 26
hilft beim Umformen.

zro= fHyo) + (f 1) (wo) - (0 —w0) + 5(F )" (50) - (0 —50)* + 5(f )" (w0) - (0 — w0)?

o b @) e T ) S U (0) = 35U T w0)? L s
= 0 Faw T oy SN 67 (7 () oo
o b o) o [ (0) ' we) = 3f"(x0)” L
- f'(z0) flao) = 2f’($0)3 A ) " 6f'(x0)® fl@o)”
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Sei demgemaéf

T A

BETI0E fz)™.

Das Newton-Verfahren dritter Ordnung sieht also vor, bei gewihlter Anfangsstelle xq = ¢
rekursiv

Tip1 = Ps(x;)

zu setzen fir 7 > 0.

Beispiel 30 Wir greifen Beispiel 24 wieder auf.
Sei also f(x) =z + ",
Es hat f eine Nullstelle bei z = —0,56714 . . ..

Wir wollen nun zwecks Vergleich simultan die vorgestellten Varianten des Newtonverfah-
rens durchfithren und jeweils den Abstand der gefundenen Stelle zu 2z ermitteln.

Es ist
B(r) = o= - /o)
B T+ e*
- 14er

Wir setzen g := 0 und ;1 := ®;(z;) fiir i« > 0. Dies ist das herkémmliche Newtonver-
fahren.

Es ist
1 (@)
P = r— . — ) 2
r+e”  e(r+e”)?
= x— — )
1+e*  2(14e*)3
Wir setzen Ty := 0 und ;11 := Po(F;) fiir i« > 0. Dies ist das Newtonverfahren zweiter
Ordnung.
Es ist
1 f"(z) f" (@) - f'(x) = 3f"(x)*
) — - . _ 2 . 3
r+e®  e(r+e¥)?  e(z+e)d (14 e”)
fry €T — — —
I14+e*  2(14e%)3  6(1+ev)? 2(1+e7)5
Wir setzen Zp := 0 und Z;4; = ®3(7;) fiir ¢ > 0. Dies ist das Newtonverfahren dritter

Ordnung.
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Wir erhalten folgende Absténde der jeweils gefundenen Stelle von z.
2o — 2| = 561071 |Zp — 2| ~5,6-1071 |y — 2| ~5,6-107"
|2y — 2| = 6,7-1072 |7 — 2| ~4,6-107% |7, — 2| ~5,7-107*
33— 2| ~83-107%  |iy— 2|~ 53-10710 |3, — 2|~ 1,0-10"%
|25 — 2| =~ 1,3-1077  |&5— 2|~ 7,8- 1073 |Z3 — 2| ~ 1,0- 1072
2y — 2| ©2,8-1075 |74 — 2|~ 251079 |F — 2| ~ 1,0 - 107250

Usf.

Es wird der Exponent in der linken Spalte jeweils etwa mit 2 multipliziert, in der mittleren
etwa mit 3, in der rechten etwa mit 4.

Wir testen noch die Fehlerabschitzung aus Bemerkung 28.
Sei a := —1, sei ¢ := 0, sei b := 0.
Auf [—1,0] lassen wir uns die Funktion

=) fe) + 3 () e® 020
o) = 6.f"(x)° 6(1 + ev)! - 2(1 4 ev)s

graphisch darstellen :

Graphisch ermitteln wir so, daf§ das Maximum g von |g(z)| auf [—1, 0] unter 0,006 liegt.
Folglich ist
i1 — 2| < 0,006 f(x:)°
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fir i > 0.

Tatséchlich wird
|71 — 2| 4,64 -1073
Ty — 2| ~ 53210710
T3 — 2| ~ 7,80-1073

2,46 - 10793

61073 = 0,006 - | f(Z)[?
23,18 1071 ~ 0,006 - |f
34871073 ~ 0,006 |f
10,97 -107% ~ 0,006 - | f(i5)[?

%
NN NN

Q

T4 — 2|
Ust.

Beispiel 31 Wir greifen Beispiel 20 wieder auf.
Sei f:R — R : 2 — sin(x).
Wir wollen die Nullstelle z = 0 annéhern.

Mit der Anfangsstelle 1,0 erhalten wir folgendes.

®(1,0) ~ —0,56
Dy(1,0) ~ 1,33
®5(1,0) ~ —3,88

Bei weiter von der Nullstelle z entfernten Punkten kann also ®; bessere Werte liefern als
®, oder @5

Néher bei z = 0 kippt dies dann:

®,(05) ~ —4,63-1072
®,(05) ~ 3,52-1072
®3(0,5) ~ —1,63-102



Kapitel 3

Variationsrechnung

3.1 Problemstellung

Beispiel 32 Gleite ein kleiner Kérper im Graviationsfeld reibungsfrei auf einer Kurve,
gegeben als Graph einer differenzierbaren Funktion f.

Zum Anfangszeitpunkt befinde er sich bei (x1,%;) in Ruhe.
Zum Endzeitpunkt befinde er sich bei (23, ys).

Wie muf§ die Funktion f beschaffen sein, damit der Koérper moglichst wenig Zeit benotigt?
Diese Funktion f soll dabei f(x1) =y, und f(x2) = y, erfiillen.

Ist das Gefille am Anfang zu niedrig, so wird es zu lange dauern, bis der Kérper beschleu-

31
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nigt. So etwa ist die Strecke, die Anfangs- und Endpunkt verbindet, nicht die optimale
Losung.

Ist das Gefille am Anfang zu hoch, dann mufl der Korper insgesamt einen zu weiten Weg
zuriicklegen, was die Gesamtdauer zu grof§ werden l&8t.

Wir gehen das Problem rechnerisch an: Sei g die Graviationskonstante. Sei v die Ge-
schwindigkeit des Korpers. Ein Vergleich von kinetischer und potentieller Energie an der
Stelle (z,y) gibt

also
v = /29(y — f(z)) .

Davon die Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung betragt

de _ [29(y — f(x))
a N it pEe

Die benétigte Zeit von z; nach x ist also

L+ f'()?
2g(y1 — f(z))

Mit L(z,w,u) := 2;&—1“’_22) suchen wir also die Funktion f, die

/ P LU (@), f(),2) da

z1

minimiert.

Beispiel 33 Sei x; < x5 . Seien yq, y2 > 0.
Sei f : [x1, 23] = Ry eine differenzierbare Funktion mit f(x;) = y; und f(x2) = ys .
Wir lassen den Graph von f um die x-Achse rotieren.

Wir suchen nun die Funktion f, fiir welche die Oberfliche dieses Rotationskérpers minimal
wird.

Hierbei seien die Deckflichen links und rechts nicht mitgerechnet. Sie haben zusammen
den Flicheninhalt my? + 7y3, unabhingig von f.



Das zu Ax gehorige Flachenstiick ist fiir Ax klein gleich

2m - Az - /14 f'(x)? - f(x) .
Die Oberflache ist also

27?/362 V14 f(x)?- f(z)de .

Mit L(z,w,u) := /1 + w? - z suchen wir also die Funktion f, die

/ P LU (@), f().2) da

1

minimiert,.

Plan 34 Sei L :R?> - R: (z,w,x) — L(z,w,z) gegeben.
Seien x; < x5 in R gegeben. Seien y;, y» € R gegeben.
Um festzustellen, ob der Ausdruck

/ Y L(f(@), (@), 2 da

1

33

bei f: [x1,22] = R mit f(z1) = 1 und f(z2) = yo eine Flachstelle hat, iiberpriifen wir,
ob fiir jede Hilfsfunktion ¢(z) mit ¢(z1) = 0 und t(x2) = 0 der fiir kleines ¢ € R in der
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Néhe von f entstehende Wert

/ZQ L(f(z) +e-t(x), f'(x) + - f(x), ) dx

1
bei € = 0 eine Flachstelle hat, d.h. ob seine Ableitung nach e verschwindet.

Dabei werden wir uns der Einfachheit halber die Betrachtung auf globale Minima be-
schranken.

Ferner wollen wir bei konkreten Beispielen die dabei jeweils entstehende Differentialglei-
chung nicht allgemein 16sen, sondern nur iiberpriifen, ob vorgegebene Kandidaten sie
erfiillen.

3.2 Eine notwendige Bedingung

Lemma 35 Sei L:R? — R: (z,w,x) — L(z,w,z) stetig partiell differenzierbar.

Wir schreiben O\L(z,w,z) = L L(z,w,z) und O L(z,w,z) = £ L(z,w, z).

Seien x1, Ta, Y1, Yo € R mit 11 < x5

Sei [ : [z, 9] = R eine stetig differenzierbare Funktion mit f(x1) =y und f(x2) = ys .
Sei

T2

/12 L(f(ili'>7f’(x)7x) dr < / L(Q(Qi),g’(:c),x) A

1 1
fiir jede stetig differenzierbare Funktion g : [x1,z5] — R mit g(x1) = y1 und g(xs) = yo .
Kurz gesagt, sei also f eine Lisung von f;f L(f(x), f'(x),z) dz = Min!.

Dann st

o d

ML(f (@), ['(2), ) —

(OuL(f (@), f'(w),2)) = 0
fiir x € [xq, xs).

Wir sagen hierzu, f erfiillt die Euler-Lagrange-Gleichung.

Begriindung. Sei f wie oben. Sei t : [x1,29] — R stetig differenzierbar mit ¢(x;) = 0 und
t(zy) = 0. Sei

u(e) = /wz L(f(z)+¢e-t(x), f(zx)+e-t'(x),x)dz .

Wir kiirzen ¢(z,¢) := (f(z) +¢-t(z), f'(x) +-t'(x),x) ab.
Es ist

w(e) = / Lig(z,2)) dx .

1
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Nach Voraussetzung an f mufl u;(0) < u;(e) sein fiir € € R. Also muf} u}(0) = 0 sein.

Nebenrechnung: Mit der Kettenregel wird

wlle(@,e) = ( (x) +&-t(x), f'(x) +e-(x),2)
= OL(f(x) e t(2), f(x) +e-t'(2), ) £(f(2) +e-t(x))
+02 (f(x)+€ t(@), f'(x) +e-t'(2),2) - L(f'(2) +e-t(x))
+03L(f(x) +e-t(x), f'(x) +e-t'(x),2) S o
= OL(p(z,¢)) - t(x) + 0o L(p(x,€)) - '(x) -

Dank Nebenrechnung wird

u(e)
= f—s ;12 L(p(x,e))dx
= [2 4 L(p(x,¢))do

2 oiL(p(x,€)) - t(x)da + [* DoL(p(x,€)) - t'(x) da

J2 0 L(p(x,)) - t(z) dz + [BLp(x, ) - t@)]22 — [2* L (0uL(p(x,¢))) - t(x) da
= [ZoiL(p(z,e) - t(z)dz — [ L(OhL(p(x,2))) - t(z) da
= [P (L(p(,€) — L (BL(p(x,2)))) - t(x) da .

Bei € = 0 erhalten wir somit die notwendige Bedingung
0 = wui(0)
= [} (0iL(p(x,0)) - d%(@L( (2,0))) - #(z) da
= [, (OL(f(z), f'(x),2) — 5 (0L(f'(2), f(2), 2))) - t(z) dz .
Da dies fiir jede Funktion ¢ wie oben gelten muf}, folgt

d

0 = BL(/ (). f(2),2) = T-(BL( (), f(x), )

fiir € [xy, 2] °
Beispiel 36 Zunichst wollen wir ein Beispiel betrachten, in welchem wir auch ohne Va-
riationsrechnung die Losung kennen: die Strecke als kiirzeste Verbindung zweier Punkte.
Seien x; < x5 in R gegeben. Seien y;, y» € R gegeben.

Sei eine differenzierbare Funktion f : [x1, 23] — R gegeben. Die Linge des Graphen von

f ergibt sich zu
/ V1+ fl(x)*de.
1

Diese Lange soll minimiert werden.

Wir stellen hierfiir die Euler-Lagrange-Gleichung auf.
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Esist L(z,w,z) = V1 + w?.

Es ist 0;1L(z,w,z) = 0. Es ist L(z,w,z) = 1 - (1 + w?)"V/?. 2w = ;i -

Euler-Lagrange ergibt sich also folgendermaflen.

0 L BL(w). /(@) 0) = FOLU .S (o))

<ﬁ>

i (@) - (L f/(2)) 1)

=1 (@) (1 F@P) ) = F@) - (D4 F@P) - 2f @) /(@
= (=) (L PP+ P @2 @) - (L )2

= P (L )

Somit sollte f”(x) = 0 sein fiir x € [z1, 23]

Dies wird von

I [513'1,.1’2]—>R A f(gj) = y1_|_y2

erfiillt, also von der Funktion, deren Graph die Strecke zwischen (x1, ;) und (x2,y2) ist.

Beispiel 37 Wir greifen Beispiel 33 wieder auf, den Rotationskérper um die z-Achse mit
minimaler Oberfléche.

Sei x1 < xo. Seien yq, yo > 0.
Sei L(z,w,u) :==+v1+w?- z.

Wir suchen die differenzierbare Funktion f : [z1,29] — Rso, die f(z1) = 7 und
f(x2) = yo erfiillt und

on- [T L@ @0 = 2w [ VIETOR f@)

1

minimiert. Dabei kann der Faktor 27 zum Auffinden des Minimums weggelassen werden.

Es ist

O L(z,w,z) = V1+w?
O2L(z,w

w

) = s

Tz
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Die Euler-Lagrange-Gleichung ergibt

0 = OL(f(2), ['(x),2) = 5 (0L(f (), ['(x), ))

= 1+ (@)= & 1{;(;’)(90)2 - f(2))
= V14 @2 =g (f(@) fl@) 0+ f(2)?*)7"?)
BN e (e

—f"(@) - (@) - (L+ f(x)?) 712

—f'(@) - f'(@) - (1 f(x)?) /2

—f'(x) - fx) - (=5) - (L+ f(2)*) 727 2f' () - f"(w)
= (1+ f/(x)*) %2

(L + f'(2)?)?

—f"(@) - f(x)- (1+ f'(x)?)

—f'(@)?- (L+ f'(2)?)

)+ f'(z) - f"(2))

Also sollte

sein.

Wir machen den Ansatz, eine Funktion f der Form
f(z) = a-cosh(br+c¢)+d

zu suchen, fiir zu ermittelnde Konstanten a, b, ¢, d € R mit a, b > 0.

Zunachst wird
f'(x)
f(z)

a-b-sinh(bz + ¢)
a-b* - cosh(bx + c)

0 = 1+ f'(2)° = flx)- ["(x)
= 1+a? b*-sinh(bz + ¢)* — (a - cosh(bx + ¢) + d) - a - b* - cosh(bz + ¢)
= 1+a? b cosh(bx + ¢)* —a® - b* — a® - b* cosh(bx + ¢)?> — d - a - b? - cosh(bx + ¢)
= 1—a*-b*—d-a-b* cosh(bz + )

sein fiir x € |21, x2).

Aus der Konstanz der linken Seite folgt d = 0. Dann folgt a - b = 1 und also

f(z) = a-cosh(a 'z +c).

Betrachten wir nun die spezielle Situation xy = —1, 9 = +1, y; = 4 und y, = 4. Wir
fordern also f(—1) =4 und f(+1) = 4.
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Die Symmetrie der cosh-Funktion erzwingt ¢ = 0. Wir brauchen

4 = f(1) = a-cosh(a™') = g(el/“jte’l/a).

Graphische Losung: Wir zeichnen den Graph von £(e"/® + e71/%) — 4 auf.

Numerische Losungen: a; ~ 0,307 und a, ~ 3,870.
Sei entsprechend f)(x) := a; - cosh(a;'x) und fo(x) := as - cosh(a; ‘).

Numerisch wird

o - [T /T fi(@)?- fi(x)dz ~ 102,16
27 - fjll V14 fi(x)? fo(z)de ~ 49,73.

Also wird das Minimum bei f; angenommen, d.h. mit der Funktion
fo i [-1,+1] = R : o — fo(z) := ay-cosh(ay'x) ~ 3,870 -cosh(0,258 - z) .

Ihr Graph hat auf dem Intervall [—1, 1] die folgende Gestalt.
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v}
L

Der zugehorige Rotationskorper ist also ein nur etwas verformter Zylinder.

Zum Vergleich: der Zylinder, der sich als Rotationskérper der konstanten Funktion 4 auf
[—1, +1] ergibt, hat Oberfliche

21 -4-2 ~ 50,26 .

3.3 Das ganze mit Nebenbedingung

Beispiel 38 Sei x1 < x5 . Seien yq, y2 € R.

Wir wollen in einem vertikalen Gravitationsfeld eine Kette der Lénge ¢ > 0 an den
Punkten (z1,y;) und (x2,y,) aufhingen.

Dazu gehen wir davon aus, dafl der Verlauf der Kette durch den Graphen einer differen-
zierbaren Funktion

foifr,ae] = Rz = f(x)

beschrieben wird.
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\ X y+Ax/

——t— f\ ,,_*\ i e

W |

| N\
\ L 2
\*\4,

Sei @ € [x1,23]. Sei Az klein. Das Kettenstiick von = bis  + Az hat ndherungsweise die
Léange

\/(Ax)z—i-(f(ﬂ?‘i‘Ax)_f(x))z _ \/1_|_ (f(:b’—i-AAx;—f(Z‘)) - Ax

Es soll also die Lénge der Kette

/12 V14 fl(x)?de = ¢

sein.

Hat die Kette eine Massendichte von p pro Langeneinheit, so ist ihre Masse gleich p - £.
Besagtes Kettenstiick liefert den Beitrag

zur Hohe des Schwerpunkts der Kette.

Das Graviationsfeld bewirkt nun, daf§ die Hohe

L[ VTR pw)

ihres Schwerpunktes minimal wird.

Setzen wir nun M (z,w,z) ;= v1 4+ w? und L(z,w,x) := V1 + w? - z, so wird

/ Y LU (@), /(). 2)da

1
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zu minimieren unter der Nebenbedingung

_ / M(f(z), f'(z),) da .

Sei L:R3 - R: (z,w,x) — L(z,w,x) stetig partiell differenzierbar.

Lemma 39

Sei M :R> - R: (2,w,z) — M(z,w,z) stetig partiell differenzierbar. Sei m € R.
Seien x1, T2, Y1, Yo € R mit 11 < x5

Sei f: [x1,29) = R eine stetig differenzierbare Funktion mit f(z1) = 11 und f(z2) = Yo
und mat

/mM(f(x),f’(:v),x)dx —m.

Sei
/umwwmm</umwmwm

z1 1

fir jede stetig differenzierbare Funktion g : [x1,22] — R mit g(z1) = 11 und g(xs) = yo
und mat

/”Mwwmeszm.

Kurz gesagt, sei also f eine Lisung von fff L(f(z), f'(x),z)dx = Min! unter der Neben-
bedingung f;f M(f(x), f'(x),z)de =m

Dann ¢ibt es einen Lagrange-Multiplikator A € R mit

(91(L—>\M)(f($),f’(fﬁ),$)—5(82@ AM)(f (@), f'(z),2)) = 0

fir x € [x1,xs]. Hierbei haben wir (L —AM)(z,w,z) := L(z,w,x) — AM(z,w, x) geschrie-
ben.

Wir sagen hierzu, f erfillt die Euler-Lagrange-Gleichung unter Nebenbedingung.

Begriindung. Sei f wie oben. Seien s, t : [z, x9] — R stetig differenzierbar mit s(z;) =
s(z2) = 0 und mit t(z1) = t(z2) = 0. Sei

usi(e,m) = [PL(f(x) +e-s(x) +n-t(x), f(x) +e-8'(x) +n-t'(x),2)dz
verlesn) = [o M(f( )+5-s(a:)+77-t(3:),f’(.7c)+€-s’($)+77-t’(x),x)d:c.
Wir kiirzen ¢(z,e,n) == (f(z) +¢-s(x) +n-t(x), f'(x) +e-5(x)+n-t'(x),z) ab.

Es ist 2
us,t(gun) = f L ZL’ 87”)) d(L’

vs,t(gan) = foM 535,77))(195
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Es soll also wus(e,n) bei (¢,7) = (0,0) ein Minimum haben unter Nebenbedingung
vst(e,m) = m.

Nach Lagrange fiir Funktionen in zwei Variablen ist hierfiir notwendigerweise ein A € R
existent mit

Vus(0,0) = AVws4(0,0)
vs4(0,0) = m.
Nebenrechnung: Mit der Kettenregel wird

S(L = AM)(p(z,2,m))

(L AM)(f(z)+e-s(x)+n-tx), f(z)+e-s(x)+n-t'(x),x)

(L —=AM)(f(x)+e-s(x)+n-tz),f(x)+e-(x)+n-t'(x),z) C‘li—s(f x)+e-s(x)+n-tlx))
+ 0o(L — AM)(f(x) +e-s(z) +n-t(x), f(x)+e-s(x)+n-t'(x),x) f—e(f’(x)%—s-s’(x) +n-t'(x))
+05(L — AM)(f(z) +e-s(z)+n-tx), f'(x)+e-5(x)+n-t'(x),x) %x
O (L — AM)(p(x,e,n)) - s(x) + 0o(L — AM)(p(z,£,m)) - §'(2)

& Jay )(p(z,e,m))d
= [72 (L = AM)(p(z,e,n)) dz

72 01(L — AM)(p(z,2,m)) - s(z) de + [ 8(L — AM)(p(x,2,n)) - &/ (x) dz
= [20(L = AM)(p(z,2,n)) - s(x) de

HOo(L = AM)(p(x,2,m)) - s(@)]32 — [17 5(02(L — AM)(p(,€,1))) - s(x) dw
= f;f 1(L - AM)(QO(*%E»”)) S( )d$ - fxxf ddz(82( —A\M )(90($75777))) ( )d$
= 2 (L = AM)(p(,6,m)) = 42 (0a(L — AM)(p(,£,1)))) - s(x) dz .

Bei (g,1) = (0,0) erhalten wir somit die notwendige Bedingung

ddg (us t )‘vs,t) (0,0)

[22 (0u(L = AM)((x,0,0)) — (82(L AM)(p(2,0,0)))) - s(x
= [ (0L = AM)(f (), f'(x), ) iz (Q2(L = AM)(f'(2), f (), x))) s(z)de .

Da dies fiir jede Funktion s wie oben gelten muf, folgt

0 = 81(L—AM)(f(fv),f'($);fv)—%(%(L—AM)(f’(l‘),f(x)?l”))

fir « € [z, 2.

Dies kann man auch noch umschreiben zu

d

61L(f(l'),f’(iv),fﬂ)—%(aaL(f’(x)’f(x),l“)) = M (OM(f (@), f'(x), 2)=(BM(f'(2), f(2),2))) -
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Da weder L noch M von s und t abhéngen, folgt, dafl auch A von den betrachteten
Funktionen s und ¢ unabhéngig ist. o

Beispiel 40 Wir greifen Beispiel 38 wieder auf.
Dort war 1 < x5 und y, y2 € R.

Wir wollen in einem vertikalen Gravitationsfeld eine Kette der Lénge ¢ > 0 an den
Punkten (z1,y;) und (x2,y,) aufhingen.

Es war mit M (z,w,z) := v1 4+ w? und L(z,w,x) := V1 + w? - z das Integral

/ Y LU (@), (), 2)da

1

zu minimieren unter der Nebenbedingung

_ / M(f(z), (), 2) dz .

Es ist

(L—AM)(z,w,z) = VI+w? - (z—A).
Also ist

(L —AM)(z,w,x) = V1I+w?

(L —AM)(z,w,x) = (Z—/\)-#.

Wir haben also

0 = (L= AM)(f(z), f'(z),2) = (%L = AM)(f'(2), f(x), x))
= 1+ @) = S ((f@) =N f@)- 1+ f(2)?)7'7?)
= (L4 f'(x))'?
—f'@) - fz) - (L4 f(2)?) 712
—(f(@) = A) - f(@) - (1+ f(2)?) 712
—(f(x) = A) - f'(2) - (=1/2) - (L + f'(2)?) 72 2f" () - f"(2))
= (L4 f'(x))?
(1 + f'(2)?)?
—f'(@)*(L+ f'(2)?)
—(f() = A) - f(z) - 1+ f'(2)?)
+(f(x) = A) - f(2) ()
= L+ @) 1+ f(2)? = fl2) - f'@) + X f'(2)) -

zu erfiillen, fiir ein geeignetes A € R.

Die Rechnung ist zufillig also ganz &hnlich der in Beispiel 37.
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Notwendig ist es also, ein konstantes A € R so zu finden, daf fiir x € [z, 23] sich

!

0 = 1+ f(2)° = fl) f'(=)+ A f'(z)
ergibt.

1. Versuch. Es wird gerne vermutet, daf die Parabel, die durch y = 2 beschrieben wird,
eine Losungskurve darstellt. Dies wollen wir iiberpriifen.

Sei also f(z) := 22
Es wird
L+ (@)= f@)- f"(2)+ - f"(x) = 1+42” =22 +X-2 = 1+222 +1-2.
Da 1 + 222 nicht konstant ist, ist dies fiir kein A € R konstant gleich 0.
Also ist die betrachtete Parabel keine Losungskurve.

2. Versuch. Wir setzen an mit f(x) = acosh(bz + ¢) 4+ d, wobei a, b, ¢, d € R und b > 0.

Es wird
f'(x) absinh(bx + ¢)
f"(x) = ab*cosh(bz +c) .

Es wird
Lt f'(@)? = fa) - f"(x) + X~ f'(x)
1+ a®b? sinh(bz + ¢)? — (acosh(bz + ¢) + d) - ab? cosh(bz + ¢) + A - ab? cosh(bx + )
= 14 a®b?sinh(bz + ¢)? — (acosh(bz + ¢) + d) - ab® cosh(bx + ¢) + X - ab? cosh(bz + ¢)
1 —a?h?* + (A —d) - ab®cosh(bx + ¢) .
Folglich ist die Bedingung mit der Wahl A\ = d erfiillt, falls a®b®> = 1, i.e. b > 0 und
a=>b"1.
Das liefert als Losung f(z) = b~* cosh(bx + ¢) + d.

Die Nebenbedingung verlangt nun
0= [T M(f(@), f/(),7) do
f;f V/1+ sinh(bz + )2 dz

= [, cosh(bx + c) dz
= [b~'sinh(bz + )] .

Daraus, sowie aus f(z1) = y; und f(z3) = yo, sind nun die Parameter zu ermitteln.

Betrachten wir einmal den Spezialfall 1 := —1, 25 := 1 und y; := 0, y5 := 0. Sei zudem
(:=e—e !t ~2.35.

Esist b~ cosh(—b+c)+d = f(—1) =0 = f(1) = b~! cosh(b+c)+d. Es folgt cosh(—b+c) =
cosh(b + ¢).
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Wiire ¢ > 0, so auch | — b+ ¢| < |b+ ¢| und also cosh(—b+ ¢) < cosh(b + ¢), was nicht
zutrifft.

Wiire ¢ < 0, so auch | — b+ ¢| > |b+ ¢| und also cosh(—b+ ¢) > cosh(b + ¢), was nicht
zutrifft.

Also ist ¢ = 0.

Die Bedingung e — e~ = ¢ = b~ ! sinh(—b) — b~ ! sinh(b) = 2b~ ! sinh(b) = b 1(e® — e7?) ist
mit b = 1 erfiillt.

SchlieBlich muB noch f(1) = cosh(1) 4+ d = 0 sein, also d = — cosh(1).
Also ist f(x) = cosh(x) — cosh(1).

3.4 Das ganze parametrisiert

Sei n > 1. Wir betrachten eine stetig partiell differenzierbare Funktion L : R" x R" —
R: (z,w,t) — L(z,w,t).

Z1 w1
Esistalsoz:(f)undw:(f).

Ausfiihrlich geschrieben ist damit L(z,w,t) = L(z1, ..., 2p, W1, ..., Wy, t).

Fir 1 < £ < n schreiben wir

d
Ok L(z1y ..y 2y Wi,y .oy Wpy t) 1= d_L<Zl’ ey Zny Wy, Wy, 1)
2
und 1
Do L(21, .oy 20, Wi,y Wy, t) 1= d—L(zl,...,zn, Wi, . e s Wy, 1) .
W,
Ferner ist
d
O3L(21, ..oy 2, Wiy ooy Wy t) = —L(21, ..., Zp, W1, ... Wy, t) .
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Lemma 41

Sein>1. Sei L:R"xR" — R: (z,w,t) — L(z,w,t) stetig partiell differenzierbar.
Seien t1, to € R mit t; < ty. Seien p, ¢ € R".

Sei C': [ty,ts] — R™ eine stetig differenzierbare Funktion mit C(t1) = p und C(t2) = q.
Ser

/tZ LICW),C'(0), 1) dt < /tQ L(D(), D'(1), 1) dt

t1 t1
fir jede stetig differenzierbare Funktion D : [t1,ts] — R™ mit D(t1) = p und D(xs) = q.
Kurz gesagt, sei also C' eine Losung von fttf L(C(t),C'(t),t)dt = Min!.

Fiir jedes 1 < k < n ist dann

d

DR L(C(1), O (1)) = Z (Do L(f (1), '(8),1)) = 0

furt c [tl, tg]
Wir sagen hierzu, C' erfiillt die Euler-Lagrange-Gleichungen.

Begriindung. Sei C' wie oben.

Sei S : [t1,t2] — R” stetig differenzierbar mit S(¢;) = 0 und S(t2) = 0. Sei

us(e) = /h L(C(t) + - 8(t),C(t) + - S'(t),¢)dt .

t1

Wir kiirzen ¢(t,e) := (C(t) +¢- S(t),C'(t) +¢- S'(),t) ab.
Es ist

us(e) = /2L(go(t,s))dt.

t1

Nach Voraussetzung an C' muf ug(0) < ug(e) sein fir € € R. Also mufl v/5(0) = 0 sein.

Ca(t) S1(t)
Wir schreiben C(t) = ( : ) und S(t) = ( : >

Cn(t) Sn(t)
Nebenrechnung: Mit der Kettenregel wird

wlle(te) = FLC() +e-S(1),C'(t) +e- S'(1).1)
= 2 OL(C() +-5(1), C'(1) +e- 5(
+ 2 k1 Dk L(C(H) +2-5(1), C'(t) +2- 5'(t
+0sL(C(t) +e- S(t),C"(t) +2- 5'(1). 1) - &
) -

= Y OeL(o(t,€)) - Si(t) + Do L(p(t, €)) - Si(t) -

), 1) 5 (Ci(t) +2 - Si(t))
), 1) 3 (C(t) + - Si(1)
t
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Dank Nebenrechnung wird

us(e)
= &L < e))dt
= [’ dL g))dt
= Zk 1ftt2 a1kL(80(t75)
= Sor [ 0ukL(p(t <)
= > 1ftt2 O kL(p(t,€)
= S 7 (OuaLle(te) — &

Bei ¢ = 0 erhalten wir somit die notwendige Bedingung

) Si(t) + Bai Ll(t,€)) - Sy(t) dt
)+ Si(t) dt + [Oox Lp(t,2)) - Su()]2 — [ L(0arL(p(t,€))) - Su(t) dt
) Sk(t)dt — [ 4 (Do L(p(t,€))) - Sk(t) dt

) — &

Oak L(p(t,€)))) - S(t)dt .

0 = u(0)
= Yo fy (OueL(e(t,0)) = g (2 L<¢<t,o>>>)-8k<>dt
= Yo i (QuL(C(0). C'(1).1) = § (024 L(C(2), C'(2).1)) - Si(t) dt

Da dies fiir jede Funktion S wie oben gelten muf, folgt fiir jedes 1 < k < n, daf

0 = BuRL(C(t),C'(1), 1) —%(ag,kL(O(t),c'(t),t))

ist fir t € [tl, tQ] o

Beispiel 42 Wir greifen Beispiel 32 wieder auf.
Wir setzen nochmal neu an:

Gleite ein kleiner Korper der Masse m im Graviationsfeld mit Gravitationsbeschleunigung
g reibungsfrei auf einer Kurve, parametrisiert durch eine stetig partiell differenzierbare
Funktion C : [t1,t5] — R?*: ¢t — C(t), wobei t; < t5.

Der Parameter ¢ bezeichnet hier im allgemeinen nicht die Zeit, sondern diene nur zum
Parametrisieren der Kurve.

Zu Anfang befinde sich der Korper bei p = (g;) in Ruhe.
Zu Ende befinde er sich bei ¢ = ().
Die fiir die Bewegung von p nach g benotigte Zeit soll minimiert werden.

Die aktuelle kinetische Energie ist gleich der aufgewandten potentiellen Energie, also

Smv? = —mg(Cy(t) — pa) .

Also ist

= /2g(ps — Cs(1)) .
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Fiir kleines At benotigt unser Korper die Zeit

|C(t + At) — C(1)]

?

v
um von C(t) nach C(t + At) zu kommen.
= C ~ C(¢) ~ C
At
o ] +At) -Cle)
= = | CR+7 |
~ \ /“' \ A d

Somit sollte

s o oer
/tl \/ 29(ps— o))

sein. Mit

w? + w3

L(z,w,t) = L(z1, 22, wy,ws, t) = m
2 — 22

sollte also

/t2 L(C(t),C'(t),t)dt = Min!

t1

sein.
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Nebenrechnung;:
8171L(z,w,t) == %L(z,w,t)
=0
8172L(Z,U},t) - &L(zawat)
= b () e
T 2 \ 2g(p2—=22) 29 (p2—22)2
1 ) ()
(92,1L(z,w,t) - diwlL(Z,w,t)
_1(@%>”?_m_
T 2 \ 29(p2—22) 2g(p2—22)
= wy - (wf +w3) 2 (29(p2 — 20))7 1
DaoL(z,w,t) = ﬁL(z,w,t)

= wy - (wi+w3) "2 (29(p2 — 2))?
Die Euler-Lagrange-Gleichungen

= 01,1 L(C(t),C'(1),t) — £(0,,
= 012L(C(1),C'(t), 1) — L (922 L(C(t),C'(t), 1))
werden also zu
0 = 0—5(C1t) - (CL(8)* + C3(6)*) 712 - (29(p2 — Ca(1)))/?)
b2 (02 = Cal0) /2 (G + Gy (1))
— 5 (C5(t) - (C1()? + Cy(t)*) 712 - (2g(p2 — Ca(1))172) .

Wir legen nun den Ursprung unseres Koordinatensystems in den Startpunkt der Masse,
i.e. wir setzen (5!) := (§).

0 =

=

Man beachte, dal dann wegen Energieerhaltungssatz immer Cy(t) < 0 zu sein hat. Ins-
besondere sollte auch ¢, < 0 sein.

Die Gleichungen werden so zu

0 = G(CIt) - (C1(8)* + Cy(1)*) 72 - (=Cs(1))™?)
0 = F(=Cat)™ - (C1(1)” + Cy(t)*)
& (Co(t) - (C1(1)7 + C5(1)*) 12 - (=Ca(t)?)

Tat
Was wegen der ersten Gleichung schonmal nicht geht, ist, C(¢) so zu wihlen, dafi C'(t)
konstant ist, Cy(t) aber nicht.

Wir machen den Ansatz, einen Punkt auf einem Rad zu markieren und dieses Rad un-
terhalb der horizontalen Achse zu rollen. Die Kurve, die dieser Punkt beschreibt, eine
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sogenannte Brachistrochrone, wollen wir dann daraufthin untersuchen, ob sie unser Pro-
blem 16st.

v)

(o}
o
._r,

[ A\

{ QL\

Sei t der Winkel, um den sich das Rad gedreht hat, in Bogenmaf}, angefangen bei ¢; = 0.

Dann vollfithrt unser Punkt eine Kreisbewegung um einen Mittelpunkt in Hohe —r, also

r (23;((3) + (_9), iiberlagert von einer Translation, also (). Somit wird

Zunachst wird

Zur ersten Gleichung. Es wird

CL) - (CLE + Ch{EP) 2 - (—Calt))
= 7(1—cos(t)) - (r>(1 — cos(t))? + r?sin(t)?) /2 - (r(1 — cos(t))) /2
r=1/2 . (1 — cos(t))Y2 - (1 — 2cos(t) + cos(t)? + sin(t)?)~1/2
P2 9-1/2

was in der Tat konstant in ¢ ist.

Zur zweiten Gleichung. Es wird

3(=Ca(t)) 722 - (C1(1)* + Cy(t)*)'/?

— 5 (C5(1) - (C1(1)> + Cy(8)*) 2 - (= Cia(t)7172)
= 1(r(1 —cos(t)))™2- (r*(1 — cos(t))?* 4 r?sin(t)*)"/?

— 4 (—rsin(t) - (r*(1 — cos(t))* + r¥sin(t)?) "2 - (r(1 — cos(t)))_l/Q)
= 2 12(1 = cos(t)) %% (2 — 2 cos(t))"/?

+r /24 (sin(t) - (2 — 2cos(t)) "2+ (1 — cos(t))~/?)
= 27/2p712(1 — cos(t)) 7!

+ 2712712 (sin(t) - (1 — cos(t))7!) .
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Es sollte also

%(sin(zﬁ) (1 —cos(t))™) = —(1 — cos(t)) ™

sein. In der Tat wird

4 (sin(t) - (1 — cos(t))™!)

cos(t) - (1 — cos(t))™ +sin(t) - (—1) - (1 — cos(t)) "2 - sin(t)
(1 — cos(t)) ™2+ (cos(t) - (1 — cos(t)) — sin(t)?)

(1 —cos(t))™2- (cos(t) — 1)

—(1 —cos(t))™*.

Die Bedingung, dafl C'(t5) = (g;) sein soll, mufl nun den Parameterwert ¢, und den Radius
r liefern.

Es wird
— sin r !
Clta) = (") + () £ (8)
Daher muf3
—sin(ta) +t2 @
cos(ta) — 1 02
sein. Daraus 148t sich ¢5 numerisch ermitteln. Sodann wird r = —*2

cos(t2)—1 °
Sei zum einen z.B. (g;) = (_%)

Numerisch ergibt sich t5 ~ 2,412 und r ~ 0,573. Unsere Parametrisierung C' gibt folgende
Kurve.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.24

-0.41

-0.6+

-0.8
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Sei zum anderen z.B. (g;) = (_‘;’)

Numerisch ergibt sich ¢ =~ 4,052 und r =~ 0,620. Unsere Parametrisierung C' gibt folgende
Kurve.

-0.41
-0.67
-0.81
-1.0
-1.2-

Man beachte, daf3 diesenfalls die Kurve, die die Durchlaufdauer minimiert, teilweise un-

terhalb des Endpunktes (&) verliuft.



Kapitel 4

Kriimmungskreise

4.1 Problemstellung

Plan 43 Sei eine Kurve K gegeben. Sei ein Punkt P € K gegeben.

Wir suchen den Kreis durch P, der K optimal approximiert.

)

Mit anderen Worten, wir suchen den Schnittpunkt zweier Normalen, eine durch P, eine
durch einen Punkt P’ nahe bei P, im Grenzfall P/ — P.

Wir werden zwei Fille untersuchen.
Zum einen betrachten wir eine parametrisierte Kurve.

Zum anderen betrachten wir eine Kurve, die als Nullstellenmenge einer Funktion in zwei
Variablen gegeben ist.
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4.2 Parametrisierte Kurven

Lemma 44 Seia < b.

Sei C': [a,b] > R? : t— CO(t) = (%8) eine Parametrisierung einer Kurve K.

Sei dabei C' zweimal stetig differenzierbar mit C'(t) # 0 fir t € [a,b).

Dann ist der Krimmungskreisradius bei C(t) gleich

o) )P
= el - g - - erl

Falls der Nenner verschwindet, dann sei r(t) = +oo.

Der Krimmungskreismittelpunkt bei C(t) ist

(G [HGls (1)
Mw"‘(@@)‘oww@m—@m«mw(—qw)'

Die durch M : [a,b] — R? : t — M (t) parametrisierte Kurve heifft Evolute von K.

Begriindung. Wir haben in C(t) den Normalenvektor

L a
N@’wowd—qw)’

der in Parametrisierungsrichtung, d.h. mit wachsendem ¢, nach rechts zeigt und Léange 1
hat.



Fiir kleines positives At ist nun zum einen Aa ~ |N(t + At) — N(t)| = |N'(t)| - At.

Zum anderen ist Ao - r(t) = |C(t + At) — C(t)| = |C'(t)] - At.
Also ist [N'(t)| - At - r(t) =~ |C'(t)] - At, mithin |[N'(t)| - r(t) = |C'(t)].

Fiir At — 0 wird daraus

1C'(2)]
r(t) =
D= )
Nebenrechnung;:
G = SO+ Cy(1)*)'?

dt
(1) + C3()%) 712 - (201 (1) CY (1) + 205(1) C3 (1))
(€' wlc" @)

(0]

Somit wird

N = et ((E0))

_ -2 {C"M[C"®)) 5(t) —1 Cy ()
= o) ehe . (30) s (L)

C.
C
= —lewr-emlem) - (g et ((En) -
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Dies erlaubt folgende Beobachtung.

(NN =~ olero) - (LS9) (LS om0 1(

= —C"@2 - (C"@)IC" (1)) +1C" ()] - (C" ()] C" (1))

= 0.
Diese Beobachtung 148t sich auch geometrisch erkldren, da N'(t) tangential zum Kreis
mit Radius 1 zu liegen hat, auf welchem sich der Punkt mit Ortsvektor N(t) befindet.
Also spannt |N'(t)| dieselbe Gerade auf wie |C’(t)]. Somit kénnen wir

IN'(B)] = [(N'(t) [1C"()]7F - C'(t) )]

ansetzen. Wenn wir das oben berechnete N'(t) einsetzen, dann liefert der erste Summand
keinen Beitrag. Der verbleibende zweite Summand liefert

V] = (e - (e) e ) - SO0 Ao

Also wird ) -
el |C'(1)]

"0 =N T 10w o - G Ol

Obiger Skizze entnimmt man, dafl die Kurve sich genau dann in Parametrisierungsrichtung
nach links dreht, wenn (N'(¢)|C"(t)) > 0 ist, i.e. wenn C'|(t) - C5(t) — C4(t) - C7(t) > 0 ist.

Da —N(t) in Parametrisierungsrichtung nach links zeigt, erhalten wir als Ortsvektor des
Kriimmungskreismittelpunkts

(e lc'@)?
M(t) = (ol(w)+(—N(t)>'c;(t)Cé'(t)—cg(t)Ci’(t)

_ (cm)_ ' (0)2 ( c;<t>>
C(1)) T O H-CG0-rm \-Ci1))

Beispiel 45 Wir parametrisieren eine Parabel mit

C:R—=R*:trs Ct) := (;2) :

Also ist C'(t) = () und C”(t) = (5).
Wir erhalten

N - 1C' (1) - (1 4 4¢%)3/2 1
"= e - G oim] T 2o 2

(1 + 41232

Insbesondere wird r(0) = 3 und r(1) = 1 - 53/2 ~ 5,59.
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Beispiel 46 Wir parametrisieren eine Ellipse mit den Halbachsen a, b > 0 mittels

cirorn ) = (Sl )

Also ist C'(t) = <_asm(t§> und C"(t) = <i‘;§f§((tt))>

bcos(t

Wir erhalten
[eHO]
1) =
") = Gmae-aooae
(a? sin(t)2+b2 cos(t)?)3/2
[(—asin(t))(—bsin(t))—(bcos(t))(—acos(t))|

(a2 sin(t)24b? cos(t)?)3/2
ab :

Insbesondere wird r(0) = Z—Z = % und r(7/2) = Z—Z = %
Dies erlaubt nun folgende zeichnerische Konstruktion einer Ellipse, indem zuerst die
Kriimmungskreise angedeutet werden und dann die Ellipse hineininterpoliert wird.
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Der Strahlensatz gibt b - g als Abstand von M; und dem Scheitelpunkt (8) rechts. Somit
ist M; der Mittelpunkt des Kriimmungskreises dieses Scheitelpunkts.

Der Strahlensatz gibt a - ¢ als Abstand von M, und dem Scheitelpunkt (2) oben. Somit
ist M, der Mittelpunkt des Kriimmungskreises dieses Scheitelpunkts.

Beispiel 47 Sei f: R — R eine zweimal differenzierbare Funktion.

Wir parametrisieren ihren Graphen mit
C:R—->R?:tC(t) = ( f ) :

Also ist C'(t) = (ffl(t)) und C”'(t) = (f”o(t))‘
Wir erhalten

o a2t IS0 R
Y= am-gn-gn-aol - Tre- o GO0

In iiblichen Bezeichnungen ist also

r(z) = (14 f'(2)) -1 f"(@)

der Kriimmungskreisradius am Punkt ( f(xx)) des Graphen von f.



4.3 Implizit gegebene Kurven

Lemma 48 Sei f: R? — R zweimal stetig partiell differenzierbar.

Set die Kurve
K = {(Z) €ER?: flx,y) =0}

zu betrachten.

Sei dabei V f(x,y) # 0 fir alle (x) € K.

y
Dann ist bei P € K der Krimmungsradius r € RU {400} gegeben durch
1 1

r (PR S (PR

Begriindung. Wir schreiben d := (_fz(P)>.

() =Py ) mpe) (P

)|

29

Fiir h € R mit |h| klein erreichen wir ndherungsweise einen Punkt P’ auf der Kurve durch

P’ =~ P+ hd.
Der Winkel ¢ ergibt sich dann ndherungsweise als

o~ PP -rta|h|-|d -r .
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Taylor erster Stufe gibt

fz(P+ hd)
fy(P + hd)

fo(P)+V(f:)(P)ehd
f,(P)+V(f,)(P)ehd.

Wir schreiben £ := V(f,)(P) e d und n := V(f,)(P)  d. Dann ist
fo(P+hd) To(P)) o 3
(fy(P+hd)> o (fy(P)) ~ h (77) :

Projizieren wir diese Differenz auf eine Gerade parallel zu d, so erhalten wir als
Projektionslange ndherungsweise

~
~
~
~

h(§) o] Ja"

Also ergibt sich ¢ auch nédherungsweise als
-1
o~ ) edl -l [(ER)] = ) e dl- (P2 + £(P)

Ein Vergleich der beiden Nédherungen fiir ¢ gibt

(Al v~ Rl [(5) @ d] - (fo(P) + £y (P)) ™



In der Grenze fiir h — 0 ergibt sich

-7 = |(G) e d] - (£(P)* + £,(P)") !
Mithin ist
rt = |(5) e d] - (Fo(P)? + f,(P)*) %2
Nun setzen wir ein. Es wird
§ = V(L)(P)ed = (F
n o= V{)P)ed = (§

Somit wird

Yo (1) = e fy—fu £)(P)

()ed = (i imn®) (£5)
= (faw Sy = Joy Jo Sy = Fou Ty fot fyy - [2)(P)
= (1) (25) - (e
= (0 =) BT (LE))P).
Einsetzen gibt

1 ! .
r T PP+ 5P

Beispiel 49 Wir betrachten wieder die von

2 2

beschriebene Ellipse, wobei a, b > 0; cf. Beispiel 46.

Es ist also , )
f = ”2—2—1—1;—2—1

Jz _ 2z /a?
fv) T\ 2y
Hf = <2/0a 2/0b2> :
Wir erhalten an der Stelle P = (Z) der Ellipse:
| sy (7o) - (2]

— 1 . 8z
- (422 /at+4y? /b*)3/2 (b4a2 + a4b2)

1
((2z/a2)%+(2y/b2)?)3/2

1
p

— 1 . 82
- (422 /at+4y? /b%)3/2 (b4a2 + a4b2)

Vo (B0 = U fy=fu- £P).
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Also ist im Punkt P = (i) (8) der Radius bestimmt durch

I 1 8a® 1 8 a
r o (4a2/a*)3? a'b?  8/a3 a2 b2’
b2
le.r=—.
a
Ferner ist im Punkt P = (?j) = (2) der Radius bestimmt durch
1 1 8 1 8 b
ro (4b2/b4)32 bra2 T 8/BP b2a2  a?
: a?
ie.r=--.

Dies stimmt mit dem Resultat aus Beispiel 46 iiberein.

Beispiel 50 Wir greifen Beispiel 47 wieder auf.

Sei g : R — R eine zweimal differenzierbare Funktion.

Ihr Graph ist die Nullstellenmenge K von f:R* = R: (7) — f(z,y) =y — g(z).
Es ist

fo = —d()
fy =1

fxaz = —gﬂ(l’)
foy = 0

fow = 0.

Also ist Hf = (_96(3”) 8).

An der Stelle P = ( g(a;)> erhalten wir also

1 1 y
P eree 1

ie.r=(1+g'(x))%?% |¢g"(x)|"". Dies stimmt mit dem Resultat aus Beispiel 47 iiberein.
Beispiel 51 Sei f:R? - R: (§) — > +y —a® —2”.

Sei K die Nullstellenmenge von f.
Es ist

fo = —32*—2x
fy = 2y+1

fza: = —b6r—2
fwy = 0

fo = 2.



Also ist Hf = (’66‘“’2 8)
An der Stelle P = (gy”) € K erhalten wir also

% = (=327 —22)" + 2y + 1))/ |2y + 1)° - (=62 — 2) + (32" — 22)* - 2| .

Z.B. wird an der Stelle P = (3) € K
1
- = 1732 1-(=2)+0] = 2,

also r = 1/2.
Z.B. wird an der Stelle P = (7j) € K

1
=14+ 1441-2 =327
.

also r = %\/5 ~ 0,471.




Anhang A

Aufgaben und Losungen

A.1 Aufgaben
Aufgabe 1 Sein > 1. Seien B,C € C™*™.

(1) Formen wir B mittels Zeilenumformungen zu einer Matrix B um, so gibt es eine
invertierbare Matrix S € C"*" mit SB = B.

(2) Wir stehen vor der Aufgabe, eine Basis des Kerns von BC' zu bestimmen, d.h. eine
Basis des Losungsraums des homogenen LGS zu BC.
Man begriinde: Es ist der Kern von BC gleich dem Kern von BC.

Wir diirfen also im Produkt BC' die bereits umgeformte Matrix B an die Stelle von
B treten lassen. Hierbei diirfen noch Nullzeilen von B weggelassen werden.

Aufgabe 2
Wir betrachten jeweils folgende Matrix A € C™*™.

(1) Sei
001

A= (008) -

2) Sei
o EXTR

A =<%_1131) -

121 08 3

(3) Sei

64
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Fiir jede dieser Matrizen bearbeite man die folgenden Fragen.

(i) Man bestimme das charakteristische Polynom x 4(%).

(ii) Man bestimme die paarweise verschiedenen Eigenwerte Ay, ..., A, von A samt
algebraischer Vielfachheit.

(iii) Fiir jeden Eigenwert A, von A bestimme man eine Basis von Kern(A,), ergénze
diese zu einer Basis von Kern(A?k)), erginze diese zu einer Basis von Kern(A:()’k)),
usf.

Fiir welchen Exponent s > 1 ist Kern( Afk)) = Kern( A?;—)l) 2

Welche der oben bestimmten Basen ist eine Basis des Hauptraums H4(A;).

(iv) Man bestimme eine Jordanbasis von C™ fiir A, d.h. eine Basis, die aus Hauptvek-
torketten von A besteht.

(v) Man bestimme eine Matrix S derart, daf§ J := S7'AS in Jordanform ist.
Man gebe J an.

(vi) Man bestimme J" fiir n > 0.
(vii) Man bestimme exp(J) = Yo" ) =J™

(viii) Man bestimme exp(A) = Sexp(J)S™".
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A.2 Losungen

Aufgabe 1

(1) Es entspricht die Addition des A-fachen der Zeile Nummer ¢ zur Zeile Nummer j der Multiplikation
mit der Matrix, die aus der Einheitsmatrix durch Setzen des Eintrags an Position (j,7) zu A entsteht.

Es entspricht Vertauschung der Zeile mit Nummer ¢ und der Zeile mit Nummer j der Multiplikation von
links mit der Matrix, die aus der Einheitsmatrix durch Vertauschung der Zeilen mit diesen Nummern
entsteht.

Hierbei seien 1 < 4,7 < n mit i # j, und X\ € C.

Entsteht also B aus Zeilenumformungen aus B, so kénnen wir jede dieser Umformungen als Multiplikation
mit einer invertierbaren Matrix von links schreiben. Ist S das Produkt dieser Matrizen (in der verwendeten
Reihenfolge von rechts nach links), dann ist B = SB.

(2) Sei B = SB mit einer invertierbaren Matrix wie in (1).

Fiir z € C" ist dann BCz = 0 genau dann, wenn SBCx = 0 ist, also genau dann, wenn BCz = 0 ist.

Also ist Kern(BC) = Kern(BC).

Aufgabe 2
Zu (1).

(i) Esist xa(t) = —(t —1)3.
(ii) Wir haben den Eigenwert A; = 1, mit algebraischer Vielfachheit 3.
(iil) Zum Eigenwert A\ = 1.
. -101
Es ist A(l) = (_(1) 8 (1))
Zeilenvereinfachung und Streichen von Nullzeilen gibt B := (1 0-1). Also ist

0 1

1 0
) ()
~— =
=:T1,1 =:T1,2

eine Basis von Kern(A4y)).

Es wird B - A1y = (0 0 0). Also kénnen wir ergénzen zu einer Basis

SROND)

=:Z21

von Kern(A%l)).
Die algebraische Vielfachheit von A; ist 3. Also ist dimH4 (A1) = 3.
Somit ist Kern(A?},) = Kern(A?f;l) und auch Kern(A?))) = Ha(\1).
Folglich ist diese Basis auch eine Basis von H4 ().

(iv) Zum Eigenwert Ay = 3.

Wir haben aus (iii) die Basis



(viii)
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von H,4 (A1) vorliegen.

1 -1
Sei yo1 =221 = (8). Es wird A1yy21 = ( 0),

-1

-1
Ersetzen wir in obiger Basis von Kern(A()) den Vektor x;5 durch den Vektor A1)y = (7?),
so erhalten wir die Basis

von Kern(A(y)).
0
Sei Y1,1 ‘== T11 = ((1))

Wir erhalten insgesamt folgende aus Hauptvektorketten bestehende Jordanbasis von C3 fiir A.

0 —1 1
1 0 0
(0)’ (—1)’ (0)
~— ——
Y1,1 Ay21 Y21

Mit S = (g:é é) wird J := S71AS = (ég?)
>

Mit Induktion wird J™ = (0 1 n) fir n > 0.

Esist Y00 4 =e. Esist Y00 %:Z?ﬂﬁ:e-
Es wird exp(J) = (6ee) =e (011
s wird exp( )7(08g)fe(001>

Es wird exp(4) = Sexp(J)S~t=e- ( §

oo

NO—
~——

Zu (2).

(i)
(i)

(iii)

Esist xya(t) = —(t+1)2(t — 2)3.

Wir haben die Eigenwerte A\; = —1, mit algebraischer Vielfachheit 2, und Ay = 2, mit algebraischer
Vielfachheit 3.

Zum FEigenwert \y = —1.
3-300 3
. 1-100 4
Es ist A(l) = (—2 10 3-1),
1-103 1
1-100 4 10000
Zeilenvereinfachung und Streichen von Nullzeilen gibt B := (8 500 8). Also ist
00001
0
0
0
0
—~—
=x1,1
eine Basis von Kern(A(y)).
3-300 3
Esist B-Aq) — (u 29 %).
1-1004 L1000
Zeilenvereinfachung und Streichen von Nullzeilen gibt C' := (8 004 (1)) . Also kénnen wir ergénzen

zu einer Basis

0 1

0 1

1 0

0]’ 0

0 0
N——

=:x21
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(iv)

von Kern(A?,).

Die algebraische Vielfachheit von A; ist 2. Also ist dimH,4 (A1) = 2.
) =Ha(A1).

Somit ist Kern(A?l)) = Kern(A?fSl) und auch Kern(A%l)
Folglich ist diese Basis auch eine Basis von H4(\1).

Zum Figenwert Ay = 2.

0-3 00 3

) 1-4 00 4
E51stA(2): 7% %7887% .

1-1 00 1

Zeilenvereinfachung und Streichen von Nullzeilen gibt B’ :

0 0
0 1
1 0
1)’ 0
0 1
N——"

eine Basis von Kern(A(y)).

. , 0-3 00 3
Es ist B ~A(2):< 0-3 00 3)
-3 2-33-2

Zeilenvereinfachung und Streichen von Nullzeilen gibt C’ ::(

0 0 -1
0 1 0
1 0 1
1)’ \o]’ 0
0 1 0
N——

. ’
=iToq

ergdnzen zu einer Basis

von Kern(A%Z) ).

Die algebraische Vielfachheit von A ist 3. Also ist dimH4(A2) = 3.
)) = Kern(AZ%[') und auch Kern(AQQ)) =Ha(\2).

Somit ist Kern(AZ, )

Folglich ist diese Basis auch eine Basis von H4(Az).

(

Zum FEigenwert Ay = —1.

Wir haben aus (iii) die Basis

von Ha (A1) vorliegen.

1 0
1 0
Sei yo1 =221 = (8). Es wird A(1yy2,1 = (6)
0 0

Ersetzen wir in obiger Basis von Kern(4(;)) den Vektor x1; durch den Vektor A(yya1 = (—

so erhalten wir die Basis

[elelolw}

()

A(l)yz,l

von Kern(A(y)).

/N
oo

oo

0
0
1

==}

0
1
0

) . Also ist

,(1)). Also konnen wir

co~OO
v



Zum Figenwert Ay = 2.

Wir haben aus (iii) die Basis

von H4(Ag) vorliegen.

: 9
Sei y’271 = x/2,1 = ( (1J> Es wird A(g)y’z1 = (_%)
0 —1

Ersetzen wir in obiger Basis von Kern(A2)) den Vektor x1; durch den Vektor Awyy;, = (:1
so erhalten wir die Basis

=HOORO

Sei yy =715 = ( )

Wir erhalten insgesamt folgende aus Hauptvektorketten bestehende Jordanbasis von C® fiir A.

0 1 0 -1 0
0 1 -1 0 1
-1, 10], -1, 1], 0
0 0 -1 0 0
0 0 -1 0 1
S~~~ S—— Y— S~~~
Ay Y21 A2)ys 1 Y1 Y11
01 0-10 -1 1000
. 01-1 01 . . 0-1000
(v) Mit S:= | -10-1 10 | wird J:=85"AS=| 0 0210].
00-1 00 0 0020
00-1 01 0 0002
(=)™ n(=1)"* 0 0 0
. . . . 0 (=" 0 0 0
(vi) Mit Induktion wird J" = 0 0 2" 2"t 0
0 0 0 2" 0
0 0 o o 2"
5 ; o (=" _ -1 n(=D""" -1 ; o (=" _
(vii) Bsist 302 & CBs st Yoty M = e G = e LB st Yor, S =
n-2n— 1 o on— 1 2
EsthnOn,—e Esist >0 )2 BE an(n o7 = e
Es wird
etet 0 00
0 et000
exp(J) = | 0 0 e o0
0 0 0e*0
0 0 0 0 é&?
(viii) Es wird
2 el g2 0 0 +e
1 2 e l_e? 0 0 +e
exp( ) Sexp(J)S = e ! 2¢~! 7! “lie 2¢~ !
e? —e? 0 e e?
e —e? 0 0 2e?

Zu (3).

(i) Esist xa(t) =—(t—2)(t— 1™
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(ii) Wir haben die Eigenwerte A\; = 2, mit algebraischer Vielfachheit 1, und A2 = 1, mit algebraischer
Vielfachheit 4.

(iii) Zum Eigenwert Ay = 2.

1-2 1 1 0
. -1 1-1-1-1
Esist Ap) = —2 3-2-2-1 ).

2-2 1 1-1

10000
Zeilenvereinfachung und Streichen von Nullzeilen gibt B := (8 599 8) Also ist
00001
0
~1
1
0
——
=iz
eine Basis von Kern(A(y)).
Die algebraische Vielfachheit von A; ist 1. Also ist dimH4 (A1) = 1.
Somit ist Kern(A%l)) = Kern(A%Sl) und auch Kern(Ay) = Ha(A1).
Folglich ist diese Basis auch eine Basis von H4(\1).
Zum Figenwert Ay = 1.
2-2 1 1 0
-1 2-1-1-1
Es ist A(Q) = (—2 3—-1-2 —1) .
-4 5-3-2-1
2-2 1 1 0 00 01
Zeilenvereinfachung und Streichen von Nullzeilen gibt B’ := (8 Lo-1 —(1)). Also ist

eine Basis von Kern(A(y)).

)
A 0 0000
Es ist B/~A(2):(1—1 100>.
2-2200

Zeilenvereinfachung und Streichen von Nullzeilen gibt C” := (1 -1 1 0 0). Also kénnen wir ergéinzen

zu einer Basis
0 1 0 0
1 1 0 0
), o], (o], (o
1 0 1 0
0 1 0 1

N e

=iahy =T,

von Kern(A(y)).

Die algebraische Vielfachheit von Mg ist 4. Also ist dimH,4(A2) = 4.

Somit ist Kern(A%) = Kern(A%QSl) und auch Kern(A?,)) = Ha(\2).
Folglich ist diese Basis auch eine Basis von H4()2).

(iv) Zum Eigenwert Ay = 2.

Wir haben aus (iii) die Basis

von H,4 (A1) vorliegen.
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Seiy11:=z11 =~

o= OO

Zum Figenwert Ao = 1.
Wir haben aus (iii) die Basis

0 1 0 0
1 1 0 0
(o) 1) o
0 1 0 1
N e Ve
T11 T 5 x4 T o
von H,4(Ag) vorliegen.
0 1
0 -1
4 / [ _ 4 / _
Sei yy g =y, = | 0 ). Es wird Ay, = | -2
0 1
0 0
0 —1
N Y : A
Sel Yy o =155 = 0] Es wird A)ys 5 = -1
1 0

Ersetzen wir in obiger Basis von Kern(A(Q)) die Vektoren 1 ; und z1 2 durch den Vektor
1 0

Ayys, = -2 und Agyys o = -1, s0 erhalten wir die Basis
1 0
1 0
-1 -1
-2 |, [ -1
-2 -1
1 0

Ayva1 A@)Vae

von Kern(A(y)).
Wir erhalten insgesamt folgende aus Hauptvektorketten bestehende Jordanbasis von C® fiir A.

0 1 0 0 0
0 ~1 0 -1 0
—1 -2 0 -1 0
1)’ -2 /" \1 ) -1/7\o
0 1 0 0 1
Y11 A@)¥s1 Yo A@)Va2 Y22
0 10 00 20000
. 0-10-10 . . 01100
(v) Mit S:=|-1-20-10) wird J:=5"1AS=[|00100
1-21-10 00011
0 10 01 00001
2" 0000
. . . . n 01n 00
(vi) Mit Induktion wird J* = 00100
0001n
00001
. . ] 2" 2 . 1 t oo n e o] 1 _
(vii) Esist 5~ g5y =e® Esist 3. 7 gy =e. Esist 3. 2o h =2, i = ¢
Ty
. e e
Es wird exp(J) = 00e¢ 00 |.
000ee
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