M. Kiinzer

Homologische Algebra, SoSe 24
Losung 11

Hausaufgabe 41 (A61) Man zeige oder widerlege.
Sei A eine abelsche Kategorie.

(1) Sei X' e+ X 1 X" eine kurz exakte Sequenz in C(A). Sind zwei der Komplexe X', X, X"
azyklisch, so auch der dritte.

(2) Sei X -2+ Y in C(A). Sind X und Y azyklisch, so auch I .

Lésung. Wir werden kommentarlos verwenden, da X € Ob C(A) genau dann azyklisch ist, wenn H* X ~ 0 ist
fir k € Z; cf. Bemerkung 143.

Zu (1). Die Aussage ist richtig.
Seien X’ und X" azyklisch. Sei k € Z. Es sind H* X’ und H* X" isomorph zu 0. Die lang exakte Homologiesequenz

. — "X’ — H*X — HFX" — ...
gibt also eine kurz exakte Sequenz 0 —» H¥ X — 0; cf. Lemma 145. Es folgt 0 — H¥X. Insgesamt ist also

auch X azyklisch.

Seien X und X" azyklisch. Sei k € Z. Es sind H*~1 X" und H* X isomorph zu 0. Die lang exakte Homologiese-
quenz
R Hk}—lXI/ . HkXI - Hk:X e ...

gibt also eine kurz exakte Sequenz 0 — H*¥ X’ — 0; cf. Lemma 145. Es folgt 0 =~ H* X’. Insgesamt ist also
auch X’ azyklisch.

Seien X und X’ azyklisch. Sei k € Z. Es sind H* X und H**! X" isomorph zu 0. Die lang exakte Homologiesequenz
. — H*X — H*X" — HFflX — ...

gibt also eine kurz exakte Sequenz 0 —= H¥ X" — 0; cf. Lemma 145. Es folgt 0 — H* X", Insgesamt ist also
auch X" azyklisch.

Zu (2). Die Aussage ist falsch.

Sei A eine abelsche Kategorie mit einem Objekt U % 0.

(Man kann e.g. A= Z-Mod und U = Z nehmen.)

Betrachte die folgenden, vertikal eingetragenen Morphismen von Komplexen.

1

O<eo—O<+—O

=
=

oC<e—o<+—C
O<eo—O<+—O

1

Der obere und der untere Komplex sind split azyklisch.

Das Homologieobjekt des mittleren Komplexes an der Stelle U ist dagegen isomorph zu U und also nicht zu 0.
Also ist der mittlere Komplex nicht azyklisch.

Nun ist der obere Komplexmorphismus epimorph, der untere monomorph. Der mittlere Komplex ist also iso-
morph zu Iy, wenn f das Kompositum der beiden Komplexmorphismen bezeichnet. Insbesondere verschwindet
die Homologie von Iy nicht an jeder Stelle. Somit ist Iy nicht azyklisch.

Hausaufgabe 42 Wir arbeiten in A = Z/27-Mod.

(1) Man lose den Morphismus Z/9 L7 /3 injektiv auf, um einen Komplexmorphismus I % .J
zu erhalten.



(2) Sei F := 32/97(Z/9,—) : Z/27-Mod — Z/9-Mod.
Man berechne F(I 2 .J) bis auf Isomorphie.

(3) Man berechne (H? o F)(I % .J) bis auf Isomorphie.

Lésung.
Zu (1). Es ist Z/27 ein injektives Objekt in Z/27-Mod.
Wir fiigen wie folgt kurz exakte Sequenzen aneinander.

Z/3 79 Z/3 Z/9
N N
7)9 —e=1/27 Z/27 Z/27 Z)27 Z)27. ..

Folglich ist

3

= 0——>7)271 2727 7)271 —> 17,271 >~ 7,/27
\v/

Pos. 0

3
eine injektive Auflésung von Z/9, mit Z/9 —— Z /27 als Kern des Differentials von Position 0 zu Position 1.

Wir fiigen wie folgt kurz exakte Sequenzen aneinander.

Z./9 Z/3 79 7/3
N N N
7.)3 —e>17,/27 7./27 7.)27 7.)27 7)27...

Folglich ist

3 9 3

7.)27 7.)271 —2>17,/27

..HOHZ/27 Z/27
~

Pos. 0

9
eine injektive Auflésung von Z/9, mit Z/3 —— 7Z/27 als Kern des Differentials von Position 0 zu Position 1.
Wir ergéinzen den gegebenen Morphismus 7 /9 Lz /3 wie folgt zu einem kommutativen Diagramm.

3 9

7)9 —3=17/271 —2~7/27 7.)27 7)271—257)271 — ...

O T T A A

7)3 —e=17)271 5721 2> 7/21 > > 7/271 25 7)27T —> ..

Damit ist die gesuchte injektive Auflssung I 2 J wie folgt bestimmt.

3 9

0 —> 72T — 25727 7.)27 7.)21 —2 > 7,/27

.

> 0——>7)21 25721 2> 7 /21 2> 7)271 2> 7)27
~——
Pos. 0

Zu (2). Fiir einen Faktor a € Z haben wir folgendes kommutative Viereck.
z——> (Z)9 2% 7,/27)

L)Y —== 7/27(Z/9,Z/27)
al l/Z/W(Z/Q’a)
7)9 —== 7/27(Z/9,7/27)

x— (2/9 25 7,)27)



Denn ein Représentant  im linken oberen Eck wird auf beiden Wegen auf (Z/9 AN/ /27) im rechten unteren
Eck abgebildet.

Folglich kénnen wir bis auf Isomorphie den Funktor F' auf I 9y J dadurch anwenden, da jedes Objekt 727
ersetzt wird durch Z/9 und dabei die Repriisentanten der Morphismen beibehalten werden. Dies gibt folgenden
Komplexmorphismus, der als Diagramm isomorph zu F'(1 END ) ist.

0 7922719 —257/9 =% 7/9 2+ 7/9
N
0 7)9 —>257)9-=7/9 2579 =7/9

Zu (3). Im Komplexmorphismus, der in (2) bestimmt wurde, tragen wir an Position 2 die Objekte Z2, 72 und

H? ein, sowie die zugehorigen Morphismen, die ein kommutatives Diagramm liefern. Dabei werden die Wahlen
von Kern, Cokern und Bild wie angegeben getroffen.

T

Z/Q\ ! 7/3
1 /
Z/9 3 \Z/Q 0 Z/9
1 3
z/3 3
Z/3 \Z/Q
3 /
79 0 7)9 3 79

Somit ist (H? o F')(I £ .J) bis auf Isomorphie berechnet zu (Z/3 EN Z/3).

F
Hausaufgabe 43 (A56) Seien A — B Funktoren zwischen Kategorien .4 und B.
G
(1) Man zeige die Aquivalenz von (i) und (ii).
(i) Essind g(F(—),=) und 4(—,G(=)) isomorphe Funktoren von A° x B nach (Sets).

(ii) Es gibt Transformationen id4y — G'o F und FoG 1 idg mit (FeX)(nFX) = lpx
fir X € Ob A und (eGY)(GnY) = 1gy fiir Y € Ob B.

Gelten (i,ii), so heifit F' linksadjungiert zu G, und G rechtsadjungiert zu F| geschrieben
F 4 G. Es heiit € eine Einheit und 71 eine Coeinheit dieser Adjunktion.

(2) Sei Go F'~1und F oG ~ 1. Man zeige: F 4 G.
(3) Seien A und B additiv. Sei F' 4 G. Man zeige, dafl F' additiv ist.

(4) Seien A und B abelsch. Sei F' 4 G. Man zeige, daf8 I rechtsexakt ist.

Lésung.



Zu (1).

Zu (i) = (ii). Sei p(F(—),=) 2. A(—,G(=)) eine Isotransformation von Funktoren von A° x B nach (Sets).
Wir schreiben @x y := ®(X,Y) fir (X,Y) € Ob(A° x B), i.e. fir X € Ob.A und Y € Ob B. Die Natiirlichkeit

von @ besagt fiir X’ I XinAundY 2> Y in B, daf§

B(any) &) A(XvGY)

(Ff)(—)gi J/f(—)(Gg)
¢X/ Y/
B(FX' Y =25 (X',GY)

kommutiert, i.e. daf fir FX —» Y stets (Ff)sg)®x:y = f((s)Px,yv)(Gg) ist.
Fir X € Ob A setzen wir eX = (1px)®x rx : X — GFX. Wir haben zu zeigen, dal € := (¢X)xcon 4 eine
Transformation ist. Sei hierzu X —— X’ in A vorgegeben. Wir haben zu zeigen, dafi f(eX') = (eX)(GFf). In
der Tat wird
feX) = f((Qpx)®x rxr)
(Fflrx)®x rx
lex (Ff)®x, rx:
1px)®x rx(GFf)
eX)(GFY).

(
(
(
(

Fir Y € Ob B setzen wir nY := (1(;3/)(1)5%;73, : FGY — Y. Dual zu ¢ ist auch n := (nY)ycob s eine Transfor-
mation.

Nun berechnen wir fiir Y € ObB

(eGY)(GnY) = ((lrey)Pav,rey)(GnY)
(Irey (MY ))®cyy
(Y)®cy,y

lagy .

Dual ergibt sich auch (FeX)(nFX) = 1px fiir X € Ob A.

Zu (i) < (ii). Sei X € Ob A und Y € ObB. Fiir FX — Y in B setzen wir

(s)@xy = (¢X)(Gs).

Umgekehrt setzen wir fiir X Gy in A

)Py = (Ft)(nY).

Wir haben zu zeigen, dafl sich ®x y und <I>’X’Y wechselseitig invertieren und da8 @ := (®xy)(x,v)cob(4°xB)
natiirlich ist.

Zunéchst wird
((5)Pxy)Pxy =

|
»n o~~~
. 5|
™
s
~

Dual dazu ist auch ((t)@’Xy)(I)Xy =t

Seien nun X’ L~ X in Aund Y —2> V" in Bund FX — Y in B gegeben. Wir erhalten

((Ff)sg)®xry (eX)(GFf)(Gs)(Gy)
f(eX)(Gs)(Gy)

= [((5)Pxy)(Gy).

Zu (2). Es gibt ein idy —~ Go F.



Fiir X € ObA und Y € Ob B haben wir eine Bijektion

X,y

s(FX,Y) T55 0 4(X,GY)
s > (aX)(Gs)

da aX ein Isomorphismus ist und G gem#fl Lemma 96.(1) voll und treu ist. Wie in der letzten Rechnung unter
(1) sieht man, da8 ® := (Px,y)(x,y)e0ob(A4°xB) eine Transformation ist, denn fiir X’ e Xin Aund Y -4 v’

in Bund FX — Y in B ergibt sich
(Ff)sg)®x .y = (aX')(GF[)(Gs)(Gy)

= f(aX)(Gs)(Gg)
= f((s)®x,y)(Gyg) .

Zu (3). Es gibt ein 5(F(—), =) —= 4(—, G(=)), notiert wie in (1).

Sei Y € ObB. Es ist p(F04,Y) ~ 5(04,GY) einelementig, also F04 initial, also F04 =~ Og; cf. Bemer-
kung 81.(1).

Fiir X e ObAund Y € Ob B ist

(0rxy)®xy = (0rx,rx0rxy)®x,y = (FOx,x)0rx,y)®xy = 0x,x ((0rxy)®xy) = 0x,gy -

Seien X1, Xo € Ob A gegeben. Wir wollen zeigen, dafl (5;;) : FX,® FXy — F(X1 @ X2) epimorph ist; cf.
Bemerkung 109.(2). Sei F(X; & X3) — Y mit 0 = (P u= (ng;gg) gegeben. Dann ist

Ox,,¢v = (Orx, ,v)®x,,y = (Fu)u)®x, vy = t((W)Px,ex,,v) -
und genauso Ox, ¢y = LQ((U)‘PXI@X27}/) . Es folgt

(W)Px,0x,. vy = Ox0x,.6v = (Opxi0x,).y)®xi0x,,v

und somit v = 0.
Zu (4). Es gibt ein g(F(—),=) é» A(=,G(=)), notiert wie in (1). Geméf (3) und (3°) sind F und G additiv.
Sei X' N X — X" eine kurz exakte Sequenz in A. Wir haben zu zeigen, dafl F'r ein Cokern von F'i ist. Sei
hierzu FX —» T in B mit (Fi)t = 0 gegeben. Bs ist i((1)®x 1) = (Fi)t)®x1 7 = (0px: 7)®xi 1 = Oxr G1;
letztere Gleichheit folgt hierbei aus der Losung zu (3). Da r ein Cokern zu i ist, gibt es ein X" > GT in A
mit (¢t)®x r = ru. Es folgt

((FT)((U)‘I))_(},,T))(D)QT = r(((u)@}%)ﬂ@xuj) =ru = ()®xr,

und somit (Fr)((u)®yy ;) = t. Fiir die Eindeutigkeit dieser Faktorisierung bleibt zu zeigen, daB Fr epimorph

ist. Ist (Fr)v = Opx.p fiir ein FX” — T in B, so wird r((0)®xrr) = (Fr)v)®x.r = Opxr)®xr = 0x.67,
alSO (’U)(PXH)T = OX”,GT s alSO v = OFX”7T .

Hausaufgabe 44 (A51) Sei A eine abelsche Kategorie, in der sich das folgende abspiele.

Man zeige.

(1) Sei X’ 1o X -+ X7 eine kurz exakte Sequenz, und Soei i eine Coretraktion. Dann ist diese

, 10 . .
kurz exakte Sequenz isomorph zu X’ 40, x @ X" 2 X" vermdge eines Isomorphismus

der Form (1X’ ,a, 1X”)'

(2) Sei V- U eine Coretraktion in C(A). Ist U azyklisch, so auch V. Ist U split azyklisch,
so auch V.

(3) Seien V, V' € ObC(A). Es ist V & V' genau dann split azyklisch, wenn V' und V' dies
sind.



Lésung.
Zu (1). Seiip = 1. Es ist i(1 — pi) = 0. Also gibt es ein ¢ mit rq = 1 — pi. Da rqr = (1 — pi)r = r, ist gr = 1.
Beachte ferner, dafl ¢gpi = ¢(1 — rq) = 0, und folglich gp = 0.

p q
<~ <~

X'—O—>X—|—>X"

Wir erhalten die folgenden Morphismen von Sequenzen; i.e. in folgendem Diagramm kommutieren alle Vierecke.

X' X—F X"
ey
X! el (10) X' o X" — = X"

w
!

X1 X"

Diese invertieren sich gegenseitig, da (»r) (;) =pi+rqg=1und (}1) (pr) = (qpér) = ((1)(1))
Zu (2). Sei V ~— U mit mn = 1.
Sei U azyklisch. Fiir ¢ € Z erhalten wir mittels Bemerkung 124.(2) Morphismen von Sequenzen wie folgt.

dit d@i,
Idl 1 H»Vlﬂﬁldz

bi—l mi b1
dL 1 . dl

qu 1—0%-Ul—|%-1d7

Cill ni CiJ/
d’v)—l dl

Idl 1—0—>V’—|—>Id1

Es ist b""!¢?~! = id und bc’ = id wegen der Eindeutigkeit der Induzierten.
Die zu U gehorige Sequenz ist kurz exakt.
Behauptung. Die zu V' gehorige Sequenz ist kurz exakt.

) . ’ . |
Es geniigt zu zeigen, daf§ fiir T L Vi mit tdi,, =0ein T LN Idz;l existiert mit t'di/_l =t
Es ist tm'd}, = tdi,b' = 0. Also gibt es ein T > Idi—l mit s’dFl =tm'.
Sei t/ := s'¢'~!. Es wird t’d.i/_1 ct= 1dZ 1 dl Int = tmin' = t. Dies zeigt die Behauptunyg.
Also ist auch V azyklisch.

Sei U split azyklisch. Dann ist dZLfl eine Coretraktion fiir alle i € Z, da die entsprechende Aussage in einem zu
U isomorphen Komplex der Form wie in Beispiel 131.(2) gilt. Sei etwa d?jls = 1. Dann ist

dglmzscz—l _ bl_ld;flscl_l _ bz—lcz—l = 1.

Also ist auch d?l eine Coretraktion. Es folgt mit (1), dafi die zu V' gehérige Sequenz isomorph zu

0
Idi/lﬂIi/l@Idl Q’Icy

ist, wobei es einen Isomorphismus gibt, der Identitéiten auf den dufleren Termen stehen hat.
Verwendet man diese Isomorphismen fiir alle i € Z, so erkennt man, dafl V' split azyklisch ist.

Zu (3). Seien zum einen V und V' split azyklisch.

di ,
Sei ¢ € Z gegeben. Es ist Id’{/ —Y» Vitl eine Coretraktion, da die entsprechende Aussage in einem zu V

i

i,
isomorphen Komplex der Form wie in Beispiel 131.(2) gilt. Genauso ist Idi —» V'*+1 eine Coretraktion. Die

i _ (di _ (d di,
Vev: — d,, ) = i, di,,

Faktorisierung



in einen Epimorphismus, gefolgt von einem Monomorphismus zeigt, dafl aus d§/ und dﬁ/, Coretraktion folgt, dal
di, o eine Coretraktion ist.
7i41

ii 7it1 ii
Ferner ist ((d" i ) ; (d" JiJrl)) kurz exakt. Dazu zeigen wir, dafl (d" g ) ein Kern von (d" Ji+1) ist. Ist
Skl v’ v’ v/ v/
(tt) (dV J:-#) = (00), so ist tdif' = 0 und also t = #di, fiir ein 7, da (di,, dif") kurz exakt ist. Analog
ist ' = f'di,, fiir ein #'. Insgesamt ist also (¢t') = (i) (di’ d‘@/)' Die Eindeutigkeit von (i) beziiglich dieser
Gleichung folgt aus der Monomorphie von (di’ g )
v/

Dank (1) hat dies V & V"’ split azyklisch zur Folge.

10
Sei zum anderen V @ V' split azyklisch. Dann ist V a0, V @ V' eine Coretraktion. Dank (2) ist V split

azyklisch.
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