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Hausaufgabe 37 (A60)

(1) Seien A und B additive Kategorien. Sei F' : A — B ein Funktor mit F04 ~ 0p. Fiir
X, X" € Ob(A) und w,v : X — X' sei F(u+v) = Fu-+ Fv. Man zeige: F ist additiv.

(2) Sei A eine abelsche Kategorie. Sei k € Z. Man zeige: Der Funktor H* : C(A) — A ist
additiv.

Lésung.
Zu (1). Seien X7, Xy € Ob(A). Es gentigt zu zeigen, dafl F(X1©X3) (Fm Fr2 ) F X, ®F X5 ein Monomorphismus
ist. In der Tat ist (Fm Fr2) eine Coretraktion wegen

(FTrl FWQ)(?t;) = (F7T1)(FL1)+(F7T2)(FL2) = F(7T1L1)+F(772L2) = F(7T1L1+7T2L2) = Fidx@y = idF(X@y) .

Zu (2). Zunichst zeigt der Monomorphismus Z¥0 —s— 0, dafl Z*0 ~ 0 ist, so dal der Epimorphismus Z*0 — H*0
dann H*0 ~ 0 zur Folge hat.

!

Desweiteren, sei X —% Y in C(A) gegeben. Wir haben H*(f + g) L HE(f) + H¥(g) zu zeigen.
9

Wir haben das kommutative Diagramm

Ldk
ZkX —& s Xk

Zkfl lfk
Lk

7EY —& s vk
Es ist also Z* f - Lk, = Lgk - f*.
Genauso ist ZFg - Laly = Lak -gF und ZF(f + g) - L = tgr - (f +g)*.
Also wird
Z¢(f+g) e = tax - (f+9)F

=y (fF+gY)

= gy g g

= Zkf-Ldr;/ —I—Zkg-Ld:;/

= (ZFf+7Fg)- Lk -
Da Lk, monomorph ist, folgt

Mf+9) = ZFf+7g.

Wir haben das kommutative Diagramm

hx

7FX s HFX
Z’ffl lka
]TLk
7FY —“> HFY .

Es ist also Z¥f - h¥ = bk - HF f.
Genauso ist Z¥g - hY. = h% - H*g und Z*(f + g) - hY. = R% - H*(f + 9).



Also wird -
ZF(f +g) - by
(Zf +2rg) - by
Z8f-hS +7Fg - by
P -HEf + B - HYyg
k- (HEf +HEg) .
Da E’)“( epimorph ist, folgt
HY(f +g) = H*f +H'g.
Zusatz (N. Rau). Ist F': A — B ein Funktor, der fiir X, X’ € Ob(A) und w,v : X — X’ die Gleichung F'(u + v) =

Fu+ Fu erfiillt, dann ist F0 4 ~ Op . Denn dann ist fiir X, X’ € Ob(.A) die Abbildung 4 (X, X’) — g(FX,FX'),
u — F'u ein Gruppenmorphismus, weswegen FOx x/ = Opx px- gilt. Insbesondere wird

idpo, = Fido, = FO0,,0, = Oro,.Fo, -

Also sind die Morphismen F04 — Op und F04 < 0Og sich beidseitig invertierende Isomorphismen.

Hausaufgabe 38 (A55) Sei A eine abelsche Kategorie. Sei X LY in C(A). Man zeige:

Das Bild von f in K(A) verschwindet genau dann, wenn es ein Tupel (X LN Y 1)ez von
Morphismen in A gibt mit hidy ' + dih'tt = f fiir i € Z. Diesenfalls heifit (h');cz eine
Homotopie.

Lésung. Wir schreiben kurz d := d’ und auch d := di, fiir i € Z, unter Miibrauch von Notation.

. R . . . .
Gebe es ein Tupel (X? — Y*1);c; von Morphismen in A so, dafl hid + dhi=* = f* fiir alle i € Z. Dann
komponieren die beiden Morphismen von Komplexen

X 4 . xi-1 d X d i+l d
X (1d) (1d) (1d)
l 00 i 00 l 00 J, 00
Cx ) e e 9 T Q8 i e G8)
| GO (i)
Y yi-1 d yi d yitli __d

zu f, mithin faktorisiert f {iber einen split azyklischen Komplex und verschwindet also in K(.A).

Sei umgekehrt f =0 in K(A), i.e. faktorisiere f iiber einen split azyklischen Komplex, o.E. wie folgt.

d _ xi-1 d X d xit+l d
(ui—l ,Ui—l) (u1 ’Ui) (ui+1 ,Ui+1)
. ((1)8) Ti—1 @Ti (?8) Ti@TH_l ((1)8) T+l @Ti+2 <(1)8>
(47) (5) (550)
d__ yi-1 d yi d yi+l d

Sei also f* = u'a® + v'b’ fiir i € Z.
Aus den kommutativen Vierecken des oberen Komplexmorphismus entnehmen wir, daf$ v* = du'*! fiir i € Z.

Aus den kommutativen Vierecken des unteren Komplexmorphismus entnehmen wir, dafl b'd = a**! fiir i € Z.
Setze h' := ub'~! fiir i € Z. Es ergibt sich

fi — Uiai—F’Uibi

— Uibi71d+dui+1bi — hzd+dhz+1 .



Hausaufgabe 39 Sei A = 7Z/27-Mod. Sei B = Z/3-Mod. Seien

X = (.52/9572/9%572/937/93 )
Y = (= 0-2/2152/21 5 2/27T 50— ...)
Pos. 0

in Ob(K(A)) = Ob(C(A)).

(1) Man bestimme Z*X & 7FX und daraus H*X fiir k € Z. Man folgere: X ist azyklisch.
(2) Sei F:=(Z/3 ® —):A— B.Ist FX azyklisch? Ist FX isomorph zu 0 in K(B)?
Ist X split azyZl</1217SCh?
(3) Man bestimme H*Y fiir k € Z.
(4) Man finde ein Z € Ob(K(.A)) und einen Morphismus in K(.A) ungleich 0 von X nach Z.

Lésung.
Zu (1).
Es ist Z/3 EN Z/9 ein Kern des der Stelle k nachfolgenden Differentials Z/9 EN Z)9.

Es ist Z/9 EN Z/3 ein Cokern des der Stelle k vorangehenden Differentials Z/9 EN Z)9.
Mit diesen Wahlen von Kern und Cokern erhalten wir als Kompositum

k ~ .
ZFx 5 70x) = (2/3 25 z/3) = (2/3 2 7/3)
Das Bild der Nullabbildung ist der Nullmodul, und folglich ist H* X = 0.
Da dies fiir jedes k € Z zutrifft, ist X azyklisch.
Zu (2). Es ist
Z/3 ® 3 Z/3 ® 3 7/3 ® 3 7/3 ® 3 7/3 ® 3

z/27 7/27 7./27 7./27 7/27

FX = (..———7Z2/3 2/9———7Z/3 8 2/]9———7Z/3  2/9——7Z/3 & Z/9
727 z/27 z/27 z/27

(. Szp33z352/3357/33% )
(.. %z23%23%723%7/3%..).

Folglich ist H* FX ~ 7/3 fiir k € Z.

Folglich ist F'X nicht azyklisch, insbesondere nicht split azyklisch.

Da F' additiv ist, wiirde aus X split azyklisch folgen, dafi F'X split azyklisch ist. Also ist X nicht split azyklisch.
Zu (3). Es ist H*Y = 0 fiir k € Z . {0, 1,2}.

Es ist HY = Z%Y ~ 7/9.

Es ist H2Y = 20V ~ 7/9.

Wir berechnen noch H'Y. Es ist Z/9 EN Z/27 ein Kern des Differentials Z/27 2 Z]27. Es ist Z/27 EN Z/9 ein
Cokern des Differentials Z/27 %5z /27. Mit diesen Wahlen von Kern und Cokern erhalten wir als Kompositum

k ~ .
@'y M 7ty) = (z/3 25 2)9) = (2/3 % 72)9) .
Das Bild dieser injektiven Z/27-linearen Abbildung ist isomorph zu Z/3, und folglich ist H'Y ~ Z/3.

Zu (4). Wir behaupten, daf der folgende Komplexmorphismus in K(.A) nicht verschwindet. Der untere Komplex
sei dabei das gefragte Z.

7)9—57/9—257/9—257/9>57/9 2

T

0 0 7/3 0
~—
Pos. 0




Wir verwenden Hausaufgabe 38, um zu zeigen, dafl dieser Morphismus in K(.A) nicht verschwindet.

Annahme, er verschwindet in K(A). Dann kénnen wir eine Homotopie (h*)rez withlen, die diesen Morphismus
liefert. Fiir k € Z ~ {1} ist h* = 0. Sei a := h! : Z/9 — Z/3. Es gilt

1 =3ht+r"-0= 3a,

als Morphismus von Z/9 nach Z/3. Das geht nicht. Widerspruch.

Hausaufgabe 40 (A59) Sei (X', X, X”) ECILEN (Y'Y, Y") ein Morphismus von der rechtsex-
akten Sequenz (X', X, X”) zur linksexakten Sequenz (Y',Y,Y") wie in Lemma 136. Wir ver-
wenden die dortigen Bezeichnungen.

Sei (X', X, X") ECON (Y',Y,Y") entsprechend ein Morphismus von der rechtsexakten Se-
quenz (X ' X, X" zur linksexakten Sequenz (37’ .Y, Y"), mit entsprechenden Bezeichnungen.
Sei folgendes kommutatives Viereck von Sequenzen gegeben.

(X/,X, X//) (S50 1) (Y’,KY”)

(2, r”)i J, W' v,9")
(X/,X,XH) (}7/’}7’}7//)

(fLF 7
Bemerkung 124.(2) gibt uns Morphismen &’ mit k’7’ = i'2/, und k mit ki = iz, und &’ mit
kK" =i"2", und ¢ mit r'd = /7', und ¢ mit rc¢ = yr, und ¢’ mit "¢’ = y"7".

Man zeige die Kommutativitéit von

K —“ K B K" 2 ' 0 O —So "
f(/ a f( s R’// ¥ Cv/ 5 ~ 3 C«// )

Lésung. Wir sind in folgender Situation, wobei das entsprechende Diagramm fiir ( £, f. ) und der Morphismus
zwischen dem zu (f’, f, f”) und dem zu (f’, f, f”) gehérenden Diagramm gedanklich ergéinzt werden mu8.

X' ™ X + X"
K// u b
f/ f//
v \)“\ f
=Ap T
S / 2\ ! q ]
o
\
T/__ C/ T __/"/l
o0 ~C e el



Es wird aki = ciz = i'mx = i'2'th = k't = k' &, also ak = K'a.

Es wird Sk = Bi"z" = ipx” = ixp = kip = k31", also Bk = kf.

Dual ist dc = ¢/§ und e’ = c&.

Es bleibt ¢’ L 4 zu zeigen.

Es ist m(za) = a/ma = 2'f'a = f'(y'a). Da (X, X,Y’,T) ein Pushout ist, gibt es ein ¢ mit ut = z& und
at = y'a.

Da (X', X,Y’,T) ein Pushout ist, ist (_Z) epimorph; cf. Lemma 134°.

Es ist t0 = vy, da zum einen a(td) = y'ad = y'fn = ny = a(vy) und zum anderen u(t0) = zad = of = fy =
u(vy). o S

Es ist tb = b2, da zum einen a(tb) = y’ab = 0 = a(bz”) und zum anderen u(tb) = xab = xp = px” = u(bx’).
Somit ist die Situation selbstdual; man htte zur Konstruktion von ¢ auch verwenden kénnen, da (T, X", Y, Y")
ein Pullback ist.

Wir wollen nun zeigen, daf} folgendes Diagramm kommutiert.

K' —o>T-Ys(r

AT

Dank Dualitét geniigt es, das rechte Viereck als kommutativ nachzuweisen.

In der Tat ist puc’ = tfi, da zum einen u(uc’) = 0 = zap = u(ti) und zum anderen a(uc’) = r'd = y'v = y'ap =
a(ti).

Damit ist das zur Aufgabe gestellte Diagramm als kommutativ nachgewiesen.
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