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Vorwort

Wir folgen im wesentlichen EMIL ARTINs Buch Galoissche Theorie [1], mit gelegentlichen
Abweichungen. Eine davon gleich zu Beginn, wir betrachten den Polynomring und Ideale
darin, was niitzlich ist fiir die Konstruktion von Korpererweiterungen. Ferner schenken
wir den endlichen Kérpern etwas mehr Beachtung und fithren auch die Berechnung von
Galoisgruppen explizit aus (unter Zuhilfenahme von Magma [2] fiir Polynomfaktorisie-
rungen). Auf der anderen Seite lassen wir gewisse Abschnitte aus Artins Buch hier weg,
wie etwa Normalbasen, oder Kreisteilungskorper iiber Q. Diese seien den Studenten zum
weiteren Studium empfohlen.

Allgemein setzen wir Lineare Algebra voraus, nicht aber Algebra.

Die Aufgaben haben zweierlei Sinn. Zum einen dienen sie der Wiederholung und der Ver-
tiefung von Beispielen. Zum anderen werden teils kleinere fiir die Vorlesung erforderliche
Sachverhalte in die Ubungen ausgelagert. Insofern sind Ubungen und Losungen Bestand-
teil des Skripts.

Fiir Hinweise auf Fehler und Unklarheiten bin ich dankbar.

Koblenz, den 12.02.2009

Matthias Kiinzer



Konventionen.

(1)

Fiir a, b € Z schreiben wir [a,b] := {c € Z : a < ¢ < b} fiir das ganzzahlige Intervall. Ferner
bezeichne Z>g :={z € Z : z > 0} etc.

Fiir a, b, ¢ € Zq bedeutet a** := a**), wobei 0° = 1.
Ist X N Y eine Abbildung von Mengen, und sind X’ C X und Y’ C Y derart, dal f(X') CY’,
dann schreiben wir f |§l, : X’ — Y fiir die im Urbild- und Bildbereich eingeschrinkte Abbildung,

die ein 2’ € X’ nach f(2') € Y’ schickt. Falls Y’ =Y, dann schreiben wir auch f|x: := f|%, . Falls
X' = X, dann schreiben wir auch f|¥" = f|% .

Es stehe “fir x € X” auch kurz statt “fiir alle x € X”. Dagegen wird “fiir ein € X” nicht
abgekiirzt.

Die disjunkte Vereinigung von Mengen X und Y werde X LY geschrieben.

Ist X eine endliche Menge, so bezeichnet | X| ihre Kardinalitit, d.h. die Anzahl ihrer Elemente.
Ist X unendlich, so schreiben wir fiir diesen Sachverhalt | X| = oo.

Ist R ein kommutativer Ring, so schreiben wir auch R* := R ~ {0}.

Gelegentlich wird eine injektive Abbildung X — Y auch X C— Y notiert.



Kapitel 1

Polynomringe und Ideale

1.1 Gruppen, Ringe, Korper

Erinnerung.

(1) Eine Gruppe ist eine Menge GG, zusammen mit einer Abbildung (Multiplikation)

GxG G, (g,h) +— g-h=gh

derart, dal esein 1 =15 € G gibt mit g-1 =1-¢g = g fiir g € G, dal es fiir jedes
ge€Geing'leGgbtmitg-gt=g' g=1,undderart, daB (g-h)-k=g-(h-k)
fir g, h, k € G. Wir schreiben oft kurz G fiir (G, -).
Ist g € G und k € Z=,, so schreibe ¢* := ¢g---g , g F:=¢g ' g7 und ¢° := 1.
S~ —
k Faktoren k Faktoren
Zum Beispiel ist fiir gegebenes n > 1 die symmetrische Gruppe S, eine Gruppe.
Ihre Elemente sind Permutationen der Menge [1,n] := {1,...,n}, d.h. Bijektionen
von [1,n] nach [1,n]. Die Multiplikation ist durch die Komposition von Bijektionen
gegeben.

Auf Gruppen in dieser Allgemeinheit kommen wir in einem spéteren Abschnitt noch
zu sprechen; vgl. §3.2.

(2) Eine abelsche Gruppe ist eine Menge A, zusammen mit einer Abbildung (Addition)

AxA YA, (ab) — a+b

derart, daB a+b=0b+afira, b € A,daBesein 0 =0, € A gibt mit a +0 = a fiir
a € A, dafBl es fiir jedes a € A ein —a € A gibt mit a + (—a) = 0, und derart, dafl
(a+b)+c=a+ (b+c) fiir a, b, c € A. Wir schreiben oft kurz A fir (A, +). Wir
schreiben auch a — b := a + (—b) etc.

Beachte, dafl das Element 0 durch die Eigenschaft a + 0 = a fiir a € A eindeutig
festgelegt ist. Denn gibt es ein 0/ € A mit a+0' = a fiira € A, so folgt 0 = 0+0' = 0.
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Beachte, daB fiir a € A das Element —a durch die Eigenschaft a+(—a) = 0 eindeutig
festgelegt ist. Denn gibt es ein b € A mit a+b =0, so folgt b=b+a+ (—a) = —a.

Ist a € Aund k € Z=q, so schreibe ka :=a+---+a, (—k)a:=(—a)+---+ (—a)
—_—— 2
und 0-a:=0. k Summanden

k Sum‘n:anden
Zum Beispiel bilden die ganzen Zahlen Z zusammen mit der iiblichen Addition (+)
eine abelsche Gruppe.

Beachte, dafi eine abelsche Gruppe auch multiplikativ geschrieben werden kann.
Diesenfalls wird das neutrale Element mit 1 und das zu a € A inverse Element mit
a~! bezeichnet.

Eine Gruppe G wie in (1) ist abelsch, falls gh = hg fiir g, h € G.

(3) Ein kommutativer Ring ist eine Menge R, zusammen mit Abbildungen (Addition
und Multiplikation)

RxR % R, (r,s) — r+s
RxR % R, (r,s) — r-s=rs

derart, daf (R, +) eine abelsche Gruppe ist, mit Nullelement 0 = O, daBi r-s = s-r
fiir r, s € R, dafl es ein Element 1 = 1 gibt mit - 1 = r fiir r € R, und derart,
daB (r-s)-t=r-(s-t)und (r+s)-t=r-t+s-tfirr, s, t € R.
Wir schreiben oft kurz R fiir (R, +, ).
Falls erforderlich, schreiben wir auch (4g) := (+) und (-g) := (-).
Es gelte die Regel “Punkt vor Strich”, d.h. a+b-c:=a+ (b- ¢) etc.
Beachte, daf§ das Element 1 durch die Eigenschaft r - 1 = r fiir » € R eindeutig
festgelegt ist. Denn gibt esein 1’ € Rmit r- 1" =r flr r € R, sofolgt 1 =1-1" =1".
Beachte, da 0-r =0-74+0-7—0-r=(04+0)-7r—0-r=0-r—0-r =0 firr € R.
Beachte, dafl (—r)-s = (—=r)-s+r-s—r-s=((—-r)+r)-s—r-s=0-s—r-s=—r-s
firr, s € R.
Ist € Rund k € Z>y, so schreibe r* := 7-..7 und 7* := 1.

k Faktoren

Zum Beispiel bilden die ganzen Zahlen Z zusammen mit der iiblichen Addition (+)
und der iiblichen Multiplikation () einen kommutativen Ring.

(4) Ein Korper ist ein kommutativer Ring K, fiir welchen (K ~ {0},-) eine abelsche
Gruppe ist.

Zum Beispiel ist Z kein Koper. Wohl aber sind Q, R und C Korper. Wir werden
noch weitere Beispiele kennenlernen. In der Tat dient dieses Kapitel §1 dazu, zur
Konstruktion weiterer Beispiele das notige Werkzeug bereitzustellen.

Beachte, daf§ es in einem kommutativen Ring fiir ein Element r € R hochstens ein ' mit
rr’ = 1 gibt. Denn ist dazuhin r” = 1, so folgt ' = r"rr’ = r”. Das Element r heifit

diesenfalls invertierbar, und wir schreiben r=! := 7/,



Bemerkung. Fin kommutativer Ring R ist ein Korper genau dann, wenn Og # 1g und
jedes r € R~ {0} invertierbar ist.

Beweis. Schreibe in diesem Beweis R* := R~ {0}.

(=>). Ist R ein Korper, so halten wir zunéchst fest, dal 1z € R*. Denn wire 1z = Og,
sowdrer =r-1gp =7r-0r = O fiir r € R, und also R* = (), und somit keine abelsche
Gruppe, da diese wenigstens das Element 1zx enthélt.

Mit oben gesehener Eindeutigkeit ist also 1z = 1zx. Somit gibt es zu r € R* ein 7! mit
rr~t = 1px = 1p, da (R*,") eine abelsche Gruppe ist.

(<=). Sei umgekehrt O # 1 und r~! existent fiir alle r € R*. Zunéchst kénnen wir auf
R* die Multiplikationsabbildung (-) fRXX)X (R¥) definieren. Denn nehmen wir an, es gibt
r,s € R* mit rs =0. Dann ist s = r~!rs =r~1 .0 = 0, Widerspruch.

1 1

Ferner, ist r € R, so ist auch r=! € R*. Denn wdire r—! = Op, so wire lp =171 -r =

Og - r = 0g, Widerspruch.

Nun gelten mit 1z« := 1g in R* alle Gesetze einer multiplikativ geschriebenen abelschen
Gruppe: esist r-s=s-rfirr,s € R, esist r-1px =7 fiirr € R*, esist r-r~! = 1px
firr € R* und esist (r-s)-t=r-(s-t) firr, s, t € R*, da dies jeweils in R gilt.

1.2 1Ideale

Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge I C R heif3t Ideal, falls 0 € I,
falls fiir alle z, y € [ gilt, dal * —y € I, und falls fiir alle » € R und alle z € I auch
re € I ist.

Bemerkung. Ist I C R ein Ideal, und sind x,y € R, dann ist auch —x =0 —x € I,
und damit auch x +y =z — (—y) € I.

Beispiel. Fiir a € Z ist die Teilmenge aZ := {az : z € Z} C Z ein Ideal.

Beispiel. Allgemeiner, ist R ein kommutativer Ring, und ist » € R, so ist die Teilmenge
rR:={rs : s € R} C R ein Ideal. Ideale von dieser Form heilen Hauptideale. Man
spricht auch von 7 als vom Erzeuger von r R. Beachte, daf} fiir s € R invertierbar gilt, daf3
rR = srR.

Beispiel. Sei R ein kommutativer Ring. Die Teilmengen {0} = 0R C Rund R=1RC R
sind Ideale.

Bemerkung. Sei R ein kommutativer Ring. Sei I C R ein Ideal. Es ist I = R genau
dann, wenn 1 € [.

Beweis. Ist I = R, so ist 1 € I. Ist umgekehrt 1 € I, dann auch » = r -1 € [ fiir alle
r € R, woraus [ = R folgt. o

Bemerkung. Sind I und J Ideale in R, so trifft dies auch auf I N J und I + J :=
{4y :zel,yeJ} zu
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Beweis. Zu INJ. Esist 0 e INJ. Sind x, y € INJ,soist auchz—y e INJ,dal und
J unter Differenzbildung abgeschlossen sind. Ist dazuhin r € R, so ist auch rz € I N J,
da I und J unter Multiplikation mit beliebigen Elementen aus R abgeschlossen sind.

Zul+J.Esist0 =040 € INJ.Sind z, y € I+J,sokoénnen wir z = 2'+2" und y = y/'+3”
mit ', ¥y € [ und 2", y” € J schreiben. Es wird x —y = (¢/ —¢')+ (2" —¢") e I + J.
Ist dazuhin r € R, so ist auch rx = ra’ +ra” € I + J. o

Bemerkung. Fin kommutativer Ring R ist ein Korper genau dann, wenn er zwei Ideale
enthdlt. Diesenfalls sind dies {0} und R.

Beweis. (=>). Sei R ein Korper. Sei I C R ein Ideal, und sei I # {0}. Wir wollen zeigen,
da I = R, und zeigen dazu, dal R C I. Sei r € R. Wir wollen zeigen, dafl » € I. Nun
gibt es ein z € I~ {0}. Also ist » = z(z~'r) € I. Somit sind {0} und R die einzigen
Ideale von R.

Ferner ist {0} # R, da in einem Korper 0 # 1, und somit 1 € R, aber 1 ¢ {0}. Also
enthilt R zwei Ideale, ndmlich {0} und R.

(«<=). Enthalte R zwei Ideale. Es enthélt R die Ideale {0} und R. Wire {0} = R, so wére
{0} mangels weiterer Teilmengen, die 0 enthalten, das einzige Ideal in R, Widerspruch.
Also ist {0} # R, und dies sind die einzigen Ideale von R.

Esist 1 # 0, da sonst wegen r =r-1=1r-0=0 fiir r € R auch R = {0} ware.

Sei nun r € R~ {0}. Wir bilden das Ideal rR. Da es r enthélt, ist es ungleich {0}, und
somit gleich R. Also gibt es ein s € R mit rs = 1. D.h., r istW invertierbar. o

1.3 Faktorringe

Sei I ein Ideal in einem kommutativen Ring R. Fiir r, s € R schreiben wir r =; s,
gesprochen “r kongruent modulo I zu s”, falls r —s € I. Ist [ = tR fiir ein t € R, so
schreiben wir auch kurz =, statt =;z.

Bemerkung. Es ist (=) eine Aquivalenzrelation auf R.

Beweis. Es ist (=) reflexiv, da r =; r aus r —r = 0 € [ folgt fiir r € R. Es ist (=)
symmetrisch, da fiir r, s € R

r=s — r—s€l] — s—r el — s =5r.
Es ist (=) transitiv, da fiir 7, s,t € R aus r =; s und s =; ¢ folgt, daBl r — ¢t =

(r—s)+(s—t) €I, und also r = t. ’

Sei mit r + I die Aquivalenzklasse von r € R beziiglich (=;) bezeichnet. In der Tat ist
r+I={r+z : x €I}. Schreibe R/I := R/ =, fiir die Menge der Aquivalenzklassen.

Lemma. Mittels (r + 1)+ (s+1):=(r+s)+ 1 und (r+1)-(s+1):=(r-s)+ 1 fir
r, s € R wird R/I zu einem kommutativen Ring, dem Faktorring von R modulo I.
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Beweis. Zunichst ein etwas heikler Punkt. Definiert man eine Abbildung auf Aquivalenz-
klassen unter Verwendung von gewihlten Reprisentanten, wie eben fir (+) und (-) auf
R/I geschehen, so hat man zunéchst zu zeigen, dafl das Bildelement nicht von der Wahl
der Représentanten abhéngt.

Allgemein nennt man die Aussage, dafl eine gewisse Setzung in der Tat eine Abbildung
definiert, auch die Wohldefiniertheit der betreffenden Abbildung. Wir zeigen also zunéchst
die Wohldefiniertheit von Addition und Multiplikation.

Seien also r, 7', s, 8 € R gegeben mit » =; ' und s =; s’. Dann ist
r+s = r+s+(—r)+(s—s5) =1 +5,

sowie

r-s=rr-s+—r)-s+r-(d—s) =1r"-5.

Nun zum Nachweis der Eigenschaften eines kommutativen Ringes. Seien Og/; := Or + I
und 1g/; := 1 + I angesetzt. Sei ferner —(r 4 I) := (—r) + I angesetzt, wobei r € R.

Wir erhalten folgende Identitdten. Seien r, s, t € R.

(r+0)4+(s+1) = (r+s)+I1 = (s+r)+1 = (s+ 1)+ (r+1)

r+0)4+0+1) = (r+0)+1 =r+1

r+D+({(-r)+1) = (r+(-r)+1 = 0+1

(r+D)+G6+D)+E+1) = ((r+s)+t)+1 = (r+(s+t)+1
= (r+1)

+((s+I)+(t+1))

(r+1)-(s+1) = (r-s)+1 = (s-r
(r+1)-(14+1) = (r-1)+1 =r+1
(r+1)-(s+1)-(t+1) = ((r-s)- re(s-t)+1

(

(r+1)-((s+1)-(t+1))

(r+D)+(s+1)-t+1) = ((r+s)-t)+1 = (r-t+s-t)+1
=@+I)-t+D)+(s+1)-(t+1)

Kurz, die geforderten Eigenschaften fiir R/I vererben sich von denen fiir R. o

Beispiel. Es ist R/R ein Ring mit nur einem Element, 0 + R = 1 + R.
Beispiel. Es ist fiir n > 0 der Ring Z/nZ ein Ring mit n Elementen,

Z/nZ = {0+nZ,...,(n—1)+nZ}.

Sei ndmlich k € Z gegeben. Mit einer Division mit Rest konnen wir k = nz +w schreiben,
wobei w € [0,n — 1]. Also taucht k + nZ = w + nZ in dieser Liste auf. Umgekehrt, ist
wH+nZ=w+nZfir0<w<w <n—1,so0ist w' —w € nZN[0,n— 1] = {0}, und also
w=uw'.

Wir sind aber an diese Liste von Représentanten nicht gebunden. Zum Beispiel ist alter-
nativ —1 + nZ = (n — 1) + nZ. Beachte nun, daf§ es fiir Rechnungen oft einfacher ist,
—1 + nZ zu verwenden. So etwa ist (—1 + nZ)? = (—1)* + nZ = 1 + nZ; oder aber auch
(n—1)+nZ)?*=mn-12+nZ=n>*-2n+1+nZ=1+nZ.
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Konvention. Ist aus dem Kontext ersichtlich, dal wir in Z/nZ rechnen, so schreiben wir
auch kurz x statt x + nZ.

Diese Konvention ist praktisch unumgénglich, will man mit Polynomen mit Koeffizienten
aus Z/nZ rechnen; vgl. §1.6 unten.

1.4 Ringmorphismen

1.4.1 Definition und Schreibweise
Definition. Seien R und S kommutative Ringe. Eine Abbildung R .+ S heifit Ringmor-

phismus oder auch Morphismus von Ringen, falls f(1g) = lg, f(r +7r") = f(r) + f(r')
und f(r-r") = f(r)- f(r) fur alle r, " € R ist. Beachte, dafl dann auch

f(O0r) = f(Or)+ f(Or) — f(Or) = f(Or+0g) — f(Or) = f(Or) — f(Or) = Os

und
f(=r) = f(=r)+f(r)=f(r) = f(=r+r)=f(r) = f(Or)—f(r) = O0s—f(r) = —f(r)
fir r € R ist.

Beispiel. Sei I C R ein Ideal. Die Restklassenabbildung R+ R/I, r—r+ I ist ein
Ringmorphismus.

Ein bijektiver Ringmorphismus R I, S heit Ringisomorphismus oder auch Isomorphis-

mus von Ringen, symbolisch geschrieben R—i» S. Gibt es einen Ringisomorphismus von
R nach S, so heilen R und S isomorph, geschrieben R ~ S.

Ein Isomorphismus R—I» R von R nach R heifit auch Ringautomorphismus oder Auto-
morphismus von Ringen.

[somorphe kommutative Ringe sind “im wesentlichen gleich”. Vorsicht, ein nichtidenti-
scher Isomorphismus R~ R ist von der Identitdt dagegen wesentlich verschieden. Man
kann also nicht generell sagen, Isomorphismen seien quasi Gleichheiten.

Ein Ringmorphismus zwischen Korpern heifit auch Kdorpermorphismus. Etc.

Beispiel. Es ist R— R/{0}, r+—1r + {0} ein Ringisomorphismus. Insbesondere ist
R~ R/{0}.

Beispiel. Es ist C—C, z = ui + v+— — ui + v =: Z der Korperisomorphismus der
komplexen Konjugation, wobei u, v € R. In der Tat ist

1 =1
(ui+v)+ (Wi+v) = —ui—vi+v+0 = (ui4v)+ (vi+ )
(ui+v) (Wi+v) = —ud —uw/i—vvi+ov = (ui+v)- (Wit
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wobei u, u’, v, v € R. Und die komplexe Konjugation unterscheidet sich wesentlich von
der Identitat auf C.

Bemerkung. Ist RIS ein Ringisomorphismus zwischen kommutativen Ringen, so

auch S 1+ R.
Beweis. Es ist f71(15) = f~1(f(1g)) = 1g. Fiir s, s’ € S ist

[ s+s) = FUTHENHUTHEN) = U+ THN) = [T+

und

Bemerkung. Sind R1eS und s-4-T Ringmorphismen zwischen kommutativen Rin-
gen, so auch R )

Beweis. Esist (go f)(1g) = g(1g) = 1. Flrr, v € Rist (gof)(r+7") = g(f(r)+f(r')) =
(go f)(r)+ (go f)(r) und (go f)(r-r') =g(f(r)- f(r') = (go f)(r)- (g0 f){). o

Bemerkung. Se: R-1e S ein Ringmorphismus zwischen kommutativen Ringen. Sei r €
R invertierbar. Dann ist f(r) invertierbar, und es ist f(r)~t = f(r™1).

Beweis. Es ist f(r=Y)f(r) = f(r~'r) = f(1g) = 1s. o

1.4.2 Teilringe

Definition. Sei S = (5, +g,s) ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge 7' C S heifit
Teilring, falls 1g € T und falls fiir alle ¢, ¢ € T auch t — ¢ € T und tt' € T. Beachte,
dal dann auch Og = 1g — 1g € T und dal mit ¢,¢ € T auch —t = 0—+¢ € T und
t+t =t—(—t)eT.

Mit 17 := 1g und 07 := Og, sowie (+7) := (+5)|5yp und (1) := (-)|5 7 wird (T, -7, +7)
ersichtlich ein kommutativer Ring — die verlangten Eigenschaften gelten alle bereits in S.

Diesenfalls ist die Inklusionsabbildung T'— S, t —t ein Ringmorphismus.

Beispiel. Es ist Z ein Teilring von Q. Dies zeigt, dafl Teilringe von Kérpern nicht not-
wendig Korper sind.

1.4.3 Gebrauchsanweisung fiir Faktorringe

Bemerkung. Sei R ein kommutativer Ring, und sei I C R ein Ideal. Sei S ein weiterer
kommutativer Ring, und sei R1+ S ein Ringmorphismus mit f(I) = {0}. Dann gibt es
genau einen Ringmorphismus R/IL S derart, daf§ f'op=f.
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R .5
7
pl
S
R/I

Beweis. Die Eindeutigkeit von f’ folgt aus der Surjektivitit von R -~ R/I. Wir miissen
ein solches f” konstruieren. Wir setzen f'(r + I) := f(r) fiir r € R. Dies gibt eine wohl-

definierte Abbildung R/T '~ S, da fiir r, 7' € R mit r =; ' auch
fr) = fir)+f0'=r) = fir+r" —r)=f(r)
ist. Nun ist f(1z/7) = f'(1g + I) = f(1g). Fiir r, 1’ € R ist ferner
f(r+D)+ 0"+ 1) = f((r+r)+1) = f(r+1) = f(r)+ f(r)
= fllr+ 1)+ f'(r" +1)

f(r+1)-(r"+1) = fi((r-r)+1) = fr-r) = f(r)- f(r)
= flir+1)-f'(r"+1).

Also ist f” auch ein Ringmorphismus. o

Sei R -1+ S ein Ringmorphismus kommutativer Ringe. Seien Kern und Bild von f wie
folgt definiert.

Kern f = f~1({0}) {reR: f(r)y=0s} C
Im f = f(R) = {f(r) : r€ R} C

R (dt. Kern).
S (engl. image).

Lemma.

1) Esist Kern f C R ein Ideal.

2) FsistIm f C S ein Teilring.

(1)

(2)

(3) Es ist f injektiv genau dann, wenn Kern f = {0}.

(4) Es ist die Abbildung R/ Kernfi Im f, r + Kern f+—— f(r) ein Isomorphismus
von Ringen.

Beweis.

Ad (1). Esist Og € Kern f, da f(0g) = 0s. Sind z, y € Kern f, so ist auch z—y € Kern f,
da f(z —y) = f(z) — f(y) = 05 — 05 = 0g. Sind » € R und = € Kern f, so ist auch
re € Kern f, da f(rz) = f(r)f(z) = f(r) - 05 = 0.

Ad (2). Esist 1g = f(1g) € Im f. Ferner, sind ¢, t' € Im f, so konnen wir ¢t = f(r) und
t' = f(r') schreiben fiir gewisse r, v’ € R. Alsosind t—t' = f(r)— f(r') = f(r—r") € Im f
und tt' = f(r)f(r') = f(rr') € Im f.
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Ad (3). Allgemein ist Kern f = f~1({0s}) 2 {Ogr}-
(=). Ist f injektiv, so ist also f~1({0s}) = {Og}.

(<=). Ist umgekehrt f~'({0s}) = {Og}, und sind r, v € R mit f(r) = f(r’) gegeben, so
ist 0g = f(r) — f(r') = f(r —7), und also r — ' € f~1({0s}) = {Or}, d.h. r =1,

Ad (4). Mit vorstehender Bemerkung, angewandt auf den Ringmorphismus R @f» Im f,
erhalten wir die Wohldefiniertheit von f und die Tatsache, da es sich um einen Ringmor-
phismus handelt. Bleibt noch die Bijektivitét von f zu iiberpriifen. Nach Konstruktion ist
f surjektiv. Mit (3) bleibt also zu zeigen, daf der Kern von f nur Or/Kern f = 0 + Kern f
enthélt. Sei r € R mit f(r + Kern f) = 0 vorgegeben. Dann ist f(r) = f(r 4+ Kern f) = 0.
Also ist 7 € Kern f, und somit r + Kern f = 0 4+ Kern f. o

Insgesamt gibt der Ringmorphismus R I+ S also AnlaB zu den Ringmorphismen
irj'»R/Kernf—i»Imf& ,

die komponiert auch wieder f ergeben.

1.5 Integrititsbereiche

Definition. Ein kommutativer Ring R heifit Integrititsbereich, falls 1g # 0g und falls fiir
alle z € R~ {0} die Abbildung R — R, r — ar injektiv ist.

Bemerkung. FEin kommutativer Ring R ist ein Integrititsbereich genau dann, wenn
1r # 0g und wenn firr, s € R~ {0} auchr-s+#0 ist.

Beweis. Ist r — xr injektiv fiir alle z € R~ {0}, und sind r, s € R~ {0} gegeben, dann
folgt aus s # 0, dafl rs # r0 = 0. Ist umgekehrt fiir r, s € R~ {0} auch r - s # 0, und
sind x € R~ {0} sowie r, 7’ € R mit xr = zr’ gegeben, so folgt x(r —r’) = 0, und daher,
da x # 0, auch r — " = 0, und also r = r/. Dies zeigt die Injektivitdt von r+— zr. o

Beispiel. Der Ring der ganzen Zahlen Z ist ein Integritétsbereich.

Beispiel. Der Ring Z/4Z ist kein Integrititsbereich, da (2 + 4Z)(2 + 4Z) = 0, aber
2+ 47 £ 0.

Beispiel. Jeder Korper ist ein Integritédtsbereich. Allgemeiner, jeder Teilring eines Korpers
ist ein Integritétsbereich. Allgemeiner, jeder Teilring eines Integritétsbereichts ist ein In-
tegritatsbereich.

Bemerkung. Sei R ein Integrititsbereich. Seien r, s € R~ {0}. Es ist rR = sR genau
dann, wenn es ein invertierbares Element x € R ¢ibt mit rx = s.

Beweis. Ist r& = s mit x € R invertierbar, so ist TR = reR = sR, da roeR C rR und
rR = (rx)z 'R C (rz)R.

Ist umgekehrt rR = sR, so gibt es ein x € R mit rx = s und ein y € R mit sy = x. Es
folgt rxy = sy = r, und also, da r # 0 und R Integritétsbereich, xy = 1. o
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Bemerkung. Ein endlicher Integrititsbereich R ist ein Kérper.

Beweis. Sei x € R~ {0}. Wir miissen zeigen, daf§ = invertierbar ist. Nun ist R — R,
r+— xr injektiv. Da aber R endlich ist, ist diese Abbildung auch surjektiv. Mithin gibt
es ein r € R mit ar = 1. o

Beispiel. Sei p € Z prim. Verwendet man Primfaktorzerlegung in Z, so sieht man, daf3
Z/pZ ein Integritéatsbereich ist. Denn sind r, s € Z mit r #, 0 und s #, 0 gegeben, dann
ist auch rs #, 0. Mit voriger Bemerkung ist

F, = Z/pZ

also ein Korper. Dieses Beispiel werden wir nochmals, und dann in gréerer Allgemeinheit
in §§1.8.2,1.8.4 behandeln.

Hierbei steht F fiir engl. field. Beachte, da8 ¥, = Z/pZ nur fiir p prim geschrieben wird.
Unten in §1.8.5 werden wir Fy etc. kennenlernen, diese Korper sind aber anders definiert.
Insbesondere wird, wie man nicht oft genug betonen kann, ¥y % Z/4Z werden.

Beispiel. Die Multiplikationstafel von F; hat folgende Gestalt.

~—

o Ut WN R~ Ol
coococoooo
O U W, Ol
LW — O ool
B m T O WO w
W oD U~ Ol
N RO = W Ul Ot
H N WR UL O

Dafl jedes Element ungleich 0 ein multiplikativ Inverses besitzt, bedeutet, dafl in jeder
Zeile eine 1 zu finden ist. Oder, symmetrisch, in jeder Spalte. Die konkrete Bestimmung
des Inversen kann mit dem Euklidschen Algorithmus aus den Ubungen vorgenommen
werden; vgl. Aufgabe 2.

1.6 Der Polynomring R[X]

Die beiden Integrititsbereiche, die uns hauptséchlich beschéftigen werden, sind der Ring Z
der ganzen Zahlen, und der nun einzufiihrende Ring K [X] der Polynome mit Koeffizienten in
einem Korper K. Es wird sich herausstellen, daf} sich Z und K[X] ganz #hnlich verhalten.
Zum Beispiel gibt es fiir beide einen Euklidschen Algorithmus, wie wir in den Ubungen
sehen; vgl. Aufgaben 2 und 8.
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1.6.1 Definition und Schreibweise

Sei R ein kommutativer Ring. Sei R[X]| als Menge formaler Polynome mit Koeffizienten
in R gegeben, i.e. als

R[X] == {>,.griX' : r; € R, es gibt ein m > 0 mit r; = 0 fiir alle i > m} .

Ihre Elemente heiflen Polynome in der Variablen X mit Koeffizienten r; in R.

Zwei Polynome . r X" und ), (s, X" in R[X] sind vereinbarungsgemif genau dann
gleich, wenn r; = s; fiir alle ¢ > 0.

Begibt man sich auf einen formalen Standpunkt, so ist ein Polynom nichts anderes als die
Folge seiner Koeffizienten. Insbesondere ist ein Polynom noch keine Abbildung. Man kann
aber jedem Polynom in offensichtlicher Weise eine polynomiale Abbildung zuordnen, siehe
§1.6.5 unten. Ist der Ring R ein unendlicher Korper wie Q, R oder C, so ergibt sich kein
wirklicher Unterschied zwischen Polynom und zugehoriger polynomialer Abbildung. Ist R
aber ein endlicher Koérper, dann passiert es, dafl verschiedene Polynome dieselbe polynomiale
Abbildung liefern kénnen; vgl. Beispiel in §1.6.5 unten. Um etwa Koeffizientenvergleich
machen zu kénnen, mufl man sich hier mit dem Auswerten zuriickhalten und Polynome als
formale Ausdriicke auffassen.

Die Rechenregeln von Polynomen sind von einem solchen feinen Unterschied aber nicht
beriihrt, und sind die, die man erwartet.

Setze fiir Y5, ri X", Y205 X" € R[X]

Zz;oTiXi + ZgosiXi = Zz;o(ri"‘si)Xi
Z@oTin ’ Zj>03jX] Zk>o(zz’e[o,k]7"i5k—i)Xk = Zk}O(Zi,j>0,i+j:krisj)Xk

Wir zeigen, dafl ein kommutativer Ring vorliegt. Setze Og(x} = Og - XY = 0p, 1 RIX] =
1g- X% =1p und, fiir y7,_ r X' € R[X], das Negative — 7. r; X" =Y. (—r) X" an.

Es ist (R[X],+) eine abelsche Gruppe, wie man koeffizientenweise auf die Tatsache
zuriickfithrt, dafl (R, +) eine abelsche Gruppe ist.

Seien Y. ori X', 30005 X", Yo ootiX' € R[X] gegeben.

Es ist (3007iX") - 1rix] = YoisoriX’, da sich der Koeffizient fir X*, k > 0, zu
re 1 4+re_1-04+---4+1ry-0=rg ergibt.

Ersichtlicherweise ist (35,007 X") - (32,5051 X7) = (32,5051 X7) - (X inoriX’)-

Ferner wird

((Z,;oriXi) ) (Zj>05ij)) ’ (ZE}OthZ) = (Zk;o Zi,j;(}, i+j=k TiSij) ) (ZDOWXE)
= Zm>o Zk,ezo, E+=m Z” >0, i+j=k riSiteX™

= zm>o(zi,j,e>o,i+j+£:m risite) X™
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und dies ist auch das Resultat von (3,507 X?) - (32,2085 X7) - (3,50te X)) Desweiteren

ist
((Zz;oriXi) + (Zi>03iXi)) ’ (Zj;Othj)
(Zi)D(Ti + 5) X") - (ngothj)
= Yks0 2> 0,ijmk(Ti + 51X
= Z@o Zm;o, i+j:k(ritj + sit) X"
= (Zho0 Xi sz 0.i0jmk T X"T) + (Xkoo Xi 20,642k 51X ")
= (Zz;oriXi) : (Zj;Othj) + (Zz;oSiXi) : (Zj;Othj>
Somit ist R[X] = (R[X],+, ) ein kommutativer Ring, genannt der Polynomring (iiber R

in einer Variablen X).

Der Tradition folgend, schreibt man auch oft z.B.

f=Fx) =) £X

120

fir ein Element von R[X]. Dies sei auch unsere Standardschreibweise.

Beachte, dafl im nachhinein die Schreibweise Z@() fiX* dadurch gerechtfertigt ist, dafl mit
der eben eingefithrten Multiplikation und Addition hierbei in der Tat die Summe iiber alle
Produkte f; - X --- X (i Faktoren) vorliegt. Es ist also >, fi X" nicht nur ein formaler,
sondern in R[X] auch ein regelgerecht aus den Polynomen f; = f;- X° und aus dem Polynom
X =1- X" gebildeter Ausdruck.

Vorsicht, diese Schreibweise impliziert nicht, da§ f(X) eine Funktion ist. Wohl aber kann
man aus f(X) eine Funktion gewinnen; vgl. §1.6.5 unten.

Wir behalten uns noch vor, andere Variablennamen statt X zu verwenden, in der Regel
mit GroBbuchstaben bezeichnet. So z.B. kann man R[X,Y] := (R[X])[Y] definieren, etc.
Ein Element von R[X,Y] hat dann die Form f(X,Y) =37, oo fi; X'Y7 mit f;; € R.
Etc.

1.6.2 Gebrauchsanweisung fiir Polynomringe

Sei n > 1. Schreibe R~ R[X,..., X,], r—r, wobei das Bild das konstante Polynom
mit Wert r bedeute.

Bemerkung. Sei S ein weiterer kommutativer Ring, und sei R—~ S ein Ringmor-

phismus. Seien s1, ..., 8, € S gegeben. Dann gibt es genau einen Ringmorphismus
R[Xy, ..., X,] s so, dafl zum einen boc = a, und so, daff zum anderen b(X;) = s; fiir
i€[l,n].
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Schreibe noch

fe(s1sn) = im0, ke[l,n]a(fn,...,in)sill sy
fiir das Bild von f(Xj,...,X,) unter b; vgl. Beweis.
Ist a die Einbettung eines Teilrings R C S, so schreibe auch

f(sla---7sn) = fa<517"'75n) = Zik>0, ke[l,n]fih..-,insill Sjln :

Merke: ein Ringmorphismus von einem Polynomring aus wird durch Einsetzen von Werten
fiir die Variablen definiert.

Umgekehrt gesehen: Werte einsetzen in ein Polynom konnten wir immer schon, nur wissen
wir nun, daf} es sich bei der Prozedur des Einsetzens um einen Ringmorphismus handelt,
auf welchen wir unseren Apparat anwenden kénnen.

Beweis. Eindeutigkeit. Sei b : R[X1,...,X,] — S ein weiterer solcher Ringmorphismus.
Es wird

o(f(X1,.... X)) = b(zz‘@o, ke[l,n]fh,...,inXil cee XY
= Yis0, kel (fir s JHXD)™ - BX )
= Zz’k>0, kG[l,n}a’(fil,m,in)Sill s
= b(f(Xy,...,X,))

fiir f(Xi,...,Xn) € R[Xy,...,X,], und mithin b = b.

FExistenz. Setze

(X1 X)) = (X0, kequmFirin X1 X00) = 300 o0 ke @(firnin)ST 87

Dann sind boc = a und b(X;) = s; fiir i € [1, n] erfiillt. Zeigen wir, daf ein Ringmorphismus
vorliegt. Es wird 1px,, .. x,) auf 1g geschickt. Ersichtlich ist das Bild der Summe zweier
Polynome unter b gleich der Summe der Bilder. Um also nun noch zu zeigen, dafl das
Bild des Produktes zweier Polynome unter b gleich dem Produkt der Bilder ist, geniigt
es, das Produkt zweier Monome zu betrachten, also zweier Polynome, die aus je einem
Summanden bestehen. Und in der Tat ist, mit , ' € R und i, 7, > 0 fiir k € [1,n],

b((rXil e X;in) . (,),./Xill . X;;L)) —_ b(rT/Xi1+i/1 . Xin+i/ )

— a(r'r’)slllﬂ1 S?{LH
a(r)si - -a(r)szf-us:;”

b(rXit - -X};l) b X X

Beispiel. Mit n =1, R= 95, a = id und z = s; € R erhalten wir den Ringmorphismus
R[X]— R, f(X)+— f(z). In Aufgabe 7.(2) war z.B. x = 0.
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Beispiel. Sei R —%~ S ein Morphismus kommutativer Ringe. Wir erhalten mit der Setzung
b(X) := X das kommutative Viereck von Ringmorphismen

R—*° S
|
RIX] "~ S[X].

wobei b ein Polynom f(X) € R[X] schickt nach f*(X) =", ;a(fi)X".

Beispiel. Sein =1, R = R, S = C und a die Einbettung von R nach C. Wir erhalten fiir
s1 = i den ersichtlich surjektiven Ringmorphismus R[X] L C, X i Wegeni24+1=0
liegt X2 + 1 € Kernb, und damit

(X?*+1)R[X] C Kernb .
Wir haben also auch den Ringmorphismus

R[X]/(X2+ DR[X] % C
X+ X2+ DR[X] +— i,

welcher ebenfalls surjektiv ist.

Zeigen wir, dafl auch
!
(X2 +1)R[X] D Kernb .
Sei also f(X) € R[X]| mit b(f(X)) = f(i) = 0 gegeben. Sei angenommen, es ist f(X) kein
Vielfaches von X? + 1. Division mit Rest liefert, unter Vorgriff auf §1.6.4, dafl f(X) =
(X2 +1)q(X)+uX +wv fiir gewisse u, v € R. Da f(i) = 0 und ¢(i) = 0, folgt ui+v = 0. Da
aber u, v € R, folgt hieraus u = v = 0. Also ist f(X) = (X?+ 1)¢(X) € (X?+ 1)R[X].

Somit ist insgesamt (X2 + 1)R[X] = Kernb. Mit dem Lemma aus §1.4.3, Teil (4), ist also

R[X]/(X?+1R[X] 2~ C
X+ (X2+1)R[X] +— i
uX +v+ (X2 + DR[X] <~

ul+v,

wobei u, v € R.

Da nun auch —i eine Nullstelle von X2 + 1 ist, erhalten wir mit genau denselben Argu-
menten den Isomorphismus

b//

R[X]/(X?+ 1)R[X] — C
X+ (X2+1)R[X] — —i
—uX +v+ (X2 +1DR[X] ~— wuitv,
Komposition liefert den Automorphismus

bl71 b//

C — R[X]/(X?*+1R[X] — C
uitv — uX+v+ X2+ 1)R[X] —— —uitv
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der komplexen Konjugation.

Man kann hier vielleicht schon erahnen, dafl das eben angewandte Konstruktionsprinzip
in einer recht grofien Allgemeinheit funktionieren wird. Ferner konnte man erkennen,
daB das Polynom X2 + 1 hier eine zentrale Rolle spielte. Spéter werden wir X2 + 1 als
Minimalpolynom von i iiber R bezeichnen.

1.6.3 Grad eines Polynoms

Ist f= f(X) =250 fiX" € RIX]\ {0}, so sei der Grad von f definiert durch
deg f := max{i >0 : f; #0} (engl. degree) .

Es heifit L(f) := faeg r € R~{0} der Leitkoeffizient von f. Ein Polynom mit Leitkoeffizient
1 heifft normiert. Ein normiertes Polynom von Grad 1 heifit auch linear oder, wenn es in
einem Produkt auftritt, Linearfaktor.

Wir vereinbaren nun, dafl in Z LI {—oo} gelte, dal —oco < z und (—o00) + 2z = 2+ (—00) =
—oo fiir alle z € Z. Ferner sei (—o0) 4+ (—o00) = —oo. Wir setzen

degOgx) = —00.

Somit haben wir eine Abbildung R[X] e, Z-o U {—o0}. Das Nullpolynom hat keinen
Leitkoeffizienten. Ein Polynom von Grad < 0 heifit auch konstant.

Sei R ein Integritétsbereich.

Bemerkung. Seien f(X), g(X) € R[X]|~ {0} mit k :=degf >0 und ¢ := degg > 0
gegeben. Dann ist deg(f - g) = k + €. Der Leitkoeffizient von f(X)g(X) ist das Produkt
der Leitkoeffizienten von f(X) und von g(X).

Insbesondere ist mit R auch R[X]| ein Integrititsbereich.

Beweis. Schreibe k := degf > 0 und ¢ = degg > 0. Der (k + ¢)-te Koeffizient von
f(X)g(X) berechnet sich zu frge. Da fi, g¢ # 0, ist wegen R Integritétsbereich auch
frge # 0. Ferner ist der j-te Koeffizient von f(X)g(X) gleich 0 fiir j > k + £. Also ist
deg(f-g)=k+¢. o

Bemerkung. Sind f(X), g(X) € R[X], so ist

deg(f +9) < max{deg f,degg}
deg(f +g) = max{deg f,degg} falls degf # degg
deg(f-g) = degf+degg.

Beweis. Da in f(X) + g(X) = Y. o(fi +¢:)X' der j-te Koeffizient fiir alle j >
max{deg f,deg g} verschwindet, folgt die erste Aussage. Ist nun deg f # degg, so sei
ohne Einschrinkung k := deg f > degg. Es ist der k-te Koeffizient von f(X) + g(X)
gleich fi # 0, und also deg(f + g) = k, woraus die zweite Aussage folgt.
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Die dritte Aussage wurde fiir deg f, degg > 0 bereits in der vorangehenden Bemerkung
gezeigt. Fiir die verbleibenden Félle f = 0 oder g = 0 ist sie aber auch richtig, da
diesenfalls auf beiden Seiten der zu zeigenden Gleichung —oo steht. o

1.6.4 Polynomdivision mit Rest
Sei R ein kommutativer Ring. Seien f(X) € R[X] und ¢g(X) € R[X] \ {0} gegeben, und
habe ¢g(X) einen invertierbaren Leitkoeffizienten L(g).

Lemma. Fs gibt Polynome q(X), r(X) € R[X] mit degr < degg und
f(X) = a(X)g(X) +r(X) .

Beweis. Schreibe fO(X) := f(X).
Schreibe dy := deg f(©) — deg g.
Ist dy < 0, so kénnen wir f(X) =0-g(X) + f©@(X) schreiben und sind fertig.
Ist do > 0, so schreiben wir ag := L(f®)L(g)~! und
FOX) = apX®g(X) + fV(X).

Der Faktor ag X% ist hierbei so gewihlt, daB die Leitkoeffizienten von f(®(X) und von
apX % g(X) iibereinstimmen, so daf deg (V) < deg f(©).

Schreibe d; := deg f) — deg g.
Ist d; < 0, so kénnen wir f(X) = agX%g(X) + fM(X) schreiben und sind fertig.
Ist d; > 0, so schreiben wir a; := L(f")L(g)~" und

FOX) = e Xg(X) + fP(X) .

Der Faktor a; X% ist hierbei so gewihlt, da die Leitkoeffizienten von fM(X) und von
a; X% g(X) iibereinstimmen, so daf deg f? < deg f).
Schreibe d, := deg f® — deg g.

Ist dy < 0, so kénnen wir f(X) = (ao X% 4 a; X%)g(X) + f*(X) schreiben und sind
fertig.

Ist dy > 0, so schreiben wir ay := L(f®)L(g)~" und
FOX) =t aaXg(X) + FO(X)

Der Faktor ap X% ist hierbei so gewihlt, dal die Leitkoeffizienten von £ (X) und von
as X% g(X) iibereinstimmen, so daf deg f® < deg .

Und so fort. Da deg f**1) < deg f® fiir alle k& > 0 und es also ein ¢ > 0 mit d, =
deg ) —deg g < 0 geben muB, bricht der ProzeB nach endlich vielen Schritten erfolgreich
ab. o
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Beispiel. Sei R = Z. Sei f(X) =2X5+ X3 + 1, sei g(X) = —X? + 2. Wir erhalten

2X0+ X441 = -2 X' (= X2+ 2)+ (dX + X3P+ 1),
| S — ~ <

J

[ ao ,?(3

wobei dy = 4 im Exponent des ersten X auf der rechten Seite zu finden ist. Dann wird

X+ XP+1) = 4 X2 (=X +2)+ (X° +8X2+1),

wobei d; = 2 im Exponent des ersten X auf der rechten Seite zu finden ist. Dann wird

(X3 48X2+1) = -1 X' (=X*+2)+ (8X*+2X +1),

(. i

f@ a2 f®

wobei ds = 1 im Exponent des ersten X auf der rechten Seite zu finden ist. Schliellich
wird

(8X?+2X +1) = -8 X" (=X?+2)+ (2X +17),
~~ ~ S————r
@ as JiS)

wobei d3 = 0 im Exponent des ersten X auf der rechten Seite zu finden ist. Das gibt nun
dy = —1, so dafl wir fertig sind und zu

2X0 4+ X341 = (—2X* —4X? - X - 8)(—X*+2)+ (2X +17)

zusammenfassen konnen.

Ich hoffe, es ist nun deutlich geworden, dafl es sich beim obigen Beweis des Lemmas um
eine allgemeine Beschreibung des gewohnlichen Polynomdivisionsalgorithmus handelt. Die
iibliche, aus der Schule bekannte Kurzschreibweise fiir dessen Durchfiithrung sollte man
beibehalten.

Beispiel. Sei f(X) € R[X], sei z € R derart, daf f(z) = >, fiz® = 0. Schreibe
F(X) = q(X)(X — ) + r(X) mit degr < 1. Somit ist 7(X) = r9. Nun aber ist f(z) =
q(z)(x—z)+r(z) = 0, und somit auch ry = 0. Es folgt f(X) = ¢(X)(X —x). Ist nun R ein
Integritiatsbereich, und ist y € R, y # z, f(y) = 0, so kann man dariiberhinaus folgern,
daB auch ¢(y) = 0 ist; auf diese Weise kann man verschiedene Nullstellen sukzessive
abdividieren.

1.6.5 Polynomiale Abbildungen

Wir skizzieren kurz den Unterschied zwischen Polynomen und polynomialen Abbildungen.

Sei R ein kommutativer Ring. Sei f(X) =", fiX’ € R[X] ein Polynom. Sei

R — R
r f(@zzz;ofiffi
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die zu f(X) gehorige polynomiale Abbildung. Beachte, da nun )~ fiz’ ein im Ring R
zu bildender Term ist.

Nun kann es passieren, dafl f # 0 (d.h. f; nicht alle gleich null), aber (z+— f(z)) =0
(d.h. f(z) =0 fir alle z € R).

Beispiel. Sei R = F;. Sei f(X) := X° — X. Dann ist f(z) =0 fir z € {-2,-1,0,1, 2},
da f(0)=0°—0=0, f(1) =1° — 1 und f(2) = 2° — 2 = 0 (in Fs); fiir die negativen
Werte dann entsprechend. Also ist f # 0, aber (z+— f(x)) = 0. Vgl. Aufgabe 12.

Nichtsdestoweniger schreibt man oft ebenfalls f fiir die zu f gehorige polynomiale Abbil-
dung. Das ist ein gefdhrlicher, aber doch iiblicher Miflbrauch von Bezeichnungen.

Bemerkung. Ist K ein unendlicher Korper, so ist fir f, g € K[X]| genau dann f = g,
wenn f(x) = g(x) fir alle v € K.

Fiir einen unendlichen zugrundeliegenden Korper ist der angesprochene Mifibrauch von
Bezeichnungen also ungefiahrlich. Hierzu gehoren Q, R, C.

Beweis. Mittels Differenzbildung kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Sei f(z) = 0 fur alle z € K.
Sei n := deg f. Angenommen, es ist f # 0, i.e. n > 0. Seien x1, ..., x,41 € K paarweise
verschiedene Elemente. Dann ist f, wie man durch sukzessives Abdividieren der zu den
Nullstellen x; gehorigen Faktoren X —x; erkennt, ein Vielfaches von (X —z1) - - - (X —x41),
und also von Grad > n + 1. Wir haben einen Widerspruch zu deg f = n. 0

1.7 Hauptidealbereiche

1.7.1 Definition

Definition. Ein Integritidtsbereich heifit Hauptidealbereich, wenn alle seine Ideale Haupt-
ideale sind.

Beispiel. Ein Korper ist ein Hauptidealbereich.
Weitere Beispiele sind Z und K[X] fiir K ein Korper, wie wir sogleich verifizieren wollen.

Gegenbeispiel. Der Integritétsbereich Z[X] ist kein Hauptidealbereich. Denn es ist
I = pZIX]+ XZ[X] = {3, 0aX' : a;€Z, ay € pZ}

kein Hauptideal, wobei p eine Primzahl sei. Denn gdbe es ein f(X) € Z[X] mit [ =
F(X)Z[X], so gibe es auch u(X), v(X) € Z[X] mit p = w(X)f(X) und X = v(X) f(X).
Aus der ersten Gleichung folgt aus Gradgriinden, dal f(X) = fo. Beachte, da8 f, € pZ,
da f(X) € I. Aus der zweiten Gleichung folgt also durch Koeffizientenvergleich bei X1,
daB 1 = vy - fo € pZ, Widerspruch.
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1.7.2 Der Hauptidealbereich Z

Lemma. Es ist Z ein Hauptidealbereich.

Beweis. Sei I C Z ein Ideal. Ohne Einschriankung ist I # {0}. Beachte, daf mit z € I auch
immer —z € I. Sei x := min(I NZ-o). Es ist x € I, also auch 2Z C I. Wir wollen zeigen,
dal xZ = I. Sei y € I vorgegeben. Wir wollen zeigen, dafl y € xZ. Schreibe y = gx + r
mit ¢, r € Zund r € [0,z — 1]. Angenommen, es ist r # 0. Dann ist r = y —qx € INZ~o.
Aber r < x, und wir haben einen Widerspruch zur Wahl von z. Also ist » = 0, und also
Yy =qr € x7. o

Bemerkung. Es ist z € Z invertierbar genau dann, wenn z € {—1,+1}.

Bemerkung. FEs ist jedes Ideal in Z von der Form xZ fir ein x > 0, und ein solches x
liegt durch Vorgabe des Ideals auch eindeutig fest.

Beweis. Der Beweis des vorigen Lemmas gab ein solches x. Nach der zweiten Bemerkung
in §1.5 folgt aus xZ = z'Z mit x, ' € Z-1, dafl es ein invertierbares Element v € Z mit
xu = x’ gibt. Hier ist nun zwangslaufig u = 1. o

Beispiel. Seien m, n € Z. Dann ist mZ + nZ = ggT(m,n)Z. Denn mit vorstehender
Bemerkung gibt es ein g € Z~ mit mZ + nZ = gZ. Schreibe demgeméfl g = ms + nt fiir
gewisse s, t € Z. Nun sind m und n Vielfache von g. Ist umgekehrt ¢’ € Z-( so gegeben,
dafl m und n Vielfache von ¢ sind, so ist auch ¢ = ms + nt ein Vielfaches von ¢’, und
insbesondere ist g > ¢'. Folglich ist g = ggT(m, n). Vgl. auch Aufgabe 2.

1.7.3 Die Charakteristik eines kommutativen Rings

Bemerkung. Sei R ein kommutativer Ring. Fs gibt genau einen Ringmorphismus
7 ", R.

Ein vollstiandiger Beweis miifite auf die rekursiven Definitionen von Multiplikation und
Addition in Zs; zuriickgreifen. Wir skizzieren die wesentlichen Schritte.

Man schreibt auch oft z := eg(2) und redet von “z, gesehen in R” etc., wobei z € Z.

“Beweis”. Existenz. Um e zu konstruieren, bilden wir zunéchst 0 auf Op ab. Sei z € Z>,
gegeben. Wir bilden z € Z>; ab auf die Summe 1z + --- + 1z aus z Summanden, und
entsprechend —z auf —(1g + -+ + 1g).

Dann ist eg(1) = 1g. Fir 2z, w € Z>; ist er(z + w) = er(2) + er(w), er(z — w) =
er(z) — er(w), sowie eg(z - w) = er(z) - er(w), da das Distributivgesetz in R auf der
rechten Seite eine Summe aus z - w Produkten 1g - 15 liefert.

Daraus folgt wegen eg(—z) = —eg(z) bereits, dal eg ein Morphismus von Ringen ist.

Findeutigkeit. Da ein Ringmorphismus Z — R die 1 auf die 1 schickt, und jedes Element
von Z eine iterierte Summe von Einsen oder das Negative einer solchen ist, ist jeder
Ringmorphismus von Z nach R bereits gleich ep. o
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Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Sei Kern f = ¢Z mit ¢ > 0. Dieses c ist
eindeutig bestimmt und heifit die Charakteristik von R, geschrieben char R.

Bemerkung. FEs ist char R = 0 genau dann, wenn 1g + --- + 1g fiir > 1 Summanden
nie null wird. Es ist char R = n € Zx; genau dann, wenn 1g + -+ + 1g fiir minimal n
Summanden gleich null wird.

Beweis. Zunéchst ist char R = 0 genau dann, wenn Kernep = {0}, i.e. wenn Kernep kein
positives Element enthélt. Ferner ist char R = n > 1 genau dann, wenn Kerneg = nZ.
Den positiven Erzeuger des Ideals Kern e erhélt man wie im Beweis des Lemmas in §1.7.2
als minimales positives Element darin. o

Beispiel. Es ist charZ = charQ = charR = charC = 0. Ist n € Z gegeben, so ist
char(Z/nZ) = |n|. Insbesondere ist fiir p prim char F,, = p.

Bemerkung. Fin kommutativer Ring R enthdlt einen Teilring isomorph zu Z /(char R)Z,
ndmlich das Bild von cg. Insbesondere ist die Charakteristik eines Korpers gleich 0 oder
prIm.

Beweis. Die Existenz des Teilrings ist eine Anwendung von Punkt (4) des Lemmas in
§1.4.3 auf e — es ist das Bild von eg isomorph zu Z/ Kerneg = Z/(char R)Z.

Da ein Teilring eines Korpers ein Integrititsbereich ist, kann die Charakteristik eines
Korpers keine Nichtprimzahl > 1 sein; vgl. Aufgabe 16.(1). 0

1.7.4 Der Hauptidealbereich K[X]

Sei K ein Korper.
Lemma. Fs ist K[X] ein Hauptidealbereich.

Beweis. Sei I C K[X] ein Ideal. Ohne Einschrankung ist I # {0}. Sei f(X) ein Polynom
minimalen Grades in I \ {0}. Es ist f(X) € I, also auch f(X)K[X]| C I. Wir wollen
zeigen, daB f(X)K[X]| = I. Sei g(X) € I vorgegeben. Wir wollen zeigen, dafl g(X) €
F(X)K[X]. Schreibe g(X) = ¢(X)f(X) + r(X) mit ¢(X), r(X) € K[X] und degr <
deg f. Angenommen, es ist r(X) # 0. Dann ist r(X) = g(X) — ¢(X)f(X) € I. Aber
degr < deg f, und wir haben einen Widerspruch zur Wahl von f(X). Also ist r(X) = 0,
und also ¢(X) = ¢(X) f(X) € f(X)K[X]. o

Bemerkung. FEs ist f(X) € K[X] invertierbar genau dann, wenn deg f = 0, i.e. wenn
f(X) konstant und ungleich O ist.

Bemerkung. Fs ist jedes Ideal in K[X| ungleich {0} von der Form f(X)K[X] fir ein
normiertes Polynom f(X) € K|[X]|, und ein solches f(X) liegt durch Vorgabe des Ideals
auch eindeutig fest.

Beweis. Division des im vorstehenden Lemma gefundenen Erzeugers durch seinen Leit-
koeffizienten gibt die Existenz eines normierten Erzeugers. Nach der zweiten Bemerkung
in §1.5 folgt aus f(X)K[X] = f(X)K[X] mit f(X), f(X) € K[X] normiert, daB es ein
invertierbares Element u(X) € K[X] mit f(X)u(X) = f(X) gibt. Da u(X) nach vor-
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angehender Bemerkung konstant ist, erzwingt die Normiertheit von f(X) und von f(X)
vollends u(X) = 1. -

Beispiel. Seien f(X), h(X) € K[X]. Sei g(X) € K[X] das normierte Polynom, das das
Ideal f(X)K[X]+ h(X)K[X] erzeugt, i.e.

g(X)K[X] == f(X)K[X] + h(X)K[X] .

Dann ist g(X) der gemeinsame normierte Teiler grofiten Grades von f(X) und h(X),
kurz,

ggT(f(X), (X)) = g(X) .
Denn es sind zum einen sowohl f(X) als auch h(X) Vielfache von ¢g(X). Zum anderen,
falls g(X) € K[X] ein normierter Teiler von f(X) und von h(X) ist, dann ist, da wir
g(X) = f(X)s(X)+h(X)t(X) mit s(X), t(X) € K[X] schreiben kénnen, auch g(X) ein
Teiler von ¢g(X), insbesondere ist degg < degg. Gilt hier Gleichheit, dann ist g(X) =
g(X) — dies zeigt, dafl die Eigenschaft, gemeinsamer normierter Teiler maximalen Grades
zu sein, das Polynom ¢(X) auch eindeutig festlegt.

1.7.5 Der Faktorring K[X]|/f(X)K|[X] als K-Vektorraum

Sei K ein Korper. Sei f(X) € K[X] ~\ {0} normiert. Sei n := deg f.

Bemerkung. Sei R ein kommutativer Ring und K —*~ R ein Ringmorphismus. Dann ist
die abelsche Gruppe (R,+) zusammen mit der skalaren Multiplikation X -r := a(\) -r ein
Vektorraum, wobei N € K und r € R.

Beweis. Fiir A, N € K und r, v € R erhalten wir

lK'T’ = (1]() = 1R'T = T

A (V) = a) @) n) = (@)-a¥)r) = a(heN)-r = X
Ae(r+71) = a(N\)-(r+7r) = aA)-r+aN)-7 = Ar+ A0 =

A+ XN)-r = aA+XN)-r = (aA)+aN))-r = aA)-r+aN)-r = A-r+XN-r

o

Beachte, dafl diese Bemerkung via K — K[X]|, A\ X auf K[X]| anwendbar ist. Ent-
sprechendes gilt fiir die Faktorringe von K[X].

Lemma. Sei f(X) € K[X] ~\ {0}. Sein :=deg f. Schreibe

X = X+ f(X)K[X] € K[X]/f(X)K[X].

Eine K -lineare Basis von K[X]/f(X)K|[X] ist gegeben durch (X°,..., X" 1). Insbeson-
dere ist dimy K[X|/f(X)K[X] =n=deg f.
Beweis. Die Aussage lautet, jedes Element von K|[X|/f(X)K[X] sei eindeutig als K-

Linearkombination in dem angegebenen Tupel darstellbar, wobei Elemente aus K als
konstante Polynome aufzufassen sind. In anderen Worten, wir miissen zeigen, daf jedes
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Element von K[X]/f(X)K[X] von genau einem Polynom von Grad < n — 1 représen-
tiert wird. Sei g(X) + f(X)K[X] ein solches Element. Schreiben wir mittels Polynom-
division g(X) = f(X)g(X) + r(X) mit ¢(X), r(X) € K[X] und degr(X) < deg f, i.e.
degr(X) < n—1, so sehen wir, da3 g(X)+ f(X)K[X] wegen g(X) =; r(X) in der Tat von
r(X) repriasentiert wird. Es bleibt die Eindeutigkeit dieses reprasentierenden Elements zu
zeigen. Sei 7(X) € K[X] gegeben mit deg7(X) < n — 1 und 7(X) =7 r(X). Dann ist
7(X) —r(X) = u(X)f(X) fir ein u(X) € K[X]. Es folgt

n—1 > deg(r—r) = degu+degf = degu+n,
und also degu < 0, i.e. u(X) =0, i.e. 7(X) = r(X). -

Beispiel. Im letzten Beispiel von §1.6.2 haben wir den Morphismus

R[X]/(X2+ DR[X] % C

X+ (X2+1R[X] — i,
konstruiert und festgestellt, dafl dieser surjektiv ist. Es ist ¥ auch R-linear, da fiir
f(X), g(X) € R[X] und A\, p € R gilt, dafl
b (ACF(X) + (X2 + DR[X]) + p(g(X) + (X2 + DR[X]))
V' (AfF(X) + pg(X) + (X + DR[X]))
= Af(i) + pg(i)
= MW (f(X)+ (X2 +DR[X]) + ub (¢(X) + (X2 + 1)R[X]) .

Da nun beide Seiten Dimension 2 iiber R haben und da eine surjektive lineare Abbildung
zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen gleicher Dimension auch bijektiv ist,
folgt, daBl b’ bijektiv ist, und somit ein Isomorphismus von Ringen — wie wir auf andere
Weise auch schon in loc. cit. festgestellt hatten.

1.8 Maximale Ideale

1.8.1 Begriff

Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal I C R heifle mazimal, falls I echt
enthalten ist in R, und falls kein weiteres Ideal echt zwischen [ und R liegt. Kurz, [ ist
maximal beziiglich Inklusion in der Menge der echt in R enthaltenen Ideale.

1.8.2 Maximale Ideale geben Korper

Lemma. Sei I ein mazimales Ideal in R. Dann ist R/I ein Korper.
Beweis. Zunachst ist 0+1# 1+ 1,da I C R.

Sei r € R~ I. Wir miissen zeigen, daf es ein r’ € R so gibt, dal (r + I)(r' + 1) =1+ 1,
ie. dal r' =; 1. Sei J := I + rR. Da J ein Ideal ist, das das maximale Ideal I echt
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enthilt, ist J = R. Insbesondere ist 1 = = + 7’ fiir gewisse x € [ und ' € R. Es folgt
' =’ +x=1. o

1.8.3 Maximalitit in einem Hauptidealbereich

Sei R ein Hauptidealbereich. Ein Element r € R ~ {0} heie irreduzibel, wenn r nicht
invertierbar ist, aber aus r = »'r” mit ', " € R folgt, dafl 7’ invertierbar oder r”
invertierbar ist. Gibt es hingegen eine Produktdarstellung r = »/r” mit v/, v/ € R und
weder ' noch r” invertierbar, so heifle r reduzibel. Das Produkt eines irreduziblen mit

einem invertierbaren Element ist irreduzibel.
Bemerkung. Sei r € R\ {0}. Es ist rR maximal genau dann, wenn r irreduzibel ist.

Beweis. (=). Sei rR maximal. Sei r = r'r” mit 7/, v € R. Sei angenommen, dafl weder
r’ noch r” invertierbar sind, i.e. daf§ v’ R und " R echt in R enthalten sind. Da r R maximal
ist, und da rR C 'R, folgt rR = r'R. Somit gibt es ein s € R mit r’ = rs. Insgesamt ist

r=rr"=rsr" alsor(l —sr”) =0, also s’ = 1, also r" invertierbar, Widerspruch.

(<=). Sei r € R irreduzibel gegeben. Zunichst ist R C R, da r nicht invertierbar ist.
Sei ferner s € R mit rR C sR C R gegeben. Wir haben rR = sR zu zeigen. Es ist
r € sR, und also r = st fiir ein ¢t € R. Da s nicht invertierbar ist, ist nach Voraussetzung
t invertierbar. Also ist 7R = stR = sR. o

1.8.4 Maximale Ideale in Z

Ist m € Z~4, so ist m genau dann irreduzibel wenn es eine Primzahl ist.

Lemma. Ein Ideal in Z ist genau dann mazimal, wenn es von der Form pZ ist fir eine
Primzahl p. Insbesondere ist fiir p prim

F, = Z/pZ

ein Korper.
Vgl. das vorletzte Beispiel in §1.5.

Beweis. Das Nullideal in Z ist nicht maximal. Mit der Bemerkung aus §1.8.3 ist ferner
ein Ideal in Z der Form mZ mit m € Z-; genau dann maximal, wenn wenn m prim ist.o

Sei p prim. Wie kann man in F,, nun konkret ein nichtverschwindendes Element invertie-
ren? Sei x € Z mit x + pZ # 0 + pZ, i.e. x #, 0. Dann ist ggT(x,p) = 1. Mithin gibt es
s, t € Z mit xs + pt = 1. Somit ist auch xs =, s+ pt = 1, also s + pZ = (z + pZ)~".
An diese Zahlen s und ¢ kommt man rechnerisch mit dem Euklidschen Algorithmus, den
wir in den Ubungen betrachten; vgl. Aufgabe 2.
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1.8.5 Maximale Ideale in K[X]

Sei K ein Korper. Ein Polynom f(X) € K[X] ist irreduzibel, wenn deg f > 1 und
wenn aus einer Produktzerlegung f(X) = ¢g(X)h(X) mit g(X), h(X) € K[X] folgt, dal
deg g = 0 oder degh = 0.

Lemma. Fin Ideal in K[X] ist genau dann maximal, wenn es von der Form p(X)K[X] ist
fiir ein irreduzibles Polynom p(X). Insbesondere ist fiir p(X) irreduzibel der kommutative
Ring K[X]/p(X)K|[X] ein Korper.

Beweis. Das Nullideal in K [X] ist nicht maximal. Mit der Bemerkung aus §1.8.3 ist ferner
ein Ideal in K[X] der Form f(X)K[X] mit f(X) € K[X] \ {0} genau dann maximal,
wenn f(X) irreduzibel ist. -

Sei p(X) € K[X]irreduzibel. Wie kann man in K [X]/p(X)K[X] ein nichtverschwindendes
Element invertieren? Sei f(X) € K[X]| mit f(X) #, 0. Dann ist f(X)K[X]+p(X)K[X] =
K[X], da dieses Ideal echt iiber dem maximalen Ideal p(X)K[X] liegt. Also gibt es
s(X), t(X) € K[X] mit f(X)s(X) + p(X)t(X) = 1. Folglich ist f(X)s(X) =, 1. An
die Polynome s(X) und #(X) kommt man rechnerisch mit dem Euklidschen Algorithmus,
den wir in den Ubungen betrachten; vgl. Aufgabe 8.

Beispiel. Ein Polynom von Grad 2 oder 3 in K[X] ist genau dann irreduzibel, wenn
es in K keine Nullstelle besitzt. Denn Reduzibilitdt ist diesenfalls gleichbedeutend dazu,
wenigstens einen Faktor von Grad 1 abzuspalten.

Vorsicht, ein Polynom in K[X] kann durchaus reduzibel sein, ohne in K Nullstellen zu
besitzen. Ist etwa K = R, so ist (X? + 1)? reduzibel, hat aber in R keine Nullstellen.

Beispiel. Die Notation in den folgenden Beispielen (2,3, 4) sei unsere Standardnotation.

(1) Esist R[X]/(X? 4+ 1)R[X] =+ C, X + (X% + 1)R[X]+—i; vgl. das zweite Beispiel
in §1.6.2, oder auch das Beispiel in §1.7.5.

Schreiben wir

X = X+ (X*+1)R[X],
so ist eine R-lineare Basis von R[X]/(X? + 1)R[X] gegeben durch
(1, X),

dies entspricht, via obigen Isomorphismus, der R-linearen Basis (1,1) von C.

(2) Esist X2+ X + 1 € F»[X] mangels Nullstelle irreduzibel. Also ist
F, = R[X]/(X*+ X + 1)F,[X].
ein Korper, welcher Fy C F; als Teilkorper hat. Schreiben wir
a = X+ (X*+ X+ 1)R[X],
so hat F, die Fy-lineare Basis (1, ). Ganz ausfiihrlich geschrieben wird also

F, = {0,1,a, 1+ a}.
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Darin gilt nun o? +a+1= X2+ X +1+ (X2 + X + )F,[X] =0, also a* = a + 1.
Beachte, daf§ darin auch 2 = 0 ist, i.e. char Fy = 2; vgl. Aufgabe 15.(2).

Zum Beispiel ist darin a- (a+1) = a*+a = a+1+a = 1, und somit (a+1)"! = a.
Vorsicht, es ist |Fy % Z/4Z |. Denn Fy ist ein Korper, Z/4Z nicht.

(3) Esist X® + X 4+ 1 € F,[X] mangels Nullstelle irreduzibel. Also ist
F = FB[X]/(X?+ X + 1)F,[X]
ein Korper, welcher Fy, C Fg als Teilkorper hat.. Schreiben wir
B =X+ (X+X+1)R[X],
so hat Fg die Fy-lineare Basis (1,3, 3%). Ganz ausfiihrlich geschrieben wird also
Fy = {0,1,8,8+1,8,8°+1,8°+ 8,82+ 8+1}.
Darin gilt nun 82 + 8+ 1 =0, also 3% = 3 + 1. Beachte, dafl darin auch 2 = 0 ist,

i.e. char Fy = 2.
Zum Beispiel ist darin (82+3)-(5%+1) = B4+ 32+ 5%+8 = (824+0)+(B+1)+52+5 =
g+ 1.

(4) Esist X2 + 1 € F3[X] mangels Nullstelle irreduzibel. Also ist
Fy = F3[X]/(X* + )F[X]
ein Korper, welcher F3 C Fy als Teilkorper hat. Schreiben wir
L= X+ (X2 +DF[X],
so hat Fy die Fs-lineare Basis (1, ). Ganz ausfiihrlich geschrieben wird also
Fo = {0,1, -1, ¢,c+1,0—1, —t, —t+1, =t — 1} .

Darin gilt nun (2> 4+ 1 = 0, also +?> = —1. Beachte, dafl darin natiirlich auch 3 = 0 ist,
i.e. char Fy = 3.

Zum Beispiel ist darin (¢ + 1) = (1t +1)?)? = (2 + 20+ 1) = (—=1)? = —1.

1.9 Eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente in
einem Hauptidealbereich

Sei R ein Hauptidealbereich.

Bemerkung. Fir jede nichtleere Teilmenge von Idealen M in R gibt es ein I € M so,
daf es kein J € M mait I C J gibt.
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Beweis. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann konnen wir eine echt aufsteigende
Kette Iy C I € I, € ... in M finden, da ja fiir jedes vorliegende Kettenglied noch ein
echt dieses enthaltendes Ideal in M existiert.

Sei I := J;5( [i- Dann ist I ein Ideal. Denn 0 € Iy € I. Sind z, y € I, so gibt esd, j > 0
mit x € I; und y € I;. Es folgt x —y € Iaxqijy € I. Ist ferner x € I und r € R, so gibt
es ein ¢ > 0 mit x € [;. Es folgt ro € I, C I.

Da R ein Hauptidealbereich ist, gibt es ein » € R mit I = Rr. Insbesondere ist r € I =
Uz>o I;, es gibt also ein ¢ > 0 mit r € I;. Dann aber ist

I =rRCI; C Liyn €1,

=

insbesondere also I # I, und wir haben einen Widerspruch. o

Lemma. Sei r € R~ {0} nicht invertierbar.

(1) Es gibt eine Produktzerleqgung r = ry-- -1y in irreduzible Elemente r;, wobei k > 1
und i € [1, k.

(2) Sindr=ry---rp =111 2wei Zerlegungen in irreduzible Elemente, so ist k = k',
und es gibt eine Permutation o € S mit ;R = r[’T(i)R.

Beachte, dafl dies e.g. auf R = Z oder auch auf R = K[X] fiir K einen Kérper angewandt
werden kann. In diesen beiden Spezialféllen ist die Aussage (1) auch einfacher einzusehen.

Was (2) angeht, konnen wir z.B. 30 =_2 - 3 - 5 = (-5)-(—3)-_2  in Z zerlegen.
N N AN A
r1 T2 T3 v rh rh

Mit o0 = (é%?) wird in der Tat rg(l)Z = 27 = rZ, sowie r;(Q)Z = (=3)Z = 3Z = rZ
und 7} 32 = (=5)Z = 5Z = r3Z.

Beweis. Zu (1). Beachte zunécht, daf fiir r, s € R~ {0} mit Rr = Rs # R das Element r
eine Produktzerlegung in irreduzible Elemente genau dann besitzt, wenn dies fiir s zutrifft,
wie mit der ersten Bemerkung aus §1.5 folgt.

Sei M die Menge aller Hauptideale ungleich {0} und ungleich R in R, fiir die kein Erzeuger
eine Produktzerlegung in irreduzible Elemente wie angegeben besitzt. Sei angenommen,
es ist M nicht leer. Mit voriger Bemerkung gibt es ein I € M, fiir welches gilt, dafl jedes
I echt enthaltende Ideal in R nicht mehr zu M gehort. Schreibe I = sR fiir ein nicht
invertierbares s € R ~ {0}. Dann ist s nicht irreduzibel, da sonst s eine einfaktorige
Produktzerlegung in irreduzible Elemente besifle, was sR = [ ¢ M nach sich zége. Daher
muf es eine Produktzerlegung s = s's” mit weder s’ noch s” invertierbar geben. Nun ist
sR=5s"R C s'R, wobei sR # s'R, da es sonst ein invertierbares x € R mit s = s’z gibe,
was s’z = §'s” und somit wegen s’ # 0 auch x = s” zur Folge hitte, was nicht geht, da s”
nicht invertierbar ist. Also ist I = sR C s’R. Genauso folgt I = sR C s”R. Insbesondere
ist weder s'R noch s"R in M. Also haben s’ und s” Produktzerlegungen in irreduzible

Elemente. Somit hat auch s = §'s” eine Produktzerlegung in irreduzible Elemente, im

Widerspruch zu sR =1 € M.
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Zu (2). Seien r = Hie[l’k] T = Hie[l,k’] ri zwei Produktzerlegungen in irreduzible Elemente.
Sei ohne Einschrinkung k < k.

Dann ist [[,cp 47 = 0. Da R C R maximal und mithin /r1 R ein Korper ist, folgt,
daB8 bereits einer der Faktoren modulo r; verschwindet, sagen wir 7/ 1y =r 0 fiir ein
o(1) € [1,K]. Also ist ;) =71 - 21 fiir ein 2y € R. Da nun 1, irreduzibel, aber ry nicht
invertierbar ist, ist x; invertierbar, i.e. Rr;(l) = Rry. Kiirzen von r; gibt

Hi€[2,k}ri = T1- Hie[l,k/]\{a(l)}r; :

Dann ist xy - Hie[Lk/]\{U(l)} ri =,, 0. Da r9R C R maximal und mithin R/ryR ein Korper
ist, folgt, daf} bereits einer der Faktoren modulo 75 verschwindet. Da x; in R invertierbar
ist, ist auch seine Bild in R/ryR invertierbar, und insbesondere ungleich 0. Sagen wir
also, 774y =y, 0 fiir ein 0(2) € [1, K]\ {o(1)}. Also ist () =7y~ 2 fiir ein 23 € R. Da
nun 7, @) irreduzibel, aber r5 nicht invertierbar ist, ist zo invertierbar, i.e. Rr;(z) = Rry.
Kiirzen von ro gibt

Hie[B,k]ri = T1-T2- Hie[l,k’]\{a(l),a(Q)}rg .

Eine insgesamt k-fache Wiederholung dieses Arguments liefert

L= 2o [licpaoqmn ™
fiir eine injektive Abbildung [1, k] == [1, k"], wobei Rr/, . = Rr; fiir alle i € [1,k]. Da
kein r} invertierbar ist, muf [1,£'] \ o([1,k]) = 0 sein, d.h. o muf auch surjektiv sein.
Insgesamt ist in der Tat o € S. o

1.10 Quotientenkorper eines Integrititsbereichs

Wir verallgemeinern die Konstruktion, um aus dem Integritéitsbereich Z den Korper Q zu
machen, auf beliebige Integritétsbereiche.

Sei R ein Integritétsbereich.

1.10.1 Definition und Schreibweise

Sei R:={(r,s) € RxR : r € R, s € R~ {0}}. Definiere eine Aquivalenzrelation (~)
auf R durch

(r,s) ~ (r',s) = rs' =r's.
Dies ist ersichtlich reflexiv und symmetrisch. Zeigen wir die Transitivitdat. Seien (r,s) ~
(r',s") ~ (r",s"). Dann ist rs’ = r’s und 1’s” = r"s’. Also ist rs's” = r'ss” = r"ss’, und
somit, da s’ £ 0, rs” =r"s.

Sei frac R := R/(~) die Menge der Aquivalenzklassen (engl. fraction field oder field of
fractions). Schreibe £ fiir die Aquivalenzklasse von (r,s) € R.
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Beachte allgemein, daf§ fiir s, s € R~ {0} auch ss’ # 0 ist.
Wir definieren eine Addition auf frac R. Sei

r! rs' +1r's
s S8

~ (7,38), i.e. aus r§ = 7s, und aus (1, s') ~ (¥, 3), i.e.

— s

Dies ist wohldefiniert, da aus (r, s
aus 1's’ = 7', folgt, daf3

(rs' +1's)58" = (r§' +7'3)ss’,

ie. daB "t = TS wobei (1, s), (7, 3), (', 8'), (7,§) € R.

Wir definieren eine Multiplikation auf frac R. Sei

/ 7,,7,/

ss’

r

<

~

s S

Dies ist wohldefiniert, da aus (r, s) ~ (7, §), i.e. aus s = 7s, und aus (1, s") ~ (7, 3), i.e.

aus r'§' = 7', folgt, dafl

rr'ss = 7i'ss’
: rr’ _ 77 : = A =1 »
ie. daB 5 = 5, wobei (r,s), (7,5), (r', '), (i",5') € R.

Nachzuweisen, daf§ frac R = (frac R, +, ) nun einen Korper bildet, mit Ogacr = % und
lpacr = %, sei eine Ubungsaufgabe; vgl. Aufgabe 23. Es heit frac R der Quotientenkérper

von R.

Wir haben einen Ringmorphismus R 2, frac R, ri— 7. Dieser ist injektiv. Denn ist =

%, soist r-1=1-0, und also r = 0. Man schreibt auch oft r anstelle von 7.
Beispiel. Es ist fracZ = Q.

Beispiel. Ist K ein Korper, so ist K % frac K. In der Tat ist -~ = %, und also A auch

surjektiv, insgesamt also bijektiv.
Beispiel. Sei K ein Korper. Wir schreiben K(X) := frac K[X], und analog
K(Xy,...,X,) = frac K[Xy,...,X,] fir n > 1. Die Elemente von K(Xj,...,X,) ha-

ben die Form ‘ A
. . Zl DY 1
Zz‘kgo, ke[1,n] Tiyooiin X1 X

XL X
Zik>0,ke[1,n} Sityomin X1 X
wobei 74, i, Siy...i, € K, wobei diese Koeffizienten nur auf einer endlichen Teilmenge
von (Z=o)"™ nicht verschwinden, und wobei das Polynom im Nenner nicht verschwinden

darf.

1.10.2 Gebrauchsanweisung fiir Quotientenkorper

Bemerkung. Sei R LT ein Ringmorphismus von unserem Integrititsbereich R in einen
kommutativen Ring T so, daf$ f(r) invertierbar ist fir alle r € R~ {0}. Dann gibt es
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genau einen Ringmorphismus frac R -2~ S so, daf f = go .

rR—1 .5
77’/

)\i 77 p

frac R

Beweis. Beachte allgemein, dafl
fss) ™ = f(s8) T F () () F()T ()T = fss) T f(ss) f(s) T F ()T = fls)T f(s)7H

Zeigen wir zunéchst die Ezistenz von g. Setze g(%) := f(r)f(s)~"!, wobei £ € frac R. Dies
ist wohldefiniert, da fiir r, ¥ € Rund s, s € R~ {0} mit rs' = r's gilt, daB

fr)f(s)™ = ff(s)f (') s

(rs')f(s)" f(s) 7"

(r's)f(s)~" (8’)*1

() f(s)f ( ) LT

f)f(s)™

Ersichtlich geht die Eins auf die Eins, und ebenso ersichtlich vertrdgt sich g mit der
Multiplikation. Zeigen wir, daf sich g mit der Addition vertréigt. Seien -, z, € frac R. Es
wird

f
= f
f

gt +5)

|_I

rs +r s)
r

S)f (ss')”

fr

—~ o= 9

(™5
(rs—l—
= f(

= 9(3)
SchlieBlich ist go A = f, da g(A(r)) = g(¥) = f(r)f(1)~" = f(r) fiir r € R.

Zeigen wir nun die Findeutigkeit von g. Sei g : frac R— S ein zweiter Ringmorphismus
mit derselben Eigenschaft, namentlich g o A = f. Dann ist

9(5) = g(-(H™)
= g(1)-9((H)™)
= g(1)-9(3)~"
= f(r)- f(s)™
9(%)
fir £ € frac R, und also g = g. o

Beispiel. Sei K ein Korper. Sei f(X) € K[X]| mit deg f > 1 gegeben. Wir erhalten
zunéchst unter Verwendung von §1.6.2

K= K(X)

| A

K[X]
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mit b : g(X)——g(f(X)), also die Abbildung, die f(X) fir X substituiert. Es ist
deg(g(f(X))) = (degyg) - (deg f). Insbesondere bildet b jedes Polynom ungleich 0 auf
ein invertierbares Element von K (X) ab. Somit wird mit obiger Bemerkung

K(X) ,
: : (X) (f(x) :
wobei d ein Element Z(X) auf z( 9] schickt.

Ist nun deg f = 1, also f(X) = uX+vmit u, v € K und u # 0, so zeigt die entsprechende
Konstruktion ausgehend von f(X) :=u'X —u'v, daB} diesenfalls d ein Isomorphismus

. R _ G0 _ g(x)
ist. In der Tat ist f(f(X)) =u(u'X —uv) +v =X, und also AT = KX

1.11 Ein paar kommutative Ringe

Stellen wir einmal ein paar typische Beispiele fiir kommutative Ringe in einem Bild zu-
sammen. Ohne Anspruch auf Vollstandigkeit!

kommutative Ringe Z/AZ
Integrititsbereiche Z[X]
Hauptidealbereiche Z

Korper Q R C
F, F5 F5 For

F, F; F,

Q(X) B(X,Y)
Q[X]/(X* +2)Q[X]

Q[X] Fy[X]

Fy[X,Y]

7/91Z B[ X]/(X + 1)(X2+ X + 1)F[X]

(Die Information, da§ F»[X, Y] kein Hauptidealbereich ist, erfolgt ohne Beweis.)



Kapitel 2

Korpererweiterungen

Ein Teilkérper eines Korpers ist ein Teilring, der selbst wieder Korper ist.

Definition. Sei K ein Korper. Ein Korper L heiit (Kdrper)erweiterung von K, falls K
ein Teilkorper von L ist. Geschrieben wird dies L| K, oder

L

K,

oder auch, der Deutlichkeit halber,

Beispiel.
(1) Es ist C eine Erweiterung von R, also C|R.

2) Esist F4’F2.
3) Esist F8|F2.

(2)
(3)
(4) Es ist Fo|Fs.
(5) Es ist R|Q.
(6)

6) Ist K ein Korper, so ist K(X)|K.

2.1 Primkoérper

Wir zeigen, dafl in jedem Korper ein minimaler Korper liegt, sein Primkdrper. In anderen
Worten, jeder Korper ist eine Erweiterung seines Primkorpers.

37
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Bemerkung. Sei K ein Korper von Charakteristik char K = p > 0.
(1) Es enthdlt K genau einen Teilkorper isomorph zu ¥,, namentlich das Bild von ek .

(2) Ist o ein Korpermorphismus von K nach K, und ist x im Bild von e, so ist
o(x) =uz.

Der Teilkorper aus (1) heit Primkorper von K. Man schreibt mifibréuchlich, aber unmifl-
verstandlich auch F,, = Imex C K. Die Aussage (2) schreibt sich dann als 0|£:Z = idp,.
Beweis. Zu (1). Wir sahen schon in §1.7.3, daf§ K einen Teilkérper isomorph zu F, enthélt,

namentlich Im eg. Zeigen wir, dal dies der einzige solche ist. Sei Ky C K ein Teilkorper
isomorph zu F,. Betrachte den zusammengesetzten Ringmorphismus

Z%F, Ky —K.
Dieser ist nach der ersten Bemerkung in §1.7.3 gleich €. Insbesondere ist sein Bild sowohl

gleich Im ek als auch gleich K. o

Zu (2). Es ist e der einzige Ringmorphismus von Z nach K. Insbesondere ist cocx = ek
Also ist 0(ex(2)) = ex(2) fiir alle z € Z.

Bemerkung. Ser K ein Kiorper von Charakteristik char K = 0.
(1) Es enthdilt K genau einen Teilkorper isomorph zu Q.

(2) Ist o ein Korpermorphismus von K nach K, und ist x im in (1) beschriebenen
Teilkorper, so ist o(z) = x.

Der Teilkorper aus (1) heiit Primkérper von K. Man schreibt mifibrauchlich, aber un-
miBverstdndlich auch Q C K. Die Aussage (2) schreibt sich dann als 0|8 = idq.

Beweis. Zu (1). Existenz. Die Voraussetzung char K = 0 bedeutet, dafi der Kern von ex
gleich {0} ist, i.e. daB i injektiv ist. Insbesondere werden alle Elemente von Z ~ {0}
auf Elemente von K ~ {0} abgebildet, d.h. auf invertierbare Elemente. Wenden wir die
Bemerkung aus §1.10 auf ex : Z — K an, so erhalten wir genau einen Ringmorphismus

Q =5 K so, daB das Dreieck
7K

Agé

kommutiert, i.e. £x o A = €. Da Q ein Korper ist, ist éx ist injektiv; vgl. Aufgabe 7.
Also ist £€x ein Isomorphismus von Q mit dem Teilkorper Im éx von K.

FEindeutigkeit. Liege ein Teilkérper () C K und ein Isomorphismus Q —=» ) vor. Nun ist
der zusammengesetzte Ringmorphismus

ZMQQ-—K
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nach der ersten Bemerkung in §1.7.3 gleich ex. Mit der Eindeutigkeitsaussage aus der
Bemerkung aus §1.10 folgt nun, daf§ der zusammengesetzte Ringmorphismus

Q=-Q—K

gleich €k ist. Insbesondere ist () in der Tat das Bild von é.

Zu (2). Nach der ersten Bemerkung in §1.7.2 und mittels der Eindeutigkeit aus §1.10
gibt es genau einen Korpermorphismus von Q nach K, ndmlich £x. Insbesondere ist
ogoég =Eg. Also ist 0(éx(z)) = éx(x) fiir alle z € Q. o

Beispiel.
(1) Der Primkérper von R und von C ist Q.

2) Der Primkorper von F4 und von Fg ist F.

(2)
(3) Der Primkorper von Fy ist Fj.
(4)

4) Der Primkorper von Fy(X) ist F.

2.2 Der Gradsatz

Definition. Sei L|K eine Korpererweiterung. Schreibe [L : K| := dimg L fiir den Grad
der Erweiterung L|K. Die Erweiterung L|K heifit endlich, falls [L : K] endlich ist, d.h.,
falls L ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist. Diesenfalls schreibt man auch

L
[L:K]
K
Beispiel.
(1) Esist [C: R] =2, also

C
2
R .

5) Esist [R: Q] = oo (ohne Beweis).
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(6) Ist K ein Korper, so ist [K(X) : K| = oo. In der Tat ist e.g. (X% X' ...) ein
unendliches linear unabhéngiges Tupel.

Satz 1 (Gradsatz) Seien M|L und L|K endliche Kdrpererweiterungen.

M

L
)
Es st
M:K|] = [M:L]-[L:K].

Beweis. Schreibe ¢ := [L : K] und m := [M : L]. Sei (2;)icp,q = (¢1,...,%¢) eine Basis
von L iiber K. Sei (y;)je,m = (Y1, - - - Ym) eine Basis von M {iber L. Wir behaupten, dafl

(Sciyj)ie[w],je[l,m] = (3713/1, e Ty, T1Y2, -5 T0Y2, - -y T1Ymy - - ,l'eym)

eine Basis von M {iber K ist.

Erzeugendensystem. Sei z € M gegeben. Schreibe

Z = wyrt+ -t UnYm
mit u; € L fir j € [1,m]. Schreibe

Uj = Vj1%1 + -+ VT
fir j € [1,m], wobei v;; € K fiir i € [1, (]. Insgesamt wird

2= Yjerm WY
J€[1,m] Zz‘eu,q V;jiTilj -

Also liegt z im K-linearen Erzeugnis der behaupteten Basis.

Lineare Unabhingigkeit. Seien v;; € K so gegeben, daf

Zje[l,m]Zie[l,é]Uj,ixiyj = 0.

Wir haben zu zeigen, daBl v;; = 0 fiir j € [I,m] und i € [1,£]. Da (y;)jcp,m linear
unabhéngig iiber L ist, und da

Zje[l,m] (Zieu,e}vj,ixi) y; = 0,

[ J/
-~

eL
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folgt > icpngviiws = 0 fiir j € [1,m]. Da (2;)ien g linear unabhéngig iiber K ist, folgt
vj; =0 fiir i € [1,/] und j € [1,m].

Erzeugendensystem und lineare Unabhéngigkeit gezeigt zu haben, zeigt insgesamt die
Behauptung, es liege eine Basis vor.

Da die gefundene Basis von M iiber K nun m - ¢ Elemente enthélt, folgt
M: K] = dmgM = m-£ = [M:L]-][L:K].

2.3 Algebraische Elemente

Sei L|K eine Kérpererweiterung.

2.3.1 Begrifft

Definition. Ein Element z € L heifit algebraisch iiber K, falls es ein Polynom f(X) €
K[X] ~ {0} gibt mit f(z) = 0.

Beispiel.

(1) Es ist i € C algebraisch iiber R, da i* + 1 = 0, da also mit f(X) := X2 +1 €
Riz] ~ {0} gilt, daB f(i) = 0.

(2) Esist a € Fy algebraisch iiber Fy, da o® + o+ 1 = 0.

(3) Jedes © € K C L ist algebraisch iiber K, da f(x) = 0 fiir f(X) = X —2 €
K[X]~ {0}.

(4) Esist e = exp(1) € R nicht algebraisch iiber Q (ohne Beweis).
(5) Es ist v/2 € R algebraisch iiber Q, da (v/2)?> —2 = 0.

(6) Esist T°+1 € Fy(T) nicht algebraisch iiber Fy. In der Tat ist fiir f(X) € F»[X]\ {0}
der Grad von f(7T° + 1) gleich 3 - deg f, und insbesondere ist f(7° + 1) # 0.

2.3.2 Endliche monogene Erweiterungen

Definition. Sei y € L algebraisch iiber K. Sei K v L die Einbettung. Mit der Bemer-
kung aus §1.6 haben wir ein kommutatives Dreieck von Ringmorphismen
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Sei
K(y) == Im(K[X]—L) = {f(y) e L : f(X)e K[X]}

der von y erzeugte Teilring von L, gesprochen “K adjungiert y”. Es heifit y ein Erzeuger
von K (y) iiber K.

Ein Teilring von L von der Form K (z) fiir ein z € L, das algebraisch iiber K ist, heifit auch
endliche monogene Erweiterung von K (“monogen” = “von einem (Element) generiert”).

Satz 2 (Minimalpolynom)
Wir betrachten die Korpererweiterung LIK. Sei y € L algebraisch iiber K.

(1) Esist K(y) ein Teilkérper von L mit n = [K(y) : K] endlich. Eine Basis von K(y)
iiber K ist gegeben durch (y°,y', ... y"1).

(2) Es gibt genau ein normiertes Polynom p, x(X) von Grad n = [K(y) : K| mit

pyx(y) = 0.

Es teilt j1, 1 (X) ein Polynom in K[X] genau dann, wenn dieses in L die Nullstelle
y hat.

(3) Es ist puy i (X) € K[X] irreduzibel.

(4) FEs ist
K[X]/py g (X)K[X] — K(y)
FX) + pyc(X)K[X] — f(y)
ein Isomorphismus von Korpern, welcher den jeweiligen Teilkorper K identisch ab-
bildet.

Das Polynom p, (X) € K[X] aus (2) heifit auch das Minimalpolynom von y tiber K.
Es ist wegen der Teilbarkeitseigenschaft aus (2) insbesondere das normierte Polynom
kleinsten Grades in K[X] mit Nullstelle y.

Mit Satz 2 stellt sich die Situation wie folgt dar.

L

|
K[X]/Ny,K<X)K[X]4N>K%y)

T

K

Beweis. Es ist der Kern von K[X]— L nach Voraussetzung an y, algebraisch iiber K zu

sein, ungleich {Ox(x]}. Sei 1, x(X) der normierte Erzeuger des Kerns von K[X] -~ L;
vgl. die erste Bemerkung in §1.7.4. Schreibe n := deg 1, k-
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Zu (4). Dies folgt aus der Zerlegung eines Ringmorphismus wie am Ende von §1.4.3,
angewandt auf K[X] -~ L, namentlich

KIX] "+ KIX] )y (X)K[X] %+ K(y) — L.
Fiir A € K ist (\) = E(AX0 + 1, 1 (X)K[X]) = M = .
Zu (1). Mit dem Lemma aus §1.7.5 hat K[X]/u, x(X)K[X] die Basis
(X0, X",

wobei X := X + p, x(X)K[X]. Der Isomorphismus é aus (4) ist aber auch ein Isomor-
phismus von K-Vektorrdumen, da

e +vn) = e(Ne(§) +eé(w)eln) = e(§) +ve(n)

fir \, v € K und &, n € K[X]/p, x(X)K[X]. Also ist das eintragsweise genommene
Bild dieser Basis, ndmlich

(y[)? ctt 7yﬁ71) Y

eine Basis von K (y) iiber K. Insbesondere ist

Als endlichdimensionaler Integritatsbereich ist schlieflich K (y) in der Tat ein Teilkorper
von L; vgl. Aufgabe 10.(1).

Zu (2). Nach Wahl von p,, x(X) als Erzeuger des Kerns von e : K[X]|— L, f(X)+—— f(y)
hat ein Polynom in K[X] genau dann y als Nullstelle, wenn es von p, x(X) geteilt wird.

Das einzige normierte Polynom von Grad n = degu, x = [K(y) : K], welches y als
Nullstelle hat, ist folglich s, x(X) selbst.

Zu (3). Nehmen wir an, es sei ju, x(X) = f(X)-g(X) mit deg f < n und degg < n. Dann
aber ist 0 = p, k(y) = f(y) - g(y), und folglich f(y) = 0 oder g(y) = 0, im Widerspruch
zu (2), da p, x(X) aus Gradgriinden weder f(X) noch g(X) teilt. -

Beispiel. Sei K = Q, sei y = v2 € R. Es ist Q(v2) = {a +bv2 : a,b € Q}. Eine
Basis von Q(v/2) iiber Q ist gegeben durch (1,+/2). Es ist tyzq(X) = X? —2. Es ist
Q(V2) ~ Q[X]/(X? - 2)Q[X].
Bemerkung. Sei f(X) € K[X] irreduzibel und normiert. Seiy € L mit f(y) = 0 gegeben.
Dann ist f(X) = py x(X).
Beweis. Da f(y) = 0, ist p, k(X) ein Teiler von f(X). Da aber f(X) irreduzibel und
normiert ist, folgt f(X) = py x(X). o
Beispiel.

(1) Sei K =R, L=Cund y =1i. Esist gsr(X) = X?+ 1 € R[X]. In der Tat ist dies

ein irreduzibles normiertes Polynom in R[X| mit Nullstelle i. Siehe auch das zweite
Beispiel in §1.6.2. Ferner ist R(i) = C. Beachte noch, daf§ y;c(X) = X —i € C[X].
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(2)

(3)

()

Sei K =F,, L=F,und y = a. Es ist po5,(X) = X?+ X + 1. In der Tat ist dies ein
irreduzibles normiertes Polynom in Fy[X] mit Nullstelle a. Ferner ist Fy(«) = F.

Sei K =Q, L =C und y = v/2 — letzteres wollen wir als Abkiirzung auch verwen-
den. Es ist X — 2 mangels Nullstelle in Q ein irreduzibles Polynom. In der Tat sind
die Nullstellen in C gegeben durch /2, (3v/2 und (2+/2, wobei (3 = exp(27i/3) =
—1+1/3. Also ist p1,,q(X) = X* — 2, da dies ein irreduzibles normiertes Polynom
in Q[X] mit Nullstelle y ist. Insbesondere ist [Q(y) : Q] = deg p,.q = 3.

Berechnen wir einmal fi,11,g(X). Dazu schreiben wir die Potenzen des fraglichen
Elements in der Standardbasis (y°,y',4?) von Q(y) iiber Q.

(y+1)° = 1% + oy + 0y?
(y+1)' = 10 + 1y + 0y
(y+1)2 = 13° + 248 + 192
(y+1)2 = 3° + 3yt + 3¢?

Die ersten drei Elemente bilden ein linear unabhéngiges Tupel. Dahingegen ist
(y+1)°=3y+1)*+3(y+1)—-3 = 0.

Also ist
pyH,Q(X) = X*-3X?+3X-3 ,

da dies das normierte irreduzible Polynom minimalen Grades in Q[X] mit Nullstelle
y + 1 ist.

Sei K =F;, L =Fy und y = ¢ — 1. Berechnen wir einmal y,_; g,.

(t—1)° = 1.5 + ot
-1 = =12 + 1!
(t—1)2 = 0% + 1!

Es ergibt sich
poo1r(X) = X2P—X—1.

Die Einbettung von Fy in Fjs in Aufgabe 24.(4) kann auch als Beispiel hierfiir
angefithrt werden.

Bemerkung. Sei K ein Korper. Sei f(X) € K[X] ein normiertes irreduzibles Polynom.
Dann ist K[X]/f(X)K[X] ein Korper; vgl. Lemma in §1.8.5. Schreiben wir

v o= X+ f(X)KX],

so ist K(y) = K[X]/f(X)K[X]. Dariiberhinaus ist f(X) = p x(X), da es sich um ein
normiertes irreduzibles Polynom mit Nullstelle v handelt. In der Tat ist

f()

= f(X+f(X)K[X]) = f(XO)+f(X)K[X] = 0+K[X] = Oxxy/rx0xix] = Oy -
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Ist uns also ein normiertes irreduzibles Polynom f(X) gegeben, so verfiigen wir iiber eine
zugehorige endliche monogene Erweiterung K () von K mit Minimalpolynom i, x (X) =

f(X).
Beispiel. Es ist F; = Fy(«) durch g g, (X) := X?+ X +1 definierbar, da letzteres Polynom
normiert und irreduzibel ist.

2.3.3 Endliche polygene Erweiterungen

Seik > 1.Seienyy, ..., yp € L algebraisch iiber K. Sei die endliche polygene Erweiterung
Ky, 92, u6) = K(y)(2) - (ye) € L

von K durch Iteration monogener Erweiterungen gewonnen. Es besteht K (yi, ..., yx) also

aus den polynomialen Ausdriicken in (y1, ..., yx) mit Koeffizienten in K, d.h.

K(yl,yg,...jyk) = {f(yl,,yk)GL . f(Xl,,Xk)GK[X1,7Xk]}

Insbesondere kommt es auf die Reihenfolge der y; nicht an, es ist also z.B. K (y2,y3,y1) =
K (y1,y2,y3). Mit Satz 1 (Gradsatz) wird

[K<ylay27"'7yk) : K] =

K (s -y u0) c Ky, ye-n)] - (K (y1, w2) « K(y)][K () = K]
Insbesondere ist K (y1,ys, ..., yx)| K endlich.
Beispiel. Wir bilden Q(v/2,v/3) C C.
Es ist 135 o(X) = X? — 2 von Grad 3 und 5 g 95)(X) = X? — 3 von Grad 2. Also ist
mit Satz 1 (Gradsatz) und Satz 2 (Minimalpolynom)

[Q(V2,v3): Q] = [Q(V2,v3): Q(V2)Q(V2) : Q] = 2:3 = 6.

Eine aus dem Beweis des Gradsatzes resultierende Basis von Q(\?/ﬁ, \/3) iiber Q ist gege-
ben durch

(1, V3, V2. V33, (V2 ﬁ(%ﬁ)
~—— ~

J

~~

Alternativ ist 1,5 (X) = X? = 3 von Grad 2 und g5 q.y5(X) = X* — 2 von Grad 3.
Also ist mit Satz 1 und Satz 2

[Q(V2,v3): Q] = [Q(V2,V3): Q(V3)][Q(vV3): Q] = 3-2 = 6.

(Die Irreduzibilitét der hier als Minimalpolynome angefiithrten Polynome kann mit dem
Computeralgebrasystem Magma getestet werden, wie in §2.4 weiter unten dargelegt, oder
mittels Aufgabe 55.(2) verifiziert werden. Allgemein werden wir, wegen der Komplexitét
dieses Problems, die Faktorisierung eines Polynoms in irreduzible als bekannt annehmen
und ggf. via Magma bestimmen.)
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Bemerkung. Eine endliche polygene Erweiterung kann durchaus auch monogen sein, so
ein geeigneter Erzeuger existiert. So z.B. ist R(1 +1,1 —i) = C = R(i).

2.3.4 Morphismen induziert von Nullstellen

Sei K =+ K ein Isomorphismus von Koérpern. Sei Z\f( eine Korpererweiterung.
Sei K () eine endliche monogene Erweiterung mit Minimalpolynom
FX) =D fiX' = p,x(X) € KIX]
i>0
von 7.
Wir erinnern an die Bezeichnung f¢(X) = 3, a(f;) X' € K[X].
Bemerkung. Se:
K(y)——L

.

K—2 s K
ein kommutatives Viereck von Kdrpermorphismen, mit vertikalen Einbettungen.
Sei 4 := b(7y). Dann ist f*(7) = 0.

Beweis. Es ist

[ =

|
NINgINg
VoWV
=
)

\@\/
o

—~
]
[e=)
e
\2@

I
oo oS o
—~~
>
2

—

[m]

Wir wollen nun die Umkehrung dieser Bemerkung zeigen, in welcher wir 7 als Nullstelle
von f?(X) gegeben voraussetzen und einen passenden Korpermorphismus b konstruieren.
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Satz 3 (Nullstelle induziert Morphismus)

Sei & € L gegeben mit | f*(7) = > im0 a(fi)¥ =0z |

Dann gibt es genau einen Morphismus von Kdrpern K () oL omit b(v) = 4 und mit
b =a.
Es ist b(g(7)) = ¢°(7) fir g(X) € K[X].

Es ist K : K(v) =~ K(3) ein Isomorphismus.

Beweis. Schreibe a : K —~ L, x+—a(x). D.h. es sei a der Isomorphismus «a, gefolgt von
der Einbettung K — L.

Esist K[X]/f(X)K(X) =~ K(7), 9(X)+ f(X)K[X]—g(7); vgl. Satz 2.(4) aus §2.3.2.
Wir haben andererseits einen Morphismus von Ringen
K[X] — L
9(X) — g"

(),
welcher auf K zu a einschrankt; vgl. Bemerkung in §1.6.2. Dieser schickt f(X) nach

f*(%) = 0z, und also f(X)K[X] nach {0;}. Also gibt es genau einen Morphismus von
Ringen — nun genauer gesagt von Kérpern —

K[X]/f(X)K[X] — L
9(X) + [(X)K[X] — 4°(3),
welcher komponiert mit p vorstehenden Morphismus gibt; vgl. Bemerkung aus

§1.4.3. Die Komposition des inversen Isomorphismus K (v)-"> K[X]/f(X)K(X),
g(7) —g(X) + f(X)K[X] mit diesem liefert den Kérpermorphismus

welcher auf K zu a einschrankt. Dies zeigt die Existenz von b und die behauptete Formel
b(g(7)) = g*(¥) fiir g(X) € K[X].

Zeigen wir die Eindeutigkeit von b. Sei K(v) Y I ein weiterer Koérpermorphismus mit
b*(y) = 7 und b*|§ = a. Jedes Element in K () ist von der Form g(v) fiir ein g(X) € K[X].
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Dafiir wird nun

b(9(7) = 0"(Xiz097")
Zi>0 b*(g:)b* (’7)1
Zi>0 a(gi):Yi
Zi>0 b(gi)b(’Y)i
b(Z@o gi’Vi)

= b(g(7)) -

Also ist b* = b.
Das Bild von b ist gleich

Imb = {¢"(3) : 9(X) € K[X]} = {3(3) : 9(X) € K[X]} = K(7),

wobei wir fiir die zweite Gleichheit verwendet haben, dafl K[X] — K[X], f(X)+— f*(X)
bijektiv ist. Da Kérpermorphismen injektiv sind, ist folglich /%™ : K(y) — K (¥
[somorphismus.

) ein

Eine Konstruktionsskizze.

Betrachten wir den Spezialfall a = idx explizit.

Folgerung. Sei L|K eine Kirpererweiterung. Sei K(v) eine endliche monogene Erwei-
terung mit Minimalpolynom f(X) = >, , [iX" = pyx(X) € K[X] von ~.

Sei 7 € L gegeben mit | f(7) = 0|

Dann gibt es genau einen Morphismus von Korpern K(v) o L omit b(v) = 4 und mit

. b K@) - .
Esist K(v) —— K(7) ein Isomorphismus.



49

Bemerkung. In der Situation der Folgerung steht die Menge der Kdorpermorphismen von
K(7) nach L, die auf K identisch einschrinken, in Bijektion zur Menge der Nullstellen
von f(X) in L. Die Bijektion ist dadurch gegeben, daf solch ein Kdérpermorphismus b auf
die Nullstelle b(y) von f(X) abgebildet wird.

Beweis. Die Injektivitéat folgt, da, wie im Beweis zu Satz 3 gesehen, ein Kérpermorphismus
von K (7) nach L durch seine Einschrinkung auf K U {7} festgelegt ist. Die Surjektivitét
entnehmen wir vorangehender Folgerung. o

Beispiel.

(1)

Betrachte C|R. Sei v = i. Hier ist nun C = R(i). Esist f(X) = ur(X) = X?+1¢€
R[X]. Nun hat f(X) die weitere Nullstelle 4 := —i in C. Daher gibt es genau einen
Morphismus von Koérpern

(C =)R({) — C(= R()),

der v = i auf ¥ = —i schickt, und der auf R identisch einschrinkt. Dies ist die
komplexe Konjugation.

Betrachte Fy|Fy. Sei v = a. Hier ist nun Fy = Fy(a). Es ist f(X) = por,(X) =
X? + X +1 € F[X]. Nun hat f(X) die weitere Nullstelle o + 1 in Fy. Daher gibt
es genau einen Morphismus von Korpern

(Fi =) F(a) — F (= F(o)),
der v = a auf ¥ = v+ 1 schickt, und der auf F, identisch einschriankt. Dieser schickt
dann ua + v auf u(a + 1) + v, wobei u, v € Fs.
Da auch

Frobg, (ua +v) = (ua+v)* = v?a® +v* = uwa’ +v = ula+1)+v

ist, ist der gefundene Automorphismus von F; gleich dem Frobenius Frobg,; vgl.
Aufgabe 24. Dies folgt iibrigens auch schon kiirzer aus Frobg, (o) = o? = a + 1.

2.4 Ein Taschenrechner zur Faktorisierung von Poly-

nomen

Auf http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/ findet sich ein Magma Calculator, wel-
chen wir als Taschenrechner zur Faktorisierung von Polynomen verwenden wollen.
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Die folgenden Beispiele sind selbsterkldarend — falls nicht, konsultiere man
http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/htmlhelp/MAGMA. . htm.

Beispiel. Folgender Quelltext faktorisiert X4 + X3 — X — 1 € Q[X] in irreduzible Poly-
nome.

Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
f :=X4+X3-X-1;
Factorisation(f);

Dieser Quelltext ist in das orangene Feld einzugeben und der Knopf Evaluate zu driicken.
Im griinen Feld erscheint das Ergebnis.

Beispiel. Folgender Quelltext konstruiert zunsichst K = Q(iv/2) durch Angabe des Mini-
malpolynoms ¢(T') = T? +2 von o = al = iy/2 und faktorisiert dann X*+ X +1 € K[X]
in irreduzible Polynome. Mit der letzten Zeile {iberpriift man, dal o = al in der Tat eine
Wurzel aus —2 ist.

Q := Rationals();

R<T> := PolynomialRing(Q);
g :=T°2 + 2;

K<al> := ext<Qlg>;

S<X> := PolynomialRing(X);
f :=X4+X +1;
Factorisation(f);

al™2;

Das Ergebnis sicht etwas mager aus, sagt aber immerhin, da X* + X + 1 € Q(iv/2)[X]
irreduzibel ist.

Beispiel. Folgender Quelltext konstruiert zunéchst K = Q(a), wobei
fag(X) = X'+ X +1.

Dann wird X*+ X + 1 € K[X] in irreduzible Polynome faktorisiert.
Sodann wird KK = Q(a, b) konstruiert, wobei

Q) (X) = X+ aX*+a°X +a° +1

der zweite irreduzible Faktor der vorstehenden Faktorisierung ist.

In Magma ist zu beachten, daf§ ein neuer Koeffizientenbereich fiir den Polynomring auch
eine neue Variablenbezeichnung erfordert, hier XX. Variablennamen wie XX, KK diirfen mehr
als einen Buchstaben lang sein.
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Dann wird X* + X + 1 € KK[X] in irreduzible Polynome faktorisiert.
Schliefllich wird KKK = Q(a, b, ¢) konstruiert, wobei

[y, Q(ab) (X) = X2+ (a+b)X +b*+ab+a*.

Dann wird X* + X + 1 € KKK[X] in irreduzible Polynome faktorisiert.

Wir haben in KKK[X| = Q(a, b, ¢)[X] eine Zerlegung in vier Linearfaktoren erreicht, na-
mentlich

X' 4 X+1=(X-a)X-bX-c)(X+a+b+c).

Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);

Factorisation(X"4 + X + 1); // erster Durchlauf

KK<a> := ext<Q | X"4 + X + 1>;

RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;

Factorisation(XX"4 + XX + 1); // zweiter Durchlauf
KKK<b> := ext<KK | XX"3 + a*xXX"2 + a"2*XX + a~3 + 1>;
RRR<XXX> := PolynomialRing(KKK) ;

Factorisation(XXX"4 + XXX + 1); // dritter Durchlauf
KKKK<c> := ext<KKK | XXX"2 + (a + b)*XXX + b"2 + axb + a"2>;
RRRR<XXXX> := PolynomialRing (KKKK) ;
Factorisation(XXXX"4 + XXXX + 1); // vierter Durchlauf

Um den Magma Calculator sinnvoll zu verwenden, mufl zunéchst der Teil bis einschlie3-
lich “erster Durchlauf” eingegeben werden. Der Ausgabe entnimmt man das Polynom
X"4 + X + 1, welches zur Definition von KK verwandt wird. Dann mufl nochmals alles bis
einschliellich “zweiter Durchlauf” eingegeben werden. Der Ausgabe entnimmt man das
Polynom XX°3 + a*XX"2 + a"2#XX + a”3 + 1, welches zur Definition von KKK verwandt
wird. Usf.

2.5 Zerfallungskorper

Ziel der Vorlesung ist es, ein Verfahren zu entwickeln, um fiir ein gegebenes irreduzibles Poly-
nom die Galoisgruppe zu bestimmen (und aus dieser Folgerungen iiber die Form seiner Null-
stellen zu gewinnen). Der erste Schritt hierfiir ist die Berechnung seines Zerféllungskorpers;
das ist der in einem gewissen Sinne kleinste Koérper, in dem das Polynom in Linearfakto-
ren zerlegt werden kann. Die Galoisgruppe des gegebenen Polynoms wird dann die Gruppe
der Automorphismen des Zerfillungskorpers sein, die identisch auf den Grundkoérper ein-
schréanken.

Sei K ein Korper. Sei f(X) € K[X]\ {0} ein normiertes Polynom von Grad n := deg f.
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2.5.1 Begriff des Zerfiallungskorpers

Definition. Es heifit L Zerfallungskorper (iiber K) von f(X) € K[X], falls L|K, falls es
Y1, -y Y € L gibt mit

fX) = (X =m)(X =92)-- (X =)  in L[X]

und falls K(vy1,...,7v,) = L.
Beispiel.

(1) Esist C ein Zerfillungskorper von X?+1 € R[X], da X2+ 1 = (X +1)(X —1) und
R(i,—i) =R(i) = C.

(2) Es ist Q(v/2) kein Zerfiallungskorper von X3 — 2 € Q[X], da
X3 —2=(X —V2)(X?+V2X +(V2)?) € Q(V2)[X]

und der Faktor X2 + /2 X + (v/2)? in Q(+/2)[X] irreduzibel ist, schon mangels
Nullstelle in R D Q(v/2).

Wohl ist aber Q(v/2,(3) mit (3 := —1 4+ 1v/3 = exp(27i/3) ein Zerfillungskérper
von X3 —2 € Q[X], da zum einen

XP—2= (X = V2)(X - GV2)(X - 3V2) € Q(V2, G)[X],
und da zum anderen Q(v/2, (3v/2, (3v2) = Q(V2, G).
(3) Es ist Fy ein Zerfiallungskorper von X3 + X + 1 € F,[X], da
X34 X+1 = (X +B8)(X+ )X+ (82+8) € FlX]

und da Fy (8, 8%, 82 + ) = Fy(B) = Fs.

Bemerkung. Ist M|L|K, ist f(X) € K[X], und ist M ein Zerfillungskorper fir f(X)
tiber K, so ist M auch ein Zerfillungskorper von f(X) dber L.

Beweis. Es ist f(X) = [[cp,g(X — ) € M[X] fir gewisse 3; € M. Da ferner M =
K(71,...,7), ist a fortiori auch M = L(y1,...,Vn)- 0

Bemerkung. Ist L|K ein Zerfillungskorper fir f(X) € K[X] dber K, so ist LK als
endliche polygene Erweiterung insbesondere endlich; cf. §2.3.3.

2.5.2 Existenz des Zerfallungskorpers

Wir erinnern daran, daf§ K ein Korper ist und f(X) € K[X]|\{0} ein normiertes Polynom
von Grad n := deg f.



93

Satz 4 (Existenz Zerfillungskérper)
FEs eaistiert ein Zerfallungskérper LIK von f(X) € K[X]| mit [L : K] < n!.

Beweis. Schreibe Ky := K. Schreibe fM(X) := f(X) € K[X]. Es ist deg f(!) = n.

Schritt 1. Sei g(X) ein irreduzibler Faktor von fM(X) in Ky[X]. Sei K; := Ky(a;)
eine endliche monogene Erweiterung von Ky mit fia, ,(X) = ¢g(X); vel. die zweite
Bemerkung in §2.3.2. Es wird

(K : Ko = deggV < deg fV = n.

Beachte, daB aus g™ (a;) = 0 folgt, daB f()(a;) = 0. Schreibe dementsprechend fM)(X) =
(X —a)) fP(X) in K1[X]. Es ist deg f*) =n — 1. Es ist

FX) = (X —a)fP(X).

Sechritt 2. Sei ¢@(X) ein irreduzibler Faktor von f®)(X) in K[X]. Sei Ky := K;(ay) eine
endliche monogene Erweiterung von K, mit ji,, x, (X) = ¢@(X). Es wird

[Ky: Ki] = degg® < degf® = n—1.

Beachte, daf aus ¢ (as) = 0 folgt, daB f?(ay) = 0. Schreibe dementsprechend f®(X) =
(X —a) fO(X) in Ky[X]. Es ist deg f®) =n — 2. Es ist

FX) = (X —a)(X —an) fO(X) .

Schritt 3. Sei ¢ (X) ein irreduzibler Faktor von f®)(X) in Ky[X]. Sei K3 := Ky(a3) eine
endliche monogene Erweiterung von Ky mit ji., 1, (X) = ¢®(X). Es wird

[Ks: Ky = degg® < degf® =n—2.

Beachte, daf aus g (a3) = 0 folgt, daB ¥ (a3) = 0. Schreibe dementsprechend f®)(X) =
(X —a3)fP(X) in K3[X]. Es ist deg f* =n — 3. Es ist

FIX) = (X —a)(X — a2)(X — ag) fY(X) .

Setze so fort bis Schritt n, woraus f*+V(X) mit deg f™*) = 0 hervorgeht. Wir haben
also fOD(X) = 1.

Setze L := K,, = K(a,...,a,), insbesondere L|K. Wir haben insgesamt erhalten
f(X) = (X—a)(X —ag) (X —a,) € L[X].

Somit erfiillt L alle drei Bedingungen an einen Zerfillungskorper.

Schlieflich ist mit Satz 1 (Gradsatz)

[L:K] = [K,: Ky q]|[Kp1: Ko - [Ko: Ki][K1: K] < 1-2---(n—1)-n = nl.
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[m]

Bemerkung. In der Praxis mul der Prozefl aus dem Beweis zu Satz 4 nur bis zu der
Stelle fortgesetzt werden, an der f@¥(X) in K;[X] in Linearfaktoren zerfillt. Denn dann
sind alle weiteren Polynome ¢)(X) mit j > i von Grad 1, und damit findet keine echte
Korpererweiterung mehr statt.

Beispiel. Das letzte Beispiel in §2.4 war die Berechnung eines Zerfallungskorpers von
X*+ X +1 € Q[X] via Magma. In den Bezeichnungen des Existenzbeweises liest sich
dies wie folgt.

Esist Ko = Qund fM(X) = X*+ X + 1.

Schritt 1. Es ist fM(X) € Q[X] irreduzibel, also ¢ (X) = X*+ X +1 die einzig mogliche
Wahl. Sei K; := Q(a) mit a* 4+ a+ 1 = 0; will sagen, mit p, q(X) = X* + X + 1. Zerlege

X4 X+1 = (X—a)(XP+aX?+a’X +a*+1) € Qa)[X].

(.

@ (x)
Schritt 2. Es ist f?(X) € Q(a)[X] irreduzibel, also ¢?(X) = f@(X). Sei K, := Q(a,b)
mit b + ab® + a*b + a® + 1 = 0. Zerlege
X +aX?+a’X+a*+1 = (X =b)(X*+(a+b)X + (a* +ab+ V%)) € Qa,b)[X].

(.

T

Schritt 2. Es ist f&(X) € Q(a,b)[X] irreduzibel, also ¢ (X) = fO(X). Sei K3 :=
Q(a,b, c) mit 2+ (a +b)c+ (a® 4+ ab+ b*) = 0. Zerlege

X t+aX?+a’X+a*+1 = (X =b)(X*+(a+b)X + (a* +ab+ V%)) € Qa,b)[X].

(.

i

Die weiteren Schritte kénnen bereits unterbleiben, da mit L := Ky = Q(3/2, (3v/2) wir
bereits die Faktorisierung
(X2 4+ (a+b)X +(a®+ab+b?)) = (X —c)(X +a+b+c) € Qa,b,o)[X].
in Linearfaktoren haben. Hier konnen wir nun abbrechen, denn wir haben insgesamt
X4 X4+1=X-a)X-bX-c)(X+a+b+c) € Qa,b,c)[X]

erreicht. Ferner ist Q(a,b,c,—a — b — ¢) = Q(a,b,c). Es ist also Q(a,b,c) ein
Zerfallungskorper von X* + X + 1 € Q[X]. Sein Grad iiber Q berechnet sich zu

Q(a,b,¢): Q) = [Qa,b,e) : Qa,b))[Qb) : QUYQ) Q] = 2-3-4 = 24.

Die gefundenen Minimalpolynome besagen hierbei, dafi beim Rechnen in Q(a,b,c) die
Regeln

0 = a*+a+1

0 = VP+ab®+a’b+a*+1

0 = A2+ (a+bc+ (b*+ab+a?)

zu beachten sind — und nur diese.
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Im vorstehenden Beispiel war fiir () (X) stets nur eine Wahl méglich, da £ (X) nie “frei-
willig” zerfiel. Dieser Fall ist recht typisch — fingt man mit einem beliebigen Polynom an, so
ist die Wahrscheinlichkeit grof}, dafl das Verfahren so ausgeht. Falls aber “mit etwas Gliick”
ein £ (X) “freiwillig” zerfillt, so passieren interessante Dinge (um vorzugreifen: dann ist
die Galoisgruppe eine echte Untergruppe der symmetrischen Gruppe).

2.5.3 Eindeutigkeit des Zerfillungskorpers

Wir erinnern daran, daf§ K ein Korper ist und f(X) € K[X]\{0} ein normiertes Polynom
von Grad n := deg f.

Satz 5 (Eindeutigkeit Zerfillungskorper) Seien L|K und L|K Zerfillungskorper

von f(X) € K|[X] diber K. Dann gibt es einen Kirperisomorphismus L —» L mit

L2~ L
K=—=K

Unter impliziter Bezugnahme auf Satz 5 werden wir auch von dem Zerfiallungskorper von

f(X) € K[X] reden.

Beweis. Um die Aussage per Induktion zeigen zu konnen, verallgemeinern wir sie ein

kleines biBchen. Sei K 2+ K ein Kérperisomorphismus. Sei L|K ein Zerfallungskorper
von f(X) € K[X] iiber K. Sei L|K ein Zerfillungskérper von f”( ) € K[X] iiber K.

Dann, so behaupten wir, gibt es einen Koérperisomorphismus L —» L mit ok = p.

L-2-1L
K-‘-K

(Die fiir den Satz zu zeigende Aussage ist hiervon der Spezialfall p = idk.)
Schreibe zunéchst

FX) = TliepmX =)

X)) = Thiepn(X = %)
Beachte, dal L = K(v1,...,7,) und L=KG1,. .., 3).
Wir fiithren eine Induktion nach [L : K].
Ist [L: K]=1,so0ist L =K, und also

fX) = [ X =) e K[X].

1€[1,n]

c L
c L
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Somit ist

frX) = H (X =) = H (X —%) € K[X],

i€[1,n] 1€[1,n]
und also L = K(p(71), ..., p(7)) = K. Wir kénnen o = p wihlen.

Ist [L: K] > 1, so gibt es ein s € [1,n] mit v, ¢ K, insbesondere also [K () : K] > 1.
Halten wir fest, dafl aus [L : K| = [L : K(75)][K(7s) : K] daher folgt, da8

[L: K] > [L:K(7)] -
Da f(7s) = 0, ist . (X) ein Teiler von f(X), also
fX) = pyx(X)g(X)
fiir ein g(X) € K[X]. Somit ist
X)) = i, ((X)g"(X) .

Also gibt es ein § € [1,n] mit pf (9s) = 0. Satz 3 gibt nun einen Isomorphismus

|

K (%)

70 K(v,) = K(%) mit 7(ys) = 75 und 7| = p.

A

Joe
I

Da L ein Zerfillungskérper von f(X) iiber K(v,) ist und L ein Zerfallungskorper von
fP(X) iiber K(7;) ist, und da ferner [L : K (75)] < [L : K], gibt die Induktionsvorausset-
(s)
()

zung einen Isomorphismus o : L > L mit 0] K(

11

=7, und also |k = p.

s

L—2—~1L
K(vs) — <~
K K
Dies zeigt die Behauptunyg. o

Der Beweis zu Satz 5 ist ein Beispiel dafiir, dafl es manchmal einfacher ist, eine allgemeinere
Aussage zu zeigen, als nur einen Spezialfall.

Die Galoisgruppe von f(X) wird aus den Automorphismen von L bestehen, die auf K
identisch einschrinken. Der Beweis von Satz 5 wird zu einer Methode zu ihrer Berech-
nung ausgebaut werden. Wesentlich wird hierbei sein, dafl darin die Wahl von 45 zu bereits
gewdhltem v, nicht eindeutig getroffen werden kann. Cf. §3.4.1.
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2.5.4 Endliche Zerfiallungskorper

e mit [F,| = p* konstruieren, fiir eine beliebig vorgegebene
Primzahl p und ein beliebig vorgegebenes k£ > 1. Die Namensgebung deutet auch schon an,
daf3 es (bis auf Isomorphie) nur einen Koérper mit dieser Kardinalitit gibt.

Wir wollen den Kérper F

Sei p eine Primzahl. Sei k > 1. Sei K der Zerfiallungskoérper von
2(X) = X*" — X e F,[X] .
Es ist K|F,.
Lemma.
(1) Esist |K| = p*.

(2) Sei L ein Korper mit |L| = p*. Dann ist L ~ K.

Wir schreiben auch F,r := K. Es ist also F,» der Zerfallungskorper von X X,
Beweis. Zu (1). Setze K :={z € K : z(z) =0} C K.

Wir behaupten, daB K ein Teilkérper von K ist, der F, enthélt. In der Tat ist z(x) =0
gleichbedeutend zu Frob% (z) = z; vgl. Aufgabe 24. Somit ist F, C K, da fiir Elemente in
F, sogar bereits Froby () = z ist; vgl. Aufgabe 12.(1) oder Aufgabe 24.(2). Insbesondere
ist 1 € K.Sind z, y € K, so ist

Frob% (zy) = Frob% (z)Frob% (y) = zy ,
womit zy € K ferner ist
Frob% (z —y) = Frobh(z) — Frob% (y) = =z — vy,
woraus © —y € K. Also ist K C K ein Teilring. Ist 2 € K ~ {0}, so ist
Frob% (z7!) = Frobk (z)™! = 271,

und also 7! € K. Somit ist K C K ein Teilkérper. Die Behauptung ist gezeigt.

Man hiitte fiir K C K Teilkorper auch verwenden kénnen, da endliche Integritéitsbereiche
Korper sind.

Schreibe nun unter Verwendung der Zerfallungskorpereigenschaft von K
2(X) = Tiepy(X =) € K[X]

mit v; € K. Nach Definition ist aber v; € K fiir alle i € [1,p"]. Es folgt, abermals unter
Verwendung der Zerfallungskorpereigenschaft von K,

K g K = Fp(’YIa"W’ka) g K7
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und also K = K = {1, ... Yk }-
Um nun zu zeigen, dafl |K| = p*, geniigt es zu zeigen, daB ~; # ; fir 1 <4 < j < p".
Mit Aufgabe 25.(2) miissen wir zeigen, dafi ggT(z(X), 2 (X)) = 1 in K[X]; vgl. auch
Aufgabe 25.(3). In der Tat ist aber 2/(X) = —1.
Zu (2). Es ist F, C L der Primkérper. Mit Satz 5 und (1) geniigt es zu zeigen, daf L ein
Zerfillungskorper von z(X) = X?" — X € F,[X] ist. Da (L~ {0}, ) eine Gruppe mit p* — 1
Elementen ist, gilt fir alle y € L ~ {0}, dafl y?" "1 = 1; vgl. Aufgabe 11.(1.c). Also ist fiir
alle y € L die Gleichung z(y) = yp'c —y = 0 erfiillt. Abdividieren dieser p* Nullstellen von
z(X) liefert
k

2(X) = X' =X = [, ,(X —y) € LIX],

da z(X) ein normiertes Polynom von Grad p* ist; vgl. auch Aufgabe 12.(2). Ferner ist

L =F,(y:y € L). Somit ist L in der Tat ein Zerfallungskérper von z(X) = X" - Xe
F,[X]. o
Bemerkung. Die Abschétzung fiir den Grad des Zerfallungskorpers aus Satz 4 wird hier

deutlich unterschritten, es ist k = [F,» : Fp] < deg(ka - X) =p"

Beispiel.
(1) Es ist Fy der Zerfillungskorper von X* — X € Fy[X]. In der Tat ist X* — X =
XX -1)(X —a)(X —(a+1)) € F,[X].
(2) Es ist Fg der Zerfillungskorper von X® — X € Fy[X]. Vgl. Aufgabe 29.(5,4). Vgl.
auch das Beispiel in §2.5.1, Teil (3).
(3) Esist Fy der Zerfillungskorper von X? — X € F3[X].

(4) Es ist F, der Zerfillungskorper von X? — X € F,[X]. Vgl. auch Aufgaben 12.(2)
und Aufgabe 24.(2).

Halten wir nochmals kurz fest :

Korollar. Zu jeder Primpotenz gibt es bis auf Isomorphie genau einen Kdorper mit dieser
Elementzahl.

Beachte, dal umgekehrt die Kardinalitéit eines endlichen Korpers eine Primpotenz ist;
vgl. Aufgabe 26.



Kapitel 3
Automorphismen

Wir werden die bendtigten gruppentheoretischen Begriffe und Aussagen dann einfithren,
wenn sie gebraucht werden.

3.1 Die Automorphismengruppe einer Erweiterung

Definition. Sei L|K eine Korpererweiterung. Sei
Awt(L|K) = {o: L=~ L : off =idg}

die Automorphismengruppe von L|K. Thre Elemente heilen Automorphismen von L|K
(gesprochen: von L iiber K). Die Multiplikation zweier Elemente o, 0’ € Aut(L|K) ist
hierbei durch o o o’ gegeben.

~
/"”\
—>L—=~

|

In der Tat ist Aut(L|K) damit eine Gruppe. Denn Assoziativitéit folgt aus der Tatsache,
dafl Verketten von Abbildungen assoziativ ist. Das Element id; fungiert als Einselement.
Die zu einem o € Aut(L|K) inverse Abbildung o' ist zum einen wieder in Aut(L|K),
vgl. die erste Bemerkung in §1.4.1, und zum anderen auch das Inverse in dieser Gruppe,
dacoo ™t =id, und 07! oo =1id;.

29
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3.2 Gruppenmorphismen, Untergruppen, Normal-
teiler

Seien G und H (multiplikativ geschriebene) Gruppen; vgl. §1.1, Erinnerung (1).
Definition. Ist G endlich, so spricht man von der Ordnung |G| der Gruppe G.
Vgl. Aufgabe 11.

Definition. Eine Abbildung G o H heift Gruppenmorphismus, falls f(gq") = f(9)f(d")
fir alle g, ¢’ € G.

Dann ist f(lg) = f(le) - f(1e)  f(le) ™" = f(le - 1e) - f(le) ™' = f(le) - f(la) ™! = 1u.
Fiir g € Gist f(g7") = f(g7") - fl9)- f(@9)™ = flg™" -9)- fl9)™ = flle) - fl9)™! =
lg - flg)™ = flg)~"

Definition. Ein bijektiver Gruppenmorphismus heifit Isomorphismus von Gruppen, oder
Gruppenisomorphismus, geschrieben G —» H. Zwei Gruppen G und H heiflen isomorph,
wenn es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt, geschrieben G ~ H.

Bemerkung. Ist G—i» H ein Gruppenisomorphismus, so auch G J;Vl H.
Beweis. Es ist zu zeigen, da8 f~! ein Gruppenmorphismus ist. Seien h, i’ € H. Es wird
fARR) = AR FUHRD) = fHSHR)-FHRD) = fHR) )

Definition. Eine Teilmenge U C G heifit Untergruppe, wenn 14 € U ist, und wenn fiir
alle u, v € U auch uv™! € U ist. Wir schreiben diesenfalls U < G.

Bemerkung. Eine Untergruppe U von G ist mit der von G vererbten Multiplikation
(Y : U x U—U wieder eine Gruppe.

Beweis. Zu zeigen ist, da die Einschrinkung (-)|Y, ,; existiert. Zunéchst ist mit v € U
auch v™! = 1.0~ € U. Ferner folgt fiir G allgemein, dafl z 7'z = 1 = 2~ }(z71)~, also
z = (71! Somit wird fiir u, v € U auch uv = u(v™')"' € U. o

Bemerkung. Sei G -1 H ein Gruppenmorphismus. Sei

Im f = f(G) = {f(9) : g€ G}

sein Bild. Es ist Im f < H. Ist dazuhin f injektiv, so ist f|™7/ : G — Im f ein Isomor-
phismus.

Siehe Aufgabe 37.(2,3).

Bemerkung. Sei g € G. Die Abbildung G ) G, x+— % ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Wegen Yxy) = gryg™' = grg~lgyg™' = %% firz, y € G liegt ein Gruppenmor-

phismus vor. Da 9—) von 971(—) beidseitig invertiert wird, ist dieser Gruppenmorphismus
auch bijektiv. o

Definition. Eine Untergruppe U < G heifit Normalteiler in GG, oder normal in G, falls
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fir alle g € G gilt, dal U := gUg™ ' := {gug™ : wu € U} gleich U ist. Wir schreiben
diesenfalls U < G.

Sei G L+ H ein Gruppenmorphismus.

Definition. Sei
Kemnf = {g€G : f(g) = lu}

der Kern von f.

Bemerkung. Es ist Kern f < G

Siehe Aufgabe 37.(5).

Bemerkung. Es ist Kern f = {1¢} genau dann, wenn f injektiv ist.

Beweis. Ist f injektiv, und ist g € Kern f, so folgt aus f(g) = 1y = f(1lg), daBl g = 15 .
Also ist Kern f = {1¢}.

Sei umgekehrt Kern f = {14} vorausgesetzt. Seien g, ¢ € G so, dal f(g) = f(¢'). Dann
ist f(99'™") = f(9)f(¢')"" = 1u, und also gg'~' = 15, ie. g =g :

Definition. Sei U < G. Fiir g € G sei gU := {gu : w € U} C U die Linksnebenklasse
von g modulo U. Sei G/U :={gU : g € G} die Linksfaktormenge von G modulo U.

Fir x € G ist U = U genau dann, wenn x € U liegt. Denn diesenfalls ist xU D U, da
fir u € U u = 2o 'u € 2U liegt, sowie U C U, da fiir u € U auch zu € U liegt. Vgl.
auch Aufgabe 38.

Fiir g, h € G ist gU = hU genau dann, wenn h™1gU = U ist, d.h. wenn h™'g € U liegt.

Definition. Sei N < G. Auf der Linksfaktormenge G/N konnen wir eine Multiplikation
durch gN - hN := ghN definieren, wobei g, h € G.

Denn f'L'u" g, G, h, h € G mit gN = §1N und AN = hN ist g 'g, h"'h € N. Wir haben
ghN = ghN zu zeigen, i.e. h™'gLgh € N. Aber 73 G 'gh = h 'h(h g 'gh) liegt in N,
da mit g~'g wegen N < G auch h™'g 'gh in N liegt.

Es ist G/N eine Gruppe, da gN-1N = gN = 1N-gN ist,dagN-g~!N = 1N = g !N -gN
ist und da (¢N - AN) - kN = ghN - kN = ghkN = gN - hkN = gN - (hN - kEN) ist, wobei
g, h, k € G. Es heifit G/N die Faktorgruppe von G modulo N.

Wir haben den Gruppenmorphismus p : G— G/N, g gN. Denn es ist p(g) - p(h) =
gN - hN = ghN = p(gh) fiir g, h € G.

Lemma. Sei G '+ H ein Gruppenmorphismus. Sei N I G mit N < Kern f gegeben.
Dann gibt es den Gruppenmorphismus f : G/N — H, gN — f(g).

Es st f injektiv genau dann, wenn N = Kern f ist. Falls dem so ist, dann ist auch
fl=/ G/ Kern f — Im f, gKern f +— f(g) ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Es ist f wohldefiniert, da fiir g, § € G aus gN = gN folgt, daB ¢~'§ N <
Kern f liegt, und daraus, daf f( )7H(9) = flg7'g) = 1ist, dh. f(g) = flg ) st f

ein Gruppenmorphismus, da f(gN) - f(GN) = f(9)f(9) = f(99) = f(9gN) = f (gN QN )
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ist fiir g, g € G.

Esist Kern f = {gN : g€ G, f(9) = 1g } = (Kern f)/N. Also ist f injektiv genau dann,
wenn Kern f = N ist. Diesenfalls ist f|™/ bijektiv und also ein Gruppenisomorphismus.

3.3 Perfekte Korper
Definition. Ein Korper K heifit perfekt, falls (i) oder (ii) gilt.

(i) Esist char K = 0.

(ii) Esist char K = p > 0, und fiir jedes # € K gibt es ein y € K mit y? = x.

Die Forderung in (ii) ist dquivalent dazu, zu verlangen, da§ Frobg ein Automorphismus
ist; vgl. Aufgabe 24.(1).

Beispiel. Die Korper Q, R, C, Q(T) sind perfekt.

Beispiel. Ist K ein endlicher Korper, so ist K perfekt. In der Tat ist dann char K =: p > 0,
und es ist Frobg ein Automorphismus von K; vgl. Aufgabe 24.(1).

Beispiel. Sei p prim. Es ist F,(T") nicht perfekt. In der Tat ist Frobg,x) nicht surjektiv;
vgl. Aufgabe 24.(1).

Lemma. Sei K perfekt. Sei f(X) € K[X] ein normiertes irreduzibles Polynom von Grad
deg f =n. Sei L|K so, daff f(X) in L[X] in Linearfaktoren zerfdllt. Schreibe

fX) = (X =m)- (X =) € LIX].

Dann ist v; # v; firi, j € [1,n] miti # j.

Beweis. Nach Aufgabe 25.(2) geniigt es zu zeigen, dafi ggT(f(X), f (X)) = 1, ge-
nommen in L[X]. Nach Aufgabe 25.(3) geniigt es dazu wiederum zu zeigen, daf
geT(f(X), f'(X)) =1, genommen in K[X]. Da f(X) € K[X] irreduzibel ist, geniigt es
dafiir zu zeigen, dafi f(X) kein Teiler von f’(X) ist. Da deg f’ < deg f, geniigt es also zu
zeigen, dafl f'(X) # 0.

Nehmen wir also an, es sei f'(X) =3 . ifiX'"' = 0. Dann ist if; = 0 fiir alle i > 0.
Ist char K = 0, so ist dies wegen deg f > 1 nicht moglich. Ist char K = p > 0, so folgt
fi = 0 wann immer i #, 0, also f(X) = > fuX". Sei g; € K mit g; = f,; fiir i > 0.
Anwendung von Frobg(x) wie in Aufgabe 24.(1) gibt

gX)P = (Zi>0 giXi)p = Zz;o ngpi = Zi}[) fpiXpi = f(X).
Somit ist f(X) reduzibel, und wir haben einen Widerspruch. -

In Aufgabe 35 begegneten wir einem irreduziblen Polynom mit mehrfachen Nullstellen

in seinem Zerfdllungskérper. Um ein konkretes Beispiel zu haben, kann man dort etwa
K =F,(T) und a =T setzen.
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3.4 Die Automorphismengruppe eines Zerfiallungs-
korpers

3.4.1 Theorie

Sei K ein perfekter Korper. Sei f(X) € K[X] ein Produkt verschiedener normierter ir-
reduzibler Polynome. Sei L|K der Zerfallungskorper von f(X). Wir wollen ein Verfahren
zur Berechnung von Aut(L|K), also der Automorphismengruppe der Zerfallungskorperer-
weiterung, angeben.

Schreibe

fX) = (X=m)(X —92)--- (X =) € LIX]

Bemerkung. Sind u(X), v(X) € K[X] normiert und irreduzibel, und gibt es ein § € L
mit u(d) = v(d) =0, so ist u(X) = v(X). Ungekehrt gesprochen, verschiedene normierte
irreduzible Polynome in K|[X]| haben disjunkte Nullstellenmengen in L.

Beweis. Es ist u(X) = ps x(X) = v(X); vgl. erste Bemerkung in §2.3.2. g
Bemerkung. Es ist v; # v; fir alle i # j in [1,n].

Beweis. Sei v; = ;, aber i # j angenommen. Schreibe f(X) = g (X)---¢g®(X) mit
¢ (X) € K[X] normiert und irreduzibel. Nach Voraussetzung ist ¢(*(X) # ¢\ (X) fiir
a # a'. Danun (X —)(X — ;) = (X — %)? ein Teiler von f(X) in L[X] ist, und da
mit vorangegangener Bemerkung die Nullstellenmengen in L verschiedener irreduzibler
Polynome aus K[X] disjunkt sind, gibt es ein a € [1,b], fiir welches ¢ (X) in L[X]
von (X — 7;)? geteilt wird. Dies ist aber mit dem Lemma in §3.3 wegen K perfekt nicht
moglich, und wir haben einen Widerspruch. o

Um ein einigermaflen effizientes Verfahren zu bekommen, numerieren wir die Nullstellen
von f(X) in L wie folgt um.

Sei deg pt, x maximal unter den deg ji,  mit s € [1,n].

Sei deg fiq,, i () Maximal unter den deg ji,, k(-,) mit s € [2,7)].

71

Sei deg [y, K (y1,7,) Maximal unter den deg /iy, x(y, ) Mit s € [3,7].

Usf. Dies wird etwa dadurch erreicht, dal bei der Bestimmung des Zerféallungskérper in
jedem Schritt von den noch zu behandelnden irreduziblen Faktoren derjenige grofiten
Grades als Minimalpolynom fiir die anstehende Korpererweiterung ausgewihlt wird.

Sei ferner m € [1, n] minimal so, daB8 K(v1,...,Ym) = K(71,- .-, 7).
Schreibe I" := {71,...,7,} C L fiir die Menge der Nullstellen von f(X) in L.
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Ist o0 € Aut(L|K), und ist s € [1,n], so ist

flo(vs) = Z,;o fig(%)i
= U(Zz;o fﬁ;)
= o(f(7))
= 0(0)
vgl. auch die erste Bemerkung in §2.3.4. Folglich ist o[l definiert, injektiv, und damit
wegen [' endlich auch surjektiv.

Setze o(vs) =: Va(s) fiir s € [1,n]. Da off. bijektiv ist, und da v; # 7; fiir alle ¢ # j in
[1,7n], definiert dies ein Element ¢ € S,,, i.e. eine Bijektion von [1,n] in sich.

Ist also z.B. n =3, o(v1) = 73, 0(72) = 1 und o(y3) = 72, so ist & = (373).

Man gewinnt & also, indem man sich von der Operation von ¢ auf den v, € IT' “nur die
Indizes notiert”.

Bemerkung. Sei E(01,...,0;)|E eine endliche polygene Kérpererweiterung. Sei F' ein
weiterer Korper, und seien

P, p~ : E(&l,,dk) — F
Korpermorphismen. Ist plis, .5,y = Plisr,...60}, S0 st p = p.

Beweis. Jedes Element von E(dy, . .., dy) ist von der Form eihm,iké? e (5,2‘“ mit

gewissen e;, ;. € F. Es wird

p( Zil,...,ik >0 €i1,...,ikéil .- 52’“)
= Zzlzk >0 ez‘l,...ﬂ‘kp((sl)il .. -p(5k)ik
- Zil,...,ik >0 eil,...,ikﬁ((sl)il . ﬁ((gk)lk
- ﬁ(zil,...,ik>0 61'1,.‘.,1',6611'1 .- 5;}) )

sl 20

Lemma. FEs ist
Aut(L|IK) — S,
o +——> 0

ein injektiver Gruppenmorphismus, und damit ein Isomorphismus auf sein Bild.

Beweis. Zeigen wir, dafl ein Gruppenmorphismus vorliegt. Seien o, ¢/ € Aut(L|K). Fiir
s € [1,n] ist

Yosors) = (@00) (1) = 0(Yor(s)) = V(zoar)(s) -
Alsoist coo’ =g 04’ .

Zeigen wir, dafl dieser Gruppenmorphismus injektiv ist. Mit der Bemerkung aus §3.2 ist
zu zeigen, dafl aus ¢ = idy ) folgt, dafl o = idy, . Ist aber & = id[; ), so ist o/l =idr, und
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also o|r = idy [r. Mit vorstehender Bemerkung folgt nun wegen L = K(vyi,...,7,), dafl
o = ldL . o

Unter dem Berechnen der Gruppe Aut(L|K) werden wir das Berechnen ihres isomorphen
Bildes in §,, beziiglich unserer gewihlten Numerierung der Nullstellen von f(X) in L
verstehen.

Konstruktion. Die Existenz der nun folgenden Isomorphismen o; fiir i € [1, k| ist jeweils
durch Satz 3 (Nullstelle induziert Morphismus) gesichert.

Sei K 2% K die Identitiit.

1. Schritt. Sei 7y eine Nullstelle von p7) 1(X) (= iy, 1 (X))
Sei K (11) =+ K(7), y =}, allgemeiner g(y1) — g% (v1) (= g(7)) fiir g(X) € K[X].

2. Schritt. Sei 7, eine Nullstelle von p7) ;. (X).

Sei K (71,72) = K(7V1,7), Y274, allgemeiner g(7e) = g7 (v4) fiir g(X) € K (71)[X].

o2

3. Schritt. Sei 4 eine Nullstelle von I K(%W)(X ).

Sei K (71,72, 73) —== K (7}, 7%, 74)s V3 — 74, allgemeiner g(y3) — ¢°2(v4) fiir
9(X) € K(v1,7)[X].

Om

Usf. bis zum m-ten Schritt. Es ist dann L = K(y1,...,%m) == K(4,...,7,,) = L in
Aut(L|K) mit 0,,(vs) = 7, fiir alle s € [1,m]. In der Tat haben wir folgendes kommuta-
tives Diagramm.

L:K(,}/l?'"vvm)Lj)K(Viv""'%n)

| |
| |

K (71,72, 73) — K (7}, Y5 V3)

T T

K<71772) Lf K(%ﬁé)

T !

K(m) le K(v)

T T

K K

oo =idg

~

Insbesondere ist o, ein K-linearer Isomorphismus, also [K(v,...,vm) @ K] =
[K(vy ) K] Da K(vy,...,v) € L=K(V1,...,%m), folgt L=K(V],..., %)
Ende der Konstruktion.
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Ein aus dieser Konstruktion gewinnbares Tupel (7,75, ...,7.,) heifle zuldssig. Sei Z die
Menge der zulédssigen Tupel.

Da, wie oben allgemein angemerkt, o,,(I') = T', folgt insbesondere, dafl die Eintrége eines
zuldssigen Tupels alle in T liegen, d.h. Nullstellen von f(X) in L sind.

Satz 6 (Automorphismen durch zulissige Tupel)
Wir haben eine bijektive Abbildung

Aut(L|K) = Z

o (U(71>7"'7U(7m)) :
Beweis. Zeigen wir zunéchst, dafl eine wohldefinierte Abbildung vorliegt, d.h. daf
(0(71),...,0(vm)) in der Tat zuldssig ist.

Wir behaupten, daf es eine Konstruktion gibt mit o4(y;) = v/ = o(v;) fiir alle s € [1,m)]
und alle i € [1, s].

Um eine solche Konstruktion durchzufiihren, verwenden wir eine Induktion nach den
Schritten s € [1,m]. Es ist 0 = idg.
Seien nun die Schritte 1 bis s — 1 bereits so durchgefiihrt, dafl o,_1(y;) = 7} = o(7;) fiir

alle i € [1, s — 1]. Mit obiger Bemerkung ist dann insbesondere 0,1 = 0|§§113::3 :

Schreibe u(X) = >0 u; X7 = fiy, K(y1,mye) (X) € K (71, .+, 76-1)[X]. Nun ist
,Uz:}é(ﬁﬂ ,,,,, %71)(0(%)) = Zj>0 Us%(“j)a(%)j

= 2s00(wy)o(vs)
= 0 Zpo J’Ys)

(
= o(u(ys))
= U(HJ%K QERIS 73_1)(’73))
= o(0

|
-

Somit diirfen wir o4(vs) = 7. = o(ys) wahlen. Fir ¢ € [1,s — 1] ist ferner o4(y;) =
0s-1(7:) = 7 = o(y;). Dies zeigt die Behauptung und also, da (o(v1),...,0(7s)) in der
Tat ein zuldssiges Tupel ist.

Zeigen wir die Injektivitdt von ®. Sind 0,6 € Aut(L|K) mit (o(11),...,0(¥m)) =

(@(7)y---,0(7m)) gegeben, so kénnen wir wegen L = K(7i,...,%y,) mit obiger Bemer-
kung folgern, dafl o = 5.

Zeigen wir die Surjektivitdt von ®. Sei (v1,...,7.,) ein zuldssiges Tupel. Sei o, der
aus der Konstruktion resultierende Automorphismus von L|K. Dann ist (v1,...,7.) =
(Um(71)7-~70m(%))- o

Bemerkung. Um Aut(L|K) also als Teilmenge von S,, zu berechnen, mufl die Menge
aller zuléssigen Tupel ausgerechnet werden. Sodann muf fiir jedes zulédssige Tupel die
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Einschriankung des jeweilig via ®~! zugehérigen o, auf I' berechnet werden, und aus
dieser Einschrankung dann &, € S,, abgelesen werden.

Um die Permutation o,,|1 der Nullstellen zu bestimmen, ist es giinstig, die Elemente 7/
fir alle i € [1,m] als Elemente von T" = {71, ..., 7, } zu kennen. Dazu muf im s-ten Schritt
die Nullstellenmenge von pz‘:}(m 77777 . y(X) als Teilmenge von I' bestimmt werden, was
mit Faktorisieren dieses Polynoms in Magma erreicht werden kann. Somit kennt man
om(7s) = 7% fiir alle s € [1,m]. Um die noch fehlenden Elemente o,,(v;) fiir t € [m + 1,n]
zu bestimmen, ist es giinstig, diese Elemente v; als polynomiale Ausdriicke in vy, ..., s
zu kennen — dies resultiert aber bereits aus unserer Konstruktion des Zerfallungskorpers

via Magma; cf. Aufgaben 30, 34.
Bemerkung. Die Anzahl der zulissigen Tupel |Z| ist gleich [L : K].

Beweis. Gehen wir in obige Konstruktion. Sei s € [1,m]. Wir behaupten, daB

,uzz}é(% e (X)) ein Teiler von f(X) in L[X] ist. Da f(y,) = 0, ist f(X) =

Py K (1soiye—1) (X )R(X) fiir ein R(X) € K (1, ...,7s-1)[X]; vgl. Satz 2.(2), §2.3.2. Beach-
te, daB8 f(X) € K[X] und o,_|¥ = idy impliziert, da§ fo=-1(X) = f(X). Also erhalten
wir in der Tat eine Faktorisierung

FX) = 177 = 1 ke KD A7)
in L[X]. Dies zeigt die Behauptung.
Da f(X) in L[X] in verschiedene Linearfaktoren zerfillt, zeigt die Behauptung nun, dafl
dies auch fiir M::jfé(v (X) zutrifft. Somit haben wir im s-ten Schritt der Konstruktion

1yeees 7571)

deg 1 Kimmesy = A€ Ly (o) = (01 Ysm1:7s) T K (e sm1)]

Os—1
Vo s B (V1500575 —1)

(K (75 Ym) K (v, Y DI (v, Yme1) t K Yme2)] - [K () + K] = [L: K]

zuléssige Tupel. o

Wahlméglichkeiten fiir 47 als Nullstelle von p (X) in L. Es existieren mithin

Diese Bemerkung zeigt zusammen mit Satz 6 die

Folgerung. Es ist |Aut(L|K)| = [L : K].

Zusammen mit obigem Lemma betreffs Aut(L|K) C— S, zeigt dies wiederum die
Folgerung. Es ist Aut(L|K) ~ S,, genau dann, wenn [L : K] =n!.

SchlieBlich greifen wir der Terminologie insofern noch ein wenig vor, als daf§ der Begriff
der Galoiserweiterung noch nicht fiel; cf. §3.5.1.4 unten. Nichtsdestoweniger :

Definition. Es heifit
Gal(f(X)) = Gal(L|K) := Aut(L|K)
die Galoisgruppe von f(X) € K[X], oder auch von L iiber K.

Verwendet man die Notation Gal(f(X)), so darf man den Grundkérper K nicht vergessen,
aus welchem f(X) € K[X] seine Koeffizienten hat.
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In diesem Fall wird die Automorphismengruppe also alternativ auch nach ihrem Entdecker,
EVARISTE GALOIS (1811-1832), benannt. Schon allein der Begriff der Gruppe stammt von

Galois!

3.4.2 Praxis

3.4.2.1 Ein kleines Beispiel, X3 + X + 1 € Q[X]

Sei f(X) = X3+ X+1 € Q[X]. In Aufgabe 34.(1) wurde der Zerféllungskérper L = Q(a, )

konstruiert, mit

Ha,Q (X)
116,Q(a) (X)

Es zerfiel

X+ X +1
X?+aX + (a®+1).

X34+ X+1=(X-a)(X-b(X+a+b) € Qa,b)[X].

Ferner war [Q(a,b) : Q] = 6. (1).

Sel
M
Y2
73

b
—a—0b (%).

Wir wollen ein isomorphes Bild Gal(X? + X + 1) = Gal(Q(a, b)|Q) als Untergruppe von

S3 konstruieren.

Da |Gal(Q(a,b)|Q)| = [Q(a,b) : Q] = 6, und da auch |S3| = 6, ist das Ergebnis von
vorneherein klar — es ist dieses gesuchte Bild gleich S3; vgl. die beiden Folgerungen in
§3.4.1. Da wir das Verfahren illustrieren wollen, machen wir von dieser Uberlegung keinen

Gebrauch.

Es ist m = 2 und n = 3. Bestimmen wir die Menge Z der zuldssigen Tupel, sowie das vom
jeweils zugehorigen Automorphismus o, gelieferte Element 65 der Sz, und somit insgesamt
das Bild von Gal(X?® + X + 1) = Gal(Q(a, b)|Q) in Ss.

!Hierzu verwandten wir Magma wie folgt.

Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
Factorisation(X"3 + X + 1);
KK<a> := ext<Q | X"3 + X + 1>;
RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX~"3 + XX + 1);

KKK<b> := ext<KK | XX"2 + a*xXX + a2 + 1>;

RRR<XXX> := PolynomialRing(KKK) ;
Factorisation(XXX"3 + XXX + 1);

2In Magma entsprechend :
gal := a;

ga2 := b;
ga3 := -a-b;
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Q(a,b) =2 Q(71,73) 1y qay(73) = 0

Qa) —=—Q(7)) 1eq (1) =0

Im folgenden Prozedere verstehen wir unter Nullstellen stets Nullstellen in Q(a, b).

Die Nullstellen von
fag(X) = X°+X +1

sind 71, 72 und 73 (3). Unter diesen haben wir ein 7} auszuwiihlen.

Fall v1 = 1. Es ist 01(a) = 71 (also 01 = idg(a)). Insbesondere ist
My qea)(X) = XP4nX+0i+1),

welches die Nullstellen 7, und 73 hat (*). Unter diesen haben wir ein +5 auszuwéhlen.

Subfall vy = 7y5. Es ist 02(b) = 7, (also 02 = idq(a)). Somit ist (v1,72) ein zulédssiges
Tupel. Ferner ist

o2(y3) = oa(—a—b) = —oa(a) —oa2(b) = —p1 = = —a—b = (°).

Da also 02(71) = 71, 02(72) = 72 und ga(v3) = 73, folgt o = (i%g)

Subfall 75 = 3. Es ist o2(b) = ~y3. Somit ist (71, 73) ein zuldssiges Tupel. Ferner ist
09(73) = o2(—a—0b) = —o3(a) —0s(b) = —n1—3 =b = 7.

Da also 09(71) = 71, 02(72) = 73 und oa(y3) = 72, folgt 72 = (133).

Fall o, = 7. Es ist 01(a) = 5. Insbesondere ist
PrgwX) = X2+ 70X + (5 +1),

welches die Nullstellen v, und 73 hat (). Unter diesen haben wir ein +5 auszuwéhlen.

Subfall v5 = v1. Es ist 03(b) = 1. Somit ist (79, 71) ein zuldssiges Tupel. Ferner ist

02(73) = 02(—a—b) = —oz(a) —02(b) = —yo—11 = ~b—a = 3.

SFactorisation(XXX"3 + XXX + 1);

iFactorisation(XXX"2 + gal*XXX + (gal~2 + 1));

Eine andere Moglichkeit besteht wegen 02(73) € I’ nun auch nicht mehr. Dennoch ist diese Rechnung
eine gute Probe.

6Factorisation(XXX"2 + ga2+XXX + (ga2°2 + 1));
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Da also 02(71) = 72, 02(72) = 71 und o2(73) = 73, folgt 2 = (%%g)

Subfall v = ~3. Es ist 02(b) = 73 = —a — b. Somit ist (y2,73) ein zuldssiges Tupel.
Ferner ist

03(73) = 0a(—a—10b) = —o9(a) —oa(b) = = —13 = a = .

Da also 02(71) = Y2, 02(72) = 73 und oa(y3) = 71, folgt 72 = (531).
Fall v = ~3. Es ist 01(a) = ~3. Insbesondere ist

My qea)(X) = X+ X +(5+1),

welches die Nullstellen v, und v, hat (7). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwiihlen.

Subfall v = v1. Es ist 03(b) = ;. Somit ist (73, 71) ein zuléssiges Tupel. Ferner ist
03(73) = o2(—a—10b) = —o3(a) —03(b) = —y3 -1 =b = 7.

Da also 03(71) = 73, 02(72) = 71 und o2(73) = 72, folgt o2 = (%%g)
Subfall 75 = 9. Es ist a3(b) = 2. Somit ist (7y3,72) ein zulédssiges Tupel. Ferner ist

09(73) = 0a(—a—0b) = —o3(a) —0a(b) = =3 —72 = a =n.

Da also g9(71) = 73, 02(72) = 72 und oo(y3) = 71, folgt a5 = (:1),3?)

Als Ergebnis erhalten wir

Z = {0n2), (n,78), (v, m)s (72,%), (93, m)5 (93, 72) 5
und das isomorphe Bild von Gal(Q(a,b)|Q) in S5 zu

{(133), (132). (213), (237). (373), (331)} = S5

Kurz, es ist hier Gal(X? + X + 1) = Gal(Q(a,)|Q) = Aut(Q(a,d)|Q) = Ss.

Man sieht also, es ist ein ganzer Baum von Féllen, Subfillen etc. abzuarbeiten.

"Factorisation(XXX"2 + ga3*XXX + (ga3°2 + 1));



71

In Magma gibt es:

G := GaloisGroup(X~3 + X + 1);
{u : u in G};
Order(G) ;

Vorsicht ist hier im allgemeinen aber deswegen geboten, weil die von Magma gewé&hlte
Numerierung mit der unsrigen nicht iibereinstimmen mufl.

Im Regelfall ist in der Tat Gal(L|K) = S,, . Aber nicht immer!

3.4.2.2 Zykelschreibweise in der symmetrischen Gruppe

Sei n > 1. Es bezeichne ein Zykel
(S1y..+,Sk)

der Linge k > 1, mit s; € [1,n| und s; # s; fur ¢, j € [1,k] mit ¢ # j, das Element in S,
welches s; auf s;41 schickt fiir i € [1,k — 1] und s; auf s;, und welches die Elemente aus
[1,n] ~ {s1,..., sk} festlaBt.

Bei Komposition disjunkter Zykeln, d.h. solchen, die keinen Eintrag gemeinsam haben,
148t man das Zeichen (o) fiir Verkettung auch weg. Die Reihenfolge der Verkettung spielt
bei Disjunktheit keine Rolle.

Unter der Zykelschreibweise eines Elements o € S, verstehen wir eine Zerlegung von o in
ein disjunktes Produkt von Zyklen.

Fiir die Identitét id = idp ,,) existiere hierbei keine Zykelschreibweise.

Z.B. ist
(315136752) = (1,3,9,2)(5,8) € Sy.

Oder aber z.B.
Ss = {id, (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3), (1,3,2)}.
SchlieBlich ist z.B.
(1,3,4,5) 0 (2,4,3)(1,6) = (1,6,3,2,5) € S7.

3.4.2.3 Eine Abkiirzung

3.4.2.3.1 Untergruppenerzeugnis

Sei G eine endliche Gruppe. Sei n > 1, und seien g1, ..., g, € G. Sei (g1,...,¢,) der
Schnitt aller Untergruppen, die alle Elemente ¢4, ..., g, enthalten, also
(g1, s gn) = ﬂ V.
V<G
g1,--,9n € G

Dies ist wieder eine Untergruppe von GG, genannt das (Untergruppen-)Erzeugnis der Ele-
mente ¢gi, ..., gn.
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Es berechnet sich als Teilmenge U in GG bestehend aus séamtlichen Produkten der Elemente
g1, - - -, gn in beliebiger Reihenfolge. Es ist U unter Inversion abgeschlossen, da fiir z € U
auch 27! = 2°@®~1 ¢ U liegt; vgl. Aufgabe 11. Es enthilt U das Element 15 als leeres
Produkt. Es enthélt U mit zwei Elementen auch das Produkt des ersten mit dem Inversen
des zweiten. Somit ist dies eine Untergruppe von G, die g1, ..., g, enthélt. Also ist

(g1, 9n) < U.

Ferner ist U in allen Untergruppen enthalten, die g1, ..., g, enthalten. Also ist

U < <glv"'7gn>’

Insgesamt ist folglich
U = <gla"'7gn> :

Den Fall n = 1 haben wir in Aufgabe 11.(1) besprochen. Dort haben wir auch festgestellt,
daB [{g1)| = o(g1)-

3.4.2.3.2 Untergruppenerzeugnis via Magma
Mittels Magma berechnet sich das Untergruppenerzeugnis wie folgt.

Berechnen wir z.B. ((1,2,3), (1,2)) < Ss.

U := sub< SymmetricGroup(3) | (1,2,3), (1,2) >;
Order (U) ;
{u : u in U};

Wir erhalten [((1,2,3), (1,2))| = 6, also ((1,2,3), (1,2)) = S;. Ferner wird eine Liste der
Elemente ausgegeben.

Berechnen wir z.B. ((1,2)(3,4), (1,3)) < Ss.

U := sub< SymmetricGroup(4) | (1,2)(3,4), (1,3) >;
Order (U) ;
{u : u in U};

Wir erhalten |((1,2)(3,4), (1,3))] = 8, genauer

<(17 2)(37 4)’ (17 3)> =
fid, (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (2,4), (1,3), (1,4,3,2), (1,4)(2,3), (1,3)(2,4)} .

Es ist nun das Bild von Aut(L|K) in S,, eine Untergruppe. Unser Prozedere berechnete
nun nacheinander Elemente dieses Bildes, bis alle Elemente gefunden waren. Berechnen
wir in jedem Schritt das Erzeugnis der bereits gefundenen Elemente, so konnen wir bereits
dann abbrechen, wenn die Ordnung dieses Erzeugnisses gleich der Ordnung [L : K| des
Bildes ist. Denn da das gesuchte Bild dieses Erzeugnis enthélt, tritt dann Gleichheit ein.
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3.4.2.3.3 Diskussion des kleinen Beispiels aus §3.4.2.1

Gehen wir das Prozedere in §3.4.2.1 diesbeziiglich durch. Es soll eine Untergruppe von S
der Ordnung [Q(a,b) : Q] = 6 erreicht werden.

Im ersten Subfall erhielten wir das Element (%%%) = id in unserer gesuchten Untergruppe
von S;. Es ist [(id)] = 1 < 6, wir haben also noch weitere Elemente zu suchen. Auch

konnen wir id bei den weiters zu bildenden Erzeugnissen unterschlagen.

133) = (2,3). Esist [((2,3))| =2 < 6, wir

Im zweiten Subfall erhielten wir das Element (1 35
haben also noch weitere Elemente zu suchen.

Im dritten Subfall erhielten wir das Element (333) = (1,2). Es ist [{(1,2), (2,3))| = 6

(¥). Also ist das Bild von Gal(Q(a,b)|Q) in S; gleich ((1,2), (2,3)), da es letzteres enthélt
und dieselbe Ordnung hat, und wir sind fertig.

3.4.2.4 Ein grofles Beispiel, X% — X3 +2 € Q[X]

Sei f(X) = X® — X3+ 2 € Q[X]. In Aufgabe 34.(3) wurde der Zerfillungskérper
L = Q(a, b, ¢) konstruiert, mit

paalX) = XO_ X942
Q@ (X) = X+ (a®—1)
teqan(X) = X?+aX +a*.
Es zerfiel
X0 — X342

= (X —a)(X =b)(X —o)(X +c+a)(X —3(a® —a?)bc+ b) (X + 3(a® — a?)bc)
€ Q(a,b)][X].

Ferner war [Q(a,b,c) : Q] = 36. (7).

80rder (sub< SymmetricGroup(3) | (1,2), (2,3) >);
9 Hierzu verwandten wir Magma, wie folgt.

Q := Ratiomals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
Factorisation(X"6 - X3 + 2);

KK<a> := ext<Q | X°6 - X"3 + 2>;
RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX"6 - XX"3 + 2);
KKK<b> := ext<KK | XX"3 + a"3 - 1>;
RRR<XXX> := PolynomialRing(KKK) ;
Factorisation(XXX"6 - XXX"3 + 2);
KKKK<c> := ext<KKK | XXX"2 + a*xXXX + a~2>;
RRRR<XXXX> := PolynomialRing(KKKK) ;
Factorisation(XXXX"6 - XXXX"3 + 2);
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Sei
Moo= a
Y2 = b
Y3 = C
Y4 = —a—c¢
5 = 2(a®—a*)bc—b
Y6 = —s3(a®—a*)be ().

Esist m = 3 und n = 6. Bestimmen wir das Bild von Gal(X®—X?+2) = Gal(Q(a, b, ¢)|Q)
in 86 .

Q(Cl, b; C) —Uj> Q(f}/L f}é? 7:/3) MZQQ((LI;) (7‘:’;) = 0
Q(CL, b) (,Tj Q(Vi? fYé) /’LZ.,I(Q(Q) (75) = 0
Q(a) = Q1) pag() =0

Q oo = id Q

Im folgenden Prozedere verstehen wir unter Nullstellen stets Nullstellen in Q(a, b, ¢).

Die Nullstellen von
faq(X) = X0 — X342

sind 71, Y2, V3, V4, v5 und 6 (). Unter diesen haben wir ein 7] auszuwéhlen.

Fall o1 = ;. Es ist
M;lQ(a)(X) = X+ (v —1),

welches die Nullstellen 7o, 75 und 7 hat (‘). Unter diesen haben wir ein 5 aus-
zuwéhlen.

Subfall 4 = v9. Es ist

Heqan(X) = X2 +mX +97 (%),

10 Tn Magma entsprechend :

gal := a;

ga2 := b;

ga3d := c;

gad := -a-c;

gab := 1/2x(a"5 - a"2)*bxc - b;
gab := -1/2x(a”5 - a"2)*bx*c;

HFactorisation(XXXX"6 - XXXX"3 + 2);
12Factorisation(XXXX"3 + (gal~3 - 1));
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welches die Nullstellen 3 und v, hat (). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwéhlen.

Subsubfall v = ~v3. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71, 72,73). Es werden

03(71) = —o3(a) —o3(c) = M= = V4
o3(75) = %(03(3)5 - 03(@2)03(5)03(0) —o3(b) = %(W? — M) —r = T
o3(v6) = —3(03(a)’ = o3(a)?)os(b)os(c) = —5(07 =) = 7.

Insgesamt o3 = (%%%
Zwischenstand : |{id)| =1 < 36.

Subsubfall 4 = 4. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71,72, 74). Es werden

o3(v4) = —o3(a) —o3(c) = - —m —

a3(15) = 3(03(a)° = 03(a)?)os(b)os(c) —a3(b) = (W —1W)eu—" = %

03(16) = —3(03(a)’ — 03(a)*)os(b)os(c) = =300 —)ren = 7%
wobei Magma fiir den letzten Schritt hilft (*°). Insgesamt 63 = (153365) =
(3,4)(5,6).

Zwischenstand : |((3,4)(5,6))| = 2 < 36.
Subfall 4 = 5. Es ist
WiaenX) = X2 +nX +97
welches die Nullstellen 3 und 74 hat (). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwéhlen.

Subsubfall 4 = 3. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71,75, 73). Es werden

o3(v4) = —o3(a) —o3(c) = —7M =73 = V4
o3(v5) = 3(o3(a)’ —as(a)?)os(b)os(c) —o3(b) = 5(W =)= = %
o3(s) = —%(03(@)5 — a3(a)?)as(b)as(c) = —%(Vir’ — Y7)Y573 = T2

Insgesamt g3 = (%%%igg) =(2,5,6).

13Es wurde also das in den Koeffizienten von He,Q(a,p)(X) auftretende a durch ] substituiert. Tauchte
in fie,qQ(a,p) (X) auch noch b in den Koeffizienten auf, so miiBte man dafiir nun ~; substitutieren. Dies ist
aber zufilligerweise nicht der Fall.

Factorisation (XXXX"2 + gal*XXXX + gal~2);

15E.g. 1/2%(gal™5 - gal~2)xga2+ga4 - ga2;. Oder aber, wenn man etwas besser automatisieren

mochte, dann kann man wie folgt vorgehen.
R3<Gal,Ga2,Ga3> := PolynomialRing(KKKK,3);

Gad := - Gal - Ga3;

Gab := 1/2%(Gal"5 - Gal"2)*Ga2xGa3 - Ga2;
Ga6 := -1/2*%(Gal"5 - Gal~2)*Ga2*Ga3;
Evaluate(Ga4, [gal,ga2,gadl);
Evaluate(Ga5, [gal,ga2,gadl);
Evaluate(Ga6, [gal,ga2,gadl);
Evaluate(Ga5, [gal,ga2,gad]) eq gab;
Evaluate(Ga6, [gal,ga2,gad]) eq gab;

6Factorisation (XXXX"2 + gal*XXXX + gal~2);



76

Zwischenstand : |((3,4)(5,6), (2,5,6))] = 6 < 36 (17).

Subsubfall 4 = 4. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71,73, 74). Es werden

o3(7a) = —os(a) —o3(c) = -7 - = 73
o3(75) = %(fS(G)5 — 03(a)*)o3(b)os(c) — o3(b) = %(ﬁ MWV —B = %
o3(%6) = —3(03(a)’ — o3(a)?)os(b)os(c) = =W —"Bnu = %-
Insgesamt o3 = (123336) = (2,5)(3,4).
Zwischenstand : [{(3,4)(5,6), (2,5,6), (2,5)(3,4))] = 6 < 36 (1®). Damit ist (2,5)(3, 4) bereits
in {(3,4)(5,6), (2,5,6)) enthalten, kann also bei weiters zu bildenden Erzeugnissen weggelassen
werden.
Subfall 4 = 5. Es ist
Wlaan(X) = X2 +mX +17,
welches die Nullstellen 3 und 74 hat (). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwéhlen.
Subsubfall v = ~v3. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71, 76,73). Es werden
o3(14) = —o3(a) = o3(c) = —Nn=7 = M4
o3(75) = %(103(a)5 —03(a)?)o3(b)as(c) —a3(b) = %(ﬁ — )6V — T = N2
o3(%) = —3(o3(a)’ —o3(a)?)os(b)os(c) = —5(% =) = 75
Insgesamt g3 = (%%%333) =(2,6,5).
Zwischenstand : |((3,4)(5,6), (2,5,6), (2,6,5))] = 6 < 36 (*°). Damit ist (2,6,5) bereits in
((3,4)(5,6), (2,5,6)) enthalten (in der Tat ist (2,5,6) = (2,6,5)2), kann also bei weiters zu
bildenden Erzeugnissen weggelassen werden.
Subsubfall v = ~4. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71, 76,74). Es werden
o3(74) = —o3(a) —o3(c) = —TM — Y = 73
o3(75) = %(03(@5 — 03(a)?)o3(b)as(c) —a3(b) = %(Vir) — )V =% = Vs
o3(%6) = —%(03(0)5 — a3(a)?)a3(b)os(c) = —%(715 — 1) %674 = 2.

Insgesamt o3 = (151335) = (2,6)(3,4).

Zwischenstand : |{(3,4)(5,6), (2,5,6), (2,6)(3,4))] =6 < 36 (?!). Damit ist (2,6)(3, 4) bereits
in ((3,4)(5,6), (2,5,6)) enthalten, kann also bei weiters zu bildenden Erzeugnissen weggelassen
werden.

170rder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,4)(5,6), (2,5,6)>);

180rder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,4)(5,6), (2,5,6), (2,5)(3,4)>);
YFactorisation(XXXX"2 + gal*XXXX + gal~2);

20grder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,4)(5,6), (2,5,6), (2,6,5)>);
21Order(sub<SymmetricGroup(6) | (3,4)(5,6), (2,5,6), (2,6)(3,4)>);
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Fall v = . Es ist
Hrw(X) = X2+ (% —1),
welches die Nullstellen ~;, 73 und 4 hat (*?). Unter diesen haben wir ein 74 aus-
zuwahlen.

Subfall 5 = v1. Es ist
Blaan(X) = X2+ 70X +13,

welches die Nullstellen 5 und g hat (*3). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwéhlen.

Subsubfall v = ~5. Wir erhalten das zuléssige Tupel (72, 71,75). Es werden

o3(74) = —o3(a) —o3(c) = V2= =
o3(v5) = 3(o3(a)® —as(a)?)os(b)os(c) —o3(b) = (¥ —B)nvB—m = 8
03(v6) = —3(03(a)® —o3(a)?)os(b)os(c) = —1(% - ¥ = Y.

Insgesamt 03 = (%%gégg) = (17 2)(37 5)(4a 6)
Zwischenstand : [((3,4)(5,6), (2,5,6), (1,2)(3,5)(4,6))] = 36 — 36 (4).

Abbruch der Fallunterscheidungen, da fertig!
Als Ergebnis erhalten wir das isomorphe Bild von Gal(Q(a,b,¢)|Q) in S zu
((3,4)(5,6), (2,5,6), (1,2)(3,5)(4,6)) (*).

In Magma gibt es, wie schon erwéhnt :

G := GaloisGroup(X"6 - X°3 + 2);

{u : u in G};

Order (G) ;
Vorsicht ist hier aber deswegen geboten, weil die von Magma gewihlte Numerierung mit
der unsrigen nicht tibereinstimmen mu$.

3.5 Zwischenkorper

3.5.1 Dedekinds Lemma
3.5.1.1 Fixkorper unter Mengen von Morphismen

Sei L ein Korper. Sei F ein Korper. Sei n > 1. Seien
01y .o, 0p + L — FE

paarweise verschiedene Koérpermorphismen.

22Factorisation(XXXX"3 + (ga2°3 - 1));
23Factorisation(XXXX"2 + ga2*XXXX + ga2°2);
240rder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,4)(5,6), (2,5,6), (1,2)(3,5)(4,6)>);
25Die Liste ihrer Elemente erhilt man via
{u : u in sub<SymmetricGroup(6) | (3,4)(5,6), (2,5,6), (1,2)(3,5)(4,6)>};
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Satz 7 (Dedekinds Lemma) Sind A, ..., A\, € E gegeben mit
Moy(z) + -+ Aop(z) = 0

fir alle x € L, so ist \y =--- =\, = 0.

In diesem Sinne ist (0y,...,0,) also linear unabhéngig tiber E.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an. Sei n € Z-; minimal so, dafl es paarweise verschie-
dene Korpermorphismen o4, ..., 0, : L— FE und A, ..., \, € E so gibt, daf} nicht
A =---=2A\,=0und daB

Aoy (x) 4+ -+ Apop(xz) = 0

fiir alle z € L. Aus dieser Minimalitat folgt A; # 0 fiir alle ¢ € [1,n], da ein ¢ mit A\; =0
weggelassen werden konnte. Ferner ist n > 2, da aus A\jo1(1) = 0 bereits A; = 0 folgte.

Da o1 # 0, gibt es ein y € L mit o(y) # o,(y). Es ist
Mor(y)or(x) + Aaoa(y)oa(x) + - - + A\pon(y)on(z)
- ())\101 (yx) + Aaoa(yz) + - - - + Ao (yx)
fiir alle x € L. Da auch
Mo (y)or(z) + Aeo1(y)oa(x) + -+ + Apor(y)on(x) = 0
fiir alle x € L, folgt durch Differenzbildung, daf§ auch
Aa(02(y) = 01(y))oa(2) + -+ + Anlon(y) = a1(y))on(z) = 0

fir alle z € L. Da aber A\,(0,(y) — 01(y)) # 0, widerspricht dies der Minimalitét von n.

Definition. Sei

oy L = {x €L : 0;(x) =0j(x) fir alle 4, j € [1,n]}

.....

der Fizkérper von {oy,...,0,} in L; dies ist ein Teilkorper von L.

In der Tat ist 1 € Fix(,, o1 L, da 0;(1) =1 = 0;(1); es sind mit x, 2’ € L auch x — 2’

und z - 2’ in Fix(,, 5.1 L, da
oi(x —a') = oi(zr) —oi(2)) = oj(x) —0;(@) = oj(x—2')
oo ) = oa) oile) = oye)-oyla) = oyfeal);
es ist fiir # € L* auch 27! € Fixy, 4,3 L, da
@) = @ = ) = ol );

jeweils fir i, j € [1,n].
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Folgerung (zu Satz 7, Dedekinds Lemma). Es ist [L : Fix(,,
Beweis. Schreibe K := Fix(,,, . o,y L. Sei angenommen, es gebe ein iiber K erzeugendes
Tupel (z1,...,2,_1) in L. Sei S := (0;(7;))i; € B> Sei v = (v5); € B\ {0} mit
Sv = 0.

1111 n

Sei nun y € L gegeben. Schreibe y = Zie[l’n_l} a;x; mit a; € K. Sei w = (01(a;)); €

EM=Dx1 Eg gt
0 = w'Sv

- Zie[l,n—l],je[l,n] or(ai)oj(w;)v;
Zie[l,n—l],je[l,n] oj(ai)o;(xi)v;
Zie[l,nfl],je[l,n] oj(air;)v;
Zje[l,n] 0j ( Zie[l,nfl] aixi)vj

= Zje[l,n] aj(y)v; .

Da dies fur jedes y € L gilt, haben wir einen Widerspruch zu Satz 7 (Dedekinds
Lemma). g

Bemerkung. Sei L|K eine endliche Erweiterung. Dann ist Aut(L|K) endlich und, ge-
nauer, |Aut(L|K)| < [L: K].
Vgl. auch die erste Folgerung in §3.4.1. Dort erhielten wir |Aut(L|K)| = [L : K] fir

unseren Zerfallungskorper L.

Beweis. Sei M eine endliche Teilmenge von Aut(L|K). Dann ist K C Fixy L C L. Eine
K-lineare Basis von L ist somit ein Fix,;L-lineares Erzeugendensystem von L. Also ist
L| Fixy L eine endliche Erweiterung mit [L : Fixy L] < [L : K]. Mit vorstehender Fol-
gerung wird |M| < [L : Fixy L] < [L : K]|. Da dies fiir jede endliche Teilmenge M von
Aut(L|K) gilt, folgt die Endlichkeit von Aut(L|K) sowie |Aut(L|K)| < [L: K]. g

3.5.1.2 Die Spur

Sei L ein Korper. Sei P der Primkorper von L. Schreibe Aut(L) := Aut(L|P) = {L 2~ L};
vgl. Bemerkungen in §2.1. Insbesondere ist Aut(L) mit der Verkettung eine Gruppe.

Sei G eine endliche Untergruppe von Aut(L), also G < Aut(L). Wir erinnern an den
Fixkorper
FixeL = {x €L : o(z) =z firalleoc € G} .

Definition. Sei

L 2% Fixgl
r —— Trg(x) = > cq0(2)

die Spur auf L unter G (engl. trace). Fiir x € L ist in der Tat Trg(x) € FixgL, da fir
peCG

p(Tra(x)) = Y, coplo@) =7 Y, q6(x) = Trglx).
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Ferner ist Trg eine FixgL-lineare Abbildung, wie wir nun verifizieren. Die Vertréglichkeit
mit Summen ist ersichtlich. Sei also y € FixgL. Sei x € L. Es wird

Tra(yr) = Y eqolyz) = D ,cqyo(r) = yTrg(z) .

Bemerkung. FEs ist Trg : L — FixgL surjektiv.

Beweis. Schreibe K = FixgL. Da Trg eine K-lineare Abbildung von L nach K ist, wére
ansonsten Trg die Nullabbildung. Dann aber wére » . o(z) = 0 fiir alle z € L, was
wegen Satz 7 (Dedekinds Lemma) nicht zutrifft. 5

3.5.1.3 Fixkorper unter Gruppen von Automorphismen

Satz 8 (Fixkoérper unter Gruppe)
Sei L ein Korper. Sei G eine endliche Untergruppe von Aut(L), also G < Aut(L).

(1) Es ist
[L: FixqgL] = |G| .

(2) Es ist
G = Aut(L|FixgL) .

Beweis. Schreibe n := |G| und G = {oy,...,0,}. Schreibe K := FixsL.

Zu (1). Mit der Folgerung zu Satz 7 aus §3.5.1.1 wissen wir, dal [L : K] > n. Sei
(1,...,Zny1) ein Tupel von Elementen von L. Zu zeigen ist, dafl dieses linear abhéngig
ist {iber K. Wir bilden die Matrix T = (0} '(x;));; € L™ ™. Es gibt ein v = (v;); €
LFX1 {0} derart, daB Tv = 0. Sei etwa vj, # 0. Sei w € L derart, daB Trg(w) # 0;
vgl. Bemerkung in §3.5.1.2. Sei v = (v}); := wv;}lv e L)X Egist T = wvj_olTv =0,
aber Trq(v),) = Tra(wo;,'v) = Trg(w) # 0. Somit ist auch

2103(v]) + o+ Taa0i(v ) = (o7 (@)U 40y (@i)vg) = 0i(0) = 0
fiir alle 7 € [1,n]. Aufsummieren tiber i € [1,n] gibt

z1 Tre(vy) + - - + Tpp TYG(U;H) =0,

was wegen Trg(v;) € K stets und Trg(v],) # 0 die lineare Abhéngigkeit von (21, ..., Zn41)
iiber K zeigt.

Zu (2). Es ist G < Aut(L|K), da jedes 0 € G zur Identitat auf K einschrinkt.
Mit der Bemerkung aus §3.5.1.1 ist aber Aut(L|K) endlich, und, genauer noch,
) € L K] > |Aut(L|K)] .

Insgesamt ist also G = Aut(L|K). g
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3.5.1.4 Galoiserweiterungen

Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung.

Definition. Es heifle L|K galoisch oder Galoiserweiterung, falls es eine endliche Unter-
gruppe G < Aut(L) mit K = FixgL gibt.

Diesenfalls schreiben wir auch Gal(L|K) := Aut(L|K) fiir die Galoisgruppe von L|K.

Ist K perfekt und ist L der Zerfillungskorper eines normierten Polynoms f(X) € K[X],
welches dort ein Produkt verschiedener normierter irreduzibler Faktoren ist, dann haben wir
in §3.4.1 diese Bezeichnung schon verwendet. Dieser Vorgriff wird sich mit dem iibernéchsten
Lemma als zuléssig erweisen.

Sei L|K eine endliche Erweiterung. Mit der Bemerkung aus §3.5.1.1 ist Aut(L|K) eine
endliche Untergruppe von Aut(L).

Bemerkung. Es ist L|K galoisch genau dann, wenn K = Fixauy i) L gilt.

Beweis. Es ist zu zeigen, dafl aus L|K galoisch folgt, daB K = Fixaurk) L. Ist aber
G < Aut(L) endlich und K = FixgL, so ist mit Satz 8.(2) auch G = Aut(L|K). Somit
ist in der Tat K = FixgL = Fixauyz|x) L- o

Bemerkung. Es ist L|K galoisch genau dann, wenn |Aut(L|K)| = [L : K] gilt.

Kurz, L|K ist galoisch genau dann, wenn Aut(L|K) die “maximal vorstellbare” Ordnung
hat.

Beweis. Mit Satz 8.(1) haben wir

L

|Aut(L|K)|

Fixau(zix) L

K

Mit voriger Bemerkung ist L|K genau dann galoisch, wenn K = Fixaue(z|x) L. Dies ist
wiederum dquivalent zu [L : K| = [L : Fixawrx) L], d-h. zu [L : K] = [Aut(L|K)|. o

Lemma. Sei L|K galoisch. Sei f(X) € K[X] irreduzibel und normiert. Falls f(X) in L
eine Nullstelle besitzt, so zerfallt f(X) in L[ X] in ein Produkt von Linearfaktoren.

Beweis. Sei y € L mit f(y) = 0. Es geniigt, ein normiertes irreduzibles Polynom in K[X]
mit Nullstelle y anzugeben, welches in L[X] in Linearfaktoren zerféllt. Denn dieses ist

ebenso wie f(X) gleich dem Minimalpolynom von y iiber K; vgl. die erste Bemerkung in
§2.3.2.
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Sei A :={o(y) : o € Aut(L|K)}. Ist nun p € Aut(L|K), so ist p|4 definiert, injektiv
und wegen A endlich also bijektiv. Sei

9(X) = [leea(X —a).

Dann ist

a = p(a) -
9(X) = ([lieaX=a))” = [oea(X=a)” = Tl,ea(X—p(a)) = [liea(X—a) = g(X).
Da dies fiir jedes p € Aut(L|K) zutrifft, und da K = Fixaw k) L, folgt ¢(X) € K[X].
Bleibt zu zeigen, daf§ g(X) in K[X] irreduzibel ist. Sei angenommen, wir hitten eine

Zerlegung ¢(X) = u(X)v(X) mit w(X), v(X) € K[X]| normiert und degu, degv > 1
gefunden. Dann gibt es eine Teilmenge () C B C A mit

u(x) = J[(xX —a)
acB
Seib € Bund ¢ € AN B. Es gibt ein p € Aut(L|K) so, da p(b) = ¢, denn ist b = o(a) und
c=05(a) mit 0, 7 € Aut(L|K), so kann man p = & o 0! nehmen. Nun ist u(b) = 0, also
auch 0 = p(u(b)) = u(p(b)) = u(c), und somit ¢ € B, und wir haben einen Widerspruch.o
Lemma. Sei K perfekt; vgl. §3.3. Sei L|K eine endliche Erweiterung.

Die folgenden Aussagen (1,2,3) sind dquivalent.

(1) Es ist L|K galoisch.

(2) Es ist L Zerfillungskdorper eines normierten Polynoms in K|[X|, welches dort ein
Produkt verschiedener normierter irreduzibler Faktoren ist.

(3) Es ist L Zerfallungskorper eines normierten Polynoms in K[X].

Bewezs.

Ad (2) = (1). Ist L ein solcher Zerféllungskorper, so ist |[Aut(L|K)| = [L : K| nach der
ersten Folgerung in §3.4.1. Nach voriger Bemerkung ist L|K also galoisch.

Ad (1) = (2). Sei umgekehrt L|K galoisch. Sei (7i,...,7) eine K-lineare Basis von
L. Insbesondere ist also L = K(7y1,...,7,). Sei g(X) das Produkt iiber die Menge der
Minimalpolynome von +; iiber K. In anderen Worten, wir bilden das Produkt dieser
Minimalpolynome, unterbinden aber mehrfache irreduzible Faktoren. Zu zeigen bleibt, daf3
L der Zerfallungskorper von g(X) ist. In der Tat wird L iiber K von den Nullstellen von
g(X) in L erzeugt, da die Menge dieser Nullstellen die Menge {71, ..., 7, } umfafit. Ferner
zerfallt g(X) in L[X] in ein Produkt von Linearfaktoren, da dies nach vorangegangenem
Lemma fiir alle seine irreduziblen Faktoren der Fall ist, deren jeder ja eine Nullstelle in L
hat. 0

Ad (2) & (3). Zu zeigen ist nur <. Sei L also der Zerféllungskorper eines normierten
Polynoms f(X) € K[X]. Sei f(X) das Produkt der Menge der irreduziblen normierten
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Faktoren von f(X). Wir haben zu zeigen, dafi L auch der Zerfillungkorper von f(X) ist.
Zum einen zerfallt mit f(X) auch sein Teiler f(X) in L[X] in ein Produkt von Linearfak-
toren. Zum anderen ist die Menge der Nullstellen von f(X) dieselbe wie die von f(X),
sodaf} auch letztere L iiber K erzeugt. o

Beispiel.

(1) Es ist Q(v/2)|Q nicht galoisch, da X® — 2 in Q(+v/2) zwar eine Nullstelle hat, in
Q(+v/2)[X] aber nicht in Linearfaktoren zerfillt; vgl. Beispiel in §2.5.1, Teil (2) und
vorvoriges Lemma.

(2) Esist C|R galoisch. Denn es ist R perfekt und C Zerfallungskorper des irreduziblen
Polynoms X?+1 € R[X]; vgl. Beispiel in §2.5.1, Teil (1). In der Tat ist Gal(C|R) =~
So; cf. Aufgabe 40.

(3) Es ist Fg|F, galoisch als Zerfiillungskorper des irreduziblen Polynoms X3 + X + 1
aus Fo[X]; vgl. Beispiel in §2.5.1, Teil (3). Es ist Gal(Fs|F;) = (Frobg,), da
| Gal(Fs|Fy)| = [Fs : Fy] = 3 und o(Frobg,) = 3; vgl. auch §3.6 unten.

(4) Alle in den Aufgaben 30 und 34 berechneten Zerfallungskorper L sind galoisch iiber
dem jeweiligen Grundkorper K. Jedoch ist keiner der bei der Konstruktion aufge-
tretenen echten Zwischenkorper galoisch iiber dem jeweiligen Grundkorper K, da
das zu zerfillende irreduzible (**) Polynom in K[X] zwar in diesem Zwischenkdrper
bereits eine Nullstelle hatte, {iber diesem aber noch nicht in Linearfaktoren zerfiel;
vgl. vorvoriges Lemma.

Es ist ein offenes Problem, ob es fiir jede endliche Gruppe G eine Galoiserweiterung L|Q so
gibt, dal Gal(L|Q) ~ G (Stand 2009).
3.5.2 Korrespondenz von Untergruppen zu Zwischenkérpern

Lemma. Seien E|L|K endliche Korpererweiterungen. Sei E|K galoisch. Schreibe

T = {L -+ E: 7 Korpermorphismus mit 7|%¥ = idg} .

(1) Es ist E|L galoisch.
E

= galoisch

galoisch | L

\

K

26 AuBer bei Aufgabe 30.(1), aber da gab es auch keine echten Zwischenkorper.
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(2) Die Abbildung
Gal(E|K) — T
p ol

15t surjektiv.

(3) Esist |T|=[L: K].

Zu (1) vgl. auch Aufgabe 47.(1).
Beweis. Schreibe G := Gal(F|K) und U := Aut(E|L) < G.

Wir behaupten, daB fir p, p € G gilt, dafl genau dann p|;, = p|z, wenn pU = pU. Denn
ist pU = pU, so gibt es ein 0 € U mit poo = p. Ist x € L, so wird p(z) = p(o(x)) = p(x).
Also ist p|;, = p|r . Und ist umgekehrt p|;, = p|r, so ist (5! o p)(z) = = fiir alle x € L,
also p~' o p € U, woraus pU = p(p~' o p)U = pU folgt. Dies zeigt die Behauptung.

Mit der Behauptung ist fiir 7 € r(G), genauer, T = p|, fiir ein p € G, auch
(7)) = {5eC : pl=1)
= 1peG :ple=rlr}
= {peG : pU=pU}
= pU.
Insbesondere ist [r~t({7})| = |pU| = |U|; vgl. Aufgabe 38.(1.b).
Da G = | ¢, r (1), ist |G| = U] - [r(G)].
Mit der Folgerung zu Satz 7 aus §3.5.1.1 ist wegen K C FixpL

TET

IL: K] > [L:FixpL] > |T| > |r(G)].
Mit ebenjener Folgerung ist wegen L C Fixy E
B I > [B:FixgE] > U] (7).
Wir erhalten mit
Gl = [E:K) = [B: L)L K] > [B: 07| > [B: LIFG)| > UG = [G].

Also haben wir an allen Stellen in dieser Zeile Gleichheit.

Es folgt zum einen [E : L] = |U|. Mithin ist E|L galoisch, wie in (1) behauptet; vgl. die
zweite Bemerkung in §3.5.1.4.

Es folgt zum anderen [L : K] = |T| = |r(G)|. Mithin ist r surjektiv, wie in (2) behauptet,
und |T'| = [L : K], wie in (3) behauptet. o

Einen alternativen Beweis zu Teil (1) im Fall K perfekt findet man in Aufgabe 47.(1).

2TLetztere Ungleichung ist nach Satz 8.(1) eine Gleichheit, aber das brauchen wir nicht.
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Ist G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler darin, so erinnern wir daran, dafl geméifl
Aufgabe 42.(1) die Menge G/N = {gN : g € G} zuu einer Gruppe wird via gN - gN :=
(9-g)N fiirg, g € G.

Satz 9 (Hauptsatz der Galoistheorie)
Sei E|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G := Gal(E|K).
SetUd :={U : U < G} die Menge der Untergruppen von G.
Sei Z :={L: E|L|K} die Menge der Zwischenkorper zwischen K und E.
Wir haben folgende sich invertierende Bijektionen.

U = 2

U +— FiXUE
Gal(E|L) ~— L

Unter diesen werden Normalteiler von G auf Galoiserweiterungen von K abgebildet und
umgekehrt. Ist N < G, so haben wir einen Gruppenisomorphismus

G/N =+ Gal(FixyE|K)
PN plpxp.

Beweis. Wir zeigen die Bijektion zwischen U/ und Z.

Ist U € U, also U < G Untergruppe, so wird sie nach Fixy F und wieder zuriick nach
Aut(E|Fixy E) abgebildet, was nach Satz 8.(2) wieder gleich U ist.

Ist L € Z, also F|L|K Zwischenkorper, so wird dieser nach Aut(F|L) und wieder zuriick
nach Fixaugr) £ abgebildet. Da E |L nach vorigem Lemma galoisch ist, ist dieser Zwi-
schenkorper wieder gleich F; vgl. erste Bemerkung in §3.5.1.4.

Also liegen sich invertierende Bijektionen vor.

Wir zeigen, dal Normalteiler unter dieser Bijektion zu Galoiserweiterungen von K korre-
spondieren. Sei U < G. Schreibe L := Fixy F.

Schreibe wieder, wie im vorstehenden Lemma,
T = {L -+ E: 7 Korpermorphismus mit 7|%¥ = idg} .

Sei L s E die Einbettungsabbildung. Wir haben eine injektive Abbildung

Aw(L|K) > T

o — KOO
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Wir gehen wie folgt vor.

L|K galoisch <= |Aut(L|K)| =[L: K]

< [Aut(L|K)| = |T|

<= Aut(L|K) >+ T surjektiv

< plr € s(Aut(L|K)) fir alle p € G
< p(L)=LfiralepeG

< p(Fixy F) = Fixy E fir alle p € G
< Fixpy E=Fixy F firalle pe G
< U =U firalle pe G

UG

IS

1.
2.
3.
5.
6.
7.

oo

=

Zu 1. Siehe die zweite Bemerkung aus §3.5.1.4.

Zu 2. Es ist |[T'| = [L : K|; vgl. voriges Lemma, Teil (3).

Zu 3. Es ist s injektiv. Also ist s surjektiv genau dann, wenn |[Aut(L|K)| = |T.
Zu 4. Esist T ={p|. : p € G}; vgl. voriges Lemma, Teil (2).

Zu 5.

—. Gibt es ein ¢ € Aut(L|K) mit koo = p|, so ist

p(L) = pli(L) = (o(L)) = (L) = L.

<. Ist p(L) = L, so ist p|k als eine injektive K-lineare Selbstabbildung des endlich-
dimensionalen K-Vektorraums L auch surjektiv. Also ist p|¥ € Aut(L|K), und sodann
koplp=plL.

E-L2-

x| Pl

SE)

=

LL

~

Zu 6. Einsetzen.
Zu7.SeipeG. SeiU € U. Es wird
FiXpUE = {yEE .

(Po)(
= {yeE : plop'(y
= {yek :o /f_l(y)) = p~L(y) fiir alle 0 € U}

= {yeE : pl(y) € FixpE}
= {yeE : yepFixyk)}

Zu 8. Sei p € G. Dald — Z, V+— Fixy E bijektiv ist, ist U = PU genau dann, wenn
FiXpU E= FiXU E.
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Zu 9. Definition Normalteiler.

Wir berechnen im Normalteilerfall die Galoisgruppe des korrespondierenden Korpers
iiber K.

Sei N < G. Schreibe L := Fixy E. Fiir alle p € G ist, wie eben gesehen, p|¥ € Gal(L|K).

Somit haben wir einen Gruppenmorphismus

G — Gal(L|K)
p — pli.

Dessen Kern ist gleich Gal(E|L) = N. Mit Aufgabe 42.(2) erhalten wir einen injektiven

Gruppenmorphismus
G/N — Gal(L|K)
pN +— plf

Nun ist |G/N| = [E : K|/[E : L] = [L : K] = |Gal(L|K)|. Also ist dieser Morphismus
bijektiv (%). o

Eine Veranschaulichung. Sei E|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe
G = Gal(F|K). Sei U < G sei L := FixyE, sei N < G, sei L := FixyE. Tragen
wir Galoisgruppen bei Galoiserweiterungen ein, so erhalten wir

Bemerkung. In der Situation von Satz 9 konnen wir fiir einen gegebenen Zwischenkorper
E|L|K mit L|K galoisch den letztaufgefithrten Isomorphismus auch als “Kiirzungsregel”
schreiben,

Gal(F|K)/Gal(E|L) ~ Gal(L|K) .

3.6 Galoisgruppen von Erweiterungen endlicher
Korper

Sei p prim. Seien r, s > 1. Betrachte die Erweiterung
Fp”’S ‘Fp?"
endlicher Korper; vgl. §2.5.4. Schreibe

F = (FrOprrs)r . Fprs - Fprs, xprT .

28Geine Surjektivitit folgt auch aus den oben angefiihrten Surjektivititen bzgl. T.
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Fiir alle Elemente = von F,- ist 27" = z; vgl. Beweis zu Lemma in §2.5.4, Teil (2), oder
Losung zu Aufgabe 33.(2). Also ist F' € Aut(F, | Fyr).

Lemma. Es ist Fprs
von Ordnung s.

Beweis. Sei F;. = (£), wobei o(¢§) = p™* — 1; vgl. Aufgabe 27.(5).

F,) = (F)

E,- eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Gal(Frs

Nun ist Fi(€) = &7 # € fiiri € [1,s—1], da dann €771 % 1 wegen p"i —1 € [1,p"* —2] =
[1,0(¢) — 1.

Auf der anderen Seite ist F'* = idp,,., , da fiir € Frs in der Tat F*(z) = 2P = x ist.
Also ist [(F)| = o(F) = s.

Da mit der Bemerkung aus §3.5.1.1 aber

s = [(F)| < |Aut(E,-

Fpr)l g [Fprs:FpT] = S

ist, gilt beidesmal Gleichheit (*). Also ist F, | F,r galoisch; vgl. zweite Bemerkung in
§3.5.1.4. Da (F) < Gal(F, | F,r) und da beide von Ordnung s sind, gilt auch hier Gleich-
heit. o

Zu F,r|F,~ galoisch vgl. alternativ auch Aufgabe 47.(2).

2Vgl. auch Satz 8.(1).



Kapitel 4

Auflosbarkeit

Nun kehren wir zuriick zum Ausgangsproblem. Sind die Nullstellen jedes Polynoms als
iterierte Wurzelausdriicke schreibbar, wie dies in den Aufgaben 1 und 5 fiir die Polynome
von Grad 3 und 4 durchgefiihrt wurde? Siehe dazu den Satz 11 von Abel in §4.4.3. Falls nein,
kann man fiir ein gegebenes Polynom entscheiden, ob dies geht? Siehe dazu den Satz 10 von
Galois in §4.4.2.

4.1 Auflésbare Gruppen

Alle Gruppen in diesem Abschnitt §4.1 seien endlich.

Vorsicht. Sei G eine Gruppe. Seien G; und G5 Teilmengen von G.
Aus G; < Gy < G folgt G7 < G.

Aber aus G; < Gy < G folgt im allgemeinen nicht G; < G. So z.B. ist

((1,2)(3,4)) < ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) < Su,
Berechne hierzu

((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} ,

z.B. mit Magma. Alle Elemente dieser Gruppe haben Ordnung 1 oder 2. Sind z und y
also daraus, so wird yz = yz(zy)? = yrryry = zy. Somit ist diese Untergruppe abelsch.
Insbesondere ist ((1,2)(3,4)) darin ein Normalteiler.

Die mittlere Gruppe besteht aus id und allen Elementen der Form (a,b)(c,d) in Sy. Ist
o € 84, so wird allgemein o o (a,b)(c,d) o o™! = (o(a), o(b)) (o (c), o(d)). Folglich ist die
mittlere Gruppe normal in Sy .

Wohingegen
((1,2)(3,4)) & S,
da z.B. 3(1,2)(3,4) = (3,2)(1,4) = (1,4)(2,3) & {(1,2)(3,4)).

89
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Definition. Sei G eine Gruppe. Sei k > 0. Ein Tupel (G;)icjo,5) = (G3)i von Untergruppen
von G heif3t Semisubnormalreihe von G, falls

Go < Gy <Gy, 9 Gs <& <Gy € G =0

Die Faktorgruppe G;/G;_1 heift i-ter Subfaktor dieser Semisubnormalreihe. Es heifit Gy
ihr Anfangsterm.

Falls dazuhin Gy = {1}, so heiit (G;); Subnormalreihe von G.

Definition. Eine Gruppe G heifle aufldsbar, wenn es eine Subnormalreihe (G;); von G
gibt mit G;/G;_; abelsch fiir alle i € [1, k]; kurz, mit allen Subfaktoren abelsch.

In diesem Sinne ist eine auflésbare Gruppe “stiickweise abelsch”.

Beispiel. Ist die Gruppe G abelsch, so ist sie auflésbar, wie man anhand der Subnormal-
reihe {1} < G erkennt.

Beispiel. Es ist S5 auflésbar wegen
{id} < ((1,2,3)) < Ss.
Schreibe G := ((1,2,3)). Es ist G1/{id} ~ G, abelsch. Ferner ist
S3/Gy = {0G; : 0€ 83} = {idGy, (1,2)G1} = ((1,2)Gy) ,

mithin abelsch. Dagegen ist S3 nicht abelsch !
Beispiel. Es ist S5 nicht auflosbar. Sieche Aufgabe 49.(2).

Bemerkung. Sei G-I i ein Gruppenmorphismus. Sei (H;)icon eine Semisubnormal-
reihe von H. Dann ist (f_l(Hl-))Z. eine Semisubnormalreihe von G.

Ferner gibt es fir i € [1,k] einen injektiven Gruppenmorphismus

f7HH)/fH(Him) i, H;/H;
vfYWHi_y) +—— f(x)H;_ .

Ist f surjektiv, so ist dies ein Isomorphismus fir alle i € [1,k].

Beweis. Sei i € [1,k]. Es ist f~!(H;) < G; vgl. Losung zu Aufgabe 37.(4). Betrachten wir
den Gruppenmorphismus
fH(H) RN H;i/H;
r > flz)Hi1 .

Es liegt = in dessen Kern genau dann, wenn f(x) € H; 1, also genau dann, wenn
r € f7'(H;_1). Insbesondere ist f~'(H; 1) < f~'(H;); vgl. auch Aufgabe 37.(4). Ei-
ne Anwendung von Aufgabe 42.(2) auf f; gibt nun den injektiven Gruppenmorphismus f;
wie oben behauptet.
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Sei dazuhin f surjektiv. Wir haben f; als surjektiv nachzuweisen. Sei yH; 1 € H; JH;i .
Sei z € G mit f(x) =y. Dannist z € f~'(H;) und f;(zf~"(H;_1)) = f(x)H;_1 = yH; 1

Lemma. Sei G eine aufiosbare Gruppe. Sei U < G eine Untergruppe. Dann ist U
auflosbar.

Beweis. Sei U —~ G der Einbettungsmorphismus. Sei (G;); eine Subnormalreihe von G
mit allen Subfaktoren abelsch. Mit vorstehender Bemerkung ist (U N G;); = (17H(Gy)),
eine Semisubnormalreihe von H mit (U NG;)/(U NG;-1) isomorph zu einer Untergruppe
von G;/G;_1, und somit insbesondere abelsch fiir i € [1,k]. SchlieBlich ist U N Gy =
Un{1l} = {1}, so da (U N G;); eine Subnormalreihe ist. -

Eine Gruppe heifle zyklisch, falls sie von einem Element erzeugt ist. Zyklische Gruppen
sind insbesondere abelsch.

Lemma. Sei G eine auflosbare Gruppe. Dann hat G eine Subnormalreihe (G;); so, dafs
G;/Gi_1 zyklisch ist.

Beweis. Betrachten wir zunéchst den speziellen Full einer abelschen Gruppe G. Wir fithren
eine Induktion iiber |G|, nehmen also an, dafl die Aussage fiir alle abelschen Gruppen klei-
nerer Ordnung gezeigt ist. Fiir {1} = G ist nichts zu zeigen. Sei also {1} < G, und sei
x € G~ {1}. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Subnormalreihe der abelschen
Gruppe G/(z) mit allen Subfaktoren zyklisch. Thr Urbild in G ist mit vorstehender Bemer-
kung eine Semisubnormalreihe in G mit Anfangsterm (z) und allen Subfaktoren zyklisch.
Nehmen wir zu dieser noch den Term {1} hinzu, so erhalten wir eine Subnormalreihe von
G mit allen Subfaktoren zyklisch.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall einer auflosbaren Gruppe G. Wieder fiithren wir
eine Induktion nach |G|. Sei (G})icpox eine Subnormalreihe von G mit allen Subfaktoren
abelsch. Ohne Einschréankung ist £ > 1 und Gy_; # G = G.

Da auch G)_; auflosbar ist, hat GG_; nach Induktionsvoraussetzung eine Subnormalreihe
mit allen Subfaktoren zyklisch.

Die abelsche Gruppe G/Gi_; hat mit dem abgehandelten speziellen Fall eine Subnor-
malreihe mit allen Subfaktoren zyklisch. Bilden wir deren Urbild unter G — G/Gy_1 ,
g+ gGk_1, so erhalten wir nach vorstehender Bemerkung eine Semisubnormalreihe von
G mit allen Subfaktoren zyklisch und mit Anfangsterm Gy_; .

Aneinanderfiigen jener Subnormalreihe von Gj_; mit dieser Semisubnormalreihe von G
gibt eine Subnormalreihe von GG mit allen Subfaktoren zyklisch. o

Bemerkung. Sei GLe I ein Gruppenmorphismus. Sei (G;)icnp eine Subnormalreihe
von G. Dann st (f(GZ))Z eine Subnormalreihe von f(G). Ferner gibt es einen surjektiven
Gruppenmorphismus i
Gi/Giir L [(G)/[(Gin)
rGip f(@) f(Gi-1)

fir i e [1,k].
Beweis. Sei i € [l1,k]. Es ist f(G;) < H; vgl. Aufgabe 37.(1). Zeigen wir, daf§
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f(Gi,1> Sl f(Gl) Sel Yy € Gifl .Seix € Gz . In der Tat ist f(ac)f(y) = f(xy) S f(Glfl)
Ferner ist der Anfangsterm von (f(G;)), gleich f(Go) = {1}.
Wir haben den surjektiven Gruppenmorphismus

Gi — f(Gi)/f(Gi1)
T flz)f(Giq) -

Sind Z, T € GZ gegeben mit IL‘Gi_l = fGZ‘_l, d.h. Iilj € G~i_17 SO ist f([E)f(Gz_l) =
f@)f(Giz1), da f(z)"'f(Z) = f(z7'Z) € f(Gi—1). Also ist f; wohldefiniert. Ersichtlich
ist auch f; ein surjektiver Gruppenmorphismus. o

Lemma. Sei G eine auflosbare Gruppe. Sei Gt H ein Gruppenmorphismus. Dann ist
auch f(G) auflésbar.

Beweis. Ist (G;); eine Subnormalreihe von G mit allen Subfaktoren abelsch, so ist mit vor-
stehender Bemerkung (f(G;)), eine Subnormalreihe von f(G). Da G;/G;_; stets abelsch
ist, und da es einen surjektiven Gruppenmorphismus von G;/G;_; nach f(G;)/f(Gi-1)
gibt, ist auch f(G;)/f(G;-1) stets abelsch; vgl. Aufgabe 42.(2). -

Zusammenfassung. Sei G eine auflosbare Gruppe.

(1) Untergruppen von G sind auflosbar.
(2) Bilder von G unter Gruppenmorphismen sind auflosbar.

(3) FEs gibt eine Subnormalreihe von G mit allen Subfaktoren zyklisch,
d.h. von einem Element erzeugt.
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4.2 Ein paar Gruppen

Stellen wir einmal ein paar typische Beispiele fiir endliche Gruppen in einem Bild zusam-
men. Ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit!

Gruppen Ss

auflosbare Gruppen S3

abelsche Gruppen  U(Z/8Z)

zyklische Gruppen
((1,2))
F,.
((1,5,3,4)(2,6))

((1,2)(3,4), (1,3)(2,4))

Sy

Sis

Zu ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)), vgl. §4.1, Bemerkung zur Vorsicht.
Zu F,; mit p prim, s > 1, vgl. Lemma aus §2.5.4 und Aufgabe 27.(5).
Zu U(Z/8Z), vgl. Aufgabe 44.(2).

4.3 Auflésbare Erweiterungen, auflésbare Polynome

Sei K ein perfekter Korper.

4.3.1 Auflésbare Erweiterungen

Definition. Sei L|K eine Korpererweiterung. Ein Element x € L heifle radiziell iiber K,
falls es ein m > 1 gibt mit 2™ € K (lat. radix, die Wurzel).
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Beispiel. Es ist v/2 € C radiziell iiber Q, da (v/2)° = 4 € Q (wobei der Exponent 3
natiirlich auch gereicht hétte).

Beispiel. Es ist /24 1 € C nicht radiziell iiber Q. In der Tat ist (v/2 + 1)* = axv/2 + by
fir £ > 1, wobei axy1 = 2a + by und by = ax + by . Mit Induktion erkennt man, dafl
ar > 0 und by, > 0 stets. Insbesondere ist (v/2 + 1)* ¢ Q stets.

Definition. Eine endliche Korpererweiterung L|K heifle auflosbar, wenn es ein k > 0
sowie Teilkorper Ky, ..., K von L so gibt, dafl

K=Ky C Ky C Ky CKy C--C Ky CKy=1L
und daf fiir alle i € [1, k] ein radizielles a; € K; iiber K;_; existiert mit
K, = Ki1(a;) .
Insgesamt ist dann also L = K(ay,...,ax), und a; radiziell iiber K(aq,...,a;_1) fiir i €
1, k].
Beispiel. Wegen der Kette

Q C Q(V2) € Q(V2, Vv2-1)
ist Q(v/2, VV2 — 1) | Q auflésbar.

Ist L| K auflosbar, so ist jedes Element von L ein “iterierter Wurzelausdruck” von Elementen
von K.

Bemerkung. Seien M|L|K endliche Erweiterungen. Ist M|L auflésbar und L|K
auflosbar, so ist auch M|K auflosbar.

Lemma. Sei L|K eine auflosbare endliche Erweiterung. Es gibt eine endliche Erweiterung
M|L mit M|K auflosbar und galoisch.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber [L : K. Ist L = K, so kann man M = L wihlen.

Sei L # K. Sei L\L\K mit [L : L] > 1, mit L = L(b) und mit b radiziell iiber L. Sei
m > 1 mit O™ € L. Nach Induktlonsvoraussetzung gibt es ein M|L mit M|K auflésbar
und galoisch.

Sei
FX) = Tlsecapnm(X™ —o(™) € LIX].
Fiir p € Gal(M|K) ist

fP(X)

(HaeGal(M\K)(Xm - U(bm)))p
- HaeGaﬂ(M\K)(Xm —a(b™))”
= HaeGal(M\K) (X™ = p(a(b™)))
= Iloecamnm(X™ —a'(0™))
= fX),
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und mithin f(X) € K[X]; vgl. erste Bemerkung in §3.5.1.4. Sei f(X) € K[X] das Produkt
der Menge der normierten irreduziblen Faktoren von f(X).

Sei M der Zerfallungskorper von f(X) iiber M. Da f(b) = 0 in L, ist pz(X) ein Teiler
von f(X) in Llz]; vgl. Satz 2.(2). Also gibt es eine Nullstellej) von f(X) in M mit

~

(b)) = 0. Somit gibt es einen Kérpermorphismus von L = L(b) nach M, der auf L
identisch einschrénkt; vgl. Folgerung zu Satz 3. Wir fixieren einen solchen Morphismus
und identifizieren ein Element in L mit seinem Bild in M. Also M|L.

/
N

Wegen f(X) € K[X] ist M|K galoisch; vgl. Aufgabe 45.(2).

Da M|K auflosbar ist, bleibt zu zeigen, daf} M|M auflosbar ist. Seien v, ..., . die
Nullstellen von f(X) in M. Es ist M = M(7yy,..., ). Fir i € [1,k] ist 4" = o(b™) fiir
ein 0 € Gal(M|K). Nun ist aber o(b™) € o(L) € M. Insgesamt ist v; radiziell iiber M,
und so a fortiori radiziell iiber M (71, ...,7;_1). Somit zeigt die Kette

M - M(’yl) c - C M(Vh"'u’y}ﬁ—l) - M(’yla"w’yk—la’yk) = M7

daB M|M auflésbar ist. o

4.3.2 Auflésbare Polynome

Definition. Sei f(X) € K[X] irreduzibel und normiert. Es heifie f(X) auflosbar, wenn
es eine auflosbare endliche Korpererweiterung L|K gibt, fiir welche ein b € L mit f(b) =0
existiert.

Beispiel. Sei K = Q. Es ist das irreduzible Polynom
X124 4X% —6X% —48X7 4+ 2X6 +96X5 — 12X* — 164X3 +108X% + 24X — 23 € Q[X]
auflosbar, da, wie leicht zu verifizieren,

F(V2+¥/V2-1) =

und da, wie bereits festgestellt, Q(v/2, v/v/2 — 1) | Q auflésbar ist; vgl. drittes Beispiel in
§4.3.1.

Informell gesprochen heifit ein irreduzibles normiertes Polynom also auflésbar, wenn es eine
Nullstelle hat, die sich als “iterierter Wurzelausdruck” von Elementen des Grundkorpers
schreiben 1a8t.
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4.4 Auflésbarkeitskriterien fiir Polynome

Sei K ein Korper mit char K = 0. Insbesondere ist K perfekt.

Der Grund fiir diese einschréinkende Bedingung ist in Aufgabe 44 zu suchen.

4.4.1 Erweitern um ein radizielles Element

Sei n > 1. Zerfalle X™ — 1 € K[X] in ein Produkt von Linearfaktoren.

GeméB Aufgabe 44.(1) gibt es ein Element ¢, € K mit (¢,) = {z € K : 2" = 1} und
o(¢,) =n.

Lemma. Sei K (b)|K eine endliche monogene Erweiterung mit b" € K. Dann ist K(b)|K

galoisch. Ferner gibt es einen injektiven Gruppenmorphismus von Gal(K(b)|K) nach
(Z/nZ,+). Inbesondere ist Gal(K (b)|K) abelsch.

Beweis. Ohne Einschrinkung ist b # 0. Schreibe a := b" € K. Da ('b fiir i € [0,n — 1]
eine Nullstelle von X™ — a € K[X] ist, und da b # (b fiir i, 7 € [0,n — 1] mit 1 # j,
zerféllt '

X"—a = Hie[o,nq](X —Gb) € K(b)[X].

Insbesondere ist K (b) Zerfallungskorper von X" —a, welches in K[X] in verschiedene nor-
mierte irreduzible Faktoren zerlegt werden kann. Somit ist K (b)| K galoisch; vgl. zweites
Lemma in §3.5.1.4.

Sei 0 € Gal(K(b)|K). Beachte, dal o(b)" — a = o(b" — a) = 0. Wihle ein j, € Z mit
o(b) = ¢Job. Dies eine Abbildung

Gal(K(b)|K) — Z/nZ
o +—> Jo+nZ.

Das Bild héngt wegen o((,) = n auch nicht von der getroffenen Wahl ab. In anderen
Worten, ist a(b) = (Jb, so ist j =, jo-
Zeigen wir, dafl ein Gruppenmorphismus vorliegt. Seien o, ¢ € Gal(K (b)|K). Dann wird

Gre = (008)(b) = al¢Fb) = Grol) = GG = G,

und also e =n Jo + J5-

Zeigen wir, dafl dieser Gruppenmorphismus injektiv ist. Dazu zeigen wir, dafl sein Kern
gleich {idg ()} ist; vgl. letzte Bemerkung aus §3.2. Ist o € Gal(K(b)|K) mit j, =, 0
gegeben, so wird o(b) = ¢J» = (% = b. Also ist 0 = idg(); vgl. dritte Bemerkung aus
§3.4.1. o

Lemma. Sei L|K eine endliche galoische Erweiterung mit [L: K] =m so, daff m ein
Teiler von n ist und daf$ Gal(L|K) = (o) fir ein 0 € Gal(L|K). Dann gibt es ein b € L
mit b € K und L = K(b).
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Beweis. Es ist o(o) = [L : K] = m. Insbesondere ist ¢ # o’ fiir 4, j € [0,m — 1] mit
i

Schreibe ¢, == (/™ € K. Es ist 0(C,) = m; vgl. Aufgabe 27.(2).

Mit Satz 7 (Dedekinds Lemma) aus §3.5.1 gibt es ein x € L mit

b = ZZE[Om I]C_Z l( ) 7£ 0.

!
Zeigen wir, da§ K (b) = L. Es geniigt wegen [L : K| = m zu zeigen, dafl [K(b) : K] > m.
Dafiir wiederum geniigt es, m verschiedene Nullstellen von i, x(X) in L anzugeben. Da
aber b # 0, ist ¢'.b # (J.b fir 4, j € [0,m — 1] mit ¢ # j. Fiir j € Z ist ferner
Gb = G Zie[o,mfl] (nlo' (@)
= Ez’e[o m—1] an(%])ai(x)
B S
= O-](Zz re[—j,m— 1—]]< U (ZE))
o(Gm) =o(0) =m i _
= o’ ( Zi/e[o,m—l] (olo” )
= a’(b) .
Also . . .
1,5 (Gb) = pirc(0? (b)) = o’y (b)) = a(0) = 0.

Zeigen wir, dafl b™ € K. Es ist, wie eben nachgerechnet,
ol(b™) = oI (O)" = (G = Cbm = b

fir alle j € Z. Also ist b™ € Fix(yy L = Fixga(xe) k) L = K; vgl. die erste Bemerkung in
§3.5.1.4. .

4.4.2 Der Satz von Galois

Sei daran erinnert, daf§ char K = 0.

Den Auflosbarkeitsbegriff fiir irreduzible und normierte Polynome und endliche Erweite-
rungen findet man in §4.3.2.

Den Auflésbarkeitsbegriff fiir endliche Gruppen findet man in §4.1.

Die Definition der Galoisgruppe eines Polynoms als Galoisgruppe der zugehorigen
Zerfallungskorpererweiterung findet man in §3.4.1.

Satz 10 (Satz von Galois) Sei f(X) € K[X] irreduzibel und normiert.
FEs ist f(X) auflosbar genau dann, wenn Gal(f(X)) auflosbar ist.
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Bewezs.

Sei zum einen f(X) auflosbar. Sei L|K eine auflosbare endliche Erweiterung, und sei
y € L mit f(y) = 0. Ohne Einschrankung ist L|K galoisch; cf. Lemma aus §4.3.1.

Sei nun L = K(by,...,by) mit b € K(by,...,b;—1) fiir i € [1,¢], wobei n; > 1. Sei
n :=kgV(ny,...,ns). Dann ist auch b € K(by,...,b;—1) fiir i € [1,7].

Sei L(¢,) der Zerfallungskorper von X™ — 1 iiber L, wobei o((,,) = n; vgl. Aufgabe 44.(1).
Es ist L((,)|K galoisch; vgl. Aufgabe 45.(2). Wir haben die Kette
K g K(Cn) g K(Cnabl) g K(Cn7b17b2) g g K(Cnablw"abk) = L(gn) )

von Zwischenkdrpern, die der Kette von Untergruppen

Gal(L(Gn)[K) = Gal(L(Cn) [ K (Cn)) = Gal(L(Cn) K (Cn, b1)) = Gal(L(Cn) K (Cns b1, b2)) = -+ - = {idrc,) }

entspricht; vgl. Satz 9 (Hauptsatz der Galoistheorie), §3.5.2.
Es ist K((,)|K galoisch mit abelscher Galoisgruppe; vgl. Aufgabe 44.(3). Also ist

Gal(L(Cn)lK) > Gal(L(Cn)lK(Cn))

mit abelscher Faktorgruppe Gal(K((,)|K); vgl. Satz 9.
Fir i € [1,4] ist K (G, b1, .-, 0:)|K(Ca, b1, - .., bi—1) galoisch mit abelscher Galoisgruppe;
vgl. Lemma aus §4.4.1. Also ist

Gal(L(Go) | K (Crs b1, -, b)) B Gal(L(Gu) | K (G b1y - - -5 i1))

mit abelscher Faktorgruppe Gal(K ((p, by, ..., 0;)|K (¢, b1, ..., bi—1)); vgl. Satz 9.
Somit ist Gal(L((,)|K) auflosbar.
Da f(X) eine Nullstelle y in L hat, zerféllt

JX) = (X =) (X =) (X =) € LIX]

in Linearfaktoren, wobei y = ~;; vgl. erstes Lemma in §3.5.1.4. Somit ist der Teilkérper
Ly := K(y1,...,v) in L((,) ein Zerféllungskorper von f(X) iiber K, insbesondere also
galoisch iiber K; vgl. zweites Lemma in §3.5.1.4.

Also ist Gal(f(X)) = Gal(Lo|K) ~ Gal(L(¢,)|K)/ Gal(L((,)|Lo). Da Gal(L((,)|K)
auflosbar ist, folgt dies auch fiir Gal(f(X)); vgl. Zusammenfassung in §4.1, Teil (2).

Sei zum anderen Gal(f(X)) auflosbar. Sei L der Zerfallungskorper von f(X) iiber K. Es
ist L| K galoisch; vgl. zweites Lemma in §3.5.1.4. Es ist Gal(f(X)) = Gal(L|K).

Sei n := [L : K|. Sei L((,) der Zerféllungskorper von X™ — 1 iiber L, wobei o((,) = n;
vgl. Aufgabe 44.(1). Es ist L((,)|K galoisch; vgl. Aufgabe 45.(2).

Da f(X) eine Nullstelle in L((,) hat, geniigt es zu zeigen, dal L((,)|K auflosbar ist.
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Da (, iber K radiziell ist, ist K((,)|K auflosbar. Also geniigt es zu zeigen, dafl
L(G)| K (¢,) auflosbar ist.

Wir haben ein Kompositum von Gruppenmorphismen
Gal(L(Gn)[K (Cn)) & Gal(L(Gy)|K) — Gal(L|K) ,

welches insgesamt o € Gal(L((,)| K (¢,)) auf o|¥ € Gal(L|K) abbildet. Der Kern ist gleich
Gal(L(¢n)|L) N Gal(L(¢,)| K (¢)). Ein Automorphismus von L((,), der aber sowohl auf
L identisch einschréankt als auch ¢, auf ¢, schickt, ist bereits die Identitét; vgl. dritte
Bemerkung in §3.4.1. Also ist der Kern gleich {id(,)}, und unser Kompositum somit
injektiv. Da Gal(L|K) auflosbar ist, gilt dies auch fir G := Gal(L((,)|K((,)); vgl. Zu-
sammenfassung in §4.1, Teil (1).

Sei
{iden} = Go < G € -+ 4Gy =G

eine Subnormalreihe mit allen Subfaktoren G;/G;_; zyklisch; vgl. Zusammenfassung in
§4.1, Teil (3). Diese entspricht der Kette von Zwischenkérpern

L(Cn) = FiXGo L(Cn) 2 FiXGl L(gn) 2 2 FiXGk L(Cn) = K(Cn)7

vgl. Satz 9, vgl. erste Bemerkung in §3.5.1.4. Da G;_; < G, ist Fixg, , L(¢,)| Fixg, L((,)
galoisch mit zyklischer Galoisgruppe G;/G;_1 ; vgl. Satz 9.

Beachte, dal |G;/G;—1| = |Gi|/|Gi-1| gemaB Aufgabe 38.(1.c) ein Teiler von |G| =
| Gal(L((,)| K (Cn))| ist, was wiederum, via unseres injektiven Kompositums, ein Teiler
von |Gal(L|K)| = [L : K] = n ist. Mit dem zweiten Lemma aus §4.4.1 folgt also, dafl
Fixg, , L(¢,) = Fixg, L(,)(b;) fiir ein b; radiziell iiber Fixg, L((,). Also ist in der Tat
L(G,)| K (¢,) auflosbar. o

4.4.3 Der Satz von Abel

Sei daran erinnert, daf§ char K = 0.
Wir betrachten den Korper K := K(Yy,..., Y1) =fracK[Yp, ..., Y, 1]

Lemma. Das Polynom X" + Y, X" ! et Yo X0 e K[X] ist irreduzibel.

Sein Zerfillungskorper hat Grad n! diber K.

Beweis. Sei F der Zerfallungskérper von X™ + Y, 1 X" ' + -+ + Yy XO iiber K. GeméB
Aufgabe 50 geniigt es auch fiir die behauptete Irreduzibilitéit zu zeigen, dafl [E K ] =l

Sei £ := K(Ty,...,T,) | K(so,-..,8,_1) =: L wie in Aufgabe 43, also
(*) Zie[o,n] ()5 X" = (X —Th) (X —=T,).

Nach Aufgabe 43.(3,4) ist [F : L] = n!. Mit der L-Basis aus Aufgabe 43.(4) sieht man,
daB E|L eine endliche und von den Nullstellen T; erzeugte Erweiterung ist, so da§ E auch

der Zerfillungskérper von g, (—1)"'s; X" iiber L ist.
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Zerlege

A

X"+ Y, X" X0 = (X —&)--- (X —&) € B[X].
Insbesondere ist

(**) (_1)n_i8i(£17 s 7571) = Y;

fir i € [0,n — 1], wie sich durch Einsetzen von &; fir T; fir ¢ € [1,n] aus (%) und
nachfolgendem Koeffizientenvergleich ergibt.

Sei K[SQ, ceey Sn—l] = {f(So, R ,Sn_l) . f(Xo, e ;Xn—l) S K[X(), co 7Xn—1]}; dies ist
ein Teilring von L.

Mit der Gebrauchsanweisung fiir Polynomringe aus §1.6.2 erhalten wir einen Ringmor-
phismus
K[Yi,...,Y,] % Kls0,. s 5n1]
Y, — (=1)"'s fir i € [0,n — 1],

welcher auf K identisch einschrankt, und welcher nach Konstruktion surjektiv ist.

Mit ebendieser Gebrauchsanweisung erhalten wir auch einen (Hilfs-)Ringmorphismus

K[Ty,....T,] % E
Y, — &  firie[l,n],

welcher auf K identisch einschrankt. Es wird

Wp(Y) = v((=1)"s) = ()" il &) 2V

fiir i € [0,n — 1]. Also ist 9| ks, j 0 ¢ die Inklusionsabbildung

7777 Sn—1

~

K[Y;,....Y,] v K C+ E.

Insbesondere ist ¢ injektiv, und insgesamt ein Ringisomorphismus.

Mit der Gebrauchsanweisung fiir Quotientenkorper aus §1.10.2 gibt es einen Kérpermor-
phismus

A

K = K(Yo,...,Yp1) 2o K(so,...,501) = L

mit ¢’ ﬁ;ﬁ(’) ........ v :11]] = . Als Korpermorphismus ist ¢’ injektiv. Da s; €
O(K[Yo, ..., Yo1]) € ¢ (K(Yy,...,Yn_1)) fir i € [0,n — 1], und da damit auch jeder
Bruch von polynomialen Ausdriicken in den s; mit Koeffizienten in K im Bild von ¢’

liegt, ist ¢" auch surjektiv. Insgesamt ist ¢’ ein Korperisomorphismus.

Es st (X" + VY, X"+ + Y X0)% =37, (1) "5, X" Mit der Behauptung aus
dem Beweis zu Satz 5 gibt es also einen Isomorphismus der jeweiligen Zerfallungskorper

1

E 2. FE
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mit |z = ¢'.

/7

E " - K(Ty,....,T,)=F
K=K, ..,Yo1) 2 K(so,...,501) =L

P

K[}/(),...,Ynfl] K[so,...,sn,l]

Nun ist dimy £ =mn!. Fait man E via ¢ als K-Vektorraum auf, so wird auch
dimy E =n!, da ¢’ ein Isomorphismus ist. Das obere kommutative Viereck im Dia-

gramm zeigt nun, dafl B4 Eein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist. Also ist auch
[E: K] =dimg E =nl. o

Beispiel (Mitternachtsformel). Sei einmal n = 2. Wir wollen direkt zeigen, daf das
Polynom X? + Y1 X + Y aus K[X] auflosbar ist. Sei M der Zerfillungskorper von
X? — (3Y? - Yp) iiber K. Sei w € M eine der Nullstellen dieses Polynoms in M. Es

ist w? = in — Yy, insbesondere ist w radiziell iiber K. Schreibe alternativ

—_. 1y2

Es ist K'(w)|K auflosbar (*°). Ferner ist
—%}/1—}‘&) = —lY1—|— 11/12—}/0

cine Nullstelle von X2 4 Y1 X + V) in K (w), da
(V1 +wP+Yi(—3Yi+w) + Yy = VP —Yiw+w’ -3V +wYi+Y

= WP+
= 0.

Somit hat X2 + Y, X + Y eine Nullstelle in einer auflésbaren Erweiterung von K und ist
also auflosbar.

Informell gesprochen ist X™ + Y, _1 X" ! + ... + Yy, X auflésbar genau dann, wenn es eine
Losungsformel fiir die polynomiale Gleichung n-ten Grades in “iterierten Wurzelausdriicken”
in den Y; gibt.

Satz 11 (Satz von Abel) Sein > 1.

(1) Esist Gal(X"+ Y, (X" 1+ .+ Y, X0) ~S,.

30Es ist auch M = K (w) nach Aufgabe 36.(2), aber das brauchen wir hier nicht.
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(2) BEsist X" +Y, X"+ .. + Y X auflésbar, falls n < 4.

(3) Esist X"+ Y, 1 X"+ + Y5 XY nicht auflésbar, fallsn > 5.

Beweis. Alle drei Aussagen haben einen Sinn, da X" 4+ Y, ;X" ! 4 ... + Y, X? € K[X]
nach vorigem Lemma irreduzibel ist.

Der Zerféllungskorper EA von X"+Y, 1 X" 14...4+Y, X iiber K hat nach vorstehendem
Lemma den Grad [E : K] =n!. Also ist
Gal( X"+ Y, 1 X" '+ 4+ VX0 ~ S,

wie in (1) behauptet; vgl. letzte Folgerung aus §3.4.1.

Mit dem Satz 10 von Galois aus §4.4.2 ist nun X" + Y, (X" ! + ... + Y, X? auflésbar
genau dann, wenn S,, auflosbar ist. Dies ist laut Aufgabe 49 genau dann der Fall, wenn
n < 4. Dies zeigt (2) und (3). o

Nach NiELs HENRIK ABEL (1802-1829) sind iibrigens auch die abelschen Gruppen be-
nannt.



Kapitel 5

Aufgaben und Losungen

5.1 Aufgaben

Aufgabe 1 (Exkurs kubische Gleichung) Seien a, b, ¢ € C gegeben.

Wir wollen ein & € C mit 3 + ax? + bx + ¢ = 0 bestimmen.

(1) Falls a # 0, so substituiere y = v + §, v = y — §. Zeige, dafl eine Gleichung der

Form y3 + py + g = 0 resultiert, mit p, ¢ € C. Gib p, ¢ darin in Abh#ngigkeit von
a, b, c an.

(2) Falls p # 0, so substituiere y = z — £. Zeige, daB fiir eine Nullstelle z € C \ {0}
der substituierten Gleichung das zugehérige y Nullstelle von 3° + py + g = 0 ist.

(3) Lose die substituierte Gleichung aus (2).

(4) Bestimme mittels (1,2,3) ein z € C mit * 4 322 + 2 — 3 = 0. (Taschenrechner!)

Aufgabe 2 (§1.5; Euklidscher Algorithmus) Seien a,b € Z-( mit a < b gegeben.
Wir wollen ggT(a,b) bestimmen, sowie s, t € Z mit as + bt = ggT(a,b).

(1) Division mit Rest liefert b = ag-+r mit r € [0, a—1]. Zeige, daB ggT(a,b) = ggT(a,r).

(2) Sei zg := b und x; := a. Sind xy, Tpy1 € Z>o bekannt, mit z; > 441, so schreibe,
falls xg4q1 # 0,
T = Th41 Qet1 T T2

mit Tpio € [07Ik+1 - ].]
Zeige, dafl es ein £ > 0 mit x, > 0 und x,; = 0 gibt. Zeige, dafl ggT(a,b) = x,.
(3) Seien sy := 1 und sy, := 0. Sind s;, und s;,1 bekannt fiir ein k& € [2, /], so setzen

WIr
Sk—1 = Sk+1 — Skqk-1

103
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Zeige, daBl as; + bsy = x,. (Hinweis: Zeige zxsy + Tx_15k+1 = x¢ per Induktion.)
(4) Seien a = 23, b = 87. Finde mit (1,2,3) Elemente s, ¢t € Z mit as+ bt = ggT(a,b).

Aufgabe 3 (§1.3) Wir rechnen in Z/nZ, wobei n € Z-;. Die Ergebnisse sind durch
Elemente x € Z mit —n/2 < x < n/2 repréisentiert anzugeben.

(1) Wir rechnen in Z/7Z. Bestimme 4 - 3 + 1. Bestimme 6 - 5 - 4.

(2) Wir rechnen in Z/32Z. Bestimme 3 -5 -7 - 9. Bestimme 313!, Bestimme 4.

Aufgabe 4 (§1.3, Aufgabe 2)

(1) Seim € Zxy. Sei k € [0,m — 1]. Zeige, dal k + mZ genau dann invertierbar ist in
Z/mZ, wenn ggT(k,m) = 1. Berechne (23 + 87Z)~! und (17 + 1000Z)~*.

(2) Sei n teilerfremd zu 10. Schreibe 1/n als periodischen Dezimalbruch. Zeige, daff die
Periodenlinge gleich min{k > 1 : 10% =, 1} ist. Bestiitige dies in den Féllen n =7
und n = 41.

Aufgabe 5 (Exkurs biquadratische Gleichung) Seien a, b, ¢, d € C gegeben.

Wir wollen ein z € C mit z* + ax® + bx? + cx + d = 0 bestimmen.

(1) Falls a # 0, so substituiere y = x4 ¢, v = y — {. Zeige, daf eine Gleichung der Form
y* 4+ py? + qu + r = 0 resultiert, mit p, ¢, r € C. Gib p, ¢, r darin in Abhéngigkeit
von a, b, ¢, d an.

(2) Sei a € C so gewihlt, daB o + $pa? — ra — 1pr + £¢* = 0 (vgl. Aufgabe 1).
Falls p 4 2o = 0, so zeige, da8 y* + py? + qy +r = 0 genau dann, wenn

(v —a)? = a*—r.

Falls p + 2 # 0, so zeige, dal y* + py? + qy +r = 0 genau dann, wenn
(v* —a)? = —2a+p)(y+ 5555)" -

(3) Schreibe 7 := iv/6. Bestimme mittels (1,2) ein z € C so, daB

3
x4+4x3+7x2+(6+7)x+§+7 =0.



105

Aufgabe 6 (§1.3, §1.4.3; Chinesischer Restsatz)

(1) Seien R und S kommutative Ringe. Seien auf dem kartesischen Produkt R x S
Addition und Multiplikation definiert durch

(r,s) + (r,s) = (r+r,s+¢)
(r,s) - (r',s) = (r-r;s-¢)

wobei r, ' € Rund s, s € S. Zeige, daf3 hierdurch ein kommutativer Ring R x S
definiert wird. Falls R und S Koérper sind, trifft das dann auch auf R x S zu?

(2) Sei R ein kommutativer Ring. Seien I, J C R Ideale derart, dal I + J = R. Zeige,
dafl
R/(INJ) — R/I x R/J
r+(INJ) — (r+I1 , r+J)
ein Isomorphismus kommutativer Ringe ist. (Hinweis: Warum geniigt es fiir die
Surjektivitét, (1,0) und (0,1) im Bild nachzuweisen?)

(3) Seien m, n € Z gegeben mit ggT(m,n) = 1. Seien mit dem Euklidschen Algo-
rithmus auch bereits s, t € Z ermittelt mit ms + nt = 1. Zeige, dafl Z/mnZ ~
Z/mZ x Z/nZ ist. Gib Isomorphismen in beide Richtungen an.

(4) Zeige, daB Z/12Z ~ Z/37Z x Z/AZ (als kommutative Ringe). Finde Isomorphismen
in beide Richtungen.

Aufgabe 7 (§1.4.1 und §1.6.2)

(1) Sei K ein Korper. Sei R ein kommutativer Ring, und sei R # {Og}. Sei K L. Rein
Morphismus von Ringen. Zeige, dal f injektiv ist.

(Insbesondere sind Kérpermorphismen stets injektiv.)

(2) Sei R ein kommutativer Ring. Zeige, daB R[X] -~ R, f(X) =, fiX' — fo
ein Ringmorphismus ist. Berechne Kern . Zeige, dafi R[X]|/X R[X] ~ R.

Aufgabe 8 (§1.6.4, §1.8.5; Euklidscher Algorithmus) Sei K ein Korper.

Seien f(X), h(X) € K[X] mit deg f < degh gegeben. Wir wollen ein g(X) € K[X] so
bestimmen, da8 f(X)K[X]+ h(X)K[X] = g(X)K[X].

(Ist ¢g(X) noch mnormiert, so ist dies nach Definition gleichbedeutend mit
geT(f(X), h(X)) = g(X)K[X], vgl. §1.7.4.)

Ferner wollen wir s(X), ¢(X) € K[X] so bestimmen, dafl f(X)s(X)+h(X)t(X) = g(X).

(1) Division mit Rest liefert h(X) = f(X)g(X) + r(X) mit ¢(X), r(X) € K[X] und
degr < deggq. Zeige, daB f(X)K[X]+ h(X)K[X] = f(X)K[X] + r(X)K[X].
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(2) Sei up(X) = h(X) und w1 (X) = f(X). Sind up(X), ur41(X) € K[X] be-
kannt, so schreibe, falls ug41(X) # 0, up(X) = wgs1(X) - qer1(X) + ugs2(X) mit
Qe+1(X), ups2(X) € K[X] und deguy2(X) < degupy1(X).

Zeige, daB es ein £ > 0 mit up(X) # 0 und w1 (X) = 0 gibt. Setze g(X) := ue(X).
Zeige, daB f(X)K[X]+ h(X)K[X] = g(X)K[X].

(3) Seien sp(X) = 1 und sp:1(X) := 0. Sind s(X) und sx41(X) bekannt fiir ein
k € [2,¢], so setzen wir sp_1(X) := sp1(X) — s£(X)ge_1(X).
Zeige, daBl f(X)s1(X) + h(X)s2(X) = g(X).

(4) Seien f(X) = X? +1 € Fy[X] und h(X) = X5+ X? + X + 1 € B[X].

Finde mit (1,2, 3) ein g(X) mit f(X)K[X]+h(X)K[X] = g(X)K[X] und Elemente
s(X), t(X) € F[X] mit f(X)s(X)+ h(X)t(X) = g(X).

Aufgabe 9 (§1.6.1; Formales Ableiten) Sei R ein kommutativer Ring.
Fiir f(X) =3, fiX’ € R[X] setzen wir

f,(X) = Zi>1 ifiXi_l
(wobei ein Element aus R mit einem Element i € Z-, durch Bilden dessen i-facher Summe
in R multipliziert werde).
Zeige, daB fir f(X), g(X) € R[X]undr, s € R

(rf(X) +59(X))" = rf'(X) + sg'(X)
(f(X)-9(X)) = J(X)-9(X)+ f(X)-g'(X) .

Aufgabe 10 (§1.7.5)

(1) Sei R ein Integritatsbereich. Sei K C R ein Teilkérper von R, d.h. ein Teilring,
der ein Korper ist. Sei R als K-Vektorraum endlichdimensional. Zeige, dafl R ein
Korper ist.

(2) Finde ein n > 0 und eine Basis (21, ..., z,) von C als R-Vektorraum so, da8 fiir alle
i €[l,n]ein j € [1,n] mit z; = z; existiert.

Aufgabe 11 (§1.8.4) Die Ordnung eines Elements g in einer (multiplikativ geschriebe-
nen) endlichen Gruppe G ist definiert als o(g) := min{n € Z-; : ¢" = 1}. (Diese existiert,
da wegen der Endlichkeit von G es 0 < k < ¢ mit ¢*¥ = ¢° geben muB, woraus ¢** =1
folgt.)

Schreibe b{a) := {ba* : k € Z} fiir a, b € G.
Schreibe F) := F, \ {0} fiir p prim.

(1) Sei a € G gegeben.
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(a) Zeige, daf fiir b, ¥’ € G entweder b(a) = b'(a) oder b{a) NV {a) = 0.
(b) Zeige, daB |b{a)| = o(a) fiir alle b € G.
(c) Folgere, dal o(a) ein Teiler von |G| ist.

(2) Bestimme alle Elementordnungen in (F;*,-). Verifiziere (1.c) in diesem Beispiel.

(3) Bestimme alle Elementordnungen in (Fyj, -). Verifiziere (1.c) in diesem Beispiel.

Aufgabe 12 (§1.8.4, Aufgabe 11) Sei p prim.

(1) Seia € F,. Zeige, daBl a? = a (Kleiner Fermatscher Satz; Hinweis: Aufgabe 11.(1.c)).

(2) Zeige, daB X? — X = [];cp (X —4) in F,[X]. (Hinweis: (1).)
Berechne [];c(5_ (X —4) in Z[X] und vergleiche.

(3) Zeige, dal (p —1)! =, —1 (Satz von Wilson; Hinweis: Koeffizientenvergleich in (2)).
Ist (n—1)!=, —1firallen€Z.?

(4) Sei p = 3. Sei s(p) = D icp, 1. Zeige, daB der Zahler von s(p) in gekiirzter

Bruchschreibweise durch p teilbar ist.
(Hinweis: Koeffizientenvergleich bei X? in (2)).

Aufgabe 13 (§1.7.2, §1.7.4)
(1) Seien a, b € Z-; . Zeige, daB aZ N bZ = kgV(a, b)Z.
(2) Finde das z € Z>, mit (12Z + 30Z) N 21Z = 2Z.
(3) Finde das f(X) € Fy[X] mit
(X' + DRX]+ (X' + X+ X + DR[X] + (X° + DE[X] = f(X)F[X].

Aufgabe 14 (§1.6.2)

Gib einen Ringisomorphismus ¢ von F»[X] nach F»[X]| an mit ¢ # idg,x], aber mit
2 .
Q- = ldF2[X] .

Aufgabe 15 (§1.7.3)

(1) Bestimme char(Z/8Z x Z/12Z).

(2) Sei K s Lein Morphismus von Korpern. Zeige, dal char K = char L.
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Aufgabe 16 (§1.7, §1.5)

(1) Sei n € Z>q nicht prim. Zeige, dafl Z/nZ kein Integritétsbereich ist.
(2) Berechne (X*+ 1+ (X7 + DF[X]) ™" in F[X] /(X7 + 1)F[X].

(3) Wieviele Elemente enthiilt R := Fy[X]/(X? + X? + X + 1)F,[X]? Finde ein inver-
tierbares Element in R~ {1}. Ist R ein Integritétsbereich?

(4) Sei K ein Korper. Sei f(X) € K[X] mit f(0) = fo # 0.
Bestimme (X + f(X)K[X])™! in K[X]/f(X)K[X] (in Abhingigkeit von f(X)).

Aufgabe 17 (§1.8.5) Berechnen eines Elementes in Fg bedeute, es als
F,-Linearkombination in der Standardbasis (8%, ', 3%) zu schreiben. Entsprechend
in F, resp. Fy.

(1) Bestimme die Verkniipfungstafeln von F, beziiglich Addition und Multiplikation.
(2) Berechne (o +1)3, (82 +1)(8°+ 1)+ % und (¢ + 1)* — 4.
(3) Berechne ot (82 + 8+ 1)"'und (¢ +1)7%.

Aufgabe 18 (§1.8.5) Ist G eine Gruppe und z € G, so schreibe (z) = {z* : k € Z}.
Ist K ein Korper, so schreibe K* := K ~\ {0}.

(1) Finde ein z € F;* mit (z) = Fy".
(2) Finde ein x € Fg* mit (z) = Fy".

(3) Finde ein z € Fy* mit (x) = FJ'.

Aufgabe 19 (§1.8.5)

Bestimme alle normierten irreduziblen Polynome in F,[X] von Grad n.
(1) Sei ¢ =4 und n = 2.
(2) Sei ¢ =3 und n = 3.

(3) Sei ¢ =2 und n = 4.

Aufgabe 20 (§1.7, §1.8)

Zeige, daB die kommutativen Ringe Z/9Z , Z/3ZxZ/3Z und Fy paarweise nichtisomorph
sind.
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Aufgabe 21 (§1.8.5)

Gibt es in Fg einen Teilkorper aus 4 Elementen? Warum?
Aufgabe 22 (§1.8.2)

(1) Sei R-1+ S ein Morphismus kommutativer Ringe. Sei J C S ein Ideal. Zeige, daf3
f71(J) C R ein Ideal ist, das Kern f enthiilt.

(2) Sei R ein kommutativer Ring, und sei I C R ein maximales Ideal. Zeige mittels (1)
erneut, da§ R/ ein Korper ist. (Hinweis: Wir haben zu zeigen, daf§ R/I genau zwei

Ideale enthilt. Wende (1) an auf R~ R/I. Sei J ein Ideal von R/I. In welchem
Verhéltnis stehen I und p~'(J)? Verwende nun Maximalitéit von I.)

Aufgabe 23 (§1.10.1; Quotientenkorper)
Sei R ein Integritétsbereich. Zeige, dafl frac R ein Korper ist.

Zeige also, dafl Addition und Multiplikation die Axiome eines kommutativen Rings erfiillen
und daf es zu jedem Element ungleich 0 in frac R ein multiplikativ inverses Element gibt;
vgl. §1.10.1.

Aufgabe 24 (§1, §2.1; Frobenius)

(1) Sei K ein Korper mit char K =: p > 0. Zeige, daf

Frobg
K — K

x +—— Frobg(z) := 2P

ein Kérpermorphismus ist, der sogenannte Frobenius.
Ist Frobg ein Automorphismus? (Hinweis: Betrachte F,(X).)
Ist Frobg ein Automorphismus, falls K endlich ist?

(2) Zeige unter Verwendung von Frobg, und der ersten Bemerkung in §2.1 den Kleinen
Fermatschen Satz erneut; vgl. Aufgabe 12.(1).

(3) Konstruiere einen Korper Fy; aus 27 Elementen.
Bestimme {x € Fy; : Frobg,, (z) = z}.

(4) Konstruiere einen Korper Fig aus 16 Elementen.
Zeige, daB {x € Fi5 : Frobg, (z) =z} ein Teilkérper von Fig isomorph zu Fy ist.

Aufgabe 25 (§1.7.4, §1.9)

(1) Sei K ein Kérper mit char K = 0. Seien s, t > 1. Sei f(X) := X5(X — 1), Zeige,
daB ggT(f(X), f'(X)) = X*7H (X — 1)L,
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(2) Sei K ein Korper. Sei f(X) € K[X] vollstandig in Linearfaktoren zerlegbar. Zeige,
daB genau dann ein Linearfaktor in f(X) mit Exponent > 2 auftritt (d.h. f eine
doppelte Nullstelle in K hat), wenn ggT(f(X), f'(X)) # 1.

(3) Sei L ein Korper, und sei K ein Teilkorper von L. Seien f(X), h(X) € K[X]. Zeige,
daB der in K[X] genommene ggT von f(X) und h(X) mit dem in L[X] genommenen
iibereinstimmt.

Aufgabe 26 (§2.1) Sei L ein endlicher Kérper.

(1) Zeige, daB |L| eine Primpotenz ist. D.h. zeige, daf} es eine Primzahl p gibt und ein
¢ >1so, daB |L| = p*.
(Hinweis: Kann char L = 0 sein? Zeige, daf8 L ein endlichdimensionaler Vektorraum
iiber seinem Primkérper ist.)

(2) Sei weiterhin |L| = p‘. Sei K C L ein Teilkdrper. Zeige, dafi |K| = p* fiir einen
Teiler k von (. (Hinweis: Gradsatz 1).

(3) Bestimme alle Teilkorper von Fyr ; vgl. Aufgabe 24.(3).

Aufgabe 27 (§1; Multiplikative Gruppe eines endlichen Kérpers)

Sei (G, -) eine multiplikativ geschriebene endliche abelsche Gruppe. Seien a, b € G.
Sei K ein Korper. Schreibe K* := K ~ {0}. Beziiglich o(a), vgl. Aufgabe 11.

(1) Sei k € Z. Zeige, daB genau dann a* = 1 ist, wenn o(a) ein Teiler von k ist.

Ist ggT(o(a),o0(b)) = 1, so zeige o(ab) = o(a)o(b).
(2) Sei d € Z, . Zeige o(a?) = % :
o(a)

Ist insbesondere d ein Teiler von o(a), dann ist o(a?) = 23~ .

(3) Zeige, dafl es in G ein Element von Ordnung kgV(o(a),o(b)) gibt.
(Hinweis: Schreibe o(a) = p§* - - - pi* und o(b) = pi* - - - pi* mit p; prim. Mit (2) haben

max{ Si,ti

wir ein Element z; € G von Ordnung p, ! fiir alle 7, namlich je eine geeignete

Potenz von a oder von b. Bestimme o(xy - - - xy) mit (1).)

(4) Sei x ein Element von G maximaler Ordnung. Zeige, dafi o(g) ein Teiler von o(x)
ist fiir alle g € G. (Hinweis: Sonst wére o(x) < kgV(o(x),0(g)). Verwende (3).)

(5) Sei nun G C K* derart, dafl die Multiplikation von Elementen von G durch die
Multiplikation dieser Elemente in K gegeben ist; cf. auch §3.2 spéter.
Zeige, daf es ein x € G mit o(x) = |G| gibt.
Ist insbesondere K endlich und G = K*, so folgt, dafl es ein x € K* mit
o(z) = |K*| = |K| — 1 gibt.
(Hinweis: Sei x € G von maximaler Ordnung. Es ist o(x) ein Teiler von |G|. Mit (4)
folgt, da8 alle Elemente von G Nullstellen von X°® — 1 sind. Ein Polynom mit |G|
Nullstellen hat Grad > |G].)
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(6) Gib in Fjj ein Element von Ordnung 15 an, samt seinen Potenzen; vgl. Aufga-
be 24.(4).

(7) Finde eine Gruppe G C C* wie in (5) mit |G| = 4.

Aufgabe 28 (§2.3.1)
Sei L|K eine endliche Korpererweiterung. Sei « € L. Zeige, dal = algebraisch iiber K ist.

Aufgabe 29 (§1.9, §2.4)
Zerlege f(X) € K[X] in irreduzible Polynome unter Verwendung von Magma.

(Hinweis: Q via Q := Rationals(), Fy viaF := GF(2) eingeben. Der Magma Calculator
findet sich auf http://magma.maths.usyd.edu.au/calc .)

4) f(X)=X®— X € Fy[X]
5) f(X)=X®— X € Fy[X]
6) f(X)=X"—X+1¢€FX]

Aufgabe 30 (§2.2, §2.3.3, implizit §2.5)
Sei f(X) € K[X] gegeben. Konstruiere in Magma eine endliche Korpererweiterung L von

K so, daB f(X) € L[X] in Linearfaktoren zerfillt. Gib diese Faktorisierung an (unter
Verwendung geeigneter Bezeichnungsweisen). Bestimme [L : K.

(1) f(X)=X"+X?+1€Q[X].

(2) f(X)=X°+X?>+1€eQ[X].

(3) f(X)=X"+X +1€FyX].

Aufgabe 31 (§2.3.2) Verwende Magma fiir Faktorisierungen, nicht aber, um Minimal-
polynome direkt auszugeben.

(1) Bestimme p, 5, 5q(X). Ist Q(vV2 +V3) = Q(v/2,v/3)? (Hinweis: Gradvergleich.)

(2) Bestimme die Minimalpolynome aller Elemente von Fg. Gibt es einen Automorphis-
mus von Fg, der nicht gleich einer Potenz des Frobeniusautomorphismus ist?
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Aufgabe 32 (§2.3.2) Sei L|K eine Korpererweiterung.
Sei y € L algebraisch iiber K. Sei deg 1, x ungerade.
Zeige, daBl deg 2 x = deg i,k ist. Ist py x (X) = pr2 x (X)?

Aufgabe 33 (§2.3.2) Sei p prim. Sei k > 2

(1) Zeige, daf3 ein irreduzibles Polynom von Grad k in F,[X] existiert.
(Hinweis: Nach Aufgabe 27.(5) ist F, = (y) fiir ein y € F ; vgl. auch Kor. in §2.5.4.
Insbesondere ist F,. = F,(y). Betrachte i, 5, (X).)

(2) Sei f(X) € F,[X] normiert und irreduzibel mit deg f = k. Zeige, daB in F,[X] das
Polynom X7 — X von f(X) geteilt wird, nicht aber von f(X)2.
(Hinweis: Sei K := F,[T|/f(T)F,[T]. Sei y := T + f(T)F,[T] € K. Warum teilt
f(X) = pyr,(X) das Polynom X7 — X ? Wie zerfillt X7 — X in K[X]? Wie
zerfillt also f(X) in K[X]? Wie oft kann also f(X) nur in X?* — X aufgehen?)
Aufgabe 34 (§2.5)

Bestimme den Zerfillungskorper von f(X) € K[X] via Magma. Gib seinen Grad iiber K
an. (Hinweis: Lose wie in Aufgabe 30. Damals fiel der Begriff des Zerfallungskorpers noch
nicht.)

=X+ X +1eQ[X].

= X1 +4X% +8X +8 € Q[X].
=X - X*+2eQ[X].

= X% +1€Q(v2)X].
Aufgabe 35 (§2.5)

Sei K ein Korper mit char K = p > 0. Sei a € K* keine p-te Potenz eines Elements von
K*. Sei L der Zerféllungskérper von XP —a € K[X].

Zeige, daf XP — a € K[X] irreduzibel ist. Zeige, dafl [L : K] =

(Hinweis: Sei b € L eine Nullstelle. Dann ist (X — b)? = X? — a. Hétte X? — a einen

nichttrivialen Faktor f(X) € |, so wire dieser von der Form (X — b)* fiir ein s €

[1,p — 1]. Dann aber wire f; = (— )3 in K. Mit su+pv = 1 mit u, v € Z wére
e K

KX
(=b) = (=b)™ ™" = ((=b)*)"(—a)" € K.)
Aufgabe 36 (§2.5, §2.3.2) Sei K(y)|K eine endliche monogene Kérpererweiterung.

Zeige oder widerlege.

(1) Esist K(y) ein Zerfallungskorper von p, x(X).
(2) Ist [K(y) : K] =2, so ist K(y) ein Zerfallungskorper von g, x(X).
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Aufgabe 37 (§3.2) Sei G e i ein Gruppenmorphismus.

1) Sei U < G. Zeige, daB f(U) < H.
2) Zeige, da Im f < H. (Hinweis: Spezialfall von (1).)

(1)
(2)
(3) Ist f injektiv, so zeige, daf f|™/ ein Gruppenisomorphismus von G nach Im f ist.
(4) Sei N < H. Zeige, dal f~1(N) < G.

()

5) Zeige, daB Kern f < G. (Hinweis: Spezialfall von (4).)

Aufgabe 38 (§3.2; Satz von Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe. Sei U < G.
Schreibe bU = {bu:u € U} fir b € G.
(1) (Hinweis: Vgl. Aufgabe 11.(1).)
(a) Zeige, daf fiir b, i’ € G entweder bU = b'U oder bU NH'U = () ist.
(b) Zeige, daB |bU| = |U]| fiir alle b € G.
(c) Folgere, dafl |U| ein Teiler von |G| ist.
(2) Berechne (1,3) 0 (1,3,4) und (1,6,3) 0 (2,4,3,5) 0 (2,4) in S .
(3) Gib alle Untergruppen von Ss an. Welche davon sind normal?

(4) Verifiziere (1.c) fir G = S;p und U = ((1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12), (1, 3)) via
Magma.

Aufgabe 39 (§3.4) Sei K ein perfekter Korper. Sei f(X) € K[X] ein Produkt verschie-
dener irreduzibler Polynome.

Berechne Gal(f(X)). Verwende hierzu Magma (ausgenommen GaloisGroup).

(1) f(X)=X*"+4X*+8X + 8 € Q[X] (vgl. Aufgabe 34.(2)).
(2) f(X)=X°+X?+1 € Q[X] (vgl. Aufgabe 30.(2)).

Aufgabe 40 (§3.4) Sei K ein perfekter Korper.

Sei f(X) € KI[X] ein normiertes irreduzibles Polynom von Grad 2. Zeige, daf§
Gal(f(X)) ~ S, . Folgere, daf Gal(C|R) ~ S, .

Aufgabe 41 (§3.5.1.2) Sei L der Zerféllungskorper von f(X) € K[X], wobei K perfekt
und f(X) ein Produkt verschiedener irreduzibler normierter Polynome ist.

Sei U < Gal(L|K). Bestimme eine K-lineare Basis von Fixy L.

(Hinweis: Es ist Try : L— FixgL, x+—— Y ., 0(x) eine surjektive K-lineare Abbil-
dung.)
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(1) f(X)=X?*+ X +1€Q[X], U-=+~((1,3)) in der Notation von §3.4.2.1.
(2) F(X)=X*+X +1€Q[X],U—~((1,2,3)) in der Notation von §3.4.2.1.

(3) f(X)=X"+4X?2+8X +8 € Q[X], U =~ {((1,2,3)) in der Notation der Losung zu
Aufgabe 34.(2). (Hinweis: Magmal)

(4) f(X) = X'~ X € K[X], U = (Frob;, ); vgl. Aufgabe 24.(4).

Aufgabe 42 (§3.2) Sei G o [ ein Gruppenmorphismus. Sei N < G ein Normalteiler.
Zeige.

(1) Esist G/N := {gN : g € G} eine Gruppe mit 1¢/y = 1¢-N und gN-gN = (g-§)N
fir g, g € G. Es heifit G/N Faktorgruppe von G nach (oder modulo) N.

(2) Esist G/Kern f— Im f, gKern f+— f(g) ein wohldefinierter Gruppenisomor-
phismus.

(3) Sind G und H endlich, so teilt |Im f| sowohl |G| als auch |H|. (Hinweis: Lagrange.)

Aufgabe 43 (§3.5.1.1, vorbereitend zu §4.4.3) Sei K ein Korper. Sei n > 1.
Schreibe E := K(T,...,T,).

(1) Gib einen injektiven Gruppenmorphismus S, — Aut(F|K) an. Wir identifizieren
S, mit ihrem Bild in Aut(E|K).

(2) Definiere

Yicom ("D XT = Yo (D)D) X = (X=Th) - (X-T) € ELX]

Im Fall n = 3 berechne s;(7}, T3, Ts) fiir i € [0, 3].

(3) Definiere den Teilkorper

g(so 77777 Snfl)

L := K(so,...,8,-1) = {Miﬂxo ..... Xn-1), 9(X0,-Xn-1) € K[Xo,..: Xn—1l, g(s0,---, snfl);éo} CFE.

Zeige L C Fixg, E. Folgere [E : L] > n!. (Hinweis: Dedekind.)

(4) Zeige, daBl [L(Ty,...,T;1,T;) : L(Ty,...,Ti-1)] <n+1—ifiiri € [1,n].
Folgere [E : L] < n!. Folgere L = Fixg, E.
Folgere up, pery,..m (X)) = (X =T;)--- (X =T5,) .
Gib eine L-lineare Basis von E an.

(Hinweis: (X —T})- - (X = To)) = feqles € L(Ty, -, Ti)[X])
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Aufgabe 44 (vorbereitend zu §4.4.2) Sei K ein Koérper mit char K = 0. Sei n > 1.
Sei L der Zerfallungskorper von X™ — 1 € K[X] iiber K. Zeige.

(1) Esist {z € L : 2™ = 1} eine Untergruppe der Ordnung n von L*, die von einem
Element (,, der Ordnung n erzeugt wird, welches wir fixieren. Es ist L = K((,).
(Hinweis: Vgl. Aufgaben 27.(4,5), 25.(2)).

(2) Sei U(Z/nZ) :={k+nZ : ggT(k,n)=1}. Zeige, daBl U(Z/nZ) mit der Multipli-
kation aus Z/nZ eine abelsche Gruppe bildet. Bestimme alle Elementordnungen in
U(Z/12Z). Ist U(Z/12Z) von einem Element erzeugt?

(3) Sei fiir 0 € Gal(L|K) das Element i, + nZ € U(Z/nZ) definiert durch o(¢,) = (.

Zeige, daBl Gal(L|K) — U(Z/nZ), o +— i, +nZ ein injektiver Gruppenmorphismus
ist. Folgere, dafl Gal(L|K) abelsch ist.

Aufgabe 45 (vorbereitend zu §4.4.2)
Sei K ein perfekter Korper. Sei L|K eine endliche Erweiterung.

(1) Zeige, dafl L perfekt ist. (Hinweis: L einmal wie iiblich, und einmal via z % y := 2Py
fir x € K und y € L als Vektorraum auffassen.)

(2) Sei L|K galoisch. Sei f(X) € K[X] ein normiertes Polynom, welches in ein Produkt

verschiedener normierter irreduzibler Polynome zerféllt. Sei M der Zerféallungskorper
von f(X) iiber L. Zeige, dafl M|K galoisch ist.

Aufgabe 46 (§3.4, §3.5.1.2)

(1) Bestimme die Galoisgruppe von X+ 3X + 3 € Q[X]
mit Magma (ausgenommen GaloisGroup).

(2) Bestimme alle Kérper zwischen Q und dem Zerfiallungskorper
von X? + X + 1 € Q[X]. (Hinweis: Aufgabe 34.(1), §3.4.2.1, Aufgabe 41.)

Aufgabe 47 (§3.5.2, §3.6)

(1) Sei K perfekt, sei E|L|K mit E|K galoisch. Zeige mit einem Zerfallungskorperar-
gument, dal E|L galoisch ist; vgl. Lemma aus §3.5.2. (Hinweis: Aufgabe 45.(1).)

(2) Sei q eine Primpotenz, sei s > 1. Zeige mit einem Zerfiallungskorperargument, daf
F,:|F, galoisch ist; vgl. Lemma aus §3.6.
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Aufgabe 48 (§3.5.2)

(1) Sei G eine endliche Gruppe. Sei G = (g) fiir ein ¢ € G mit o(g) = n, also G zyklisch.
Zeige, daBl jede Untergruppe von G von der Form (g¢) fiir einen Teiler d von n ist.

(2) Sei p prim. Sei s > 1. Ordne jedem Teiler d von s einen Kérper K zwischen F, und
F,: mit [K : F,] = d zu. Erhélt man so alle Zwischenkorper?

(3) Konstruiere Fgy . Konstruiere alle Korper zwischen Fy und Fgy .
(Hinweis: ElementToSequence gibt Koeffizienten eines Element in Fgy in Standard-
basis.)

Aufgabe 49 (§4.1) Zeige.
(1) Es ist S, auflosbar fiir n € [1,4]. (Verwende Magma, ausgenommen IsSolvable.
Hinweis: Warum ist eine Untergruppe U < G mit 2|U| = |G| normal?)

(2) Esist S, nicht auflosbar fiir n > 5.
(Hinweis: Sei M < N < S, mit N/M abelsch. Falls N alle Zykel der Léange 3
enthélt, so auch M. Denn gegeben (a, b, ¢) € N, so wird, da N/M abelsch, (a,b, c) =
(a,b,d) o (a,c,e)o(a,b,d)"o(a,c,e)™t € M, wobei |{a,b,c,d,e}| =5.)

Aufgabe 50 (§3.4.1) Sei K ein Korper. Sei f(X) € K[X] normiert von Grad n > 1.

Sei L der Zerfallungskorper von f(X) iiber K. Zeige, dafi f(X) € K[X] irreduzibel ist,
falls [L : K] =n!.

Aufgabe 51 (§4.4.2) Ist f(X) € Q[X] auflosbar?

(Verwende Magma, ausgenommen GaloisGroup und IsSolvable. Hinweis: Aufgabe 50.)
(1) f(X)=X°+5X%*+3 € Q[X].
(2) f(X)=X">+5X?+2€ Q[X].

Aufgabe 52 (§3.5.1.2, §3.5.1.4, §3.6)

Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G := Gal(L|K). Sei die Norm
erklart durch

L e, g
v +—— Ng(z) = [[,eqco(®)

(1) Verifiziere, daf in der Tat Ng(x) € K ist.

(2) Sei ¢ eine Primpotenz. Sei s > 1. Sei L = F;s and K = F,. Weise die Norm als
surjektiv nach.
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Aufgabe 53 (Aufgabe 54) Seim > 0. Sei K ein Kéorper mit |K| = m.
Sei V' ein Vektorraum. Sei U; C 'V ein Teilraum fir i € [1,m].
zeige Usepm Ui C V.

Aufgabe 54 (§2.5,83.5.1.4) Sei K ein perfekter Korper. Sei L|K eine endliche
Korpererweiterung. Zeige, daf es ein t € L mit L = K (t) gibt.

Aufgabe 55 (§1.8.5,81.9) Sei f(X) = >, ,aX" € Z[X] normiert und von Grad
n := deg f gegeben.

(1) Sei f(X) = g(X)h(X) mit g(X), h(X) € Q[X] normiert.
Zeige g(X), h(X) € Z[X].

(2) Sei p eine Primzahl. Sei a; =, 0 fiir i € [0,n — 1], aber ag #,2 0.
Zeige, daBl f(X) € Q[X] irreduzibel ist.
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5.2 Losungen

Aufgabe 1

(1)

Die Substitution liefert

P tar+br+c = (y—2)P°+
3
Y

Also wird p =0 — %a2 und g = %a?’ — %ab +c.

Die Substitution liefert fiir z # 0

viryta = (- +p(z-$)+g
— < -3
= 224q-5273.

Mit y = z — £ ist also 2° + ¢ — g—;’z*?’ =3 + py + ¢ fiir 2 # 0. Finden wir ein z € C \ {0}, das
Nullstelle der linken Seite ist, so ist das zugehorige y Nullstelle der rechten Seite.

Beachte, daf fiir z € C mit (2)? + ¢ 3—§:Owegenp7é0auchz;é01$t. Also ist
{ze C~ {0} : z3+q—]2£7’2_3:0} = {2€C: (&2 +¢° -5 =0}

{ZEC : z?’:—%:lz ‘14—&—’2’7}.

Beachte, dafl die letzte Gleichung im Komplexen im Falle + und im Falle — im allgemeinen je 3
Losungen hat. In der Tat, ist w = |w| exp(iargw) € C~{0}, soist z = /|w|exp(iargw/3+42wik/3)
eine Losung von 2% = w fiir k € {0,1, 2}

Die Substitution in (1) liefert p = £ und ¢ = —32}. Wir haben also gem#8 (2)

6 3IZ3+ 125 __ 0

v 16656

.. . 1/ _31\2 _ 125 _ 7 . .
zu 1osen. Nun ist |/ 3(—£5)? — 15626 = 31 Also kénnen wir etwa
3 _ 1. (. 31y, T _ 125

2= =3 (=51) +31 = 2%

ansetzen (Fall + in (3)) und z = {/$22 = 2 verwenden.
Somit wird y = z — % : %2*1 =

eine Losung von 22 + 22 + 1z — 1 =0.

DI= ol

. . _ 11
SchlieBlich wird x =y — 5 - 5 =
(Die komplette Faktorisierung ergibt sich zu

et de o) = @Dt ) - Vb ivE))

Der Fall dreier verschiedener reeller Nullstellen (casus irreducibilis) eines Polynoms dritten Grades
mit reellen Koeffizienten ist mit diesem Verfahren haarig, da man selbst bei ganzzahligen Nullstellen
diese nicht immer aus den erhaltenen verschachtelten Wurzelausdriicken komplexer Zahlen erkennen
kann. Aber immerhin finden wir eine Losung, wenn auch manchmal nicht in optimaler Gestalt.
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Aufgabe 2

(1) Eine positive ganze Zahl teilt @ und b genau dann, wenn sie ggT(a, b) teilt. Diese Eigenschaft legt
geT(a,b) auch fest, da eine positive ganze Zahl durch die Menge ihrer Teiler bestimmt ist — als
deren Maximum.

Wir haben also zu zeigen, dafl © € Z>( genau dann a und b teilt, wenn sie @ und r teilt.
Teile = die beiden Zahlen a und b. Dann ist z auch ein Teiler von b — aq = r.
Teile umgekehrt x die beiden Zahlen a und r. Dann ist x auch ein Teiler von aq + r = b.
(2) Esist 29 > 21 > a2 > ... eine strikt fallende Folge nichtnegativer ganzer Zahlen. Diese muf} an
einer Stelle Null werden, was die Existenz von ¢ mit z, > 0 und z¢41 = 0 zeigt.

Desweiteren ist mit (1)
geT(a,b) = ggT(xo,z1) = ggT(x1,22) = --- = ggT(wp, 2041) = ggT(2¢,0) = ¢ .

(3) Wir behaupten, dafl zps, + xx_15p+1 = ¢ fiir alle k € [1,¢], insbesondere also fiir k = 1. Wir
fithren eine absteigende Induktion nach k. Der Induktionsanfang ist durch x,s; + x¢—15¢41 = ¢
gesichert. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir zy sy, +xk_15p+1 = ¢ fiir ein k € [2, (] als bekannt
an. Wir erhalten

Tpo15k—1 + Th—25k = Trp—1(Skt1 — SkQr—1) + (Th—1qr—1 + Tk)Sk
= TkSk + Tr—1Sk+1
= Xy .
(4) Euklid liefert
87 = 23-3+18
23 = 18-1+5
18 = 5-3+4+3
5 = 3-1+42
3 = 2-1+1
2 = 1-240.

Hier bricht der Algorithmus wegen des erhaltenen Restes 0 ab. Also ist zg = 87, 1 = 23, x5 = 18,
x3 =05, x4 =3, v5 = 2, g = 1 und x7 = 0. Insbesondere ist £ = 6. Ferner werden ¢; = 3, ¢2 = 1,
3=3,q2=1,¢5=1und g6 = 2.

Es folgt ggT(23,87) = 1.

Dies hdtte man auch mit Primfaktorzerlegungen erkennen kénnen. Bei grolien Zahlen ist eine solche
Zerlegung allerdings schwieriger durchzufiihren als der Euklidsche Algorithmus.

Dariiberhinaus erhalten wir als Folge der s; mittels s;_1 = sg11 — Skqr—1 folgendes, angefangen
mit s7 =0, s¢ = 1.

S5 = O —-1-1 = —1
s = 1—-(-1)-1 = 2
s = (-1)—2:3 = -7
S92 = 2- (—7) -1 = 9
s1 = (-7)-9-3 = =34
Also wird 1 =z = 2181 + zgs2 = 23 - (—34) + 87 - 9, wie man leicht durch Nachrechnen nochmals
bestétigt.
Aufgabe 3

(1) Esist4-3+1=713=; —1.
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(2)

Gemifl unserer Konvention wire es auch zulissig gewesen, 4 - 3 + 1 = —1 zu schreiben, da aus dem
Kontext hervorgeht, dal wir in Z/7Z rechnen.

Esist6:-5-4=30-4=7;2-4=;1.

Esist 3:-5-7-9=15-63 =32 15-(—1) = —15.
Es ist 313! =5 2(—1)3! =35 —1.

Es ist 43 =64 =32 0.

Aufgabe 4

(1)

Sei g := ggT(k,m) > 1. Nehmen wir an, es ist k + mZ invertierbar. Dann gibt es ein ¢ € Z mit
k¢ =,, 1. Somit gibt es ein u € Z mit k¢ + um = 1. Da aber g sowohl k als auch m teilt, teilt g
auch k¢ +um = 1, Widerspruch.

Sei ggT(k,m) = 1. Mit dem Euklidschen Algorithmus aus Aufgabe 2.(3) gibt es s,t € Z mit
sk +tm = 1. Also ist sk =,, 1, d.h. (s +mZ)(k+mZ) =1+ mZ.

Es ist 23 - (—34) + 87 -9 = 1, vgl. Aufgabe 2.(4). Also ist 23 - (=34) =g7 1, d.h. (23 + 87Z)7! =
—34 + 87Z.

Um (17 + 1000Z)~! zu berechnen, verwenden wir ebenfalls den Euklidschen Algorithmus. Wir
erhalten

1000 = 17-58+ 14
17 = 14-1+3
14 = 3-4+2
3 = 2.1+1
2 = 1-240,

wobei uns ggT(1000,17) = 1 gar nicht so sehr interessiert, sondern vielmehr

0—-1-1 = -1
1-(-1)-4 =5

(-1)=5-1 = —6
5—(—6)-58 = 353,

und also 353 - 17 + (—6) - 1000 = ggT (1000, 17) = 1.

Ist 1/n = 0.a@1az ... ax mit Ziffern a; € [0, 9], so bedeutet dies, dafl “j2= = 1/n (k-mal die Ziffer
9), und k£ > 1 ist minimal so gewihlt, daf dies moglich ist. In anderen Worten, k > 1 ist minimal
so gewiihlt, daB n ein Teiler von 10¥ — 1 ist. Abermals in anderen Worten, k& > 1 ist minimal so
gewihlt, da 10% =,, 1.

Es ist 1/7 = 0.142857, die Periodenlénge ist also gleich 6. Und in der Tat ist

10 =, 3 = 3
].02 =7 30 =7 2
102 = 20 = -1
10¢ =, —-10 =, -3
105 =7 —-30 =7 -2
100 =, —20 =, 1.

Es ist 1/41 = 0.02439, die Periodenlénge ist also gleich 5. Und in der Tat ist

101 =41 10 =41 10
102 =41 100 =41 18
103 =41 180 =41 16
104 =41 160 =41 —4
105 =41 —40 =41 1.
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Aufgabe 5

(1)

Die Substitution liefert

et tar® +ba? +er = (y—9) ' +aly—§°+by— 9 +cly—9) +d
= y4+(b—%a2)y2+(éa3—fab—i—c)y-i-(wazb s2-a' — tac+ d)
Also wird p=0b — 7a q:%a?’— ab—i—cundr——a?b—ﬁa‘l—fac—&—d

Zunichst kénnen wir in beiden Féllen die Gleichung y* + py? + qy + r = 0 fiir noch beliebiges
a € C aquivalent umformen zu

(%) W —a)? = —Qa+py’—qy+ (> —r).

Sei nun o € C so gewdihlt, daB o + $pa? — ra — $pr+ $¢*> = 0.

Ist p + 2a = 0, so kann nach Wahl von « nur ¢ = 0 gewesen sein. Dann aber schreibt sich die
Gleichung (x)

(> —a)? = a®—r.

Ist p 4+ 2a # 0, dann wird

2

—2a+ )Y + 5p) —Qa+p)y? — @y — 15y
(13 a27 TO—DPT
= —(2a+p)y? — qy + g raser
« Q27T‘
= —(a+tp)y? — gy + Bl
= —Qa+py’—qy+(a®-r).

Die Bedingung an « ergibt sich aus der Forderung, die Diskriminante der rechten Seite von (*), gesehen
als quadratisches Polynom in y, verschwinden zu lassen.

Die Substitution in (1) liefert p =1, ¢ =~y und r = _%.
Ein o € C, welches die Gleichung o® + $a? + 1o — § = 0 erfiillt, ist nach Aufgabe 1.(4) z.B. mit

a= % gegeben. Da p 4+ 2a = 2 # 0, haben wir ein y € C mit

W —3)7 = 20y+73)?

zu finden. Hierfiir 16sen wir etwa

y -5 = iV20y+ )

(wofiir wir auch das Negative der rechten Seite hitten heranziehen kénnen). Wir formen nach
Einsetzen des Wertes von v dquivalent um zu

v —iV2y+3(V3-1) = 0

Wir erhalten etwa

R
Yy = 7—!-1%7

und also

2
r = —14it" i .
2 V2

(Die vollstindige Faktorisierung lautet

et 4423+ T2+ (6+ )+ 3+ =

(z —&—1—1[ %)(m—i—l f+1\\?)($+1+1£

of

ks

)(ac—l—l—i— 24
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Aufgabe 6

(1)

Setze an mit 0 = Ogxs := (0g,0s) und 1 = 1pxs := (1R, ls). Setze an mit —(r, s) := (—r, —s) fiir
re Rund s € S..
Fiir (r,s), (', s'), (r",s") € R x S wird

(r,s)+ (r',s) = (r+r,s+5) = (r+nrs+s)
= (r,s)+(r,9)
(r,s) + (0,0) = (r+0,s+0) = (rs)
(rys) + (—r,—s) = (r—r,s—s) = (0,0)
((rs)+(r',s) + (", s") = ((r+r)+r" (s+s)+5") = (r+ " +1r"),s+ (s +5"))
= (r,s)+((r,8) + (" +5"))
(rys)-(r',s) = (r-r';s-s) = (r-rs-s)
= (r,¢)-(r9)
(rys)-(1,1) = (r-1,s-1) = (rs
((T,S)'(T/,S/))'(’/‘N,SH) — ((,,,,.,,,,/)'7,,//7 (S'S/)'S”) — (’I"'(’I"/'TH),S (8/'5//))
— (,’,,7 S) . ((T/, S/ ,r// . 5//))
((7,_7 8) + (7,/’ SI)) . (T_//’ SI/) — ((T _’_,r/) . ,r_//’ (s + s/) . S//) — (,’, . 7,// + 7,/ 7,,//’8 . S/I 8/ 1
_ (,,,7 s (,',,//7 S//) (,,,/7 S/) (T”, //)

Kurz, die Ringeigenschaften sind erfiillt, da sie eintragsweise erfiillt sind.
Sind R und S Korper, so sind zwar (1,0) und (0, 1) ungleich (0, 0), aber (1,0)(0,1) = (0,0). Also
ist R x S diesenfalls kein Koérper. (Es ist noch nicht einmal ein Integritétsbereich.)

Die Abbildung
R — R/I x R/J
r o (r+I , r+J)

ist ein Ringmorphismus, da 1 auf 1 = (1 + I,1 + J) abgebildet wird, da die Summe r + s auf
r+s+Ir+s+J)=r+1,r+J)+ (s+ 1,5+ J) abgebildet wird und da fiir r, s € R das
Produkt r-sauf (r-s+1I,r-s+J)=(r+ 1,7+ J)-(s+1I,s+J) abgebildet wird, wobei r, s € R.
Dieser hat Kern I N J, da ein Element r genau dann auf 0 abgebildet wird, wenn r +1 =0+ 1
und r + J = 0 4+ J, d.h. genau dann, wenn r € I N J. Das Lemma aus §1.4.3 gibt den injektiven
Ringmorphismus
R/(INJ) — R/I X R/J
r+(INJ) > (r+I , r+J).

Wir haben die Surjektivitdt dieses Ringmorphismus zu zeigen. Nun ist nach Voraussetzung I +J =
R, wir kénnen also € I und y € J mit z + y = 1 finden. Es wird

c+INJ +— (z+IL,z+J) = 0+ Lxz+y+J) = (0+I1,14+J)
abgebildet. Ferner wird
y+INJ — (y+ILy+J) = (y+a2+1,0+J) = 1+1,0+J)

abgebildet.
Sei nun (u+ I,v+J) € R/I x R/J vorgegeben. Da ein Ringmorphismus vorliegt, wird in der Tat

wytve+INJ +— (u+Lu+)(y+Ly+J)+@w+ Lo+ )+ Lz+J)
(u+Lu+ NA+L0+J)+ @+ Lo+ J)O0+1,1+J)
(u+1,04+J)+ 0+ 1,0+ J)

= (u+ILv+J).
(

Kurz, da y auf (1,0) und = auf (0,1) geht, miissen nur y und = entsprechend zusammengesetzt
werden, um im Bild (r + I, s + J) zu erhalten.

Wir merken uns noch fiir Verwendung in (3), dal uy+vz+INJ ein Urbild, und wegen Injektivitéit
das Urbild von (u+ I,v + J) ist.
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(3) Mit (2) bleibt zum einen zu zeigen, dal mZ + nZ = Z, i.e. dal mZ + nZ 2 Z. Da aber 1 =
ms +nt € mZ + nZ ist, ist auch Z = 1Z C mZ + nZ.

Zum anderen miissen wir mZ N nZ = mnZ nachweisen. Die Inklusion D ist ersichtlich, auch ohne
Verwendung der Voraussetzung ggT(m,n) = 1.

Zeigen wir die Inklusion C. Sei z € mZ N nZ. Schreibe x = ma = nb fiir gewisse a, b € Z.
Insbesondere teilt n das Produkt ma. Da n und m teilerfremd sind, teilt n daher a. Wir schreiben
a = nc fiir ein ¢ € Z. Es wird £ = ma = mnc € mnZ.

Der Isomorphismus in die eine Richtung ist wie in (2) gegeben durch

Z/mnZ —»~ Z/mZ x  Z/nZ
z+mnZ +—— (z+mZ , z+nZ).

Da ms + nt = 1, folgt mit der Bemerkung am Ende von (2), da8 fiir u, v € Z das Urbild eines
Elements (u+ mZ, v+ nZ) der rechten Seite durch unt + vms + mnZ gegeben ist. Dies liefert die
Umkehrbijektion

Z/mnZ ~<~~— Z/mZ X  Z/nZ
unt +vms +mnZ <~— (u+mZ |, v+nZ).

Nach der ersten Bemerkung in §1.4.1 ist die Umkehrbijektion eines Ringisomorphismus ebenfalls
ein Ringisomorphismus. (Dies hier direkt zu priifen, wére etwas listig!)

(4) Die Aussage iiber den Isomorphismus folgt wegen ggT(3,4) =1 aus (3).

Finden wir nun die Isomorphismen in beide Richtungen. Es ist 3- (—=1) +4 -1 = 1, wie man auch
ohne Euklid erkennt. Wir haben also m = 3, s = =1, n = 4 und ¢t = 1 in die Losung von (3)
einzusetzen. Wir erhalten so

Z/12Z —~ 1Z/3Z x  Z/AZ
z+12Z +—— (2+3Z , z+4Z).

in die eine und
Z/12Z <~ Z/3Z X Z/AZ
du—3v+12Z ~— (u+3Z , v+4Z).

in die andere Richtung.

(Elementar ausgedriickt bedeutet dies nun, dafl bei gegebenen u, v € Z die Losungen des Kon-
gruenzsystems

r =3 U

r =4 U

gegeben sind durch = € {4u — 3v + 12k : k € Z}.)

Aufgabe 7

(1) Um zu zeigen, dal K N injektiv ist, miissen wir gemifl Lemma in §1.4.3 zeigen, dafl Kern f =
{0k}
Mit demselben Lemma wissen wir, dal Kern f C K ein Ideal ist. Dank der letzten Bemerkung aus
§1.2 wissen wir, dafl dies Kern f = {0k} oder Kern f = K zur Folge hat.
Sei angenommen, es ist Kern f = K. Dann bildet f alle Elemente von K auf Oy ab. Insbesondere
wird 1g = f(1x) = Og. Ist nun & € R, so wird x = 2 - 1 = 2 - Og = Og, und mithin R = {Og},
Widerspruch.

Also ist Kern f = {0k}, wie zu zeigen war.
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(2)

Esist ¢ : K[X] — K, f(X)+— f(0) = fo ein Ringmorphismus, wie man entweder direkt veri-
fiziert, oder aber aus der Bemerkung aus §1.6.2 mit n = 1, a = idg und s = 0 entnimmt — kurz,
die Prozedur des Einsetzens der 0 ist ein Ringmorphismus.

Ist f(X) = Y50 fiX" € Kerng, so ist fo = 0, und wir kénnen f(X) = X - (3,5, fir1 X)
schreiben. Somit ist Kern ¢ C X R[X].

Ist umgekehrt f(X) € XR[X], so kénnen wir f(X) = Xg(X) fiir ein g(X) € R[X] schreiben und
erhalten durch Koeflizientenvergleich fy = 0.

Insgesamt ist also Kern ¢ = X R[X].

Das Lemma aus §1.4.3 zeigt nun, da ¢ surjektiv ist, dafl R[X]/Kernp ~ R ist.

Aufgabe 8

(1)

Es ist h(X) = f(X)¢(X) + r(X). Wir haben zu zeigen, daf
FXOKX] + h(X)K[X] = f(X)K[X]+r(X)K[X].

Da h(X) = f(X)q(X)+r(X), ist h(X) in der rechten Seite enthalten. Da auch f(X) in der rechten
Seite enthalten ist, ist jedes Element der linken Seite in der rechten Seite enthalten.
Dar(X) = —f(X)q(X)+h(X), ist 7(X) in der linken Seite enthalten. Da auch f(X) in der linken
Seite enthalten ist, ist jedes Element der rechten Seite in der linken Seite enthalten.

Es ist degu; > degua > degus > ... strikt fallend und kann daher nicht unendlich lang in
Z> fortgesetzt werden. Also muf es ein ¢ > 0 geben, bei dem zwar noch degu, > 0, aber
degupy1 = —oo ist, i.e. upp1(X) = 0.

Mit (1) ist nun

MX)K[X]+ F(X)K[X] = uo(X)K[X] 4+ u (X)K[X]
ur (X) K [X] + ug(X) K[X]

we(X)KTX] 4ty (X)K[X]
g(X)K[X] +0- K[X]
= g(X)K[X].

Wir behaupten, dafl ug(X)sg(X) + ug—1(X)sp+1(X) = g(X) fiir alle k € [1, ], insbesondere also
fiir k = 1, was dann f(X)s1(X) + h(X)s2(X) = g(X) gibt.

Wir fithren eine absteigende Induktion nach k. Der Induktionsanfang ist durch wue(X)se(X) +
wp—1(X)se41(X) = ue(X) = g(X) gesichert. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir ug (X )si(X) +
Up—1(X)sk+1(X) = g(X) fiir ein k € [2,/] als bekannt an. Wir erhalten

ukfl(X)Skfl(X) + uk,g(X)sk(X)
= up—1(X) (8541 (X) = $£(X)qe—1(X)) + (ur—1(X)qe—1(X) + up(X))sx(X)
u?_l)(X)Sk_;,_l(X) + uk(X)sk(X)
= g(X).

Euklid liefert

(X8 +X3+X+1) (X3+1D)(X°+X%2+1) + (X% + X)
(X?+1) = (X2+X)(X+1)+(X+1)
(X?+X) (X+1)X+0.

Also ist £ = 3 und ¢g(X) = X + 1, und wir erhalten als Folge der sx(X) mit s4(X) = 0 und
Sg(X) =1

52(X) = 0—-1-(X+1) X+1
s1X) = 1-(X+1) - (X5+X?4+1) = XS+X°+X3+X2+X



Es wird so f(X)s1(X) + h(X)s2(X) = g(X), i.e.
(X D)X+ X+ X+ X2+ X))+ (X4 X+ X+ D)X +1) = (X +1),

wie man auch leicht nachrechnet.

Aufgabe 9
Die Formel fiir die Addition folgt aus

rf(X)+s9(X) = (isolrfi+s9:)X")

= 2121 ’L(Tfl + Sgi)XZ*I A
e (Xis ifiX') +s- (> iz igi X'
rf'(X) +sg'(X) .

Fiir die Formel fiir die Multiplikation zeigen wir zunéchst, daf sie im Falle f(X) = X* und g(X) =

gilt, wobei ¢, j € Zxy.

Es wird, falls7 > 1 und j > 1,

(X'X7) = (X*H)

(i + )X+ _
WX XT XX
(XP) X7+ Xi(X7) .

Falls i = 0, so wird (X°X7)" = (X7) = (X°)' X7 + X°(X7)’. Analog im Fall j = 0.

Im allgemeinen Fall wird nun, unter Verwendung der Formel fiir die Addition

PG = (Cimg £X) (20 9 X7))

(Zz;o Zj>0 fingl‘ﬂ‘)/

2220 22530 figj(leJ)/ 4 o

Z@o Zg;o figj((Xz)/X] +X(X7)) S

2i0 22520 Jigi (X' X7 + 32550 20550 figs X'(X7)
(Uiz0 X)) (X509 X7) + (im0 iX ) (25095 (X7))
(Zi)[) fiXZ)/(Ejgo 9;X7) + (Zgo fiX?’)(Ej}O 9;X7)

= [(X)g(X) + [(X)g'(X) .

Aufgabe 10
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X7

(1) Sei z € R~ {0}. Wir haben zu zeigen, daf} = invertierbar ist. Die Abbildung R — R, 7 — a7 ist
injektiv. Dafiir u, v € K und r, s € R auch gilt, dafl x(ur4wvs) = u(zr)4v(xs), ist diese Abbildung
K-linear. Nun ist eine K-lineare Abbildung eines endlichdimensionalen Vektorraums in sich, auch
als K-linearer Endomorphismus bezeichnet, genau dann injektiv, wenn die Determinante ihrer
beschreibenden Matrix beziiglich einer gewéhlten Basis nicht verschwindet. Dann aber ist diese

Matrix invertierbar, was zeigt, daf} die fragliche Abbildung auch bijektiv ist.

Da nun insbesondere die Surjektivitit der Abbildung R — R, r—— zr nachgewiesen wurde,
haben wir unter anderem das Element 1 im Bild. Somit gibt es ein r € R so, dal xr = 1p ist.

Mithin ist x invertierbar.

(2) Esist n = dimg C = 2. Zum Beispiel kann man die Basis (1 +1,1 —i) von C iiber R anfiihren.

Eine solche Basis heifit auch Normalbasis. Siehe auch [1, §II.N].
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Aufgabe 11

(1)

(a)

()

Falls b(a) N b'{a) # 0, dann gibt es ein Element g € G mit g = ba* = baF fiir gewisse
k, k' € Z. Wir behaupten, dafl b{a) = b'(a). Aus Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen,
daB b{a) C b'(a). Sei £ € Z gegeben. Wir haben zu zeigen, daB ba’ € b'(a). In der Tat ist
b=ba* % und also ba’ = ba* ~F+¢ c ¥/ (a).

Zunéchst einmal halten wir fest, dal Multiplikation mit b von links eine bijektive Abbildung
G — G, g+ bg liefert, invertiert von der Multiplikation mit b=! von links. Also ist

bla)| = [1a)] = [{a" : ke Z}|.

Wenn wir fiir ein & € Z mit Division mit Rest k¥ = o(a)q + r mit ¢ € Z und r € [0,0(a) — 1]
schreiben, so erkennen wir, dafl

at = ao(a)q-l—r — (ao(a))q.ar = a .

Also ist {a* : k€ Z} = {a* : k€ [0,0(a) - 1]}.
Bleibt zu zeigen, daB a* # af fiir 0 < k < ¢ < o(a) — 1. Wire dem nicht so, dann wire
a’~* =1, obwohl 1 < £ — k < o(g), im Widerspruch zur Minimalitit in der Definition von

o(a).

Mit (a) ist G eine disjunkte Vereinigung von Mengen der Form b{a) fiir gewisse b € G. Diese
Mengen haben mit (b) aber alle Kardinalitét o(a). Somit ist |G| ein Vielfaches von o(a).

(2) In Fy ist

3= 3

32 = 2

3 = -1

3* = -3

P = -2

36 = 1

Wir entnehmen dieser Rechnung, dafl

o(31)) = o8) = 6
o(3%) = o(2) = 3
0(3%) = o(-1) = 2
o(3Y) = o(-3) = 3
o(3%) = o(-2) = 6
o(3%) = o(1) = 1.

Alle diese Elementordnungen sind in der Tat Teiler von 7 — 1 = 6.

(3) In Fll ist

2t = 2
22 = 4
22 = -3
24 = 5
2 = -1
260 = 2
2" = —4
2 = 3
29 = -5
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Wir entnehmen dieser Rechnung, dafl

o2)) = o(2) = 10
o(2?2) = o4) = 5
o(2%) = o(-3) = 10
o2Y) = o(5) = 5
o(2°) = o(-1) = 2
o(26) = o(-2) = 5
o(2") = o(-4) = 10
o(2%) = o(3) = 5
0o(2%) = o(-5) = 10
o219 = o(1) = 1.

Alle diese Elementordnungen sind in der Tat Teiler von 11 — 1 = 10.

Aufgabe 12

(1)

Ist a = 0, so ist OP = 0.

Ist a # 0, so ist mit Aufgabe 11.(1.c) ist o(a) ein Teiler von |F,‘| = p—1, sagen wir p—1 = o(a) -m
mit m € Zy;. Dann wird

apfl _ ao(a)-m — (ao(a))m =1,

und also aP = p.

Es hat mit (1) das Polynom X? — X die Nullstellen ¢ € F,. Also zeigt sukzessives Abdividieren
von Nullstellen, dafl die linke Seite ein Vielfaches der rechten Seite ist. Da linke und rechte Seite
normierte Polynome vom gleichen Grad p sind, ist die linke Seite gleich der rechten Seite.

Zum Beispiel wird J[;cj05_1)(X =) = X3 —3X?+42X in Z[X], und also in der Tat [[, g (X —i) =
X3 — X in F3[X].

Firp=2ist (2—-1)!=1=5 —1.

Sei nun p > 3. Der Koeffizient von X auf der linken Seite von (2) ist gleich —1. Der Koeffizient
von X auf der rechten Seite dagegen ist gleich Hierx 1. Somit ist —1 = Hierx 1 in F,. In anderen
Worten, es ist —1 =, (p — 1)! in Z.

Hingegen ist (4 — 1)! =6 #4 —1. Also ist (n — 1)! =, —1 fiir alle n € Z> nicht fiir alle n € Z3,
richtig.

1€F3

Man kann alternativ auch die Elemente von pr aufler 1 und —1 zu sich invertierenden Paaren sortieren

— beachte, da8 das Polynom X2 = 1 nur diese beiden Nullstellen aufweist, und daher in diesen Paaren

jeweils zwei verschiedene Elemente stehen. Das Produkt iiber alle Elemente von pr ist also gleich
1-(—1) - (Produkt aller dieser Paareintrige) = 1-(—1)-1 = —1.

Der Koeffizient von X? auf der linken Seite von (2) ist gleich 0, da p > 3. Der Koeffizient von X2
auf der rechten Seite dagegen ist gleich

_ZjEFPX HierX \{j}i :

Es folgt 0 =, > cn 1) (p;l)! =: t(p) in Z. Nun ist s(p) = (;9’1))!. Da t(p) durch p teilbar ist,
nicht aber (p — 1)!, liefert auch vollstéindiges Kiirzen einen durch p teilbaren Ziahler von s(p) in

gekiirzter Form.

Der Zihler von s(p) ist fiir p > 5 sogar durch p? teilbar (Hinweis von G. Nebe; Theorem von Wolsten-
holme).
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Betrachte hierzu

2:5(0) = (rfmp )G ) G D)

P p p
To-D T 26— T T oD

Wir haben also zu zeigen, daf} ﬁ + ﬁ 4+ 4 ﬁ in gekiirzter Form einen durch p
teilbaren Nenner hat. Es geniigt hierzu zu zeigen, dafl die ganze Zahl

(p=1)!  (p=1)! + (ple)! (1) 4t (p=1)!  (p=1)!

1 (p—1) (»—2) (»—1) 1
durch p teilbar ist. Nun ist % + @ =(p— 1)!ﬁ eine durch p teilbare ganze Zahl fiir

a € [1,p — 1], und mithin % =, —@. Also geniigt es nach Ersetzung der jeweiligen zweiten
Faktoren zu zeigen, daf}

—1)12 —1)1? —1)1?
(» 12) + (p 22) 4o ((2—1))2
durch p teilbar ist.

Koeffizientenvergleich bei X3 in (2) liefert, da p > 5, daB 0 = 20<i<j<p—1 (p%;)'

Multiplikation mit 2(p — 1)! auch

. Also teilt p nach

(p=1)?
Zi,je[o,pfl],i#j ij

Aus (3) wissen wir, da8 p (und sogar p?) ein Teiler von

—1)12 —1)!
Ei,j €[0,p—1] e ij) = (ZiE[O,pfl] = i : )2

ist. Somit teilt p auch die Differenz dieser beiden Ausdriicke, und das ist gerade

-2 —1)12 —1)12 L
ZiE[O»Pfll = i2) =C 12) + 22) + -4 ((1;771))2 .

Aufgabe 13

(1)

Da Z ein Hauptidealbereich ist, und da aZ NbZ # {0} (da z.B. ab enthalten ist), gibt es genau ein
x € L1 mit aZ NbZ = 2Z.

Wir behaupten, dal z = kgV (a, b) ist.

Zum einen ist x € aZ, also x Vielfaches von a, und = € bZ, also x Vielfaches von b.

Ist umgekehrt y € Z>; gegeben mit y Vielfaches von a und y Vielfaches von b, dann ist y €
aZ NbZ = xZ, und folglich y Vielfaches von z, insbesondere also y > .

Also ist = das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b, i.e. x = kgV(a, b).

Vgl. auch Aufgabe 6.(3); dort wurde der Spezialfall ggT(a,b) = 1 und also kgV(a,b) = ab gebraucht.

Wir verwenden aZ N bZ = kgV(a,b)Z nach (1) und aZ + bZ = ggT(a,b)Z nach §1.7.2, wobei
a, b € Z. Es wird
(12Z + 30Z) N 21Z = ggT(12,30)Z N 21Z
6ZN217Z
kgV (6,21)Z
= 427.

Also ist x = 42.
Wir verwenden Aufgabe 8. Zun#chst wird mit Euklid

(X*+ D)RX]+ X'+ X+ 1D)RX] = (X2 + 1)FR[X].

Dann gibt Euklid
(X2 + DR[X]+ (X3 +1)R[X] = (X +1)F[X]
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Insgesamt also

(X*+ 1)RX]+ (X*+ X+ X + D)R[X]) + (X + )F[X]
= (X2+1)R[X]+ (X3 +1)FR[X]
= (X +1)R[X].

Alsoist f(X)=X+1.
Vgl. auch die Definition des ggT von Polynomen im Beispiel in §1.7.4.

Aufgabe 14

Wende die Bemerkung aus §1.6.2 (Gebrauchsanweisung fiir Polynomringe) an auf die Situation, in den
dortigen Bezeichnungen, n = 1, R = F,, S = F,[X], a = ¢ die Einbettung von F» nach F»[X], und
s1 = u(X) fiir ein noch zu spezifizierendes Polynom u(X) € F»[X].

Dann wird f(X) € F2[X] abgebildet auf f(u(X)) € Fo[X].

(Fiir u(X) = X z.B. erhalten wir so die Identitiit auf Fo[X]. Fiir u(X) = X? erhalten wir einen injektiven,
aber nicht surjektiven Ringmorphismus — es liegt etwa das Polynom X nicht im Bild. Etc.)

Fiir u(X) = X + 1 erhalten wir einen Ringmorphismus ¢ von Fy[X] nach Fo[X], der nicht gleich der
Identitét ist. Es schickt ¢ das Polynom f(X) € F»[X]| auf das Polynom f(X + 1) € Fo[X].

Wir behaupten, dal ¢ ein Isomorphismus ist, der p? = idp, [y erfiillt. Dazu geniigt es zu zeigen, dafl
letzteres gilt - eine Abbildung, die quadriert die Identitét ist, ist insbesondere bijektiv.

Fir f(X) € F»[X] wird in der Tat

Q*(f(X)) =

I
%€ 6

Aufgabe 15

(1) Schreibe R = Z/8Z x Z/12Z. Es wird

€R

Z — Z/8Z x Z/127Z
z > (248Z x =z+127Z),

da dies ein Ringmorphismus von Z nach R ist und es nur einen solchen gibt, namentlich eg; vgl.
§1.7.3.

Der Kern von e berechnet sich zu 8Z N 12Z = kgV (8, 12)Z = 24Z; vgl. Aufgabe 13.(1). Also ist
char(Z/8Z x Z/127) = 24.

(2) Betrachte folgendes Dreieck von Ringmorphismen.

/Ay

| 7

K

Dieses Dreieck kommutiert, i.e. foex =€, da es nur einen Ringmorphismus von Z nach L gibt,
namentlich e; vgl. §1.7.3.
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Um char K L char L zu zeigen, haben wir zu zeigen, daf}

(char K)Z = Kerneg ;KernsL = (char L)Z ;

vel. §1.7.3.

Beachte, dafl f injektiv ist; vgl. Aufgabe 7. Also ist f(x) = 0 genau dann, wenn = = 0, wobei
reK.

Also wird
Kermme, = {z€Z : e1(z) =0}
= {2€Z: flex(2) =0}
= {2€Z : ex(z) =0}
= Kerneg .
Aufgabe 16

(1)

Sei etwa n = ab mit a, b € [2,n — 1]. Dann sind a #,, 0 und b #,, 0, i.e. a + nZ # 0+ nZ und
b+ nZ # 0+ nZ. Wohl aber ist

(a+nZ)b+nZ) = (ab+nZ) = n+nZ = 0+nZ.

Also ist Z/nZ kein Integritétsbereich; vgl. §1.5.
Euklid liefert

l=X"+D)X*+X? - X - D+ X'+ D)X - X°+ X'+ X* - X2+ X —1).
Also ist

(X 4+ DX - X+ X+ X3 - X2+ X —1) =xrqq 1,

mit anderen Worten,

(X' 4+ 14+ (X" + DRX]) 7 = XC— XS4 X' — X3 - X2+ X — 14 (X7 + 1)F3[X] .
Vgl. Aufgabe 8, Aufgabe 4.(1).
Esist dimp, R = deg(X?+ X2+ X +1) = 3; vgl. Lemma aus §1.7.5. Also ist |R| = 2dimr £ = 23 =g,
Schreibe X := X + (X? + X2 + X + 1)Fy[X].
Esist zB. X - (X2 + X +1) =1+ (X3 + X2+ X +1) = 1. Also ist X invertierbar. Ferner ist
X # 1, wie man etwa mit der in loc. cit. gegebenen Basis (X°, X1, X?) erkennt, oder aber direkt
dank X ix4_1 1. Vgl (4)
Da wir aber in Fo[X]

X3+ X?2+X+1 = (X+1)(X?+1) = (X +1)3

haben, folgt nun, dafl zwar X +1 # 0 und X2 +1 # 0 (wie man z.B. mit der eben genannten Basis
erkennt), aber B B
(X+1)(X?+1) =0.
Also ist R kein Integritdtsbereich.
Schreibe X := X + f(X)K[X]. Sei n := deg f.
Es ist ~ - ~ B
0= f(X)+ [X)K[X] = f(X) = fuX"+ furr X" T+ X+ fo

Also wird B - B

1 = _f()il(annil + fnfl)(ni2 + -+ fl) - X.

Es folgt
(X +fOKXD)™ = X7 = [ H (/X" 4 fud X724+ 1)
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Aufgabe 17

(1)

Wir erhalten

(+) | o 1 a  a+l
0 0 1 o a+1
1 1 0 a+1 «
o « a—+1 0 1
a+l|a+1 « 1 0
und
() o 1 a  a+l
0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1
o 0 o a+1 1
a+1]0 a+1 1 o
Es wird
(@®+1)3 = a® =1
Es wird

(BP+1)(BO+1)+8% = (BP+1)((B+1)*+1)+B% = (B*+1)B*+B° = B°+B+8°+B° = B°+8.
Es wird

C+Dr =0 = (t+1D)2? =0 = (P+2+1)2 -1 = (=) —1=—1—1.

Esist X(X +1)+ (X2+ X +1)-1 =1 in F5[X], und somit a~! = a + 1. Man kann auch die
Verkniipfungstafel aus (1) heranziehen.

Esist (X2 + X +1)X?2+ (X3 4+ X +1)(X +1) =1 in F[X], und somit (8% + 3+ 1)~ = 32,
Esist (X +1)(X —1)+ (X2 +1)-(=1) =1 in F3[X], und somit (: + 1)1 = (t — 1).

Man kann auch die Potenztabellen aus untenstehender Losung zur Aufgabe 18 zur Inversion ver-
wenden.

Aufgabe 18
(1) Es wird z.B.
a¥ =1
al = «
a? = a+1,
und also () = F).
(2) Es wird z.B.
B =1
Bt = 8
B2 = p
g> = B+1
Bl = B+
g = BB+
pe = BP+1,

und also (8) = Fg*.
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(3) Es wird z.B.

(t+1)°
(t+1)!
(t+1)?
(t+1)3
(t+1)*
(t+1)°
(t+1)°
(t+1)7

und also (v + 1) = FJ*.

Beachte, daf§ (1) C Fy .

Aufgabe 19

= 1+1

I
|
<

= —1+1
= -1
——1

Bestimme alle normierten irreduziblen Polynome in F, von Grad n.

(1) Da n < 3, suchen wir gerade die normierten Polynome in F4[X] von Grad 2 ohne Nullstelle in Fy.
Wir listen alle normierten Polynome in F;[X] von Grad 2 mit nichtverschwindendem konstanten

Term auf, daneben ihre Nullstellen in Fy.

Polynom
X241
X2+ a

X2+ a2
X2+ X +1
X2+ X +a
X2+ X +a?
X2 +aX+1
X2 +aX+a
X2 +aX +a?
X?2+a?2X +1
X2+ a’X +a
X2+ a?X +a?

Nullstellenmenge

Somit sind die normierten irreduziblen Polynome von Grad 2 in F4[X] gegeben durch

X244 X+, X24X+02 X24aX+1, X2+aX +a, X240°X+1, X2+a’°X +a2.

(2) Dan < 3, suchen wir gerade die normierten Polynome in F3[X] von Grad 3 ohne Nullstelle in Fs.
Wir listen alle normierten Polynome in Fs5[X] von Grad 3 mit nichtverschwindendem konstanten
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Polynom Nullstellenmenge
X341 {-1}

X3 -1 {1}

X3+ X+1 {1}

X34+ X -1 {~1}

X3 —-X+1

X3 —-X -1

X34+ X2+1 1}

X3+ X%2-1

X2+ X2+ X+1
X34+ X24+X-1
X34+ X2-X+1
X34+ X2-X-1
X3 -X?+1

X3-X2-1

X3 —-X?2+X+1
X3P —-X24+X -1
X3P —-X2-X+1
X3P -X2-X-1

~1}

~1}

1)

0
0
{
0
{
0
0
{17_1}
0
{
0
{
{17 _1}
0

Somit sind die normierten irreduziblen Polynome von Grad 3 in F3[X] gegeben durch

X3—-X+1, X3 - X -1, X3+ X?2-1, X3+ X?+X -1,
X324+ X?2 X411, X3 -X241, X2 - X?+X+1, X3 -X2-X-1.

Vorweg bemerken wir, da X2 + X + 1 das einzige (normierte) irreduzible Polynom von Grad 2 in
Fy[X] ist.

Die (normierten) Polynome vierten Grades in F»[X] ohne Nullstelle in F; sind
X4Ph X +1, X* 4+ X241, X+ X341

Wenn unter diesen eines nichttrivial in zwei Faktoren zerfllt, mufl dieser Faktor von Grad 2 und
irreduzibel sein — bei einem reduziblen Faktor von Grad 2 wiirde ja auch noch ein Faktor von Grad
1 abspalten, d.h. eine Nullstelle auftreten.

In der Tat ist X* 4+ X2 +1 = (X? + X + 1)2. Ferner sind weder X* + X + 1 noch X* 4+ X3 + 1
durch X? + X + 1 teilbar (e.g. weil a* + a+1=1%# 0 und o + a® + 1 = a # 0). Also sind die
irreduziblen Polynome von Grad 4 in Fy[X] gegeben durch

XY X +1, X+ X341,

Aufgabe 20

Es gibt keinen Isomorphismus Z/9Z =+ Z/3Z x Z/3Z, denn die Charakteristik von Z/9Z ist 9, die
Charakteristik von Z/3Z x Z/3Z aber 3.

Es gibt keinen Isomorphismus Z/9Z > Fy, denn die Charakteristik von Z/9Z ist 9, die Charakteristik
von Fy aber 3.

Es gibt keinen Isomorphismus Z/3Z x Z/3Z % Fy, denn es wiire sonst f((1,0))£((0,1)) = f((0,0)) =0,
aber f((1,0)) # 0 und f((0,1)) # 0, was wegen Fg Korper nicht geht. Kurz, da Z/3Z x Z/3Z kein
Integritéitsbereich ist, Fy als Korper aber schon, geht das nicht. (Alternativ kann man anfithren, daf} es
in Fy ein invertierbares Element der Ordnung 8 gibt, in Z/3Z x Z/3Z aber nicht.)
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Aufgabe 21
Wir behaupten, daf§ es in Fg keinen Teilring aus 4 Elementen gibt.

Angenommen, doch. Sei R C Fy ein Teilring mit |R| = 4. Da R ein endlicher Integritétsbereich ist, ist R
ein Teilkérper von F. Es ist R* := R~ {0} eine Gruppe aus 3 Elementen. Nach Aufgabe 11.(1.c) teilt die
Ordnung jedes Elements in R* die 3. Nun haben nach loc. cit. aber alle Elemente von Fg* eine Ordnung,
die 7 teilt, insbesondere auch die von R*. Da aber ggT(3,7) = 1, miissen alle Elementordnungen von R*
die 1 teilen, i.e. gleich 1 sein. Nun hat aber nur die Eins einer Gruppe die Ordnung 1. Also R* = {1}.
Aber |R*| = 3. Dies ist ein Widerspruch.

Aufgabe 22

Sei R = S ein Morphismus kommutativer Ringe. Sei I C S ein Ideal.

(1) Da f(0)=0¢ J,ist 0 € f~1(J).
Sind z, y € f~1(J),soist f(x —y) = f(x) — f(y) € J, also x —y € f~1(J).
Ist v € f~1(J) und ist r € R, so ist f(rx) = f(r)f(z) € J, und also rx € f~1(J).
Also ist f~1(J) C R ein Ideal.

Ist » € Kern f, so ist f(r) = 0 € J, und also r € f~1(J). Also ist Kern f C J. (Alternativ, da
{0} € J, ist auch f~1({0}) € f~1(J).)

(2) Wir haben zu zeigen, daB R/I genau 2 Ideale enthilt. Wir wenden (1) an auf R —~ R/I. Sei
J C R/I ein Ideal. Dann ist

I = Kernp C p_l(J) C R.

Da I C R ein maximales Ideal ist, folgt p=1(J) = I oder p~1(J) = R.
Ersterenfalls ist, wegen p surjektiv, J = p(p~'(J)) = p(I) = {0g/r}-
Zweiterenfalls ist, wegen p surjektiv, J = p(p~1(J)) = p(R) = R/I.

Die Menge der Ideale von R/I ist somit gleich {{Ogr,;}, R/I}. Es bleibt uns anzumerken, daf
R/I # {01}, da I C R, dal also in der Tat auch zwei verschiedene Ideale aufgelistet sind.

Aufgabe 23

Addition und Multiplikation sind ersichtlich kommutativ. Die Multiplikation ist ersichtlich assoziativ.
Das Element % ist ersichtlich neutral beziiglich der Multiplikation.

. . . . . J 1
Die nun noch fehlenden Eigenschaften wollen wir nachweisen. Seien %, %, & € frac R.

S
. . T 0 _ rl+4s0 _ 7
Es wird £ + 7 = =5~ = %.

Eswirdg—f—(_s—’“):wzs%:g

Es wird
’ ’ "
(K+L)+L _ rs+rs+r
s 8/ S// SS/ S//
(rs’+r's)s" +r""ss’
SS/S//
Ts/s,/+7'/ss/,+r,/ssl
SS/S//
Ts/s//_,’_s(,’,/s//_,’_,’,//s/)
SS/S//
4 ! s’

s's!!

1"

+ (T + ).

r
s
r
s s’
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Es wird
T r’'\r' _ rs'+r's '’
G+oe = =55
_ (rs'+r's)r”
- Ss/s//
_ (rs'+r's)r"s”
- 55’8’2
TT’IS,S,,+T,T/,SS//
TT_I/ T/TII
= ss’’ + P
ist £ =2 W r-1=s-0;1ie. u dann, w r = 0. Sei . wi
Es ist % (1) enau dann, wenn 1 s - 0; i.e. genau dann, wenn 0. Sei also r # 0. Es wird
rs _rs _ 1
sr  sr  1°
Aufgabe 24

(1) Esist Frobg (1) = 1P = 1. Es ist Frobg (zy) = (zy)? = aPyP fir z, y € K. Fiir die Vertriiglichkeit

mit der Addition merken wir an, daf der Binomialkoeffizient (7) = i!(ppiii)l fir i € [1,p—1] im
Zahler einen Faktor p enthélt, nicht aber im Nenner. Also ist diesenfalls (’; ) ein Vielfaches von p.
Es folgt

Frobg (z+y) = (z4y)? = aP+(7) 2P 'y'+ -+ (,21) 2'y? '+y? = aP+y? = Frobg(z)+Frobk(y) ,

da in K gilt, dal p = 0.
Als Morphismus von Kérpern ist Frobg injektiv; vgl. Aufgabe 7.(1).

Ist K ein endlicher Koérper, so ist Frobg als injektive Selbstabbildung einer endlichen Menge auch
bijektiv, und mithin ein Automorphismus.

Allgemein ist das aber nicht der Fall. So z.B. ist Frobg, x) nicht surjektiv, da X € F,(X) nicht in

Frobg (F, (X)) liegt. Denn wdre X = (%)p fiir gewisse f(X) € F,[X] und g(X) € F,[X] \ {0},

dann wire Xg(X)? = f(X)?, und also
1 =, 1+pdegg = deg(Xg(X)") = deg(f(X)") = pdegf =, 0,

Widerspruch.

(2) Es ist Frobg, ein Automorphismus von F,.

Nach der ersten Bemerkung in §2.1 operiert aber jeder Automorphismus eines Koérpers K von
Charakteristik p identisch auf dem Primkorper, d.h. auf den Elementen im Bild von k.

Im Falle K = F,, ist nun ¢f, surjektiv, i.e. es ist F,, sein eigener Primké&rper. Es folgt Frobg, = idg, .
Elementweise geschrieben heifit dies, dafl 27 = Frobg, (z) = « fiir alle # € F,,. In anderen Worten,
es ist 2P =, z fiir alle z € Z, und dies ist die Aussage des Kleinen Fermatschen Satzes.

(3) Z.B.ist X3 — X + 1 € F3[X] mangels Nullstelle irreduzibel. Sei
Fy; = F[X]/(X? - X + 1)F3[X].

Schreibe v := X + (X3 — X + 1)F;3[X]. Dann ist > = — 1 und 3 = 0 in Fy7. Eine Basis von Fy7
iiber Fy ist gegeben durch (v°,~+!,7?), und insbesondere ist |Fyo7| = 3% = 27 wie gewiinscht.
Sei x = Aoy + Myt + Ao € For, wobei \; € F; fiir i € [0,2]. Es wird

Frobg,, (z) =2z = (A7 +M7! +207%)° = (A + Myt + A07?)
(A37° + A7 + A37°) = (A7 + Mvh + 2070)
(A27° 4+ X17° + 207°) — (A2y® + Myt + X07?)
2270+ A® = Apy? = Ayt

Ao(y =1+ My = 1) = Ay = Ay

= v+ (A + )00
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Dies ist wegen der linearen Unabhingigkeit von (7°,~v1,~?) iiber F3 genau dann gleich 0, wenn
A2 = 0 und A\ = 0. Also ist

{I € For : FI'ObF27(.T) = 17} = {)\2’)/2 +)\1’)/1 +)\0’)/0 P YNS Fs, A=A = O} = F;.

Alternativ kann man hierfiir anfithren, da Frobg,, (z) = « gilt fiir alle Elemente des Primkdorpers
F3, daB3 das Polynom X2 — X héchstens 3 Nullstellen in Fy7 haben kann und daf somit genau diese
drei Elemente von F3 Nullstellen davon sind.

Z.B.ist X* 4+ X + 1 € Fy[X] irreduzibel; vgl. Aufgabe 19.(3). Sei
Fis = B[X]/(X*+ X+ 1)F[X].

Schreibe 6 := X + (X* + X + 1)F,[X]. Dann ist 6* = § + 1 und 2 = 0 in Fy6. Eine Basis von Fig
iiber Fy ist gegeben durch (6°,4%,62,6%), und insbesondere ist |Fig| = 2* = 16 wie gewiinscht.

Sei x = )\3(53 + )\252 + )\1(51 + )\050 € Fig, wobei \; € Fy fiir 7 € [0, 3] Es wird

()\353 + )\2(52 + )\1(51 + )\05())4 — ()\363 + )\252 + )\1(51 + )\0(50)
()\3512 + )\2(58 + )\154 + /\050) + ()\3(53 + )\2(52 + )\151 + /\050)
A3(04+1)2 +X2(6 + 1)+ M (6 + 1)) + (X368 + A2 + A16h)
A3(02+5+1)+ A+ Ap .

Wegen der linearen Unabhingigkeit von (6°,d%, 82, 83) iiber F, ist dies genau dann gleich 0, wenn
A3 =0 und A\; = \g. Also ist

K :={zxcFps : Frob%m(x) =2} = M2+ + X Ao, M €R})L

Es ist K ein Teilkorper, da Frob%lG(l) =1, und da aus z,y € Fig mit Frob%lG(x) = z und
Frob%m(y) =y folgt, daf}

Frobg, (x —y) = Frobg, (z) — Frobg, (y) = = —y,
dafl
Frob%w(xy) = Frob%‘m(x) Frob%w(y) = xy

und daf, falls z # 0,
Frob%w(m*l) = Frob]Q_;‘w(:L’)*1 = g1,

Also ist K ein Teilring abgeschlossen unter Inversion von nichtverschwindenden Elementen, und
somit ein Teilkorper. (Festgestellt zu haben, daf ein Teilring eines endlichen Kérpers vorliegt,
hitte auch gereicht, da ein endlicher Integritétsbereich notwendig ein Korper ist.)

Nun ist
(0240)2+ (2 +0)+1 = 6*+62+6240+1 =0.

Also faktorisiert der Ringmorphismus

iiber den Ringmorphismus

F[X]/(X*+ X +1)F,[X] — Fig
X+ X2+ X+1)R[X] +— 640,

In der Tat schickt ersterer das Polynom X? + X + 1 auf (62 4+ §)? + (62 + §) + 1 = Op,,, und also
das Ideal (X2 + X + 1)Fy[X] auf {Op,, }-
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In Standardnotation umgeschrieben liest sich letzterer nun

F, — Fi
a = 6%2456.

Als Koérpermorphismus ist dieser nun injektiv; vgl. Aufgabe 7. Da Fy = (1, a)r, (Vektorraumer-
zeugnis {iber Fy), und da dieser Morphismus Fy-linear ist, ist das Bild gegeben durch (1,2 + 0)g,.
Dies ist aber gerade gleich K. Somit liefert unser injektiver Korpermorphismus durch Ein-
schrinkung des Bildbereichs einen Koérperisomorphismus

F4 — K
a F— 82494,

Man hétte zur Konstruktion von Fig alternativ auch ein irreduzibles Polynom von Grad 2 in F4[X]
verwenden kénnen; vgl. Aufgabe 19.(3).

Aufgabe 25

(1)

Es ist f/(X) = X* " 1(X — 1)I71(tX + s(X — 1)). Um also zu zeigen, dafl ggT(f(X), f'(X)) =
X57HX — 1)1, geniigt es, zu zeigen, dal X (X — 1) und tX + s(X — 1) teilerfremd sind. Und in
der Tat, X teilt letzteres Polynom nicht, da X wegen s # 0 den Summanden s(X — 1) nicht teilt.
Genauso teilt (X — 1) letzteres Polynom nicht, da es wegen ¢t # 0 den Summanden ¢X nicht teilt.

So zu argumentieren kénnen wir uns leisten, da wir in K[X] die eindeutige Zerlegung in irreduzible
Polynome kennen; vgl. §1.9.

Nach Voraussetzung konnen wir f(X) = [[;c; (X —7:)* fiir gewisse r > 0, v; € K und s; > 1
schreiben, wobei 7; # ; falls ¢ # j.

Beachte, dafl

FX) = Y si(X =t [ X =)

ke[l,r] ie(l,r]~{k}

Ist s; = 1 fiir alle ¢ € [1,7], so wird f'(v;) = [Liepn,wq;3(7 — %) # 0 und somit f'(X) kein
Vielfaches von (X — ;) fiir alle j € [1,r]. Folglich ist ggT(f(X), f'(X)) = L.
Ist umgekehrt s; > 2 fiir ein j € [1,7], so wird f/(7;) = s;(vi —vi)% ! [Licp gy (i — i) = 0.
Also ist (X —;) ein Teiler von f/(X), und also insgesamt ein Teiler von ggT(f(X), f'(X)). Folglich
ist ggT(f(X), f'(X)) # 1.
Sei g (X) der in K[X] genommene ggT von f(X) und h(X).
Sei gr.(X) der in L[X] genommene ggT von f(X) und h(X).
Mit dem Euklidschen Algorithmus gibt es sk (X), tx(X) € K[X] mit

(%) f(X)sr(X) +h(X)tk(X) = gr(X)
und sp,(X), tr(X) € L[X] mit
(%) J(X)sp(X) + h(X)tL(X) = go(X);

vgl. Aufgabe 8.

Da g1, (X) ein Teiler von f(X) und von h(X) in L[X] ist, zeigt (x), dal g1, (X) auch ein Teiler von
gk (X) in L[X] ist.

Da gx(X) ein Teiler von f(X) und von h(X) in K[X] ist, zeigt (xx), da gx(X) auch ein Teiler
von gr,(X) in L[X] ist.

Insgesamt folgt gx (X) = gr(X).
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Aufgabe 26

(1)

Es ist char L > 0, da char L = 0 zur Folge hiitte, daBl Z — L den Kern (char L)Z = {0} hitte,
und somit injektiv wire, was wegen L endlich nicht geht.

Schreibe also char L =: p > 0. Wir haben den Primkérper F, C L; vgl. §2.1.

Es ist L ein F,-Vektorraum; vgl. die erste Bemerkung in §1.7.5. Da L endlich ist, ist L ein end-
lichdimensionaler F,-Vektorraum. Sei ¢ := dimg, L = [L : F,]. Es folgt |L| = p*.

Erste Losung. Es ist £ = [L : F,] = [L : K|[K : F,]. Folglich ist [K : F,] =: k ein Teiler von Z.
Ferner ist | K| = p*.

Zweite Losung, alternativ. Es ist L ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Schreibe m := [L : K].
Mit (1) gibt es ein k > 1 mit K = p”; beachte char K = char L = p. Also ist (p¥)™ = p’. Mithin
ist km = £.

Nach (2) haben alle Teilkérper von Fy; eine Kardinalitdit 3¥ mit k einem Teiler von 3. Es folgt,

daf diese Kardinalitit 3! = 3 oder 3% = 27 haben. Also sind der Primkérper Fs und der gesamte
Korper Fy7 die einzigen Teilkorper von For.

Vgl. auch Aufgabe 21.

Aufgabe 27

(1)

Zur ersten Behauptung.
Ist o(a) ein Teiler von k, ist also k = o(a)/ fiir ein £ € Z, dann ist a* = a®@¢ = (a°@)? = 1¢ = 1.
Sei umgekehrt a* = 1. Schreibe k = o(a)¢ + r mit £ € Z und r € [0,0(a) — 1]. Dann ist

1 = ak — ao(a)€+r — (ao(a))é.ar = a .

Wiére r > 1, so wire dies im Widerspruch zur Minimalitét von o(a). Also ist 7 = 0, i.e. o(a) ein
Teiler von k.

Zur zweiten Behauptung.

Zum einen ist (ab)*(°(®) = (go(a))o®) (pot)yola) — job)jola) — 1,

Sei zum anderen (ab)* =1 fiir ein k € Z>.

Dann ist a* = b=*. Es ist a* € (a), und (a) ist eine Gruppe mit |(a)| = o(a) nach Aufgabe 11.(1.b).
Nach Aufgabe 11.(1.c), angewandt auf diese Gruppe (a), ist o(a*) ein Teiler von o(a).

(Hierfiir kann alternativ auch folgendes vorgebracht werden. Es ist (a¥)°(®) = gFo(@) = (go(@)k =
1¥ = 1. Mit der ersten Behauptung folgt, daB o(a*) ein Teiler von o(a) ist.)

Analog ist o(b~F) ein Teiler von o(b).

Somit ist o(a*) = o(b~*) ein gemeinsamer Teiler von o(a) und von o(b), und also gleich 1, da
geT(o(a),o0(b)) = 1. Dies aber hat a* = b=% = 1 zur Folge.

Dank der ersten Behauptung folgt, dal o(a) und o(b) beide Teiler von k sind. Wegen
ggT(o(a),o(db)) = 1 folgt, daB o(a)o(b) ein Teiler von k ist, insbesondere, dafl o(a)o(b) < k ist.
Somit ist o(a)o(b) der minimale positive Exponent, dessen Potenz von ab gleich 1 ist. In anderen
Worten, es ist in der Tat o(ab) = o(a)o(b).

Schreibe g := ggT(o(a), d).
o(a) o(a)
Da g ein Teiler von d ist, folgt zum einen (a?)™s = a® = (a(@))

d
9 =1.

Sei zum anderen k € Zx; mit (a?)* = 1 gegeben. Dank (1) ist o(a) ein Teiler von dk und somit
% ein Teiler von %kz. Da % und g aber teilerfremd sind, folgt, dafl % bereits ein Teiler von k

ist. Insbesondere gilt %2 < k.

g
Somit ist ? der minimale positive Exponent, dessen Potenz von a? gleich 1 ist. In anderen

Worten, es ist in der Tat o(a?) = % .
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(3) Schreibe o(a) = pi*---p;* und o(b) = pi' -+ pi* mit k > 0, p; > 0 prim und s;, t; € Zso fiir
i € [1, k], wobei p; # p; fir ¢, j € [1,k] mit ¢ # j.
Sei i € [1,k] gegeben. Mit (2) gibt es ein Element von Ordnung pi* in G, nédmlich eine geeignete

Potenz von a. Mit (2) gibt es auch ein Element von Ordnung pf in G, namlich eine geeignete

Potenz von b. Somit gibt es auch ein Element x; € G von Ordnung p]imax{si’ti} in G.

Mit (1) folgt aus der Teilerfremdheit der Primpotenzen, dafl
o _max{si,t1} max{sg,tr} __
o(xy---axp) = o(xy)---olxg) = p; Dy = kgV(o(a),o(d)) .

(4) Wiire o(g) kein Teiler von o(z) ist fiir ein g € G, so wire o(z) < kgV(o(x),0(g)). Sei g ein mit (3)
existentes Element von G von Ordnung kgV(o(z),0(g)). Dann ist o(z) < o(g). Wir haben einen
Widerspruch zur Maximalitidt von o(z).

(5) Sei z € G von maximaler Ordnung,.
Zunichst ist o(x) ein Teiler von |G|; vgl. Aufgabe 11.(1.c).

Mit (4) folgt andererseits, daf$ fiir alle g € G gilt, daf o(g) ein Teiler von o(x) ist, und insbesondere,
daB ¢°*) = 1 ist. Folglich sind alle Elemente von G Nullstellen von X°® — 1. Ein Polynom mit
|G| Nullstellen hat aber Grad > |G|, da zu diesen Nullstellen gehorige Linearfaktoren abdividiert
werden kénnen; cf. §1.6.4. Also ist o(z) > |G]|.

Insgesamt folgt o(x) = |G].

(6) Wir verwenden die Schreibweise der Losung von Aufgabe 24.(4). Sei also § € Fy mit 6*+35+1 = 0.
Wir erhalten folgende Potenzen, ausgedriickt in der Standardbasis (1,4, 62, 6%) iiber Fy.

0 =1

st = ¢

52 = 42

M = 5

M = 5+1

¥ = %249

0 = 53442
= #4541

8 = §2+1

¥ = 8494

010 = §246+1
oM = B 462496
02 = B 45%245+1
s = 8 4+6%2+1
oM = 841

s =1 (zur Probe)

Vgl. auch Aufgabe 11.(2,3) und Aufgabe 18.

(7) Esist G ={1,i,—1,—i} C C* eine Gruppe mit |G| = 4, deren Multiplikation von der Multiplika~
tion in C stammt.

Aufgabe 28

Schreibe n := [L : K]. Das Tupel (z°,2!,...,2™) hat Linge n + 1, ist also linear abhiingig. Somit gibt es
Ai € K fur i € [0,n] so, dafl

Mol + -+ Az = 0,
aber so, daf A; # 0 fiir wenigstens ein j € [0,n]. Setzen wir f(X) =32, A X" € K[X], so haben wir
also ein Polynom ungleich 0 gefunden, welches f(x) = 0 erfiillt. Folglich ist = algebraisch iiber K.
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Aufgabe 29

(1) Esist X* + X + 1 irreduzibel in Q[X].
Magma:
Q := Rationals();
R<X> := PolynomialRing(Q);
Factorisation(X"4 + X + 1);
(2) Esist
XP+X+1=(X*+X+1)(X*-X*+1)
die Zerlegung in irreduzible Faktoren in Q[X].
Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
Factorisation(X"5 + X + 1);

(3) Schreibe 7y := iv/3. Es ist

1 1
X4 X+1= (X 4+ —Dyx

. (X - X7+ 1)

die Zerlegung in irreduzible Faktoren in Q(+)[X].

Q := Ratiomals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
KK<ga> := ext<Q | X"2 + 3>;
RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX"5 + XX + 1);

(4) Esist
XX = X(X+D)(XP+X+1D)(XP+ X2+ 1)

die Zerlegung in irreduzible Faktoren in Fo[X].

F := GF(2);
R<X> := PolynomialRing(F);
Factorisation(X"8 - X);

(5) Esist
X8 X = X(X +1)(X +8)(X + )X + 82)(X + BYX + 85)(X + 8%

die Zerlegung in irreduzible Faktoren in Fz[X] (was man auch ohne Magma erkennt, da jedes
Element von Fg eine Nullstelle von X8 — X ist).

F := GF(2);

R<X> := PolynomialRing(F);
FF<b> := ext<F | X"3 + X + 1>;
RR<XX> := PolynomialRing(FF);
Factorisation(XX"8 - XX);
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(6) Es ist

XP-X+1=
(X+1+ D)X =0+ D)X+ X +0—- D)X+ X - D)(X°P - X - X" X - X3+ X2 - X +1)

die Zerlegung in irreduzible Faktoren in Fo[X].

F := GF(3);

R<X> := PolynomialRing(F);
FF<i> := ext<F | X2 + 1>;
RR<XX> := PolynomialRing(FF);
Factorisation(XX"15 - XX + 1);

Aufgabe 30

(1) Esist X%+ X2 +1=(X?2+ X +1)(X? - X +1) die Zerlegung in irreduzible Polynome in Q[X].
Sei Q(a)|Q mit a®> +a+1=0.
Esist X*+ X2 +1=(X+a)(X —a)(X +a+1)(X —a—1) die Zerlegung in irreduzible Polynome
in Q(a)[X].
Mit L = Q(a) und K = Qist [L: K] = 2.

Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
Factorisation(X"4 + X°2 + 1);
KK<a> := ext<Q | X"2 + X + 1>;
RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX~"4 + XX"2 + 1);

(2) Esist X®+ X2+ 1 irreduzibel in Q[X]. Sei Q(a)|Q mit a +a? +1=0.
Esist X0+ X241 = (X+a)(X —a)(X*+a?X%+ (a* +1)) die Zerlegung in irreduzible Polynome
in Q(a)[X]. Sei Q(a,b)|Q(a) mit b* + a?b? + (a* + 1) = 0.
Esist X0+ X2+ 1= (X+a)(X —a)(X +b)(X —b)(X?%+ (a® + b?)) die Zerlegung in irreduzible
Polynome in Q(a,b)[X]. Sei Q(a, b, c)|Q(a,b) mit ¢® + (a® + b*) = 0.
Esist X0+ X2 +1= (X +a)(X —a)(X +b)(X —b)(X +¢)(X — ¢) die Zerlegung in irreduzible
Polynome in Q(a, b, ¢)[X].
Mit L = Q(a) und K = Q ist

[L: K] = [Q(a,b,¢) : Q(a,0)][Q(a,b) : Q(a)][Q(a) : Q] = 6-4-2 = 48,

wie man den Graden der jeweiligen Minimalpolynome entnimmt.

Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
Factorisation(X"6 + X"2 + 1);

KK<a> := ext<Q | X76 + X"2 + 1>;

RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX"6 + XX"2 + 1);

KKK<b> := ext<KK | XX"4 + a"2%XX"2 + a~4 + 1>;
RRR<XXX> := PolynomialRing (KKK) ;
Factorisation(XXX"6 + XXX"2 + 1);
KKKK<c> := ext<KKK | XXX"2 + b"2 + a~2>;
RRRR<XXXX> := PolynomialRing(KKKK) ;
Factorisation(XXXX"6 + XXXX"2 + 1);
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(3) Bsist X4+ X +1=(X%2+ X +a)(X%+ X +a?) die Zerlegung in irreduzible Polynome in F;[X].
Sei Fy(b)|Fy mit b> +b+ a = 0.

Esist X4+ X +1=(X+b)(X+b+a)(X +b+1)(X +b+ a+1) die Zerlegung in irreduzible
Polynome in Fy(b)[X].

Mit L = Fy(b) und K = F; ist [L : K] = 2 (und insbesondere |Fy(b)| = 16.).
F := GF(2);

R<X> := PolynomialRing(F);

FF<a> := ext<F | X°2 + X + 1>;

RR<XX> := PolynomialRing(FF);

Factorisation(XX"4 + XX + 1);

FFF<b> := ext<FF | XX"2 + XX + a>;

RRR<XXX> := PolynomialRing(FFF);

Factorisation(XXX"4 + XXX + 1);

...plus eine Umformung der entstandenen Koeffizienten von Hand.
Aufgabe 31

(1) Zunéchst stellen wir mittels Magma fest, da X2 — 2 € Q[X] und X? — 3 € Q(v/2)[X] irreduzibel
sind. Folglich ist

[Q(V2,v3): Q] = [Q(vV2,V3): Q(v2)][Q(V2): Q] = 2-2 = 4.
Eine Basis von Q(v/2,/3) iiber Q ist gegeben durch
(1, V2, V3, V6) ,
wofiir wir v/2v/3 = /6 vereinfacht haben.

Wir verwenden die Charakterisierung von /3, \/§7Q(X ) als normiertes Polynom minimalen Grades
in Q[X] mit Nullstelle V2 + /3.

Wir berechnen also einmal die Potenzen von v/2 + \/§7 ausgedriickt in der vorstehenden Basis.

(V2+v3)° = 11 + 0-v2 + 0-vV3 + 0-V6
(V243! = 0-1 + 1-vV2 + 1-v/3 + 0-6
(V2+v3)?% = 51 + 0-v2 + 0-vV3 + 2-6
(V24+v3)P = 0.1 + 11-v2 + 9-v3 + 0-v6
(V24+V3)* = 49-1 + 0-v2 + 0-vV3 + 20-6

Es stellt sich mittels Linearer Algebra heraus, dafl

((V2+V3), (V2 +V3)!, (V2+ V3)%, (V2 + VB)*)

linear unabhéngig ist.

Ferner stellt sich mittels Linearer Algebra heraus, dafl
(V2+v3)* —10(vV2+V3)2 + (V2+V3)? = 0.

Dies, zusammen mit der vorher festgestellen linearen Unabhiingigkeit, zeigt, da X4 — 10X2 4 1
das normierte Polynom kleinsten Grades mit Nullstelle V24 /3 ist. In anderen Worten, wir haben

tyaiviqX) = X' —10X2+1.

Insbesondere ist [Q(v2 4+ v/3) : Q] = 4. Aus Dimensionsgriinden folgt, daB Q(v/2 + V3) =
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(2) Zunéchst ist natiirlich
row(X) = X
mE(X) = X+1.

Es hat das irreduzible Polynom X3+ X +1 € F»[X] die Nullstelle 3, und also auch die Nullstellen
$2 und %, wie eine Anwendung des Frobenius liefert; vgl. Bemerkung in §2.3.4. Also

pem(X) = XP4+X 41
perp(X) = X°+X+1
porp(X) = XP4+X+1.

Berechnen wir das Minimalpolynom von 3%. Die Potenzen von 32, ausgedriickt in der Standardbasis
(8Y, B, %), sind gegeben durch

(B0 = 1:8° + 0.8 + 0.5
(B = 1.8 + 1.8+ 0.5
(B2 = 1-8° + 0.8 + 1.p2
(B = 0-8° + 08" + 1.8

Wir sehen, daf3
((8%° (BM) (8°)%)
linear unabhéngig iiber F; ist. Ferner ist
(B + (%) + (%) = 0.

Beides zusammen gibt X34 X2 +1 als normiertes Polynom minimalen Grades mit Nullstelle 53, in
anderen Worten, pgs g, (X) = X3+ X?+1 € F»[X]. Anwendung des Frobenius liefert die weiteren
Nullstellen 3% und 8'2 = $5; vgl. Bemerkung in §2.3.4. Also

pesm(X) = X+ X241
:U‘B5,F2(X) = X5+X2+1
MQG,FQ(X) = X3+X2+1

Ein Automorphismus von Fg = F»(f) schrinkt nach der ersten Bemerkung in §2.1 identisch auf
Fy ein und mufl mit der Bemerkung in §2.3.4 folglich das Element 8 auf eine Nullstelle seines
Minimalpolynoms X3 + X + 1 iiber F, schicken, als da wiren 3, 52 und 5.

Nun schickt aber Frob%8 bereits 3 nach S, Frob]l;g schickt 8 nach 82 und F‘rob%g schickt 8 nach 8%.

Da ein Kérpermorphismus von Fg = Fy(5) in einen anderen Koérper bereits durch das Bild von g
festliegt, gibt es also aufler den Potenzen des Frobenius keine weiteren Automorphismen von Fg.

Aufgabe 32

Esist K (y)| K (y*)|K. Um zu zeigen, daB deg p,2 ;¢ = deg i, i ist, geniigt es zu zeigen, dafl K (y?) = K (y);
vgl. Satz 2.(2) (Minimalpolynom).

Nun ist K(y) = K(y*)(y) ebenfalls eine endliche monogene Erweiterung. Es ist y eine Nullstelle von
X% —y? € K(y*)[X]. Also ist p, x(42)(X) ein Teiler von X? —y?, und insbesondere von Grad 1 oder von
Grad 2. Dies zieht [K(y) : K(y?)] € {1,2} nach sich.

Mit Satz 1 (Gradsatz) ist nun [K(y) : K] = [K(y) : K(y?)][K(y?) : K]. Da [K(y) : K] ungerade ist, folgt
[K(y) : K(y*)] = 1, und mithin K(y) = K(y?).
Zur Frage, ob py x(X) = p,2 x(X) ist. Dies ist im allgemeinen nicht der Fall. Sei z.B. K = Q und
y = v/2. Es ist

lu‘f/iQ(X) = X3 -2 )
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wohingegen sich

HaealX) = X° 4

ergibt. Denn beide Polynome sind laut Magma irreduzibel und haben das jeweilig angegebene Element
als Nullstelle.

Ferner liefert der Grad des ersten Minimalpolynoms, daf in der Tat [Q(+/2) : Q] = 3 ungerade ist.
Aufgabe 33

(1)

Nach dem Korollar in §2.5.4 existiert (bis auf Isomorphie genau) ein Kérper mit p* Elementen,
genannt F.

Nach Aufgabe 27.(5) gibt es in prk ein Element y mit o(y) = p* — 1. Mit Aufgabe 11.(1.b) ist
()] = o(y), und folglich

FL = (.

In der Losung zu Aufgabe 11.(1.b) haben wir gesehen, dafl
) ={y" i€z} = {y' - i€l0o(y) —1} = {y' : ie[0,p"-2]}.

Insgesamt ist also

o= {y' :iel0.p" 2]}

Insbesondere ist
Fr = Fy(y) = {fly) : f[(X) €eF[X]},
da in letzterer Menge das Element yi fir alle 4 > 0 und das Element 0 auftreten.

Mit Satz 2.(2) (Minimalpolynom) ist

deguyr, = [Fp(y):Fp] = [Fp:F)] = k.
Mit Satz 2.(3) ist py,r, (X) irreduzibel.

Sei K := Fg,[T]/f(TZFp[T]. Sei y := T+ f(T)F,[T] € K*. Es ist o(y) ein Teiler von |[K*| = p* —1.
Also ist y? =y -y? L =y.
Da y somit eine Nullstelle von X?" — X ist ist mit Satz 2.(2) das Minimalpolynom g, g, (X) ein
Teiler von X?" — X in F,[X]. Nun ist aber 1, g, (X) = f(X), e.g. da dies ein normiertes irreduzibles
Polynom mit Nullstelle vy ist.

Sei z € K*. Genauso wie fiir y folgt auch, dafl z eine Nullstelle von XP" — X ist. Ferner ist 0
eine Nullstelle dieses Polynoms. Also hat dieses Polynom séamtliche Elemente von K als Nullstelle.
Sukzessives Abdividieren und Gradvergleich liefert

x" - x = [[(x -2 e K[x].
zeK

Da nun f(X) auch in K[X] ein Teiler von XP" — X ist, folgt, daB f(X) in K[X] in Linearfaktoren
zerféllt (von denen keiner mit Exponent > 2 auftritt).

Da in der Zerlegung von XP — X in K [X] kein Linearfaktor mit Exponent > 2 auftritt, kann

f(X)? das Polynom X"~ X in K[X] und daher auch in F,[X] nicht teilen. (Es folgt auch noch,
daf in der Zerlegung von f(X) in K[X] kein Linearfaktor mit Exponent > 2 auftritt.)
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Aufgabe 34

(1)

Sei Q(a,b)|Q mit a® + a+ 1 =0 und b* + ab+ (a® + 1) = 0. Dann wird

X34 X+1 = (X-a)(X-b(X+a+b) € Qa,b)[X]
Da auch Q(a,b, —a — b) = Q(a, b), ist Q(a,b) der Zerfillungskorper von X3 + X + 1 € Q[X].
B ist [Q(a,b) : Q) = [Q(a,b) : Q(a)][Q(a) : Q] =23 = 6.

Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
Factorisation(X"3 + X + 1);

KK<a> := ext<Q | X°3 + X + 1>;

RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX~"3 + XX + 1);

KKK<b> := ext<KK | XX"2 + a*XX + a"2 + 1>;
RRR<XXX> := PolynomialRing(KKK) ;
Factorisation(XXX"3 + XXX + 1);

Sei Q(a,b)|Q mit a* +4a? +4a +8 = 0 und b® + ab? + (a® + 4)b+ (a® + 4a +8) = 0. In Q(a, b)[X]
wird
X*4+4X? 48X +38
= (X—a) - (X-0)
(X + 55(—2a® + 3a* — 2a — 6)b* + £5(3a® — a® + 10a + 16)b + 75 (—2a® + 3a? — 2a — 20))-
(X + 55 (2a® = 3a® + 2a + 6)b? + £ (—3a® + a® — 10a — 2)b + 5 (2a® — 3a? + 16a + 20)) .

Da Q(a, b) von den Nullstellen dieses Polynoms erzeugt wird, ist Q(a,b) der Zerfillungskorper von
X4 +4X%2 +8X +8 € Q[X].

Es ist [Q(a,b) : Q] = [Q(a,b) : Q(a)][Qa) : Q] = 3-4 = 12.

Q := Ratiomals();

R<X> := PolynomialRing(Q);

Factorisation(X"4 + 4*xX"2 + 8*X + 8);

KK<a> := ext<Q | X"4 + 4%X"2 + 8*X + 8>;

RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;

Factorisation(XX"4 + 4x*XX"2 + 8xXX + 8);

KKK<b> := ext<KK | XX"3 + a*XX"2 + (a"2 + 4)*XX + a"3 + 4*a + 8>;
RRR<XXX> := PolynomialRing(KKK) ;

Factorisation(XXX"4 + 4xXXX"2 + 8*XXX + 8);

Sei Q(a,b,¢)|Q mit a® —a® +2 =0, b3+ (a® — 1) =0 und ¢® + ac + a® = 0. In Q(a, b, ¢)[X] wird
X0-X?+2 = (X —a)(X = b)(X —¢)(X +c+a)(X — 3(a® —a®)bc+b) (X + L(a® — a®)be) .

Q := Ratiomals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
Factorisation(X"6 - X°3 + 2);

KK<a> := ext<Q | X6 - X"3 + 2>;
RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX"6 - XX"3 + 2);
KKK<b> := ext<KK | XX"3 + a”3 - 1>;
RRR<XXX> := PolynomialRing(KKK) ;
Factorisation(XXX"6 - XXX"3 + 2);
KKKK<c> := ext<KKK | XXX"2 + a*xXXX + a~2>;
RRRR<XXXX> := PolynomialRing(KKKK);
Factorisation(XXXX"6 - XXXX"3 + 2);
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Da Q(a, b, ¢) von den Nullstellen dieses Polynoms erzeugt wird, ist Q(a, b, ¢) der Zerféllungskorper
von X¢ — X3 +2 € Q[X].

Es ist [Q(a’ b, C) : Q] = [Q(a7 b, C) : Q(CL, b)][Q(a7b) : Q(G)HQ(G) : Q} =2-3-6=36.

(4) In Q(v/2,i) wird
X241 = (X +i)(X —i).

Somit ist Q(v/2,1) der Zerfillungskorper von X2 + 1 iiber Q(v/2).

Es wird [Q(v/2,1) : Q(v/2)] = 2, da X2 + 1 in Q(v/2)[X] irreduzibel ist, da es ja sogar in R[X]
irreduzibel ist.

Magma ist nicht unbedingt erforderlich. Will man es anwenden, sieht das z.B. wie folgt aus.

Q := Rationals();

S<T> := PolynomialRing(Q);
K<a> := ext<Q | T"2 - 2>;
R<X> := PolynomialRing(K) ;
Factorisation(X"2 + 1);

KK<b> := ext<K | X"2 + 1>;
RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX"2 + 1);

Teilaufgabe (4) diene nur der Illustration, dal der Grundkérper auch eine Erweiterung von Q sein
kann.

Aufgabe 35

Sei L ein Zerfiallungskorper von XP — a. Sei b € L eine Nullstelle von X? — qa, i.e. sei b = a. Dann ist
(X —b)P=XP—p = XP—qin L[X].

Sei angenommen, es hat XP — a einen nichttrivialen normierten Faktor f(X) € K[X]. Dann ist f(X) in
L[X] von der Form (X — b)* fiir ein s € [1,p — 1]. Insbesondere ist fo = (=b)* € K. Seien u, v € Z so,
dafl su+ pv = 1. Es folgt

b= (DT = (D)) () € K
———
eK eEK

und mithin b € K. Also ist a die p-te Potenz des Elements b von K, im Widerspruch zur Voraussetzung
an a.

Somit ist X? — a als in K[X] irreduzibel nachgewiesen.

Nun ist pp i (X) = XP — a, da dies ein normiertes irreduzibles Polynom in K[X] mit Nullstelle b ist. Mit
Satz 2.(2) (Minimalpolynom) folgt nun, da8 [K(b) : K] = p. Da andererseits, wie oben schon festgestellt,

XP—q = (X —b)P € K(b)[X]

ist, ist K(b) ein Zerfallungskorper von XP — a.

Da zwei Zerfillungskorper isomorph sind, folgt [L : K] = [K(b) : K] = p. (Da desweiteren K (b) C L,
folgt K(b) = L.)

Da der Frobenius fiir endliche Korper bijektiv ist, kann ein Element a € K wie in der Aufgabenstellung
vorausgesetzt nur fiir einen unendlichen Kérper K der Charakteristik p (wie z.B. F,(T')) existieren.
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Aufgabe 36

(1) Die Aussage ist falsch. So z.B. ist in Aufgabe 34.(1) (in den Bezeichnungen der dortigen Losung)
zwar fi,,Q(X) = X3 + X +1, aber Q(a) kein Zerfillungskdrper von X3 + X + 1, da die Zerlegung
dieses Polynom in irreduzible Faktoren in Q(a)[X] die Gestalt

X4+ X+1=X-a)(X?*+aX+d>+1)

hat, und darin also ein Faktor von Grad > 2 aufgetreten ist.

(2) Die Aussage ist richtig. Denn es ist X — y ein Teiler von p, x(X) in K(y)[X], da py x(y) = 0. Es
ist aber mit Satz 2.(2) (Minimalpolynom) deg pt, x = [K(y) : K] = 2. Somit liefert Division die
Zerlegung

py k(X)) = (X —y)(X —2)

in K(y)[X]. Da insbesondere z € K(y) ist, ist K(y, z) = K(y) der Zerfallungskérper von p, x (X).
Aufgabe 37

(1) Zum einen ist 1y = f(1g) € f(U). Seien zum anderen z, y € f(U) gegeben. Schreibe z = f(u)
und y = f(v) mit u, v € U. Es wird

(2) Da G < G, konnen wir (1) anwenden und erhalten Im f = f(G) < H.

(3) Mit (2) ist Im f < G, und insbesondere Im f eine Gruppe, mit von H vererbter Multiplikation. Da
f ein Gruppenmorphismus ist, gilt dies auch fiir f|™ 7. Da nun nach Voraussetzung f injektiv ist,
ist f|™ 7 bijektiv. Insgesamt ist f|™f also ein Gruppenisomorphismus.

(4) Zeigen wir zunichst, da aus N < H folgt, dafl f~1(N) < G. Zum einen ist f(1g) = 15 € N, also
lg € f~Y(N). Seien zum anderen z, y € f~Y(N), d.h. f(z), f(y) € N. Dann ist

flay™) = f@)fly)™" € N,

also zy~! € f~H(N).
Zeigen wir nun, dafl aus N < H noch folgt, dal f~1(N) < G.
Sei g € G. Wir behaupten, daB8 9f~1(N) C f~1(N). Sei hierzu x € f~}(N), d.h. f(z) € N. Dann
wird
f(%) = flgzg™) = f@)f@)f(9)™" = TDf(x) € N,
da N < H, also % € f~1(N). Dies zeigt die Behaupptung.

Diese Behauptung auf g=! statt g angewandt liefert 9 f~1(N) C f~(V). Diese Inklusionsbezie-
hung auf beiden Seiten von links mit g konjugiert gibt

Insgesamt also 9f~1(N) = f~1(N).

(5) Da {1y} < H, konnen wir (4) anwenden und erhalten Kernf = {g € G : f(g) = 1y} =
{1} <G

Aufgabe 38

(1) Sei U < G. Die Voraussetzung |G| endlich werden wir erst im Teil (c¢) brauchen.
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(a) Seien b, V' € G. Sei bU NVY'U # (. Zu zeigen ist, daB bU = b'U. Durch Rollenvertauschung
von b und b’ geniigt es zu zeigen, dal bU C b'U. Sei also x € bU NY'U. Schreibe x = bu = b'v
mit u, v € U. Sei y € bU. Wir haben zu zeigen, dafl y € b’'U. Schreibe y = bw mit w € U.
In der Tat wird

y =bw = Voulw € VU .
——
eU

(b) Die Abbildungen U — bU, u+— bu und bU —» U, z+— b~z invertieren sich wechsel-

seitig, da
u b bu —=btbu = u

und
b bz — bbbl = 2.

Insbesondere ist U — bU, u— bu eine Bijektion.

(¢) Seinun |G| endlich. Mit (a) ist G eine disjunkte Vereinigung von Teilmengen der Form bU fiir
gewisse b € G. Mit (b) haben alle Teilnehmer dieser disjunkten Vereinigung die Kardinalitét
|U|. Also ist |U| ein Teiler von |G|.

(2) Esist (1,3)0(1,3,4) = (3,4). Es ist (1,6,3) 0 (2,4,3,5) 0 (2,4) = (1,6,3,5,2).

(3) Nichtnormale Untergruppen :

<(1’2)>7 <<1’3)>7 <(273)> < Ss
Normale Untergruppen :
{ld}’ <(17273)>a 83 d 83 .

Man erhilt die komplette Liste durch sukzessives Hinzufiigen von Erzeugenden. Auf diese Weise
kann man die Untergruppen erhalten, die minimal iiber einer gegebenen Untergruppe liegen, d.h.
so, dafl echt dazwischen keine weitere liegt.

So z.B. erkennt man (von Hand oder via Magma), daf fiir jedes Element x € Sz~ {(1,2)} gilt, da8
bereits ((1,2), ) = S3. Also kann es echt zwischen ((1,2)) und Ss keine weiteren Untergruppen
mehr geben.

SchlieBlich priift man die erhaltene Liste von Untergruppen auf Normalitdt durch.

(4) Mittels Order (sub<SymmetricGroup(12) | (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12), (1,3)>); erhal-
ten wir die Ordnung der angegebenen Untergruppe

1((1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12), (1,3))| = 1036800 .

Ferner ist
|S12| = 12! = 479001600

Und in der Tat ist 479001600/1036800 = 462.

Aufgabe 39
(1) In Aufgabe 34.(2) wurde der Zerfiallungskérper Q(a,b) konstruiert, mit

taq(X) = X1+4X%4+4X +38
Qe (X) = X3+aX?+ (a®+4)X + (a® +4a+38).

Insbesondere war [Q(a,b) : Q] = 12 festgestellt worden. Es zerfiel

X4 4+4X%2+8X +38

= (X—-a) (X -0)
(X + % (—2a® 4+ 3a? — 2a — 6)b* + £ (3a® — a® + 10a + 16)b + 7 (—2a® + 3a® — 2a — 20))-
(X + 55(20% — 3a® 4+ 2a 4 6)b? + £ (—3a® + a® — 10a — 2)b+ £ (2a® — 3a? + 16a + 20)) .
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An den fiir all dies notwendig gewesenen Magma-Quelltext hingen wir noch die Definitionen

Y1 o= a

Y2 = b

v3 = 95(20° —3a% +2a 4 6)0° + {1(=3a® + a® — 10a — 16)b + 17 (2a* — 3a® + 2a + 20)
Y = 55(—2a%+3a? — 2a — 6)b% + (30> — a® + 10a + 2)b + 1 (—2a® + 3a® — 16a — 20)

all.

Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);

Factorisation(X"4 + 4*xX"2 + 8*X + 8);

KK<a> := ext<Q | X"4 + 4*xX"2 + 8*X + 8>;

RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;

Factorisation(XX"4 + 4x*XX"2 + 8xXX + 8);

KKK<b> := ext<KK | XX"3 + a*xXX"2 + (a"2 + 4)*XX + a"3 + 4*a + 8>;
RRR<XXX> := PolynomialRing (KKK) ;

Factorisation(XXX~"4 + 4xXXX"2 + 8*XXX + 8);

gal := a;
ga2 := b;
ga3d := 1/28%(2*a”3 - 3*a”2 + 2%a + 6)*b"2 + 1/14*%(-3*a"3 + a"2 - 10*a - 16)*b

+ 1/14%(2%a”~3 - 3*a”2 + 2*a + 20);
1/28%(-2*%a”~3 + 3*%a”2 - 2*%a - 6)*b"2 + 1/14%(3*a"3 - a”2 + 10*a + 2)*b
+ 1/14%(-2*a”"3 + 3*a"2 - 16*xa - 20);

gad :

Es ist m = 2 und n = 4. Bestimmen wir das Bild von Gal(X* +4X?2 +8X +8) in Sy.

Q(a,b) ———= Q[+, 7)

|

Q(a) = Q()

|

Q

Nullstellen bedeute im folgenden stets Nullstellen in Q(a, b).

Die Nullstellen von
fa(X) = X*+4X% +8X +38

sind 71, 72, 3 und 4 (®'). Unter diesen haben wir ein 7, auszuwihlen.

Fall 44 = v1. Es ist
Mg (X) = X2+ X2+ (1 + 49X + (1] + 401 +8),

welches die Nullstellen ~y,, 3 und ~4 hat (32). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwiihlen.

Subfall v = ~v2. Wir erhalten das zuléssige Tupel (y1,72). Es werden

o2(v3) = 55(29% =397+ 2% +6)73 + 15(—37 + 77 — 1071 — 16)72 + (275 — 39% + 271 + 20)
= 73

o2(va) = 35(=298 + 377 — 271 — 6)v3 + (378 — 17 + 1071 + 2)72 + 15 (=273 + 3+ — 1671 — 20)
= Y

3lFactorisation(XXX"4 + 4*XXX"2 + 8*XXX + 8);
32Factorisation(XXX"3 + gal*XXX"2 + (gal~2 + 4)*XXX + (gal™3 + 4xgal + 8));
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Insgesamt 5o = G %gﬁ) = id. Das war klar, denn schickt man ~; auf 7; und 5 auf 9, so erhélt
man die Identitéit. Der Systematik halber haben wir es vollstéindig angefiihrt.

Zwischenstand : |(id)| =1 < 12.

Subfall v4 = v3. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71,73). Es werden

o2(v3) = 55(29% =397+ 271 +6)73 + 15(—37 + 77 — 1071 — 16)ys + $5(27F — 39% + 271 + 20)
el "Y4

o2(a) = 55(=29F + 37 — 271 — 6)73 + 5 (37 — 17 + 1071 + 2)ys + 75 (—29F + 397 — 1671 — 20)
= 7,

wobei Magma fiir den letzten Schritt hilft (33).

Insgesamt a9 = (%%i%) = (2,3,4).

Zwischenstand : [((2,3,4))| =3 < 12.

Subfall v4 = v4. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71,74). Es werden

o2(v3) = 55(29% =397+ 2% +6)7F + 15(—37 + 77 — 1071 — 16)7 + 5 (275 — 39% + 271 + 20)
= "}/2

o2(va) = 55(=29F + 37 — 271 — 6)7] + 5 (37 — 17 + 1071 + 2)7u + 5 (—293 + 397 — 1671 — 20)
= 73

1
1

Insgesamt g9 = ( i‘;é) = (2,4,3).

Zwischenstand : [((2,3,4), (2,4,3))| = 3 < 12. Es kann (2,4, 3) weiters wieder entfallen.

Fall 4 = 2. Es ist
Hy@X) = X2+ 50X+ (3 + 49X + (13 +472+8)

welches die Nullstellen ~y;, 3 und ~4 hat (**). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwiihlen.

Subfall v4 = ~v1. Wir erhalten das zuléssige Tupel (y2,71). Es werden

o2(13) = 55(273 =33 + 2792+ 6)77 + 5(—373 + 93 — 1072 — 16)71 + 15(275 — 373 + 272 + 20)
= T4

o2(71) = (=293 +373 — 2792 — 6)77 + 13(373 — 93 + 1072 + 2)n + 17(=273 + 393 — 1672 — 20)
= 73

Insgesamt a9 = (%%ﬁ%) = (1,2)(3,4).

33Man kann wie folgt vorgehen.

R2<Gal,Ga2> := PolynomialRing(KKK,2);

Ga3 := 1/28%(2*Gal~3 - 3*Gal"2 + 2*Gal + 6)*Ga2"2 + 1/14%(-3*Gal"3 + Gal~2 - 10*Gal - 16)*Ga2
+ 1/14%(2%Gal1"3 - 3*%Gal"2 + 2xGal + 20);

Gad := 1/28*%(-2xGal"3 + 3*Gal"2 - 2*Gal - 6)*Ga2"2 + 1/14*(3*Gal"3 - Gal"2 + 10*Gal + 2)*Ga2
+ 1/14%(-2xGal"~3 + 3*Gal"2 - 16*Gal - 20);

Evaluate(Ga3, [gal,ga3]);

Evaluate(Ga4, [gal,ga3]);

Evaluate(Ga3, [gal,ga3]) eq ga4;

3Factorisation(XXX"3 + ga2+XXX"2 + (ga2"2 + 4)*XXX + (ga2~3 + 4xga2 + 8));
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Zwischenstand : [((2,3,4), (1,2)(3,4))] = 12 (*%).

Abbruch der Fallunterscheidungen, da fertig!
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Als Ergebnis erhalten wir das isomorphe Bild von Gal(X* 4+ 4X2 + 8X + 8) in Sy

((2,3,4), (1,2)(3,4)) .

Die Liste ihrer Elemente erhélt man via {u : u in sub<SymmetricGroup(4)
sie war nicht verlang, sieht hier aber noch ganz hiibsch aus:

(2,3,4), (1,2)(3,4)>};,

)
d’ 1727 3)7 (17274)7 (1’37 2)7 (]‘73) 4)7 (]‘747 2)7 (1747 3)’ (27374)7 (2’473)7 (172)(374)7 (]‘73)(2’ 4)7 (174)(27 3)} °

2,3,4), (1,2)(3,4)) =
(
(2) In Aufgabe 30.(2) wurde der Zerfiallungskoérper Q(a, b, ¢) konstruiert, mit
Ha,Q(X) = X0+ X?+1
e (X) = X'+a?X%+(a" +1)
,uc,Q(a,b,c) (X) = X2 + (CL2 + bz) .

Insbesondere war [Q(a, b, c) : Q] = 48 festgestellt worden. Es zerfiel

X4 X241 = (X—a)(X =b)(X —c) (X +a)(X +b)(X +¢).

An den damaligen Magma-Quelltext héngen wir noch die Definitionen

Moo= a
Yo = b
Y3 = ¢
Y4 = —a
v = —b
Y6 = —C

all.

Q := Ratiomnals();

R<X> := PolynomialRing(Q) ;
Factorisation(X"6 + X2 + 1);

KK<a> := ext<Q | X°6 + X"2 + 1>;

RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX"6 + XX"2 + 1);

KKK<b> := ext<KK | XX"4 + a"2%XX"2 + a~4 + 1>;
RRR<XXX> := PolynomialRing (KKK) ;
Factorisation(XXX"6 + XXX~2 + 1);
KKKK<c> := ext<KKK | XXX"2 + b"2 + a"2>;
RRRR<XXXX> := PolynomialRing(KKKK) ;
Factorisation(XXXX"6 + XXXX"2 + 1);

gal := a;
ga2 := b;
ga3 := c;
gad := -a;
gab := -b;
ga6 := -c;

350rder (sub<SymmetricGroup(4) | (2,3,4), (1,2)(3,4)>);
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Es ist m = 3 und n = 6. Bestimmen wir das Bild von Gal(X® + X2 + 1) in Ss.

Q(a7 bu C)

Q715 7%,75)

Nullstellen bedeute im folgenden stets Nullstellen in Q(a, b, ¢).
Die Nullstellen von
taq(X) = X0+ X2 +1
sind 1, Y2, V3, V4, ¥5 und 76 (36). Unter diesen haben wir ein v auszuwéhlen.
Fall 44 = v1. Es ist
ﬂZ,IQ(a)(X) = X'+ iX2+ (v + 1),
welches die Nullstellen 2, 73, 75 und 76 hat (*7). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwiihlen.
Subfall v4 = vo. Es ist
HoaanX) = X2+ (4 +3)
welches die Nullstellen v3 und 46 hat (3%). Unter diesen haben wir ein ~4 auszuwihlen.

Subsubfall v5 = 3. Wir erhalten das zuléssige Tupel (y1,72,73). Es werden

o3(va) = —m = m
o3(5) = 2 = s
o3(%6) = -1 = % -

Insgesamt 63 = (} 3%;‘122) =id.
Zwischenstand : |(id)| = 1 < 48.

Subsubfall v = ~v¢. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71, v2,76). Es werden

o3(va) = - = m
o3(v5) = 2 = 5
a 3(76) = —Y% = 73-

Insgesamt o3 = (}%%3??) = (3,6).

Zwischenstand : |((3,6))| = 2.

36Factorisation(XXXX"6 + XXXX"2 + 1);
3TFactorisation (XXXX"4 + gal~2 * XXXX"2 + (gal™4 + 1));
38Factorisation(XXXX"2 + (gal™2 + ga2°2));
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Hatan(X) = X2+ (4 +13)

welches die Nullstellen v, und 5 hat (3?). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwihlen.

Subsubfall v = v2. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71, 73,72). Es werden

o3(a) = - = m
o3(5) = -1 = 6
a3(%) = 12 = 5 -

Insgesamt g3 = (}%3322) = (2,3)(5,6).
Zwischenstand : [{(3,6), (2,3)(5,6))| = 8 < 48 (*°).

Subsubfall v5 = ~v5. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71,73, 75). Es werden

o3(va) = M = M
o3(y5) = 13 = %
a3(v6) = 5 = 2.

Insgesamt o3 = (}32323) =(2,3,5,6).

Zwischenstand : [{(3,6), (2,3)(5,6), (2,3,5,6))] = 8 < 48 (!). Es kann (2,3,5,6) weiters
wieder entfallen.

Subfall v4 = 5. Es ist
BlanX) = X2+ (F +12)
welches die Nullstellen 3 und ~s hat (#2). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwiihlen.

Subsubfall v5 = ~v3. Wir erhalten das zuléssige Tupel (71,75, 73). Es werden

o3(va) = - = m
o3(v5) = =
o3(%6) = -1 = 7% -

Insgesamt 63 = (15343¢4) = (2,5).

Zwischenstand : [{(3,6), (2,3)(5,6), (2,5))] = 8 < 48 (*3). Es kann (2,5) weiters wieder ent-
fallen.

Subsubfall v = ~v¢. Wir erhalten das zuléssige Tupel (v1, 75, 76). Es werden

o3(a) = - = m
o3(v5) = - =
a 3(76) = —Y% = 73-

Insgesamt o3 = (i%%ﬁgg) =(2,5)(3,6).

39Factorisation(XXXX"2 + (gal~2 + ga3°2));

100rder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,6), (2,3)(5,6)>);

410rder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,6), (2,3)(5,6), (2,3,5,6)>);
“2Factorisation(XXXX"2 + (gal~2 + ga57°2));

430rder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,6), (2,3)(5,6), (2,5)>);

153
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Zwischenstand : [((3,6), (2,3)(5,6), (2,5)(3,6))] = 8 < 48 (**). Es kann (2,5)(3,6) weiters
wieder entfallen.

Subfall v4 = 6. Es ist
WlaanX) = X2+ (F +18)
welches die Nullstellen v, und 75 hat (#°). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwiihlen.

Subsubfall v5 = ~vo. Wir erhalten das zulissige Tupel (71, v6,72). Es werden

o3(va) = - = M
o3(15) = % = 73
a3(%6) = —v2 = 5.

Insgesamt 73 = (%%%igg) =(2,6,5,3).

Zwischenstand : [{(3,6), (2,3)(5,6), (2,6,5,3))] = 8 < 48 (“%). Es kann (2,6,5,3) weiters
wieder entfallen.

Subsubfall v = ~5. Wir erhalten das zuléssige Tupel (v1,76,75). Es werden

o3(y) = M = ™
o3(v5) = =% = 3
o3(%) = -5 = 2.

Insgesamt o3 = (%%

Zwischenstand : [((3,6), (2,3)(5,6), (2,6)(3,5))] = 8 < 48 (*7). Es kann (2,6)(3,5) weiters
wieder entfallen.

Fall v{ = 2. Es ist
1y qeay(X) = X'+ %B X2+ (p+1),
welches die Nullstellen 1, 73, 74 und 76 hat (*®). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwiihlen.
Subfall v5 = v1. Es ist
Ng,ig(a,b)(X) = X?+ (v +11)
welches die Nullstellen 3 und ~s hat (4°). Unter diesen haben wir ein 4 auszuwiihlen.

Subsubfall v5 = ~v3. Wir erhalten das zulissige Tupel (v2,71,73). Es werden

o3(va) = -2 = s

03(75) = —M = V4

03(76) = -7 = 7 -
Insgesamt 35 = (323478) = (1.2)(4,5).

440rder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,6), (2,3)(5,6), (2,5)(3,6)>);
4SFactorisation(XXXX"2 + (gal~2 + ga6-2));

460rder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,6), (2,3)(5,6), (2,6,5,3)>);
470rder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,6), (2,3)(5,6), (2,6)(3,5)>);
“8Factorisation(XXXX"4 + ga2~2 * XXXX"2 + (ga2"4 + 1));
“9Factorisation(XXXX"2 + (ga2~2 + gal~2));
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Zwischenstand : [{(3,6), (2,3)(5,6), (1,2)(4,5))| = 48 (°°).

Abbruch der Fallunterscheidungen, da fertig!
Als Ergebnis erhalten wir das isomorphe Bild von Gal(X® + X2 + 1) in Sg

Die Liste ihrer Elemente erhélt man mit
{u : u in sub<SymmetricGroup(6) | (3,6), (2,3)(5,6), (1,2)(4,5)>};

Mit etwas mehr Erfahrung kann man sich auch “verdéchtige Fille” auswiahlen, um so ein langes Stagnieren
des Erzeugnisses, wie hier geschehen, zu verhindern zu versuchen.

Aufgabe 40

Sei K(a)|K mit pq x(X) = f(X). Es ist K(a) Zerfallungskorper von f(X); vgl. Aufgabe 36.(2). Folglich
ist |Gal(f(X))| = [K(a) : K] = 2. Auf der anderen Seite ist deg f = 2, und mithin Gal(f(X)) isomorph
zu einer Untergruppe von Sa. Folglich ist Gal(f(X)) ~ Sa.

Ist speziell K = R und f(X) = X? + 1 € R[X], so folgt S ~ Gal(X? + 1) = Gal(R(i)|R) = Gal(C|R).

Aufgabe 41

(1) In der Notation von §3.4.2.1 ist der Zerfillungskérper von X3 + X + 1 € Q[X] gegeben durch
Q(a,b) mit a® +a+1 =0 und b? + ab + (a? + 1) = 0. Insbesondere ist

(1,a,a?,b,ba, ba®)

eine Q-lineare Basis von Q(a, b).
Es waren 1 = a, 72 = b und 3 = —a — b die Nullstellen von f(X) in Q(a,b).
Das Bild von Gal(Q(a, b)|Q) in S5 beziiglich dieser Nullstellennumerierung ist gleich Ss.
Es ist ((1,3)) = {id, (1,3)}. Die zugehorigen Automorphismen schicken
a & a a M —a—b
b — b b — b.

Da Tr((1,3)) : Q(a,b) — Fix( 3)y Q(a,b) eine surjektive Q-lineare Abbildung ist, ist das Bild-
tupel der Q-Basis (1,a,a?,b, ba, ba®) von Q(a,b) ein Q-Erzeugendensystem von Fix(1,3)) Q(a,b).
Berechnen wir dieses eintragsweise, so erhalten wir

(Tro,z)) (1), Tz (a), Tra sy (@?), Try,s)(0), Tr,s) (ba), Tf((ls )
= (141, a+ fafb) 24 (—a—b)% b+b, ba+b(—a—b), b(a®+ (—a 2a?
= (2, —b, 2a° —|—2ab—|—b2 20, —b2, b(2a? —|—2ab—|—b2))
= (2, —b, 2a* —|—2ab—ab—(a —l—l) 2b, ab—|—( +1), b(2a* + 2ab — ab — (a* + 1)))
= 27 _b7

+1),
a®+ba—1, 2b, a +ba+1, b(a® 4+ ab—1))
a?+ba—1, 2b, a® +ba+1, ba —a(ab+ (a® +1)) — 1)
2, —b, a>+ba—1, 2b, a®> + ba + 1, ba® — ba® — 3—afl)
= (2, —b, a® +ba —1, 2b,a2+ba+1,0).

Il
—~
'l\D

|
=

Dieses Q-Erzeugendensystem kann etwa zur Q-Basis
(1, b, a? + ba + 1)
von Fix(1 3)y Q(a,b) umgeformt und ausgediinnt werden. Man erkennt auch, daf
Fix(13) Q(a,b) = Q(b),
da —b® = ba + a® + 1.

50prder (sub<SymmetricGroup(6) | (3,6), (2,3)(5,6), (1,2)(4,5)>);
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(2) Die allgemeine Situation ist wie in (1).

Es ist ((1,2,3)) = {id, (1,2,3), (1,3,2)}. Die zugehorigen Automorphismen schicken

id (1,2,3) (1,3,2)
a H—— a a FH—— b a FH—— —a-2»b

b —— b b ——> —a-b b +—— a.

Da Tr1,2,3)y : Q(a,b) — Fix((1,2,3)) Q(a,b) eine surjektive Q-lineare Abbildung ist, ist das Bild-
tupel der Q-Basis (1, a, a?, b, ba, ba®) von Q(a,b) ein Q-Erzeugendensystem von Fix((1,2,3)) Q(a,b).
Berechnen wir dieses eintragsweise, so erhalten wir.

(Trqaa,a)) (1), Treazy (@), Trqaay(a®), Trqaz) (0), Trqa,s) (ba), Tria,s) (ba?))
(1+1+1, a+b+(—a—0b), a®>+b*+ (—a—b)?,

b+ (—a—0b)+a, ba+ (—a—b)b+a(—a—1b), ba® + (—a — b)b? + a(—a — b)?)
= (3, 0, 2a® + 2b% 4 2ab, 0, —a® — b*> — ab, —b® + a® + 3a?b)

= (3,0, =2,0, 1, —a+ b+ 3a®b)

Dieses Q-Erzeugendensystem kann etwa zur Q-Basis
(1, —a+ b+ 3a®)
von Fix((1 2,3)y Q(a, b) umgeformt und ausgediinnt werden. Man erkennt auch, daf

Fix((12,3)) Q(a,b) = Q(—a+ b+ 3a®b) GF

(3) In der Notation der Losung zu Aufgabe 34.(2) ist der Zerfillungskorper von X4 +4X2 +8X +8 €
Q[X] gegeben durch Q(a,b) mit a* +4a%+8a+ 8 = 0 und b® + ab? + (a® + 4)b+ a® + 4a +8 = 0.
Insbesondere ist

(1, a, a®, a®, b, ba, ba?, ba®, b2, b%a, b*a?, b*a®)

eine Q-lineare Basis von Q(a,b). Wir verwenden Magma; vgl. auch Losung zu Aufgabe 39.(1).

Seien
71o=a
Yo = b
Y3 = 5=(20® —3a? +2a + 6)b% + 75 (—3a® + a® — 10a — 16)b + 75 (2a® — 3a® + 2a + 20)
Y4 = 55(—2a% 4 3a® — 2a — 6)b> + 15 (3a® — a® + 10a + 2)b + 5 (—2a® + 3a? — 16a — 20)

die Nullstellen von X% + 4X?% +8X + 8 in Q(a,b).

In Magma kann man Tr 23y (nach Eingabe der benétigten Daten wir in Losung zu Aufga-
be 39.(1)) z.B. wie folgt eingeben.

RBIG<A,B> := PolynomialRing(KKK,2);
Tr := func< u | Evaluate(u, [gal,ga2]) + Evaluate(u, [ga2,ga3]) + Evaluate(u, [ga3,gall)>;

Will man damit die Spur von, sagen wir, a2b wissen, mufl Tr (A~2xB) ; eingegeben werden.

51Cf. MinimalPolynomial(b*a~2 + (-a-b)*b~2 + a*(-a-b)"2,Q); , vorausgesetzt, Q(a,b) ist in
Magma wie in §3.4.2.1 eingegeben.
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Das Resultat notieren wir als Matrix. In den Zeilen stehen die Koeffizienten der Bilder der obigen
Basiselemente von Q(a,b), ausgedriickt in ebendieser Basis.

a®b° a'b® a®p®  a®p®  a%b! a'bt @%bt a®pt a%b? a'v?  a?b?  a®p?
Tr((1,2,3)) (a°b°) 84 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Tr(1,2,3)) (a"b%) 40 32 —6 -4 =20 2 -6 6 2 -3 2
Tr(1,2,3)y (a*b%) —48 40 —4 12 —40 —-32 -8 —4 32 20 -2 6
Tr((1,2,3)) (a®b°) —560 —112 0 0 0 56 —28 28 0 0 14 0
Tr((1,2,3)) (a®b") 40 32 —6 4 -4 -20 2 -6 6 2 -3 2
Tr((1,2,3)) (a'b") 1 —64  —40 4 -12 40 32 8 4 -32  -20 2 -6
Tr(1,2,3)y(a’") | 28 | —48 —-16 —32 —16 128 24 20 -4 -8 —64 -2 -8
Tr((1,2,3)) (a®b") 96 —192  —48 32 —32 64 —96 64 48 16 32 16
Tr(1,2,3)y (a°b%) —48 40 —4 12 —40 32 -8 —4 32 20 -2 6
Tr((1,2,3)) (@' b?) 176 —16 80 —16 —96 24 20 -4 32 48 -2 -8
Tr((1,2,3)) (a®b%) 288 96  —32 —16 128  —32 48 —-32 —80 —64 —16 -8
Tr((1,2,3)) (a®b?) 512 320 —368 96 352 —256 —64 —32 —80 —176 —16 48

In Magma kann man Matrizen mit Eintridgen in Q wie folgt eingeben. Der Quelltext

Q :
M :

Rationals();
RMatrixSpace(Q,2,3) 'Matrix([[1,2,3],[4,5,61]1);

z.B. liefert die 2 x 3-Matrix M = (i%g) € Q%x3,

Unsere 12 x 12-Matrix kann unter Zuhilfenahme von Magma via EchelonForm(M); zeilenweise
umgeformt werden zu

1 0 0 0 0 0 0o 0 O 0 0
0 8 0 0 —4 2 -2 0 0 -1 0
0 0 1 0 =2 0 0 1 1 0 0
0 4 -4 2 0o -4 -2 2 0 0 1

Wir erhalten als Q-Basis von Fix (1,2 3)) Q(a,b)
(1, 8a — dab + 2a%b — 2a°b — a?b?, a® — 20+ b* + ab?, 4a — 4a® + 2a> — 4ab — 2a%b + 2b* + a3b2) .

Da MinimalPolynomial(a®2 - 2b + b"2 + a b~2,Q); das Minimalpolynom des dritten Ba-
siselements iiber Q zu X* 4+ 8X? 4 80X2 — 192 X + 128 5 Q[X] liefert, ist in der Tat

FiX<(1’273)> Q(a, b) = Q(a2 —2b+ b2 + abQ) .

Sei Fig = Fy(8) mit 6* +6+1 = 0; vgl. Losung zu Aufgabe 24.(4). Es ist Fig der Zerfillungskérper
von X' — X; vgl. §2.5.4. Es ist o(Frobg,,) = 4, also <Frob%16> = {Frob%w, Frob%lﬁ}.

Die Fy-Basis (1,6, 62,%) von Fig wird also abgebildet auf
(TI‘<Frob%16)(1)’ TI‘<]5‘1robr;’,16)<5)a T‘I'(Frob%w}((SZ)a T‘I'(Frob%w}((sg))
= (1+1,5+68, 62448, 6°+46'2)
= (0,1,1,0°+d6+1).
Vgl. Losung zu Aufgabe 27.(6). Dies kann zur Basis
(1, 6% +9)

von Fix<F\mb%16> F4 umgeformt werden. Vgl. auch das Ergebnis von Aufgabe 24.(4).
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Es fillt auf, daB in allen betrachteten Beispielen [L : Fixy L] = |U| ist. Wir werden dies noch allgemein
bestétigen; cf. Satz 8.(1).

Aufgabe 42

(1)

Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist zu zeigen, dafl im Falle gN = ¢’ N und gN = §'N
auch (g-g)N = (¢’ - §’)N ist, wobei g, ¢', g, ¢ € G.
In der Tat ist dann ¢’ = gn und ¢’ = gn fiir gewisse n, 7 € N, und es wird
99 = gngn = g3g 'ngn,
—
eN
~———
eN
mithin ¢’¢'N = ggN.
Die Gruppeneigenschaften wie Assoziativitit, Einselement 1N und Inverses g~ !N zu gN € G/N
vererben sich nun alle aus denen fiir G.

Fiir die Wohldefiniertheit ist zu zeigen, dafl aus g Kern f = ¢’ Kern f auch f(g) = f(g’) folgt, wobei
g, g € G.In der Tat haben wir diesenfalls ¢’ = gn fiir ein n € Kern f. Es wird f(¢') = f(gn) =
f(9)f(n) = f(9) - 1u = f(9)-

Nach Konstruktion liegt nun ein surjektiver Gruppenmorphismus G/N— Im [ |
gKern f —— f(g) vor.

Fiir die Injektivitdt ist zu zeigen, dafl sein Kern gleich {1g} ist. Sei ¢ € G so, daB
gKern f—— f(g) = 1y. Dann ist g € Kern f, i.e. gKern f = 15 Kern f.

Nach Aufgaben 38.(1.c), 37.(2) ist |Im f| ein Teiler von |H|. Nach Aufgabe 37.(5) ist insbesondere
N < G. Die Losung zur Aufgabe 38.(1.c) zeigt nun, dafl |G| = |N||G/N| — in der Tat kann G in
|G/N| Teilmengen der Kardinalitdt |N| disjunkt zerlegt werden. Mit (2) ist also |Im f| = |G/N]|
ein Teiler von |G].

Aufgabe 43

(1)

Sei o € S,,. Wir behaupten, daB es genau einen Automorphismus & von K(T7,...,T,) mit 6(T;) =
T, fiir 7 € [1,n] und 7% =idk gibt, sowie, daB fiir o, p € S, gilt, dal poo = poé.

Nach der Gebrauchsanweisung fiir Polynomringe gibt es genau einen Ringmorphismus

& : K[Ty,...,T,] — KI[Ty,...,T,]

mit o(T;) = T, fiir i € [1,n] und 6|k gleich der Einbettung K —+ K[Ty,...,T,], ie. 7| =idg;
vel. §1.6.2.

Nach der Gebrauchsanweisung fiir Quotientenkorper, angewandt auf das Kompositum
K[Ty,....T)] — K[T\,....T,] —~ K(T\,...,T,),
gibt es genau einen Ringmorphismus — dann auch Kérpermorphismus —
6 K(Th,....Ty) - K(Ti,....Ty)

mit o= X\oo.
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Insgesamt gibt es genau einen Korpermorphismus K(T1,...,T3,) K (Th,...,T,) mit mit
6(T;) = Tg(i) fir i € [1,n].
Seien nun o, p € S, gegeben. Es ist po o der einzige Kérpermorphismus von K (T%,...,T,) in
sich mit

poa(li) = Tosziy = Tip(oti)

fiir ¢ € [1,n]. Nun ist aber auch fiir den Kérpermorphismus p o & von K(T4,...,T),) in sich
(poo)(Ti) = p(6(Ti)) = p(Tow)) = o)

fiir i € [1,n]. Also ist poo = poa.

Beachte noch, dafl id = id, da die Identitét die verlangte Eigenschaft id(7;) = T; = Tiq(;) hat.

Insbesondere zeigt c-log = 0{1?0 =id= id, dafl 6 auch surjektiv und damit ein Automorphis-

mus von K (T1,...,T,) ist.

Dies zeigt die Behauptung.
Damit haben wir einen Gruppenmorphismus S,, — Aut (K(Tl, . 7Tn)|K), o &, definiert.

Dieser ist injektiv, da ¢ = id insbesondere zu Ty, ;y = 6(T;) = T; fiir i € [1,n] fiihrt, und somit zu
o =id.

Die angesprochene Identifikation bedeutet in der Praxis, dal wir fiirderhin einfach wieder o statt
6 schreiben.

Wir setzen
u(X) = +5"Xn75n_1Xn71+~":t51X:|:SO = (X*Tl)(XfTQ)(X*Tn) € E[X] .

In anderen Worten, es ist s; die Summe aus allen Produkten aus n — ¢ verschiedenen Faktoren aus
{T1,...,T,}, wobei i € [0,n].
Z.B. wird fir n = 3

so = TiTLTs

s1 = NTy+TiT5+TrTs
so = Ti+Ta+1T;s

S3 = 1.

Ist o € S, so wird, in der Notation der Losung zu (2),

u? (X) (X =T)(X -T3)--- (X =Tp,))7
N(X —T3)7 - (X = T)°
WX —o(T3)) - (X —o(Th))
X —Tom)(X = Ty2)) - (X = Tomy)
(X -T)(X -T3) (X =T,)
= u(X)
+5, X" — Sn_an_l 4+ -+ 51X Fsg
(+San — Sn_lX"_l + .- £ SlX F 80)0
+0(5) X" — 0 (8p_1) X"+ £ 0(s1)X Fol(so) .

| I
/—\AQ/—\

|

=

~—

™

Koeffizientenvergleich gibt o(s;) = s; fiir i € [0,n]. Ist
Beachte, dafl L ein Teilkorper von FE ist, da L das Element 1g enthilt, und da Differenz und

Quotient zweier Elemente von L wieder in L liegen, wobei bei der Quotientenbildung der Nenner
ungleich 0 sei.

Ist % wie in der Aufgabenstellung ein beliebig gewihltes Element aus L, und ist o € S,,,

so wird

J(f(So,-anfl)) _ o(f(s0,n8n=1)) _ f(o(s0)s--0(8n=1))) _  f(S0,:-1Sn—1)
9(80,--»5n—1) (9(80,--15n—1)) 9(0(50),--,0(8n—-1))) 9(80,--,8n—1)
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Also ist o]t =1idy,.
Da dies fiir alle 0 € S, gilt, ist L C Fixg, E.
Mit der Folgerung zu Satz 7 (Dedekinds Lemma) ist also [E : L] > [E : Fixg, E]| > |S,| =n!.
(4) Sei i € [1,n]. Betrachte
u(X)
(X =T1)- (X =Ti)

Gi(X) = (X=T)- (X -T,) = € B(X).

Ersterer Ausdruck zeigt, dal ¢;(X) € E[X] liegt. Insbesondere geht die Polynomdivision von
w(X) durch (X —T7)--- (X — T;—1) auf. Nun liegen aber u(X) € L[X] C L(T1,...,T;—1)[X] und
(X -Ty) (X —=Ti_1) € L(Ty,...,T;-1)[X]. Der Polynomdivisionsalgorithmus zeigt nun, daf
auch der Quotient ¢;(X) in L(T1y,...,T;—1)[X] liegt.

Es ist also g;(X) ein normiertes Polynom mit Nullstelle T;. Insbesondere ist T; algebraisch iiber
L(Ty,...,Ti—1). Ferner ist ug, e, 1,_,)(X) ein Teiler von g;(X); vgl. Satz 2.(2), §2.3.2. Mit loc.
cit. ist auch

[L(Tl,...7ﬂ_17n)2L(T1,...,Ti_1)] = deguTi;L(Tl;~u7Ti—1) S deggi = n—z—l—l

Beachte schliefilich, da§ L(Ty,...,T,,) = E. In der Tat ist jedes Polynom in T3, ..., T,, mit
Koeffizienten in K in der linken Seite enthalten. Ist ein solches Polynom ungleich null, so ist, da
L(Ty,...,T,) ein Teilkérper von E ist, also auch sein Inverses in L(Ty,...,T,). Damit ist auch
jedes beliebige Element von E, das sich ja als Bruch zweier solcher Polynome mit Nenner ungleich
null schreiben 148t, in L(T1,...,T},).

In der Produktzerlegung
[E:L] = [L(Ty): L] [L(Ty,T2) : L(Ty)] - [L(T1, ..., Ty) : L(Ty, ..., Thn_1)]

ist der i-te Faktor <n —i+ 1, wohingegen das Produkt > n! = J[;c[; ,;(n — i+ 1) ist. Mithin ist
der i-te Faktor
[L(Th. .. ,T’i_l,n) : L(Tl, . ,Ti_l)} =n—1+1

fir ¢ € [1,n]. Somit ist up, riny,..1_)(X) = gi(X) = (X =T3)--- (X = T,) firi € [1,n]; vgl.
Satz 2.(2).

Eine L-lineare Basis von E ist also etwa gegeben durch
(Ty -+ T : a; € [0,n— ] fiir i € [1,n]) .

In der Tat folgt aus Gradgriinden auch L(T4i,...,T,—1) = E. Dies sieht man auch direkt ein, denn
Th =58p-1— (Tl +--+ Tn—l)-

Aufgabe 44

(1) Schreibe Z:={z€ L : z" =1}.Esist 1 € Z.Sind z, Z € Z, soist auch (227 1" = 2" (z")~! =1,
also z371 € Z. Also ist Z < L*.

Es zerfillt X™ — 1 in L[X] in Linearfaktoren. Da nun
ggT(X" — 1, (X" — 1)) = ggT(X" —1,nX""") =1 OF

enthilt diese Produktzerlegung von X™—1 auch n verschiedene Linearfaktoren; vgl. Aufgabe 25.(2).
Da aber Z gerade die Nullstellenmenge von X™ — 1 in L ist, folgt |Z| = n.

Wir verwenden die Argumente fiir Aufgabe 27.(5). Sei ¢, ein Element von Z maximaler Ordnung.
Es ist o(¢,) ein Teiler von |Z| = n.

52Wofiir man char K = 0 benétigt.
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Mit Aufgabe 27.(4) ist o(z) ein Teiler von o((,) fiir alle z € Z. Also ist z eine Nullstelle von
X°n) — 1 in L. Da letzteres Polynom mithin n verschiedene Nullstellen in L hat, folgt n <
deg(X L) — 1) = 0(Cn)-

Zusammen ist 0((,) = n. Aber dies impliziert [((,)| = 0(¢,) = n = |Z|, und somit (¢,) = Z; vgl.
Aufgabe 11.(1.b).

Da L= K(z:z € Z) als Zerfillungskérper von X" —1 € K[X],und da Z = {¢} : i €[0,n—1]},
ist L =K().

Zunéchst einmal halten wir fest, dafl ggT(k,n) = ggT(k + zn, n) fir z € Z, und also das Aus-
wahlkriterium fir U(Z/nZ), es sei ggT(k,n) = 1, unabhéngig vom betrachteten Représentanten k
ist.

Wir haben zu zeigen, dafl das Produkt zweier Elemente von U(Z/nZ) wieder in dieser Menge liegt,
daB eine Eins in U(Z/nZ) liegt, und dafl zu jedem Element von U(Z/nZ) ein multiplikativ Inverses
in U(Z/nZ) vorhanden ist. Dann ist U(Z/nZ) mit der Multiplikation eine Gruppe; abelsch, da
Z/nZ ein kommutativer Ring ist.

Seien k + nZ, k+nZ € U(Z/nZ). Dann ist ggT(k,n) = 1 und ggT(k,n) = 1, und somit auch
geT(kk,n) =1, ie. (k+nZ)(k+nZ) € UZ/nZ).

Esist 1+ nZ € U(Z/nZ) ein Einselement.

Sei k+nZ € U(Z/nZ). Da ggT(k,n) =1, gibt es s, t € Z mit sk +tn = 1; vgl. Aufgabe 2. Es ist
ggT(s,n) = 1, da ein gemeinsamer Faktor von s und n auch in sk + tn = 1 auftreten wiirde. Also
ist s +nZ € U(Z/nZ). Ferner ist

(s+nZ)(k+nZ) = sk+nZ = (sk+in)+nZ = 1+nZ.

Die Elementordnungen in U(Z/12Z) ergeben sich wie folgt. Wir verwenden die Konvention, z fiir
z + 127 zu schreiben.

o(l) =1
o) = 2
o(—-5) = 2
o(-1) = 2

Folglich ist U(Z/12Z) nicht von einem Element erzeugt, denn dieses miifite Ordnung 4 haben; vgl.
Aufgabe 11.(1.b).

Ist jedoch p prim, so ist U(Z/pZ) = F,* von einem Element erzeugt, vgl. Aufgabe 27.(5).

Zeigen wir, dafl eine wohldefinierte Abbildung Gal(L|K) — U(Z/nZ), o — i, vorliegt.

Zum einen ist zu zeigen, dafl aus ¢! = ¢J folgt, daB i + nZ = j + nZ; daB also das Element (!
die Restklasse des Exponenten ¢ modulo n bestimmt. Nun ist aber o({,,) = n in L™ nach (1). Aus
i =(J, d.h. aus ¢S~ = 1 folgt also, daBl n = 0((,,) den Exponenten j — i teilt, d.h. daB j =, i.

Zum anderen ist zu zeigen, dafl ggT(i,,n) = 1 fiir o € Gal(L|K). Nun ist aber

=071 0(G) = 07N Cr) = o THG)" T = G
Folglich ist i,-1 -1, =, 1, i.e. es gibt ein t € Z mit i,-1 - i, +nt = 1. Somit kénnen i, und n keinen
nichttrivialen gemeinsamen Faktor haben, da dieser auch in 1 aufgehen wiirde.

Zeigen wir, daf} ein Gruppenmorphismus vorliegt. Seien o, p € Gal(L|K). Es wird
G = (po0)(G) = plGir) = plG)i" = (G)'™ = e,
also ipoe + nZ = (i, + nZ) - (i, +nZ).
Zeigen wir, dafl dieser Gruppenmorphismus Gal(L|K) — U(Z/nZ), o — i, + nZ injektiv ist.

Ist i, =, 1, so ist

o(Cn) = GLU = G = id(Ca)
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da o(¢,) =n. Da L = K((,), folgt 0 =idy; vgl. dritte Bemerkung aus §3.4.1.

Da also Gal(L|K) isomorph zu einer Untergruppe der abelschen Gruppe U(Z/nZ) ist, ist Gal(L|K)
insbesondere abelsch.

Aufgabe 45

(1)

Ist char K = 0, so ist char L = 0 und somit L perfekt.

Ist char K = p > 0, so ist Froby : K —» K. Wir haben zu zeigen, dafl Froby, : L — L surjektiv
ist.
Es ist L ein K-Vektorraum wie iiblich.

Ferner wird L zu einem K-Vektorraum vermége der Addition auf L und der skalaren Multiplikation
xxy = xPy fiir € K und y € L. Schreibe diesen L®). In der Tat ist fiir y, s’ € Lund z, 2’ € K

ex(y+y) = 2Py+y) = sPy+a?y = zxyt+axy
(x+2)xy = (z+2 )Py = 2Py+az2Py = zxy+a'xy
(zz) xy = (z2')Py = PPy = xx(2' *xy).
Sei (y1,...,yn) eine K-Basis von L. Dann ist (y1,...,%,) auch eine K-Basis von L®), wie man

wie folgt einsieht.
Lineare Unabhéngigkeit. Aus
ry*xyrt+-+Tpkyn = 0
fir z; € K folgt, da 2ly; + -+ + 2Ly, = 0, woraus 2¥ = 0 stets, woraus, wegen Injektivitit von
Frobg, x; = 0 stets.

Erzeugendensystem. Es gibt fiir ein gegebenes y Elemente x; € K mit
Y=2T1Y1 + -+ TpYn -
Sei ¥ = x; stets, was wegen Frobg surjektiv méglich ist. Also wird
y=aty1+- + 3Py, = Trkyr+ -+ Ty xYn -

Da nun (y1,...,y,) als K-Basis von L") nachgewiesen ist, folgt dimg L) =n = dimg L.
Nun ist Froby sicher injektiv. AufgefaBt als Abbildung von L nach L® ist nun Frob; auch K-
linear, da

Froby(zy) = 2Py? = z *Froby(y)
fir x € K und y € L. Als injektive Abbildung zwischen gleichdimensionalen Vektorrdumen L und
L® ist Frob;, also auch surjektiv.
Somit ist L perfekt.
Es geniigt zu zeigen, dafl M Zerfillungskorper eines Polynoms in K[X] ist, welches in ein Produkt
verschiedener irreduzibler Polynome zerfillt.

Da L|K galoisch ist, ist L Zerfiallungskorper eines Polynoms g(X) € K[X], welches in ein Produkt
verschiedener irreduzibler Polynome zerfillt; vgl. zweites Lemma in §3.5.1.4.

Sei h(X) := kgV(f(X),¢9(X)) € K[X]. Mit loc. cit. geniigt es zu zeigen, dal M der
Zerfallungskorper von h(X) ist.

Sei {71,...,7} die Nullstellenmenge von g(X) in M. Da g(X) bereits in L[X] in Linearfaktoren
zerfallt, ist {v1,...,v} C L.
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Sei {¢1,...,p¢} die Nullstellenmenge von f(X) in M. Die Situation stellt sich so dar.

M = L(p1,...,00)
L = K(A/h-uﬁk)

K

Esist {71,...,v}U{¥1,..., ¢} die Nullstellenmenge von h(X) in M. Esist M = L(¢1,...,9¢) =
K(vi,. . ,%,¢1,.-.,pe). Da sich dieses Erzeugnis durch Weglassen von doppelt aufgefiihrten Er-
zeugern nicht dndert, erzeugt die Nullstellenmenge von h(X) in M den Kérper M iiber K.

Um zu zeigen, dafl h(X) € M[X] in ein Produkt von Linearfaktoren zerfillt, geniigt es zu zeigen,
daf jeder normierte irreduzible Faktor «(X) von h(X) in K[X] im gréBeren Polynomring M[X]
in ein Produkt von Linearfaktoren zerféllt.

Wir betrachten also solch ein u(X). Es ist u(X) ein Teiler von f(X) oder von ¢g(X) in K[X]
(moglicherweise von beiden).

Teilt w(X) das Polynom f(X), dann zerfillt daher w(X) bereits in L[X] in Linearfaktoren, also
auch in M[X].
Teilt u(X) das Polynom g(X), dann zerféllt daher w(X) in M[X] in Linearfaktoren.

Aufgabe 46

(1) Es ergibt sich der Zerfillungskérper von X% + 3X + 3 € Q[X] zu Q(a, b, ¢, d) mit

0 = a%+3a+3
0 = b®+4 {=(—6a° + 14a* — 10a® + 1242 + 6a — 15)b*
++(=3a® + 7a* — 5a® + 6a® + 3a — 33)b + £ (3a® — Ta* + 5a® — 6a? — 3a — 18)
0 = &+ 1-(6a° — 14a* 4+ 10a® — 12a* 4 11a + 15)c + 1=(—11a® + 3a* — 7a® + 5a* — 6a — 36)
0 = d®+ (b+ $(—6a° + 14a* — 10a® + 12a® 4 6a — 15))d

+(b% + £ (—6a® + 14a* — 10a® 4 12a® 4 6a — 15)b + & (—3a® + Ta* — 5a® + 6a? + 3a — 33)) .

Insbesondere ist | Gal(X% + 3X + 3)| = [Q(a,b,c,d) : Q] =2-2-3-6 = 72.
Wir erhalten die Nullstellen

Moo=
Y2 =
Y3 =
Y4 =
Vs —c — 1= (6a® — 14a* 4+ 10a® — 12a + 11a + 15)

Y6 = —d—b+ {(6a° —14a* + 10a® — 12a% — 6a + 15)

QU O o Q

von X¢ +3X +3 € Q(a,b,c,d)[X].

Wir gehen diesesmal nun nicht systematisch durch die Félle, Subfille etc., sondern suchen per
Zufallsprinzip Erzeuger der Galoisgruppe, in der Hoffnung, dafl das schneller geht.

Folgender Magma-Quelltext liefert das Resultat.

Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);
Factorisation(X"6 + 3*X + 3);
KK<a> := ext<Q | X6 + 3*X + 3>;



164

RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;
Factorisation(XX~"6 + 3*XX + 3);
KKK<b> := ext<KK | XX"3 + 1/17x(-6%a"5 + 14*a”4 - 10*a"3 + 12%a”"2 + 6%a - 15)*XX"2
+ 1/17*%(-3*a"5 + 7*a"4 - 5%a”3 + 6*xa”~2 + 3*a - 33)*XX
1/17%(3*%a”~5 - 7*a"4 + 5*%a~3 - 6*a”2 - 3*a - 18)>;
RRR<XXX> := PolynomialRing(KKK) ;
KKKK<c> := ext<KKK | XXX"2 + 1/17%(6*%a"5 - 14%a”4 + 10%a"3 - 12*xa"2 + 11xa + 15)*XXX
+ 1/17x(-11*a"5 + 3*a"4 - 7*a"3 + 5*a"2 - 6*a - 36)>;
RRRR<XXXX> := PolynomialRing(KKKK) ;
Factorisation(XXXX"6 + 3*XXXX + 3);
KKKKK<d> := ext<KKKK | XXXX"2 + (b
+ 1/17*%(-6*a”5 + 14*%a”4 - 10*a”~3 + 12*%a”2 + 6xa — 15))*XXXX
+ b"2 + 1/17x(-6*%a"5 + 14xa~4 - 10*a"3 + 12*xa"2 + 6*a - 15)*b
+ 1/17%(-3*%a"5 + 7*a"4 - 5%xa"3 + 6*a”~2 + 3%a - 33)>;
RRRRR<XXXXX> := PolynomialRing(KKKKK) ;
Factorisation(XXXXX"6 + 3*XXXXX + 3);
RBIG<Gal,Ga2,Ga3,Ga4,Y> := PolynomialRing(Q,5);

+

Gab := -Ga3 - 1/17*(6*Gal"5 - 14*Gal"4 + 10%Gal"3 - 12*%Gal"2 + 11*Gal + 15);

Ga6 := -Gad - Ga2 + 1/17x(6%Gal"5 - 14*Gal"4 + 10%Gal"3 - 12%Gal"2 - 6%Gal + 15);
gal := a;

ga2 := b;

ga3 := c;

gad := d;

gab := Evaluate(Ga5, [gal,ga2,ga3,ga4,0]);

ga6 := Evaluate(Ga6, [gal,ga2,ga3,ga4,0]);
(XXXXX-gal) * (XXXXX-ga2) * (XXXXX-ga3) * (XXXXX-gad) * (XXXXX-gab) * (XXXXX-ga6) ; // zur Probe
mugal := Y"6 + 3*Y + 3;
muga2 := Y°3 + 1/17x(-6*%Gal"5 + 14xGal~4 - 10*Gal"3 + 12%Gal”2 + 6xGal - 15)*Y"2
+ 1/17%(-3%Gal"5 + 7xGal"4 - 5*Gal~3 + 6*Gal"2 + 3*Gal - 33)*Y
+ 1/17+%(3*Gal"5 - 7*Gal"4 + 5xGal”3 - 6%Gal"2 - 3*Gal - 18);
muga3 := Y"2 + 1/17*(6%Gal"5 - 14*xGal"4 + 10*Gal~3 - 12*%Gal"2 + 11xGal + 15)*Y
+ 1/17%(-11%Gal"5 + 3*Gal"4 - 7*Gal"3 + 5*Gal"2 - 6*Gal - 36);
mugad := Y°2 + (Ga2 + 1/17*(-6%Gal”5 + 14*Gal"4 - 10%Gal"3 + 12xGal~2 + 6*%Gal - 15))*Y
+ Ga2"2 + 1/17x(-6*Gal"5 + 14xGal~4 - 10*Gal~3 + 12%Gal”2 + 6%Gal - 15)*Ga2
+ 1/17%(-3%Gal"5 + 7*Gal"4 - 5*Gal"3 + 6xGal"2 + 3*Gal - 33);

mugals:= Evaluate(mugal, [0,0,0,0,XXXXX]);

Factorisation(mugals); // 123456 (resultierende Nullstellennummern)
muga2s:= Evaluate(muga2, [gal,0,0,0,XXXXX]);
Factorisation(muga2s); // 246 (resultierende Nullstellennummern)
muga3s:= Evaluate(muga3, [gal,ga2,0,0,XXXXX]);
Factorisation(muga3s); // 35

muga4s:= Evaluate(muga4, [gal,ga2,gab,0,XXXXX]1);
Factorisation(mugads); // 46

Evaluate(Ga5, [gal,ga2,gab,ga4,0]); // 3

Evaluate(Ga6, [gal,ga2,gab,ga4,0]1); // 6 // (3,5)

Order (sub<SymmetricGroup(6) | (3,5)>);

// *x*x Zwischenstand: Ordnung = 2 **x*

Evaluate(Ga5, [gal,ga2,gab,ga6,0]1); // 3

Evaluate(Ga8, [gal,ga2,ga5,ga6,0]1); // 4 // (3,5)(4,6)

Order (sub<SymmetricGroup(6) | (3,5), (3,5)(4,6)>);

// Erzeugnis auch = <(3,5), (4,6)>

// *x*x Zwischenstand: Ordnung = 4 ***
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mugals:= Evaluate(mugal, [0,0,0,0,XXXXX]);
Factorisation(mugals); // 123456

muga2s:= Evaluate(muga2, [gal,0,0,0,XXXXX]);
Factorisation(muga2s); // 246

muga3s:= Evaluate(muga3, [gal,ga4,0,0,XXXXX]);
Factorisation(muga3s); // 35

mugads:= Evaluate(muga4, [gal,gad,gab,0,XXXXX]);
Factorisation(muga4s); // 26

Evaluate(Ga5, [gal,gad,gab,ga2,0]1); // 3

Evaluate(Ga6, [gal,gad,ga5,ga2,0]1); // 6 // (2,4)(3,5)
Order (sub<SymmetricGroup(6) | (3,5), (4,6), (2,4)(3,5)>);
// Erzeugnis auch = <(3,5),(4,6),(2,4)>

// **x* Zwischenstand: Ordnung = 12 *xx

mugals:= Evaluate(mugal, [0,0,0,0,XXXXX]);
Factorisation(mugals); // 123456 (resultierende Nullstellennummern)
muga2s:= Evaluate(muga2, [ga2,0,0,0,XXXXX]);
Factorisation(muga2s); // 135

muga3s:= Evaluate(muga3, [ga2,gal,0,0,XXXXX]);
Factorisation(muga3s); // 46

mugads:= Evaluate(muga4, [ga2,gal,gad,0,XXXXX]);
Factorisation(muga4s); // 35

Evaluate(Ga5, [ga2,gal,gad4,ga3,0]1); // 6

Evaluate(Ga6, [ga2,gal,ga4,ga3,0]1); // 5 // (1,2)(3,4)(5,6)
Order (sub<SymmetricGroup(6) | (3,5), (4,6), (2,4), (1,2)(3,4)(5,6)>);
// Erzeugnis auch = <(4,6), (2,4), (1,2)(3,4)(5,6)>

// *x*x Zwischenstand: Ordnung = 72 *x**

Es ergibt sich Gal(X% + 3X + 3) = ((4,6), (2,4), (1,2)(3,4)(5,6));
Was bislang geschah.

Gemif Aufgabe 34.(1) ist der Zerfillungskorper von X3 + X + 1 € Q[X] gegeben durch Q(a, b)
mit a®> + a+1 = 0 und b* + ab + a® + 1 = 0. Insbesondere ist [Q(a,b) : Q] = 6, und Q(a,b)|Q
galoisch; cf. zweites Lemma in §3.5.1.4.

Seien 7y, := a, 72 = b und 73 := —a — b die Nullstellen von X3 + X + 1 in Q(a, b).

Nach §3.4.2.1 (resp. letzter Folgerung in §3.4.1) ist Gal(X?3 + X + 1) = S3. Wir identifizieren
entlang diesem Isomorphismus.

Nach Satz 9 (Hauptsatz) entsprechen die gesuchten Zwischenkorper zwischen Q und Q(a,b) den
Untergruppen von Gal(X?3 + X + 1) = Gal(Q(a, b)|Q) = Ss.

In Aufgabe 38.(3) wurden die Untergruppen von S3 ermittelt wie im folgenden Diagramm ange-
geben. Hierbei sind Linien von oben nach unten als Inklusion zu lesen.

// {id}

((1,2)) ((1,3)) ((2,3))

Die Korrespondenz weist nun einer Untergruppe U den Zwischenkérper Fixy Q(a,b) zu.
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Es sind Fixfiqy Q(a,b) = Q(a,b) und Fixs, Q(a,b) = Q; vgl. erste Bemerkung in §3.5.1.4.

In Aufgabe 41.(1) wurde eine Q-Basis von Fix( 3yy Q(a,b) zu (1, b, a®? + ba + 1) bestimmt. Da

—b? = ba + a® + 1, folgt Fix((1,3) Q(a,b) = Q(b)

In Aufgabe 41.(2) wurde eine Q-Basis von Fix( 23y Q(a,b) zu (1, —a + b + 3a*b) bestimmt. Es

folgt Fix((1,2,3)) Q(a,b) = Q(—a + b+ 3a?b).
Wir setzen diese Berechnung nun fort.

Fiir ((1,2)) = {id, (1,2)} schicken die zugehérigen Automorphismen

id (1,2
a > a a > b

b > b b

—

Wir erhalten folgendes Q-Erzeugendensystem von Fix((1,2), Q(a,b).

(Tri1,2)(1), Tri,2)y(a), Troa,2y(@?), Tra 2y (b), Trqa,s)(ba), Trq s (ba?))
= (1+1,a+b, a?+b%, b+ a, ba+ ab, ba2+ab2)
= (2,a—|—b, —ba—1, a+b, 2ba, 1).

Dies reduziert sich z.B. zur Q-Basis
(1, a+b, —ba — 1) .

Da nun (a + b)* = —ba — 1, wird Fix( 2)y Q(a,b) = Q(a +b).
Fiir ((2,3)) = {id, (2, 3)} schicken die zugehdrigen Automorphismen

id (2,3)
a > a a

b — b b > —a-b.

Wir erhalten folgendes Q-Erzeugendensystem von Fix(( 3)y Q(a, b).

Tr((2,3)) (1), Tric2,3))(a), Triz,s)(a?), Triz,s))(b), Tras) (ba), Triz s (ba?))
1+1,a+a, a>+a% b+ (—a—"), ba+ (—a —b)a, ba® + (—a — b)aQ)
2, 2a, 2d%, —a, —a?, a—l—l)

Dies reduziert sich z.B. zur Q-Basis
(17 a, a2) .

Also wird Fix((2 3, Q(a,b) = Q(a).

Wir tragen in das den Untergruppen entsprechende Koérperdiagramm die Fixkorper ein. Hierbei

sind Linien von unten nach oben als Inklusion zu lesen.

Q(a,b)

_—

Q(a+b) Q(b) Q(a)

Q(—a + b+ 3a?b)

/

Q
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Aufgabe 47

(1)

Mit dem zweiten Lemma aus §3.5.1.4 ist E der Zerféllungskorper eines normierten Polynoms
g(X) € K[X], das dort in verschiedene normierte irreduzible Faktoren zerfillt. In E[X] zerfillt
g(X) in verschiedene Linearfaktoren; vgl. die zweite Bemerkung in §3.4.1. Also zerfillt g(X) auch
in L[X] in verschiedene normierte irreduzible Faktoren. Nun ist E auch Zerfdllungskorper von
g(X) iiber L; vgl. zweite Bemerkung aus §2.5.1. Also ist E|L galoisch; vgl. Aufgabe 45.(1) und
zweites Lemma aus §3.5.1.4.

Sei ¢ = p" fiir p prim und r > 1. Nach dem Lemma aus §2.5.4 ist Fys Zerfallungskérper von
X9 — X iiber F,. Im Beweis zu loc. cit., Teil (1), wurde auch gezeigt, da8 X9 — X in Fy: [X]
in verschiedene Linearfaktoren zerfillt. Also zerfillt X¢° — X in F,[X] in verschiedene irreduzible
Faktoren. Nun ist Fys auch Zerféllungskoérper von X 7 — X iiber F,; vgl. zweite Bemerkung aus
§2.5.1. Also ist Fys|F, galoisch.

Aufgabe 48

(1)

Zunéchst zeigen wir, daf fiir a € Z genau dann g* = 1 ist, wenn o(g) = n ein Teiler von a ist. Ist
a =, 0, so ist g* = 1. Ist umgekehrt g% = 1, so schreibe a = ng+ r mit ¢ € Z und r € [0,n — 1].
Dann folgt g" = ¢g"%¢" = ¢g* = 1, und also, wegen der Minimalitét von o(g), r = 0; vgl. Aufgabe 11.
Sei U < G. Sei e :=|G|/|U| =n/|UJ; vgl. Aufgabe 38.(1.c). Wir wollen zeigen, dafl U = (¢°).

Ist g € U, soist (¢")IV = 1 mit Aufgabe 11.(1.c), und also i|U| ein Vielfaches von n = e[U|. Somit
ist ¢ Vielfaches von e, und also ¢g* € (¢°). Insgesamt ist U < (g°).

Ferner ist o(g®) = |U|; vgl. Aufgabe 27.(2). Also ist |U| = |{g®)|; vel. Aufgabe 11.(1.b). Es folgt
U= (g°)-

Schreibe Frob := Frobg, .. Es ist Gal(F,:|F,) = (Frob) von Ordnung s; vgl. §3.6.

Sei d ein Teiler von s. Sei K 1= Fix(popay Fps. Es ist Gal(Fy:|K) = (Frob?) von Ordnung s/d; vgl.
Satz 8.(2) aus §3.5.1.3 und Aufgabe 27.(2). Also ist [K : F,] = d, insbesondere also K ~ Fa.

Auf diese Weise erhilt man alle Zwischenkorper, da jede Untergruppe von (Frob) nach (1) von der

Form (Frob?) ist fiir einen Teiler d von s, und da nach Satz 9 (Hauptsatz der Galoistheorie) aus
§3.5.2 jeder Korper zwischen F,» und F, Fixkérper einer Untergruppe von (Frob) in Fs ist.

Es ist X% + X + 1 € Fy[X] irreduzibel. Also kénnen wir Fgq = Fy(¢) mit €% = £ + 1 konstruieren.
Dies kann z.B. mittels

F := GF(2);

R<X> := PolynomialRing(F);

Factorisation(X"6 + X + 1);
FF<e> := ext<F | X"6 + X + 1>;

in Magma geschehen.
Es ist Gal(Fss|F2) = (Frobg,,) von Ordnung 6. Schreibe kurz Frob := Frobg,, .
GeméB (1) sind die Untergruppen von (Frob) gegeben durch

{idF64 }

N

(Frob?) (Frob®)

N

(Frob)
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wobei |(Frob?)| = 3 und (Frob®)| = 2.

Sicher ist Fix(iag,,} Fos = Foa = Fa(€) und Fix(mop) Fos = Fo; vgl. erste Bemerkung in §3.5.1.4.
Wir berechnen Fix g2 Fos. Eine Fy-Basis von Fgy ist gegeben durch (1,e,e2,¢% % ¢%). Da
Tr(mob2y eine surjektive Fy-lineare Abbildung von Fgy nach Fixipn2y Fea ist, wird unter dieser
Abbildung diese Basis auf ein Fy-Erzeugendensystem abgebildet; vgl. §3.5.1.2.

Allgemein ist Tr<Fr0bz>(m) =+ 2t + 216 fiir z € Fgy.
Somit wird
(Tr (rrob2) (1), Trimon2y (€), Trmon2y (€2), Trimonzy (€%), Trimopzy (%)), Trimon2) (7))
= (L4141, el +el6 624 e e82 c8 pel? { oIS od g 160 o 05 4 20 4 17)
= (1,1,1,0, 1, e+ ¥4+t +&°)

Also ist eine Fy-Basis von Fixpyop2) Foa gegeben durch (1, e+ + e* 4+ ¢%). Somit ist
Fix pop2y Fou = Fo(e+° +e* +6°).

In der Tat ist fieyesictyes 7,y (X) = X2+ X 4 1, womit wir mit Satz 3 (Morphismen induziert von
Nullstellen) einen Isomorphismus

F4 — FiX(Fron) F64

a F— ettt
bekommen, unter Verwendung unserer Standardnotation.
Wir berechnen Fix g3y Fos. Eine Fp-Basis von Fgy ist gegeben durch (1, ¢, g2,e3,e%,€%).
Allgemein ist Tr(pops) (2) = @ + 2° fiir © € Faq.

Somit wird

(Tr(F‘rob3)(1)7 Tr(Frob3>(€)7 Tr(Frob3>(€2)7 Tr(FrobS)(€3)a Tr(Fr0b3>(64))a Tr(Frob3>(55))
= (1+1,e+eb 240, 3+ et 32 54610
= (0,e+e?+e® 1+et+e?+et, 1+ +et, 1+ 46, 1+e4e?+63)
Also ist eine Fy-Basis von Fix(pop3) Foa gegeben durch (1, € + g2 +¢e%, &3+ ¢4, ). Beachte, daB
(e+e2+6e¥? = 14+ (e+2+3)+ (3 +6%).

Somit ist
FiX{Frob3> F64 = FQ(E + 82 + 63) .

In der Tat ist pree2q03 1, (X) = X3 + X + 1, womit wir mit Satz 3 (Morphismen induziert von
Nullstellen) einen Isomorphismus

Fg — Fix(Frob2> F64
B e+e24e?

bekommen, unter Verwendung unserer Standardnotation.

Alle Zwischenkorper in ein dem obigen Untergruppendiagramm entsprechendes Diagramm einge-
tragen, erhalten wir also folgendes.

Fos = Fy(e)

Fy =~ Fy(e + 3 + et + &%) Fy(e +e?+¢%) ~Fg

\/
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Aufgabe 49

(1)

Es sind & = {id} und Sz = ((1,2)) abelsch und somit auflgsbar.
Die Auflosbarkeit von S3 wurde im ersten Beispiel in §4.1 eingesehen.

Wir zeigen die Auflésbarkeit von Sy. Esist N := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) ein abelscher Normalteiler
von Sy, vgl. Bemerkung zur Vorsicht in §4.1.

Sei A :=((1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,2,3)) (°3). Laut Magma ist |A| = 12.
Sei allgemein G eine endliche Gruppe, und sei H < G mit 2|H| = |G|. Wir behaupten, dal H < G.
Sei g € G. Zu zeigen ist, dal 9H = gHg™* L H,ie. dal gH L Hg.

Wir bemerken, dafl G = HUaH = HU Hz fiir jedes © € G~ H; vgl. Aufgabe 38.(1). Insbesondere
ist tH=G~ H=Hzx.

Ist nun g € H,soist gH = H = Hg. Ist g ¢ H, so ist gH = G~ H = Hg mit der eben gemachten
Bemerkung. Dies zeigt die Behauptung.

Insbesondere ist A < S4. Da N <8, ist auch N < A. Insgesamt also
{id}f SN QA<S;.

Wie schon festgestellt, ist N/{id} ~ N abelsch.

Eine Gruppe von Primzahlordnung p ist zyklisch, und also auch abelsch. Denn ein Element darin
hat Ordnung 1 oder p; vgl. Aufgabe 11.(1.c). Also hat jedes Element # 1 darin Ordnung p, und
erzeugt daher die Gruppe; vgl. Aufgabe 11.(1.b).

Somit ist A/N zyklisch wegen |A/N| = |A|/|N| = 3 prim; vgl. Lésung zu Aufgabe 38.(1).

Ferner ist S4/A zyklisch wegen |Ss/A| = |S4|/|A| = 2 prim; vgl. Losung zu Aufgabe 38.(1).
Insgesamt ist Sy als auflésbar nachgewiesen.

Sei, dem Hinweis folgend, M < N < S, mit N/M abelsch gegeben. Wir behaupten, dal wenn N
alle Zykel der Lange 3 enthilt, so auch M.

Seien z, y € N. Da N/M abelsch ist, wird

(zyx~ly HYM = (zM)(yM)(«M) ' (yM)~!
= («M)(zM) (yM)(yM)!
= ((wz= " )M)((yy~ ) M)
- 1M

und also zyz~'y~! € M.

Sei (a, b, c) ein beliebiger Zykel von Linge 3 aus S,,. Sei {a, b, c,d, e} C [1,n] mit [{a,b,c,d,e}| = 5.
Dies ist moglich, da n > 5.

Nach Voraussetzung sind (a,b,d) und (a,c,e) in N. Mit der eben gemachten Bemerkung wird
M > (a,b,d)o(a,c,e)o(a,b,d)" o(a,c,e)”t = (a,b,c).

Somit enthélt auch M jeden Zykel von Lénge 3 aus S,,.

Sei nun angenommen, es ist S,, auflésbar. Sei
{id} = Go € G1 € - <G = S,

eine Subnormalreihe mit allen Subfaktoren abelsch. Es enthilt Gy alle Zykel der Lénge 3 aus S,.
Da nun mit G; auch G;_1 jeweils alle Zykel der Linge 3 aus S, enthiilt, folgt mit absteigender
Induktion, daf dies auch fiir Go = {id} zutrifft. Dies ist ein Widerspruch.

Also existiert in S,, keine Subnormalreihe mit allen Subfaktoren abelsch. D.h. S,, ist nicht auflésbar.

53Es ist A = A4 der Kern der Signumsabbildung Sy —» {£1}.
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Aufgabe 50

Sei f(X) € K[X] das Produkt iiber die Menge der irreduziblen normierten Faktoren von f(X) € K[X].
Es ist L auch ein Zerfillungskorper von f(X) iiber K, da mit f(X) auch sein Teiler f(X) in L[X] in
Linearfaktoren zerfillt, und da jede Nullstelle von f(X) in L auch eine Nullstelle von f(X) ist, und somit
die Nullstellen des letzteren ebenfalls L iiber K erzeugen.

Es folgt (deg f)! = n! = [L : K] < (deg f)! < (deg f)!, also (deg f)! = (deg f)!, also deg f = deg f und
also f(X) = f(X); vgl. Satz 4 aus §2.5.2.

In anderen Worten, f(X) € K[X] zerféllt in ein Produkt verschiedener normierter irreduzibler Faktoren.

Somit konnen wir die letzte Folgerung aus §3.4.1 anwenden, und stellen fest, da§ Gal(f(X)) =+ S,. In
anderen Worten, fiir jede Permutation der Nullstellen von f(X) in L gibt es einen Automorphismus von
L|K, der zu dieser Permutation einschriinkt.

Sei nun angenommen, es ist f(X) = w(X)v(X) mit w(X), v(X) € K[X] normiert und mit
degu, degv > 1. Dann gibt es ein y € L m tu()—OundeinzeLmitv() 0. Da y und =z
insbesondere beides Nullstellen von f(X) in L sind, gibt es nach dem eben Gesagten ein o € Aut(L|K)
mit o(y) = z. Also ist u(z) = u(o(y)) = o(u(y)) = 0(0) = 0 und v(z) = 0. Somit ist p, x(X) ein Teiler

von u(X) und von v(X); vgl. Satz 2 aus §2.3.2. Also ist u. ¢(X)? ein Teiler von f(X), und wir haben
einen Widerspruch.

Ein alternatives Argument. Die Konstruktion des Zerfillungskorpers liefert nur dann eine Erweiterung
von Grad n!, wenn im i-ten Schritt eine Erweiterung von Grad n — i + 1 vorgenommen wird, wobei
i € [1,n], denn ansonsten resultiert ein echt kleinerer Grad. Zerféllt nun f(X) in zwei Faktoren von Grad
> 1, so ist schon im ersten Schritt keine Erweiterung um Grad n mehr moglich.

Aufgabe 51

(1) Der Zerfallungskérper von X5 +5X?2 4+ 3 € Q[X] ergibt sich mittels Magma zu Q(a, b) mit

0 = a®+5a>+3
0 = -3 +a®+a®>+3a+3)b—(a—1).

Insbesondere ist [Q(a,b) : Q] = 10, und somit auch |Gal(X5 4+ 5X?2 + 3)| = 10.
Wir berechnen Gal(X5 +5X2+3) = ((2,3)(4,5), (1,2,4,5,3)). Der zugehorige Magma-Quelltext :

Q := Rationals();

R<X> := PolynomialRing(Q);

Factorisation(X~5 + 5%xX"2 + 3);

KK<a> := ext<Q | X5 + 5xX"2 + 3>;

RR<XX> := PolynomialRing(KK) ;

Factorisation(XX"5 + 5%XX"2 + 3);

KKK<b> := ext<KK | XX~2 + 1/3%(-a"4 - a”3 - a2 - 3*a - 3)*XX - a + 1>;
RRR<XXX> := PolynomialRing (KKK) ;

Factorisation(XXX"5 + 5xXXX"2 + 3);

RBIG<Gal,Ga2,Y> := PolynomialRing(Q,3);

Ga3 := -Ga2 + 1/3*(Gal"4 + Gal"3 + Gal"2 + 3xGal + 3);

Gad := 1/3%(Gal"4 + 5*Gal)*Ga2 - 1/3*(Gal"4 + 5%Gal);

Gab := -1/3*(Gal"4 + 5*Gal)*Ga2 - 1/3*(Gal"3 + Gal"2 + Gal + 3);
gal := a;

ga2 := b;

ga3 := Evaluate(Ga3, [gal,ga2,0]);;
gad := Evaluate(Ga4, [gal,ga2,0]);;
gab := Evaluate(Ga5, [gal,ga2,0]);;
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(XXX-gal) * (XXX-ga2) * (XXX-ga3) * (XXX-ga4) * (XXX-gab) ; // zur Probe
mugal := Y"5 + 5xY"2 + 3;
muga2 := Y"2 - 1/3%(Gal"4 + Gal"3 + Gal"2 + 3*Gal + 3)*Y - (Gal - 1);

mugals:= Evaluate(mugal, [0,0,XXX]);

Factorisation(mugals); // 12345 (resultierende Nullstellennummern)
muga2s:= Evaluate(muga2, [gal,0,XXX]);

Factorisation(muga2s); // 23 (resultierende Nullstellennummern)
Evaluate(Ga3, [gal,ga3,0]1); // 2

Evaluate(Ga4, [gal,ga3,0]1); // 5

Evaluate(Ga5, [gal,ga3,01); // 4 // (2,3)(4,5)

Order (sub<SymmetricGroup(5) | (2,3)(4,5)>);

// *x* Zwischenstand: Ordnung = 2 ***

mugals:= Evaluate(mugal, [0,0,XXX]);

Factorisation(mugals); // 12345 (resultierende Nullstellennummern)
muga2s:= Evaluate(muga2, [ga2,0,XXX]);

Factorisation(muga2s); // 14 (resultierende Nullstellennummern)
Evaluate(Ga3, [ga2,ga4,0]); // 1

Evaluate(Ga4, [ga2,ga4,0]); // 5

Evaluate(Gab, [ga2,ga4,01); // 3 // (1,2,4,5,3)

Order (sub<SymmetricGroup(5) | (2,3)(4,5), (1,2,4,5,3)>);

// *x*x Zwischenstand: Ordnung = 10 *x**

Sei G := Gal(X® + 5X2 +3) = ((2,3)(4,5), (1,2,4,5,3)). Sei N := ((1,2,4,5,3)) < G.

Da |G| = 2|N|, ist N < G; vgl. Argument in der Losung zu Aufgabe 49.(1). Betrachte die Subnor-
malreihe
{id} <« N € G.

Da die Subfaktoren beide von primer Ordnung sind, namentlich 5 und 2, sind beide Subfaktoren
zyklisch, insbesondere abelsch; vgl. Argument in der Loésung zu Aufgabe 49.(1)

Somit ist G auflésbar. Mit dem Satz 10 von Galois aus §4.4.2 ist mithin X° + 5X? + 3 € Q[X]
auflésbar.

(2) Der Zerfillungskorper von X° 4+ 5X2 + 2 € Q[X] ergibt sich mittels Magma in der iiblichen Weise
zu Q(a, b, ¢, d) mit

= a®+5a2+2

= b+ ab® + a?b? + (a® +5)b + (a* + 5a)

A+ (b+a)?+ (b +ab+a?)e+ (b2 + ab? + a®b + (a® +5))
= &+ (c+(b+a))d+ (*+ (b+a)c+ (b* +ab+a?)) .

cocoo
I

Insbesondere ist [Q(a,b,c,d) : Q] =5-4-3-2 = 5!, und somit Gal(X® +5X2 +2) = Ss; vgl. letzte
Folgerung in §3.4.1.

Ferner hat sich im Verlauf dieser Rechnung X° + 5X? + 2 € Q[X] als irreduzibel herausgestellt,
was auch mit Aufgabe 50 im nachhinein nochmals bestétigt wird.

Dank Aufgabe 49.(2) ist S5 nicht auflésbar. Mit dem Satz 10 von Galois aus §4.4.2 ist mithin
X5+ 5X2 + 2 € Q[X] nicht auflésbar.

Aufgabe 52

(1) Sei p € G. Sei w € L. Es ist p(Ng()) = p([[,c0(@)) = [l,cq(poo)(@) =] cq7(x) = Na(),
wobei 7 := p o o substituiert wurde. Also ist Ng(z) € Fixg(L) = K ; vgl. erste Bemerkung in
§3.5.1.4.
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(2) Hierist G = (F)={F':i€[0,5s—1]}, wobei F(x) =29 fiir z € Fs ; vgl. §3.6.
Fiir x € Fys ist also

No) = [ Fi@) =t 2 @0
1€[0,s—1]

Da N¢(0) = 0 und Ng(F,:) € F*, geniigt es zu zeigen, da8 N := Ng | Ty surjektiv ist.

Sei y € F,¢ ein Erzeuger dieser zyklischen Gruppe, d.h. F i = (y) ; vgl. Aufgabe 27.(5). Mithin ist
o(y) = |Fi| = ¢° — 1. Es ist

[(Na(@))] = o(Ng(y)) = o(y'@ D@71y = o(y?W/@D) = g —1;
vgl. Aufgabe 27.(2). Da [F‘| = ¢ — 1 ist, folgt (Ng(y)) = F,. Also ist jedes Element von F* von

der Form Ng(y)* = Ng(y*) fiir ein k € Z, weswegen N¢ surjektiv ist.

Aufgabe 53 (°4)

OE.ist U; £ Uje[l m]~{i
gungsmenge zu dndern.

O.E.ist m > 2.

} U; fur i € [1,m], da ansonsten U; weggelassen werden kann, ohne die Vereini-

Es geniigt zu zeigen, daf | J U; kein Vektorraum ist. Annahme, doch.

i€[1,m]
Wiéhle oy, € K\ {0} fir k € [1,m—1] mit [{ oy : k € [1,m—1] }| = m— 1. Dies ist moglich, da |K| > m
Wihle u; € Uy Uje[l m]~{1} U, . Wéhle uy € Uy U]E[l,m]\{2} U;.

Sei k € [1,m —1]. Es ist uy + agus € Ule 1m] U Es ist u1 + agus & Uy, denn sonst wire auch uy € Uy .
Es ist w1 + agus & Uy, denn sonst wére auch uy € Us . Also ist uq + apug € U (3,m] U;.

Da ug # 0, ist |[{u1 + axuz : k € [1,m — 1] }| = m — 1. Folglich gibt es j € [3,m] und s, ¢t € [1,m — 1]
mit s # t, aber u; + asup € U; und uy + oyup € Uj . Die Differenz liefert us € U, im Widerspruch zur
Wahl von us .

Aufgabe 54
Schreibe n := [L : K].

Fall K endlich. Dann ist |L| = |K|™. Also gibt es ein ¢t € L™ mit o(t) = |L|; cf. Aufgabe 27.(5). Da zudem
0 € K liegt, ist folglich L = K(t).

Fall K unendlich. Sei (yi, ..., yn ) eine K-lineare Basis von L. Dann ist L = K(y1, ..., yn ); cf. §2.3.3.
Sei f(X) := [Tiep n) ty:,x (X) € K[X] C L[X]. Sei M ein Zerfallungskorper von f(X) € L[X]; cf. Satz 4.

Sei k 1= deg f. Sei f(X) = [[;c;y 5(X — ) € M mit v; € M, wobei v; = y; fiir i € [1,n]. Es wird

M =Ly, ..,v) = Ky, s Yns Vs oo s ) = K(y1, ooy ,7m) -

Also ist M auch ein Zerfillungskorper von f(X) € K[X]; cf. §2.5.1. Folglich liegen Kérpererweiterungen
M|L|K vor mit M|K galoisch; cf. §3.5.1.4. Schreibe G := Gal(M|K). Es ist |G| = [M : K] endlich;
of. Siitze 4, 5, §3.5.1.4.

Da G endlich viele Untergruppen hat, ist die Menge der Zwischenkorper zwischen K und M nach Haupt-
satz endlich; cf. Satz 9. Insbesondere ist

= {E:LIEJKuwd ECL}

54 Diese Losung kenne ich von FABIAN DYGA.
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endlich. Wéhle t € L N\ (Jgeg E'; cf. Aufgabe 53. Dann ist L|K(t)|K, aber K(t) ¢ £, da ansonsten
t € K(t) € Ugee E ldge, was es nach Wahl von ¢ nicht tut. Folglich ist K'(t) = L.

Aufgabe 55
Vorbemerkung. Jedes x € Q> koénnen wir bis auf Vorzeichen in Primfaktoren zerlegen,
r =c H per
p > 0 prim

wobei ¢ € {—1,+1} und wobei a,, € Z stets, mit a;, # 0 nur fiir endlich viele Primzahlen p. Dies kann
e.g. durch Primfaktorzerlegung des Nenners und des Zihlers von z erreicht werden. Schreibe

Wir setzen noch v, (0) := +oo.

Firr z, y € Q mit v,(z) < v,(y) ist vp(r + y) = v,(z). Denn da xp~V»*) = ¢ mit a, z € Z\ pZ

aw—+pbz
zZw

geschrieben werden kann und yp~ v»(*) = %b mit b € Z und w € Z ~ pZ, ist (z+ y)p~ V»(*) = mit

aw + pbz, zw € Z \ pZ.

(1) Schreibe g(X) =Y ;50 b X" und h(X) = 37,5 b; X", Seien k := deg g und k := deg h.
Annahme, es ist g(X) € Q[X] \ Z[X]. Dann kénnen wir eine Primzahl p > 0 mit
v = min{v,(b;) : 1 €[0,k]} < 0
wihlen. Sei j :=min{i € [0,k — 1] : v,(b;) = v }. Sei
o = min{v,(b;) : i €[0,k]} < 0.
Sei j :=min{i € [0,k — 1] : v,(b;) =7 }.

Esist a;15 =2 ici0,j47 bi6j+3_i~ Da vp(bji)j) < Vp(bii)jﬁ_i) fiir i € [0, + 5] ~ {5}, folgt

0 < Vp(aj-',-j) = Vp(Zie[o,j+j] bil;j_g_i) = Vp(bjbj) =v4+0 <0,
was einen Widerspruch darstellt. Also ist g(X) € Z[X]. Genauso folgt f(X) € Z[X].
(2) Annahme, es gebe eine Zerlegung f(X) = g(X)h(X) mit ¢g(X), h(X) € Q[X] o.E. normiert,

degg > 1 und degh > 1. Nach (1) sind g(X), h(X) € Z[X]. Schreibe k := deg g und k := deg h.
Sei Z —~ F,, 2+ 2 4 pZ die Restklassenabbildung; cf. §1.4.1. Es ist

X" = fPX) = ¢"(X)h(X);

cf. §1.4.3. Alsoist g?(X) = X*¥ und h*(X) = X*; cf. §1.9. Folglich sind die konstanten Koeffizienten
von ¢g(X) und von h(X) beide durch p teilbar. Daher ist der konstante Koeffizient von g(X)h(X) =
f(X) durch p? teilbar. Dies ist aber nicht der Fall gem#8 unserer Voraussetzung. Wir haben einen
Widerspruch. Somit ist f(X) irreduzibel.
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