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Erwartungswert einer ZufallsgroRe — Produktives Uben

Zusammenfassung:

Wie erlernen und entdecken Schilerinnen und Schiler neue Begriffe? Gelingt es durch
produktives Uben, den Kalkil, welcher einem neuen Begriff zugrunde liegt, nachhaltig zu
verinnerlichen?

Am Beispiel der Begriffe Erwartungswert und Zufallsvariable wurde dies im Rahmen des
Unterrichts in einer Klasse 9 des Muster-Gymnasiums untersucht. Den unterrichtlichen
Schwerpunkt stellt dabei neben der Einflihrung der Begriffe Zufallsvariable und Erwartungswert
das variationsreiche und produktive Uben dar, mit einer abschlieRenden Prasentation von selbst
produzierten Aufgaben.

In einer ausfihrlichen Sachanalyse wird zuerst der mathematische Uberbau beschrieben und
danach der Blick auf den Schulstoff gerichtet. Dabei betrachte ich kurz die Hinweise zum Thema
in den Bildungspléanen 2004 und 2016, um danach, neben einer ausfiihrlichen Schulbuchanalyse,
den Unterricht mit Beziigen zum erwiinschten Kompetenzaufbau kurz vorzustellen. AbschlieRend
wird ein Blick auf die produzierten Schillermaterialien geworfen und Bilanz gezogen.

1. Sachanalyse

1.1 Die Algebra der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Alle mdglichen Ergebnisse, die bei einem Zufallsexperiment eintreten kdnnen, sind in der
Ergebnismenge Q zu finden. Wie wir wissen, sind Ereignisse, die es zu betrachten gilt, gleichfalls
Mengen, namlich Teilmengen dieser Ergebnismenge Q. Mit einer Ergebnismenge und deren
(beliebigen) Teilmengen kann man also - und genau das wollen wir - wie mit jedem Mengensystem
Vereinigungen, Schnitte und auch komplementare Mengen (Gegenereignisse) bilden.

Betrachten wir nun ganz allgemein eine Menge Q und denken uns hinter Q die Menge aller
moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments. Aus Q extrahieren wir nun Teilmengen und
bilden nun ein Mengensystem ‘A . In A sind also alle Teilmengen A; (die Ereignisse) enthalten.
Wir mochten nun, einvernehmlich mit den Kolmogorow'schen Axiomen !, in diesem
Mengensystem ,,rechnen und dabei die Mengen ,,messen” konnen (,,messen” im Sinne des
Bestimmens von Wahrscheinlichkeiten). Es ist also notwendig, auf Q eine Algebra zu definieren.
Die folgende, eher abstrakt anmutende Definition soll nachfolgend im Kontext der
Wahrscheinlichkeitsrechnung griffig erlautert werden.

! Die Axiome von Kolmogorow (auch Kolmogoroff oder Kolmogorov, 1903-1987) diirften dem Leser hinreichend bekannt sein und sollen an
dieser Stelle nicht weiter erlautert werden.
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Definition 1
Ein Mengensystem A einer zugrundliegenden Menge Q heiflt o-Algebra
(Sigma-Algebra) auf Q, wenn folgende Eigenschaften erfullt sind:

1. QeA
2. Aus Ac A folgt Ac A
3. Fur jede Folge A1, A, ..., Ai, ... liegtauch die Vereinigungsmenge

U A, = AjUAL L UA L L
n

inA.

Betrachten wir diese bisweilen sehr allgemein gehaltene Definition nun durch die Brille unserer
mit Wahrscheinlichkeiten zu messenden Ereignisse:

¢ In Bedingung 1 finden wir die naheliegende Forderung, dass das sichere Ereignis Q in der
Familie A der zu betrachtenden Ereignisse enthalten ist.

e In Bedingung 2 sichern wir ab, dass zu jedem Ereignis auch das Gegenereignis ein Element
der Algebra, also des Mengensystems A ist (Abgeschlossenheit beziglich
mengentheoretischer Komplementbildung, womit offensichtlich auch die leere Menge in
A enthalten ist).

¢ In Bedingung 3 wird die Abgeschlossenheit beziiglich beliebiger Vereinigungen gefordert
(diese haben alle in A enthalten zu sein), woraus in Kombination mit Bedingung 2
augenscheinlich auch die Abgeschlossenheit beziglich des Mengendurchschnitts folgt.

Bedingung 3 erschlielt sich uns deutlich einfacher, wenn wir vorerst von einer endlichen
Ergebnismenge Q ausgehen. Dann reduziert sich diese Bedingung im Wesentlichen auf die
verstandliche Forderung, dass mit A, B € A auch AuUB e A st (wir erkennen hier die
mengentheoretische Voraussetzung fur unsere bekannte Summenregel der Wahrscheinlichkeits-
rechnung).

Zusammenfassend geht es schlicht darum zu verlangen bzw. zu verstehen: Die o-Algebra wird bei
allen Zufallsexperimenten so konstruiert, dass wir ausnahmslos alle realisierbaren Ereignisse als
Menge A formulieren konnen, das heif3t, dass jedes ,,Ereignis A* als Teilmenge immer ein Element
unserer o-Algebra ist.

Im endlichen Fall wahlen wir als Mengensystem ublicher- und naheliegender Weise die
Potenzmenge von Q , J(Q). Die Potenzmenge ist die Menge aller maglichen Teilmengen von Q,
somit haben wir auf ganz nattirliche Weise ein Mengensystem, in dem jede mdgliche Vereinigung,
die Ergebnismenge Q selbst, die leere Menge und alle Komplemente von Teilmengen enthalten
sind.
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Selbst bei unendlichen, aber zumindest noch diskreten bzw. abzahlbaren Ergebnismengen kann
man fiir die c-Algebra stets die Potenzmenge JYQ) zugrunde legen und erhélt somit den

Ereignisraum (Q,7Q)) .
Warum also nicht immer die Potenzmenge zu Grunde legen?

Die Probleme, die auftreten kénnen, sind nicht in der Struktur der o-Algebra begriindet. Sie
erscheinen erst, wenn man die Elemente der o-Algebra messen will, d.h. wenn man ein
Wahrscheinlichkeitsmal einfihren will. Ist unsere Ergebnismenge tiberabzahlbar unendlich, z.B.
ein reelles Intervall, und versucht man, ein WahrscheinlichkeitsmaR auf der Potenzmenge J(Q)
zu definieren, so fuhrt das zu Widerspriichen. Daher kann ein Mal nur auf einer echten Teilmenge
der Potenzmenge Q) definiert werden. Man maéchte jedoch die c-Algebra der messbaren
Mengen mdoglichst grol? wéhlen, damit mdglichst viele Ereignisse gemessen werden kdnnen.
Wenn Omega eine Teilmenge der reellen Zahlen ist, wéhlt man als o-Algebra das nach E. Borel
(1871-1956) benannte System der Borelmengen. Diese o-Algebra enthélt alle offenen und alle
abgeschlossenen Mengen, und insbesondere die Menge aller abgeschlossenen, halboffenen und
offenen Intervalle (auch mit den ,,Réndern* o und -o). Alle irgendwie praktisch relevanten
Teilmengen der reellen Zahlen sind Borelmengen, und im Rahmen der Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten spielen letztlich nur Intervalle eine Rolle, die wir damit ganz sicher erfasst
haben.

1.2 Wahrscheinlichkeitsmalf3, Zufallsvariable und Erwartungswert

Die Wahrscheinlichkeit P ist eine Funktion bzw. Abbildung, die jedem Element A aus A (bzw.
aus der Potenzmenge X)) ein MaR P(A) zuordnet, das WahrscheinlichkeitsmaB. Es gilt:
0<PA <1

AuRerdem erfillt P die Kolmogorow schen Axiome wie Normiertheit und c-Additivitat 2.

Wir erhalten letztlich einen MalRraum (Q, A, P), den wir wegen P(Q)=1 Wahrscheinlichkeitsraum
nennen. Bei den nachfolgenden Definitionen wollen wir uns vorerst auf den endlichen Fall
konzentrieren mit der Potenzmenge 71(Q) als Mengensystem:

Definition 2 (diskrete Zufallsvariable) 3

Sei (Q,7AQ),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit abzahlbarer Ergebnismenge Q.
Dann heif3t jede Funktion (Abbildung)

X: Q— IR mit o— X (o)
eine diskrete Zufallsvariable auf Q.

Durch die Zufallsvariable X wird nun (automatisch) ein neues, auf dem Wahrscheinlichkeits-maf
P fuBendes Bildmall Px induziert. Einfacher ausgedruckt: Man fragt nach der Wahr-
scheinlichkeit der einzelnen Werte der Zufallsvariablen. Mit dem eher technischen Begriff

2 siehe einschlagige Literatur zu c-Algebra, Kolmogorow-Axiome und c-Additivitat
3 Definition nach [Kiitting], S.190
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,Zufallsvariable* ist hierdurch unmittelbar die Suche nach der Wahrscheinlichkeitsverteilung
verbunden.

Formal wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen X als das Bildmall Px des
WahrscheinlichkeitsmaRes P definiert, mit dem nun jeder Realisierung k e X(w) eine
Wahrscheinlichkeit zuordnet wird:

Py({k) =P(X =k):= Pwe Q| X(w)=k}) k€ R.

Didaktische Bemerkung: Bei einer Zufallsvariablen handelt es sich wie oben betrachtet um eine
Abbildung, bei der wir unseren Focus nicht auf die Konstruktion der Abbildungsvorschrift richten
(wie sonst iiblich), sondern auf die in der Regel ,direkt erkennbaren* verschiedenen
(Funktions-)Werte, die diese Abbildung annehmen kann. Unser Tun entspricht insofern dem, wie
wir es vom Variablenkonzept her kennen, der Funktionswert X(w) ist die ,,Variable“, die nach
gegebener Vorschrift ,,unterschiedlich belegt™ wird.

Was zuféllig ist, ist das Ergebnis « eines Zufallsexperiments, dadurch ist auch X(w) zuféllig;
natdrlich ist X(w) aber festgelegt, wenn « vorgegeben ist.

Die Werte, die X(®) annechmen kann, also die ,,Realisierungen®, werden mit kleinem Buchstaben,
oft mit k (s.0.) bezeichnet. Man hétte sie auch mit x bezeichnen kdnnen, dies birgt aber die
Gefahr der Verwechslung von x und X . Dieser Umgang mit Variablen auf verschiedenen
»Zwischenebenen® stellt gewisse Herausforderungen bzw. Irritationen dar, denen die Schul-
blcher in unterschiedlicher Weise begegnen (siehe Kap. 3).

Die Definition von Zufallsvariablen lasst sich im Fall einer Uberabzahlbar unendlichen Menge
Q wie bei den reellen Zahlen IR zur folgenden Definition ,,vereinfachen*:

Definition 3 (reelle Zufallsvariable)

Eine reelle Zufallsvariable ist eine Funktion X: Q — IR, die jedem Ergebnis o aus der
Ergebnismenge Q eine reelle Zahl X (o) zuordnet und die folgende Messbarkeitsbedingung
erfullt:

furalle x e IRgilt: {w|X(w) <x}€ A

Einfach ausgedruckt bedeutet das eben nur, dass die Menge aller Ergebnisse, deren Realisierung
unterhalb eines bestimmten Wertes liegt, ein Ereignis bildet.

Betrachten wir nun den ,,Erwartungswert einer Zufallsvariablen®.

Der ,,Erwartungswert einer Zufallsvariablen* ist der Wert, den die Zufallsvariable auf lange Sicht
im Mittel annimmt (H&iufigkeitsinterpretation). Man spricht deshalb auch vom ,,Durchschnitt der
Ergebnisse®. Fiir statistische Untersuchungen ist dabei besonders interessant zu untersuchen, in
welcher Form genau die Durchschnitte der Ergebnisse bei wachsender Anzahl der Experimente
gegen den Erwartungswert streben, das heil3t, wie die Stichprobenmittelwerte bei wachsender
Stichprobengrofie gegen den Erwartungswert konvergieren. Grundlage hierfir ist das Gesetz der
grolRen Zahlen. In die Tiefe der damit verbundenen Theorie wollen wir hier nicht gehen und
konzentrieren uns nun auf die folgende Definition 4. Fur den stetigen Fall sei anschliefend noch
die Definition 5 erwéhnt.
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Definition 4 (Erwartungswert einer diskreten, endlichen Zufallsvariablen)

Sei (Q,7AQ),P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit abzahlbarer Ergebnismenge Q und sei X eine

Zufallsvariable, die endlich viele Werte X1, X2, ... , xn annehmen kann.
Dann heil3t

E(X) = Xit1x " P(X =x;)
Erwartungswert der Zufallsvariable X .

Der Erwartungswert ist also nichts anderes als das mit den einzelnen Wahrscheinlichkeiten
gewichtete Mittel der realisierten Werte einer Zufallsvariablen.

Nimmt die Zufallsvariable abzahlbar unendlich viele Wert an, ergibt sich:

EX) = XZix PX=x)*.
Bei stetigen Verteilungen, also im Fall eines Uberabzahlbar-unendlichen Wahrscheinlichkeits-
raumes, muss eine bis auf endlich viele Stellen stetige Dichtefunktion f definiert werden. Sie ist
das Analogon zur Wahrscheinlichkeitsfunktion bei diskreten Verteilungen. Allerdings kdnnen ihre
einzelnen Werte nicht als Wahrscheinlichkeit interpretiert werden. Schliellich ist die
Wahrscheinlichkeit, dass zum Beispiel eine Maschine nach exakt 7,321321321... Stunden ausfallt,
immer null, d.h. es gilt P({X = x}) = 0 (Problem der "Punktwahrscheinlichkeit").

Notwendig ist, dass das Integral Giber den gesamten Definitionsbereich der Funktion f den Wert 1
annimmt. Das Integral der Dichtefunktion ist dann die Verteilungsfunktion F.

Summen der Art x; - P(X = x;), wie sie im diskreten Fall gebildet werden, missen nun durch die
Integrale iiber f ,ersetzt™ werden. In dieser Analogie ergibt sich dann die folgende Definition.

Definition 5 (Erwartungswert stetiger Zufallsvariablen)

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit zugehoriger Dichtefunktion f.
Dann heil3t

E(X) = foox-f(x) dx

Erwartungswert von X.

Schlussbemerkung: Es gibt Verteilungen, bei denen der Erwartungswert nicht existiert (z.B. die
Cauchy-Verteilung, vgl. Anwendungen etwa in der Finanzmathematik).

2. Didaktische Reduktion

4 Es sei die absolute Konvergenz dieser Reihe vorausgesetzt.
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Aufgaben im Umfeld der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind in der Schule vorzugsweise an Fragen
der Art ,,Wie wirst du dich entscheiden? geknlipft. Insbesondere bei Aufgaben im Umfeld von
Glucksspielen wird man sich fragen, ob das Spiel fair ist, bzw. welcher Gewinn bzw.

Verlust auf lange Sicht (pro Spiel) ,,zu erwarten* ist.

Jedem Ergebnis eines Zufallsexperiments bzw. jedem uns interessierenden Ereignis wird somit ein
Wert, der ,,Gewinn®, zugeordnet. Dies stellt einen sehr einfachen, weil intuitiven Zugang zum
Begriff der Zufallsvariable dar und nicht ohne Grund wird der Begriff Zufallsvariable im Sinne
der didaktischen Reduktion auch gerne durch ,,ZufallsgroRe ersetzt °.

Die Einfuhrung des Begriffs ,,Erwartungswert* ist deshalb in der Schulbuchliteratur aus gutem
Grund meist an Glucksspiele geknlipft. Man mag es dabei zu Recht als ein ,,didaktisches Prinzip
der Stochastik® bezeichnen, mathematische Problemstellungen so weit wie mdglich an
,Entscheidungsfragen™ zu kniipfen und dabei von den Absolutzahlen (Gesamtgewinn) auf die
relativen GroRen (Anteile) und damit auf die Wahrscheinlichkeiten zu schlief3en. So erschliel3t sich
beispielsweise die Pfadregel genauso wie der Kalkiil ,,Erwartungswert®.

Besonders motivierend zur Einflhrung des Erwartungswertes erscheinen Spielsituationen, deren
Regeln leicht zu durchschauen und damit das Spiel leicht zu modellieren ist, zugleich aber die
Entscheidungsregel nicht augenscheinlich daherkommt, bestenfalls gar einen kontraintuitiven
Charakter hat.

Sowohl im Unterricht wie auch in der Schulbuchliteratur sind diese Gesichtspunkte mit dem
Wunsch nach einem unversperrten, klaren Zugang abzuwégen. Komplexere Sachsituationen
sollten in die Ubungsphasen verlagert bzw. bewusst fiir binnendifferenzierte Sequenzen
aufbereitet und genutzt werden.

Die Begriindungsbasis zur Berechnung des Erwartungswertes einer Zufallsvariablen stellt das
empirische Gesetz der grofRen Zahlen dar, was an sich als eine Plausibilitatsbetrachtung und damit
als didaktische Reduktion des schwachen und starken Gesetzes der groRen Zahlen gesehen werden
kann. In dem Buch Focus Mathematik Band 5 (Cornelsen 2008) beispielsweise wird deshalb in
einer Randbemerkung neben der Einflhrung des Erwartungswertes darauf noch einmal Bezug
genommen (siehe Abschnitt 3.2).

Betrachtete man die zu erwartende relative Haufigkeit fur das Eintreten eines Ereignisses als
,»Chance®, so kann man hiermit die zu erwartende Hohe eines Gewinns bei einer vorgegebenen
Anzahl von Versuchen errechnen ©. Bestimmt man dann aus dem zu erwartenden Gesamtgewinn
den ,,durchschnittlichen Gewinn“ in einem einzigen Spiel, schliet sich der Kreis und man erkennt,
dass letztlich jeder Gewinn (jeder Wert der Zufallsgrofie) bei der Erwartungs-wertbildung mit der
Wahrscheinlichkeit des Eintretens dieses Gewinns gewichtet wird. Der Erwartungswert ist somit
definiert.

Im aktuellen Schulbuch LS 5 7 (sieche Abb.1) findet sich als starke didaktische Reduktion die
Definition des Erwartungswertes dann nur noch in verbalisierter Form:

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen gibt an, welcher Wert durchschnittlich bei
einer grofen Zahl von Durchfiihrungen des Zufallsversuchs fiir die Zufallsvariable zu
erwarten ist.

54 Der Erwartungswert wird folgendermafien berechnet:

ef 1. Man bestimmt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen. nn einstellen®
"Il 2. Man multipliziert jeden Wert der Zufallsvariablen mit seiner Wahrscheinlichkeit und
addiert die Produkte.

B oo corermmrrvarcorrgevr e e oo e e e o —prosrer e Seite 6 von 21




Fachdidaktik Modul 2 Mathematik — Verkniipfung mit dem Praxissemester (FAMVP) — Universitét Stuttgart WiSe 2019/20
Prof’in V. Kollmann (SAFL Stuttgart (Gymnasium)), PD Dr. M. Kiinzer (Universitét Stuttgart)

Verfasser: Bernhard Euler

Abb. 1

3. Bezlige zu den Bildungsplanen und Vergleich der Schulbiicher

3.1 Bildungsplanbezug

Im geltenden Bildungsplan von 2004 findet sich unter der Leitidee ,,Daten und Zufall“ die
Kompetenz

Erwartungswert einer Zufallsvariablen verstehen und berechnen. 8
Erhellend wirkt dartiber hinaus ein Blick in den neuen Bildungsplan von 2016, wo es heift:

den Erwartungswert einer ZufallsgroRe bei gegebener Wahrscheinlichkeitsverteilung
berechnen. °

Es fallt auf, dass im BP 2016 ausschlieBlich von ZufallsgroRe statt Zufallsvariable die Rede ist.
AuRerdem mutet die Formulierung ,,berechnen‘ der inhaltlichen Kompetenz etwas schwécher an,
als im BP 2004 (,,verstehen®). Da der Unterricht auf Grundlage des Bildungsplans 2004 gefuhrt
wurde und dem entsprechend auch im eingefiihrten Lehrbuch der Begriff Zufallsvariable
verwendet wird, findet sich dies auch so in dem hier dokumentierten Unterricht wieder.

Zur Klarung des gewinschten Kompetenzaufbaus lohnt ergédnzend zu den inhaltlichen
Kompetenzen ein Blick auf die prozesshezogenen Kompetenzen 0 :

Im Bereich Argumentieren und Beweisen bietet das Kapitel ,,Erwartungswert™ ein ergiebiges Feld,

um in mathematischen Zusammenhéngen Vermutungen zu entwickeln und diese als

mathematische Aussage zu formulieren. Dabei werden die Vermutungen anhand von Beispielen

auf ihre Plausibilitat gepruft.

Im Rahmen der Kompetenz Probleme l6sen werden Informationen bisweilen aus gegebenen

Texten, Bildern und Diagrammen entnommen und auf ihre Bedeutung flr die Problemldsung

bewerten. Dies hangt eng zusammen mit der Kompetenz Modellieren, die im Bereich der

Wahrscheinlichkeitsrechnung ganz besonders zum Tragen kommt. Diesbeziiglich werden

- relevante GroRen und ihre Beziehungen identifiziert,

- die Beziehungen zwischen diesen GréRen mithilfe von Variablen, Termen, Gleichungen (...)
oder Zufallsversuchen beschrieben,

- zu einer Situation passende mathematische Modelle ausgewahlt bzw. konstruiert,

- die aus dem mathematischen Modell gewonnene L6sung in der jeweiligen Realsituation
uberpruft und

- die aus dem mathematischen Modell gewonnene Lésung bewertet.

8 [MKJS 2004], S.100
¢ [MKJS 2016], S.36 3.3.5 (6)
10 Die ab dieser Stelle folgenden Formulierungen basieren auf den prozessbezogenen Kompetenzen aus dem BP 2016 [MKJS 2016].
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3.2 Vergleich der Schulbticher

Klett, Lambacher Schweizer 5 1!

Zur Hinflihrung sollen zwei verschiedene Lotterien verglichen werden unter der Leitfrage ,,Wo
gewinnt man mehr?*. Eingefiihrt werden die Begriffe dann iiber eine neue Sachsituation, das Spiel
,,Chuck-your-luck“. Aus dem Kontext heraus wird die Zufallsvariable als ,,Variable* fiir ein
bestimmtes Ereignis (Bsp. ,,X=1* heifit ,,] € Gewinn*) ausgewiesen. ,, X=1* ist sozusagen die
symbolische Kurzform fiir das Ereignis, das aus allen Ergebnissen besteht, die zu 1 € Gewinn
fuhren. Die unterschiedlichen Abbildungsebenen verschwimmen damit zwar, allerdings erscheint
die Verwendung des Begriffs ,,Variable® damit recht einsichtig. Der Begriff Zufallsvariable fallt
alsbald unter dem Kontext der Wahrscheinlichkeit dieser Zufallsvariablen.

In der Symbolik ist das Buch konsequent: Die Werte, die die Zufallsvariable annehmen kann,
werden allgemein mit xi1, X2, ... , xn bezeichnet. Bei der Beschreibung des Begriffs
Erwartungswert, im Sinne einer Definition, bt sich das Buch im zugehérigen Kasten in einer rein
verbalisierten Darstellung. Ob dies fiir den auf klare Erkenntnis angewiesenen Schiler ein Gewinn
ist, darf man bezweifeln. Nachfolgend kommt die Erlauterung in Symbolsprache, wobei hier noch
einmal riickblickend auf die a-priori-Definition des ,,Wahrscheinlichkeits-begriffs* eingegangen
wird: ,,(...) kann berechnet werden, ohne dass der Zufallsversuch auch nur einmal durchgefiihrt
wurde (...). Das tatsdchliche Ergebnis ist aber nicht vorhersagbar®. Es folgen zwei weitere
»Musteraufgaben, wobei auch die Umkehraufgabe, Bestimmung einer einzelnen
Wahrscheinlichkeit fur ein faires Spiel, beispielgebend gel6st wird.

Cornelsen, Fokus Mathematik Gymnasium Band 5 2

Angeboten werden drei verschiedene Sachsituationen: Ein Glickspiel (chuck-a-luck), eine
statistische Auswertung (zu erwartende Gewinnauszahlung in einer Quizshow) und eine
Schulweggeschichte (Wie lange dauert der Schulweg durchschnittlich?).

Im Rahmen der Auswertung der Spiele bildet dieses Buch dann den Prozess der didaktischen
Reduktion am sichtbarsten ab. Offensichtlich mdchte man beides: Eine schiilernahe, intuitive
ErschlieBung (entdecken) aus einem Sachkontext heraus und eine auf innermathematische
Vollstandigkeit bedachte Begriffsbildung.

Dies fiihrt dazu, dass einerseits der Begriff ,,Zufallsvariable® durch ,,Zufallsgrofle” ersetzt,
andererseits auf den Begriff ,,Funktion in diesem Zusammenhang nicht verzichtet wird.
Begleitend erscheint als Begrindungsbasis am Seitenrand ein kurzer Rickblick auf den
Wahrscheinlichkeitsbegriff.

Bezliglich der Symbolik wird sich nicht klar zu einer Schreibweise bekannt, wohl abermals mit
dem Ansinnen auf Breite und Vollstdndigkeit. So findet sich sowohl P(X = x) als auch P(X = k)
und dann in der Definition, ganz ohne Klammerschreibweise, aber diesmal mit Indizes: xi - p1 +
X2 P2 t... USW..

Das Buch wirkt mit den drei Beispielen sehr textlastig, beziiglich Symbolik und dem Wunsch nach
Vollstandigkeit zugleich uberfrachtet und etwas orientierungslos. Der Anwendungskontext ist

1 [Baum], S.133 ff
12 [Liitticken], S.101 ff
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nicht besonders motivierend. Der Aufgabenblock ist reichhaltig, dabei werden auch die
Sachsituationen vielféltig gewechselt, was einen durchaus interessanten, ergiebigen Fundus
hergibt.

Zu den nachsten beiden Biichern sei angemerkt, dass es sich bei beiden Ausgaben des Schroedel-
Verlages um die Bande von Klasse 10 (Band 6) handelt, da in diesen Buchreihen in Klasse 9 keine
Stochastik behandelt wird.

Schroedel, Elemente der Mathematik 5 2

Als Einfuhrungsbeispiel erscheint ein (einfaches) Glicksspiel mit einem Glucksrad. Der
Sachkontext ist somit leicht zu erschlieBen und fiihrt unverschnérkelt zum Kern. Die Fragestellung
nach dem ,,Einsatz, den die Schulklasse fiir ihr Gliicksspiel verlangen soll, ist motivierend. Der
vereinfachte Blick auf den Durchschnittsgewinn vermeidet zugleich einen ansonsten sperrigen
Zugang Uber den Wahrscheinlichkeitsbegriff (das ,,Auf-lange-Sicht-Problem* wird erst einmal
vermieden).

Die Aufgabe wird in einer ,,Musterlosung™ geldst, bevor es zur Verallgemeinerung und damit zur
Begriffsbildung geht.

Bei der Definition der Zufallsvariablen bleiben die Autoren eng am Beispiel, indem die
Zufallsvariable als ,,Zuordnung von Preis zu einem Ergebnis* ausgewiesen wird. Die Definition
des Erwartungswertes greift letztlich zuriick auf die Berechnung des arithmetischen Mittels einer
Héufigkeitsverteilung. Bezuglich Begriffsbildung und Symbolik erscheint das Kapitel in einer
klaren Linie: Eine Zufallsvariable X nehme die Werte X1, Xo, ..., xm an (...). Der Aufgabenblock
ist sehr umfangreich, auch mit wenigen Umkehraufgaben.

Schroedel, Mathematik neue Wege 6

Ganz im Sinne eines ,,Arbeitsbuches* wird die Thematik an einem Spielbeispiel sehr ausfiihrlich
erortert bzw. ,,erarbeitet*. Dabei finden sich auch die Grundlagen des Wahrscheinlichkeits-begriffs
(haufiges Nachspielen des Zufallsversuchs) sowie das Arbeiten mit Baumdiagrammen und der
Pfadregel. ,,Manchmal kann man sich besser verstandigen, wenn man die richtigen Begriffe
verwendet”, schreiben die Autoren, um die zuvor intuitiv geloste Aufgabe mit hilfreichen
Vokabeln zum gewiinschten Ziel (Einfiihrung der Begriffe) zu fuhren. Die Zufallsvariable wird als
die Grolie, auf die es uns ankommt vorerst intuitiv bereitgestellt und als neuer Begriff her nicht
weiter hinterfragt.

In weiteren Beispielen wird der Erwartungswert als die Bildung des gewichteten Mittels dargelegt.
Dabei wird auf die ,,Haufigkeitsinterpretation‘ verwiesen.

In der Symbolik verhélt sich das Buch konsequent in der Darstellung x1 - P(X = x1) usw..

Im Aufgabenblock sind neben wenigen Routinefragen auch Fragen der Art ,kann das
stimmen® und ,,tritt E(X) immer als Ergebnis auf* zu finden. Umkehraufgaben finden sich auch.
Ubersicht (zum Kapitel ,,Erwartungswert )

Motivation, Visualisierung | Symbolik Gestaltung des Aufgabenteils
Hinflihrung und Begriffe

18 [Griesel], S.14 ff
4 TLergenmiiller], S.63 ff
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LS Spiel (Lotterie Baumdiagramm, | Zufallsvariable Umkehraufgabe auch als
mit Einsatz) Tabellen P(X = x1), P(X = X2) usw. Musterbeispiel;
nur E(X) Im Aufgabenteil wenig
Routineaufgaben; Aufgaben variieren
stark bzgl. Anspruchsniveau, Kalkul
und Sachkontexte
Focus | Ansammlung Tabellen Zufallsgroie Aufgaben gestuft (Trainieren,
mehrere Spiele P(X =x), P(X =Kk), P(X = xi) Anwenden, Vernetzen), viele
E(X), auch zund x(X) erwahnt | verschiedene Sachkontexte, Blick auf
das ,,Beurteilen®, nur am Ende
,versteckt“ Umkehraufgaben
EdM Spiel auf Tabellen, Zufallsvariable Viele Routineaufgaben, spéter auch mit
Schulfest Baumdiagramm P(X = x1), P(X = x2) usw. Umkehraufgaben; verschiedene
(einfaches nur E(X) Aufgabentypen, auch
Gliicksrad) ,,Fehlersuchaufgaben
Neue Focus auf das Baumdiagramm Schrittweiser Begriffsaufbau Wenige Routineaufgaben, viele Fragen
Wege Modellieren viele Tabellen (sehr aus Intuitionen heraus) bzgl. Begriinden; auch Fehlersuche, erst
von Zufallsvariable am Ende zwei Umkehraufgaben
Spielsituationen P(X = x1), P(X = x2) usw.
nur E(X)

3.3 Produktives Uben

Nach Wittmann®® existieren folgende Merkmale fiir produktives Uben und aktiv-entdeckendes

Lernen:

e Der Schiler wird veranlasst, eigene Denkleistungen zu erbringen, Hindernisse und
Widerstande werden ihm nicht aus dem Weg gerdumt, nur so lernt er, sie zu Gberwinden.

e Bewusstheit und Verantwortung des Schilers fiir sein Lernen werden gefordert.

e Die starke personliche Beteiligung bei der Erarbeitung von Kenntnissen, Fertigkeiten und

Denkstrategien fuhren zu viel besseren Langzeiterfolgen.

e Lernen und Uben in Sinnzusammenhangen entspricht dem Wesen der Mathematik und
ihren Anwendungen.

Im idealen Fall regen produktive Ubungsformate zum ,,Erstellung von Produkten* an. Eben dies
war das Unterrichtsziel der abschieRenden Ubungsstunde, aufbauend auf dem vorausgehenden
Unterricht. Demgemal stand die Unterrichtsplanung und Umsetzung auch immer im Focus der
Zielfihrung auf diese letzte Stunde der Unterrichtseinheit hin. Hier mussten die Schilerinnen und
Schiler nach gewissen VVorgaben Spiele selbst erfinden. Anregung und Idee fir diese letzte Stunde
wurden entnommen aus dem Fortbildungsmaterial der Fachberater des Stuttgarter Sprengels®®.

4. Der Unterricht

Der Begriff Zufallsvariable wurde als solcher unmittelbar in Verbindung mit dem Erwartungswert
eingefiihrt. Als motivierendes Spiel hatte ich mich fur das Glicksraddrehen entschieden.

15 [wittmann]
16 [Sprengel]
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Rahmengebend flr die ganze Unterrichtseinheit ist die ldee, Glicksspiele fir ein Schulfest zu
entwickeln!’. Das Drehen eines Gliicksrades bietet dabei die besten Mdglichkeiten, ohne Verlust
an Anschaulichkeit durch die Wahl der SektorengréRe geeignete Werte fur die
Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu generieren. Die Zufallsvariable reduzierte sich
begrifflich auf den ,,Betrag des Gewinns*. Eine Doppelbelegung mit Variablen (X, x und k) habe
ich ber den gesamten Unterricht vermieden, auch bei den Tabellen (X=3 statt X=k mit k=3), was
meiner Meinung nach bis zum Thema ,,Binomialverteilung® keinerlei Probleme, sondern schlicht
eine Entlastung bedeutet.

Dann, in einer Doppelstunde, wurden die Begriffe Zufallsvariable und Erwartungswert im
Rahmen einer Planarbeit eingefiihrt, mit anschlieBenden Ubungsaufgaben aus dem Buch.

In nachfolgenden, zweiten Doppelstunde haben wir begonnen, eigene Aufgaben zu erfinden.
Auch die Umkehraufgabe, das Finden eines geeigneten Wertes von X bei vorgegebenem
Erwartungswert E(X), stand dabei im Fokus. Das eingesetzte Arbeitsblatt (siehe Anhang 1) wurde
in Partnerarbeit bearbeitet und anschlieRend im Plenum diskutiert.

Folgende Intentionen liegen diesem Arbeitsblatt zugrunde:
e Spielsituation eigenstandig beschreiben?8, Spiele variieren und mathematisch auswerten.

e Beim Hintereinanderdrehen der beiden Gliicksrader von Aufgabe 1 ergibt sich, wie man
bei nidherem Hinschauen unschwer erkennen kann, ein ,faires Spiel“ (kein Einsatz
vorausgesetzt).

e Nun kann man versuchen, die Spielregeln zum eigenen Vorteil zu modifizieren oder andere
Gliickréder entsprechend zu beschriften, motiviert dadurch, dass der Nachbar diese
Aufgabe dann zu l6sen hat.

e Im zweiten Teil des Arbeitsblattes wird zu einem vorgegebenen Erwartungswert das
passende Glucksrad kreiert. In dieser Aufgabe steht der Variablenaspekt beim
Problemlésen im Vordergrund.

In der dritten Doppelstunde wurden die Schilerinnen und Schiler dann ganz im Sinne des
produktiven Ubens mit verschiedenen Spielsituationen konfrontiert, aus denen Sie dann in
Kleingruppen geeignete Spiele (Spielregeln) kreiert haben (siehe Anhang 2 und 3). Die Ergebnisse
wurden im Plenum von den einzelnen Gruppen présentiert, worauf die Zuhorer das Spiel
mathematisch auszuwerten hatten (rechnerisch 16sen und ihre Ergebnisse mit den Intentionen der
Spieleerfinder abgleichen mussten (gleiche Ergebnisse, gleiche Erkenntnisse?).

7 Es ist nicht auszuschlieBen, dass die Klasse tatsachlich auf einem Schulfest eine Ausstellung mit Gliicksspiele organisiert. Die Gaste kénnten
diese ausprobieren, der Gewinn k&me in die Klassenkasse fiir die ndchste Klassenfahrt und zugleich wiirden die SuS auf Plakaten die
.mathematischen Hintergriinde* zu jedem Spiel préasentieren.

18 Dabei sollte man sich an das Spiel aus der vorherigen Stunde erinnern, bei dem die beiden Réader hintereinander gedreht werden und die
Differenz der erschienen Ziffern als Auszahlungsbetrag in Euro gezahlt werden muss.
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5. Reflexion und Schulerergebnisse

Das selbststiandige ,,Entdecken der Definition fiir den Erwartungswert™ stellt letztlich keine
Schwierigkeiten dar, befolgt man das schrittweise Vorgehen von den absoluten Haufigkeiten der
zu erwartenden Ergebnisse hin zu dem ,im Mittel pro Spiel“ zu erwartenden Ergebnis
(Durchschnittswert).

Ubungen im Buch haben schnell Routinen hervorgerufen, nahezu alle Schiilerinnen und Schiiler
kdnnen demnach aus meiner Sicht Erwartungswerte problemlos berechnen.

Sobald aber bei Umkehraufgaben der zielfiihrende Einsatz einer Variablen verlangt war, traten
Probleme auf. Einige Schilerinnen und Schiller haben beim Aufstellen eines Terms fiir den
Erwartungswert die einzelnen Ergebnisse unsinnigerweise multipliziert anstatt sie zu addieren.
Hier zeigte sich eine gewisse Ubergeneralisierung der Pfadregel. Zusatzlicher, abstrakt
anmutender Unterrichtsstoff verschleiert offensichtlich den Blick auf einfache ,,Grundvorstellung™.
Geht es hier doch letztlich um das ,,Dazuzéhlen* (zweimal ein Gewinn a ergibt den Gewinn
a+a=2a und nicht a?).

Wieder stehen Abstraktion und der Wunsch nach (sinnfreiem) Anwenden vermeintlicher
Rechenregeln dem Modellieren einfacher Sachverhalte im Wege. Nach meiner Erkenntnis ist es
deshalb erforderlich, immanent an Grundvorstellungen zu arbeiten, insbesondere in Verbindung
mit dem Variablenkonzept. Eben dies rechtfertigt unbedingt eine abschlieRende ausfuhrliche
Behandlung von Umkehraufgaben im Umfeld des Erwartungswertes bzw. verlangt dies sogar,
auch wenn dies vom Bildungsplan her auch Zukunft nicht festgelegt sein wird.

Aus den Spielen, die von den Schiilern selbst erfunden wurden, habe ich fur die vorliegende
Dokumentation drei Beispiele ausgewdhlt, die ich als Beispielgebend fiir eine zu erwartende
Vielfalt an Schilerleistungen empfinde (siehe Anhang 3):

1. Gruppe C (die,,Sparversion®)
Man konnte sagen, hier haben sich die Schilerinnen und Schiler geschickt aus der Affére
gezogen, indem sie die einfachste aller mdglichen ,,Losungen® des Arbeitsauftrages
erkannt und entsprechend dem Bestreben nach moglichst geringem Aufwand dokumentiert
haben. Sie haben sich somit die Chance genommen, durch produktives Uben, durch
zielgerichtetes Probieren und gemeinsames Diskutieren die Begrifflichkeiten zu festigen
und Sicherheit im Rechnen zu gewinnen.

2. Gruppe D (die ,,engagierte Gruppe®)

Hier zeigt sich der Prozess hin zu einem sicheren Umgang mit der Symbolik und damit zu
einem Verstandnis der ,,Sprache der Mathematik*: Der Umgang mit der Zufallsvariablen
ist bisweilen noch sehr unsicher (falsch), dies wird aber durchaus schon erkannt (Zweifel,
die zum Durchstreichen fiihrten). AuBerdem erkennt man am verdnderten
Auszahlungswert ein intensives ,,Losen durch Probieren. Dieses zielfiihrende Probieren
fuhrt zu immer neuen Rechnungen, wodurch letztlich auch der Aufbau von Rechenroutinen
gefordert wird.

3. Gruppe E (die ,,kreativste Losung®)
Das hier erfundene Spiel ist nicht nur kreativ, sondern in vielerlei Hinsicht auch genial:
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Wer sich auf dieses Spiel einlésst, hat selbst nach dem zweiten Schritt zumeist noch die
Hoffnung auf einen Gewinn. Insgesamt erscheint das Spiel trotz eines Einsatzes von 1 €
als durchaus fair. Der tatsachliche Erwartungswert ist nicht einfach zu erkennen, es
erscheint somit reizvoll, sich auf das Spiel einzulassen. In der Tat errechnet sich dann ein
Erwartungswert von 400/720 = 5/9 = 0,5, welcher, wie gewiinscht, aus Sicht des
Spielebetreibers langfristig zu deutlichen Gewinnen fiihrt.

6. Fazit

Dass der Umgang mit Variablen immanent getibt und zum Problemldsen kreativ eingesetzt werden
soll, wurde bereits oben erldutert. Hierzu bietet sich beim Thema Erwartungswert, wie in vielen
anderen Themenfeldern auch, die Implementierung von Umkehraufgaben unbedingt an.

Das Produzieren eigener Spiele, somit das ,produktive Uben“ stellte sich aus inner-
mathematischen, lernforderlichen wie auch motivationalen Gesichtspunkten als ausgesprochen
lohnend heraus:

¢ Routinebildung: In dem Moment, wo es um den kreativen Einsatz bisher erlernter Kalkiile
ging, wirkten die meisten Schulerinnen und Schuler erstaunlich sicher im Umgang mit
Pfadregel, Summenregel sowie bei der Nutzung eines zielfiihrenden Baumdiagrammes. In
der Auseinandersetzung mit der ,Realsituation und dem damit verbundenen
Problemlésen haben sie Routinen in der Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten
bekommen und zugleich Routinen in der Bruchrechnung gepflegt. Mehrfaches
Ausprobieren  variierender  Spielregeln  erzeugte eine groBe Anzahl von
Aufgabenbeispielen, was nachhaltig zur Sicherung von Grundkompetenzen beitrug.

e Motivation: Nicht nur die Vorarbeit, sondern auch die Présentation hat den Schilerinnen
und Schilern viel Freude und Kompetenzerleben beschert. Das Werben fur das eigene,
selbst erfundene Spiel war ein groRBer Antrieb dabei.

e Leqitimation: Die gelernten Inhalte wurden als besonders sinnhaltig, realitatsnah und fir
das Verstehen der eigenen ,,Umwelt* notwendig und gewinnend begriffen.

¢ Binnendifferenzierung: Alle Schillerinnen und Schuler konnten auf der Ebene ihres jeweils
eigenen Kompetenzstandes arbeiten, kreativ wirken und sich kognitiv entfalten. Im
Kommunizieren mit den Gruppenmitgliedern wurde der Kenntnisstand sowie die
Fachsprache individuell weiterentwickelt, dazu haben letztlich die oben erwahnten Punkte
beigetragen.

Produktives Uben kann in vielen Themenbereichen auf recht einfache, unaufwendige Weise in
Ubungsphasen beriicksichtigt werden. Hierzu lohnt es sich, in den reichhaltigen Quellen (Internet
etc.) Anregungen zu holen. Eine Nuancierung des Mathematikunterrichts in diese Richtung ist fur
alle Beteiligten in vielerlei Hinsicht ein Gewinn. Zugleich darf beim Uben die Ansammlung von
Routineaufgaben nicht schlecht geredet werden. Deren Funktion wurde bei der Suche nach
moderneren, nachhaltigeren Unterrichtsformen teilweise sehr unterschatzt. Es gilt, mehr denn je
ein ausgewogenes, der individuellen Schilerschaft angemessenes Gleichgewicht zu finden aus
Routinebildung und Problemlésung.
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Anhang 1

Ubungen zu Wahrscheinlichkeitsverteilung und Erwartungswert einer Zufallsvariable

Ubung 1:

Zufallsversuch:
X zahlt ...

Aufgabe: Wahrscheinlichkeitsverteilung von X in Tabelle; E(X) berechnen, Spielregel
festlegen (vgl. letzte Stunde) ...

Mogliche Steigerung: Das Spiel wird zweimal hintereinander gespielt, das Produkt der Ergebnisse wird ausgezahlt, usw. ...

=>» Heft: sauber aufschreiben, richtige Symbolik!! NICHT einfach hinschmieren!!
Erfinde weitere Aufgaben dazu, lasse sie von deinen Sitznachbarn l6sen:

D QD@

Ubung 2:

o3

Spiel wie oben, Einsatz ist 4 €, was muss auf dem unbekannten Feld stehen, damit das Spiel
fair ist?

Uberlege dir auch hierzu weitere Aufgaben ...

wORGD
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Anhang 2: Inhalte der Arbeitsblatter zur Gruppenarbeit ,,Spiele erfinden*

Gruppe A

e Gespielt wird mit drei Wirfeln (rot, blau und grtin) mit den
Augenzahlen 0 bis 9.

e Der Einsatz betragt 1 €.

e Der Auszahlungsplan besteht aus drei
Auszahlungsklassen.

e Der Anbieter des Spiels soll auf lange Sicht im Durchschnitt ca. 10% des
Einsatzes als Gewinn erhalten.

Variante: Wenn euch die Vorgaben zu sehr einschrénken, dann erfindet selbst ein
Lverfuhrerisches” Spiel, das einem mehrstufigen Zufallsexperiment entspricht. Klart dabei die Regeln,
den Einsatz und berechnet, was ein Spieler auf lange Sicht im Durchschnitt pro Spiel erwarten darf.

Zeit: 30 Minuten

Anschliel3ende Prasentation: Spiel vorstellen, E(X) berechnen lassen, mit eigenen
Ergebnissen und Erkenntnissen vergleichen, Diskussion ...

Schreibt fur die Prasentation eure Ergebnisse auf die Folie:

Gruppe B
®
e Gespielt wird mit funf Farbwurfeln (weil3, gelb, rot, grtin, g
blau, schwarz). ., » ' @&

e Der Einsatz betragt 1 €.

e Der Auszahlungsplan besteht aus drei . .
Auszahlungsklassen. \ ’ \ “

e Der Anbieter des Spiels soll auf lange Sicht im
Durchschnitt ca. 10% des Einsatzes als Gewinn erhalten.
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Gruppe C
e Gespielt wird mit 9 Spielkarten (4 Konige, 3 Damen, 2
Buben).
e Beim Spiel sollen drei Karten mit Zurticklegen gezogen
werden.

e Der Einsatz betragt 1 €.
e Der Auszahlungsplan besteht aus drei Auszahlungsklassen.

e Der Anbieter des Spiels soll auf lange Sicht im Durchschnitt ca. 10% des Einsatzes
als Gewinn erhalten.

(...)
Gruppe D :
%‘s\*.' 24 ot -.3':9.’0 /0
e Gespielt wird mit 9 Spielkarten (4 Zehner, 3 Neuner, 2 sec "M ‘i.\
Achter). L 8 P
. Xow
e Beim Spiel sollen drei Karten ohne Zurtcklegen 7H W
gezogen werden. 5
2

e Der Einsatz betragt 1 €.
e Der Auszahlungsplan besteht aus drei Auszahlungsklassen.

e Der Anbieter des Spiels soll auf lange Sicht im Durchschnitt ca. 10% des
Einsatzes als Gewinn erhalten.

Gruppe E
e Gespielt wird mit 10 bunten Weihnachtsschokokugeln
(5 blaue, 3 gelbe, 2 rote).

e Beim Spiel sollen drei Schokokugeln mit Zurticklegen
gezogen werden.

e Der Einsatz betragt 1 €.

e Der Auszahlungsplan besteht aus drei
Auszahlungsklassen.

e Der Anbieter des Spiels soll auf lange Sicht im Durchschnitt ca. 10% des
Einsatzes als Gewinn erhalten.
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(...)

Gruppe F

e Gespielt wird mit 10 bunten
Weihnachtsschokokugeln (5 gelbe, 3 rote, 2
blaue).

e Beim Spiel sollen drei Schokokugeln ohne
Zurucklegen gezogen werden.

e Der Einsatz betragt 1 €.
e Der Auszahlungsplan besteht aus drei Auszahlungsklassen.

e Der Anbieter des Spiels soll auf lange Sicht im Durchschnitt ca. 10% des
Einsatzes als Gewinn erhalten.

(...)
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Anhang 3: drei Ergebnisse aus der Gruppenarbeit

Gruppe C

o Gespielt wird mit 9 Spielkarten (4 Konige, 3 Damen,
2 Buben).

e Beim Spiei soilen drei'Karten mit Zuriickiegen
gezogen werden.

e Der Einsatz betragt 1 €.
o Der Auszahlungsplan besteht aus drei Auszahlungsklassen.

¢ Der Anbieter des Spiels soll auf lange Sicht im Durchschnitt ca. 10% des
Einsatzes als Gewinn erhalten.

Variante: Wenn euch die Vorgaben zu sehr einschranken, dann erfindet ein Spiel, das einem
mehrstufigen Zufallsexperiment entspricht. Kiart dabei die Regeln, den Einsatz und berechnet,
was ein Spieler auf lange Sicht im Durchschnitt pro Spiel erwarten daif.

S &

Zeit: 30 Minuten
Schreibt fiir eine anschlieBende Prasentation eure Ergebnisse auf Folie.

Kaarlon- Loty :
Mt/lé

St iy |
x | 81>

| 2

8
EG) = 82/0{)"'5‘5;6 :0/5
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Gruppe D

¢ Gespielt wird mit 9 Spielkarten (4 Zehner, 3 Neuner, 2
Achter).

 Beim Spiei soiien drei'Karten ohne Zuruckiegen
gezogen werden.

¢ Der Einsatz betragt 1 €.

e Der Auszahlungsplan besteht aus drei Auszahlungsklassen.

¢ Der Anbieter des Spiels soll auf lange Sicht im Durchschnitt ca. 10% des
Einsatzes als Gewinn erhalten.
Variante: Wenn euch die Vorgaben zu sehr einschranken, dann erfindet ein Spiel, das einem

mehrstufigen Zufallsexperiment entspricht. Klart dabei die Regeln, den Einsatz und berechnet,
was ein Spieler auf lange Sicht im Durchschnitt pro Spiel erwarten darf.

Zeit: 30 Minuten
Schreibt fiir eine anschlieBende Prisentation eure Ergebnisse auf Folie.

AHeune 3 ven 9 Kaxten

(Y 2emoel, 3 Newnel, 2 Acuedrérz ¢ Mwss
ol ool sen )

Splelelnsatte (et A€

AL SZ.OLSA(UP%?I\:

g 3 /’N
£CC 3% e 9: p()‘=3>=3‘°'§""-?" 0,042
GO £OC cuR Surmne 30 P(X=36)= %%+ 2 2003
@ O Keenz 8 Pxz8) :45_};;5_ ,,,58,,3.;_
A€ . I 4—%-}% x 0333

E(x) = goct
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Gruppe F

« Gespielt wird mit 10 bunten Cuwtifde
Weihnachtsschokokugeln (5 getfse, 3 rote, 2
blaue).

¢ Beim Spiel sollen drei Schokokugeln ohne
Zuriicklegen gezogen werden.

¢ Der Einsatz betragt 1 €.
e Der Auszahlungsplan besteht aus drei Auszahlungsklassen.

« Der Anbieter des Spiels soll auf lange Sicht im Durchschnitt ca. 10% des
Einsatzes als Gewinn erhalten.

Variante: Wenn euch die Vorgaben zu sehr einschrénken, dann erfindet ein Spiel, das einem
mehrstufigen Zufallsexperiment entspricht. Klart dabei die Regeln, den Einsatz und berechnet,
was ein Spieler auf lange Sicht im Durchschnitt pro Spiel erwarten darf.

Zeit: 30 Minuten
Schreibt fiir eine anschlieBende Prasentation eure Ergebnisse auf Folie

Ctlsmemi,  Ruasiaad  _fetdves

F_\ [ o . = .
G s I ey, T, TN AR -

e —
e | PR

Maa 'uQX\‘ﬁ 2 Uso0\ OBy dac Ove. =%
TR RGN Uugrdn  OROden UK % 208icia %Qf)x,}a*

!

GRaa Mon die. SRR %‘(\\S\% QS aina.
das D “aggn SN Vh < ik

0NN T aacdiohs A

Spielen e mif /7 Vur noch Er durzg 2ed sind &% ¥
O oemum  Ensatfr von nur A gure cokei C
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