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Vorwort

Das vorliegende Skript wurde begleitend zu einer Vorlesung zur Cohomologie von Grup-
pen erstellt, welche sich an Studenten mit Vorkenntnissen aus der Algebra richtete. Die
benotigte Homologische Algebra wurde behandelt.

Einige Verifikationen wurden in die Ubungen ausgelagert. Ubungen und Losungen sollten
daher als Bestandteil dieses Skripts angesehen werden; der Leser findet sie im Anhang A.

Der Autor lernte die Gruppencohomologie in einer Vorlesung von W. KIMMERLE in Stutt-
gart [14]. Vieles aus dem vorliegenden Skript stammt daraus, und manches auch vom ge-
meinsamen Nacharbeiten zusammen mit H. WEBER. Ein Dank geht an meine Studenten
fiir Korrekturen und Verbesserungen, insbesondere an S. STIGLER und S. THOMAS. Fiir
weitere Hinweise auf Fehler oder Unklarheiten bin ich dankbar.

Aachen, den 19.05.2006

Matthias Kiinzer

Mit meinem Steilkurs Homologische Algebra in §1 bin ich nicht mehr so recht zufrieden.
Der Leser, der es etwas weniger skizzenhaft bevorzugt, sei auf [16] verwiesen.

Bremen, den 10.02.2010

Matthias Kiinzer



Konventionen.

(1)

(2)

Ist X eine endliche Menge, so bezeichnet #X oder |X| ihre Kardinalitéit, d.h. die Anzahl ihrer
Elemente.

Ist m € M ein Element einer Menge M, und M —f> N eine Abbildung, so gibt es verschiedene
Moglichkeiten, das Bild von m unter f in N zu bezeichnen: f(m), mf, m/, 'm (z.B. wenn f ein
Automorphismus ist), f,, (z.B. wenn N eine aus Abbildungen bestehende Menge ist), ...

Sind a,b € Z, so schreiben wir [a,b] :={c € Z : a<c<b},]a,b:={c€Z : a<c<b}
[a,b[:={c€Z : a<c<b} etc. Analog in anderen linear geordneten Mengen.

Sind a, b, m € Z, so schreiben wir a =, b, falls a — b € mZ.
Ein Ring ist ein Ring mit 1, nicht notwendigerweise kommutativ.

Ist R ein Ring, so bezeichnet R* := {r € R : es gibt ein s € R mit rs = sr = 1} seine Einheiten-
gruppe.

Sind m, n, a € Z, und ist n ein Teiler von am, so bezeichnen wir mit Z/mZ =, Z/nZ die durch
x + mZ+—— ax + nZ definierte Abbildung.

Bisweilen kiirzen wir Z/a := Z/aZ ab fir a > 1.
Wir setzen N:={z € Z : z > 0}.

Sind z und y Elemente einer Menge, so setzen wir 0, := 1 falls = y, und 9, , :=0 falls z # y
(Kronecker-Delta). Hierbei kann 1 auch die Identitdt auf einem Objekt und 0 ein Nullmorphismus
bedeuten.

1

Sind = und y Elemente einer Gruppe, so bezeichne %y := xyz~! resp. y® := 2~ 'yx das Konjugierte

von y mit x von links resp. rechts.

Ist U eine Untergruppe einer Gruppe G, geschricben U < G, so schreiben wir
CoU)={9eG: u=ufiraleuecU} fir den Zentralisator von U in G, und
Neg(U):={g€ G : W =U} fir den Normalisator von U in G. Ist V < G, so schreibe
Ny (U) := VN Ng(U). Schreibe U < G fiir Ng(U) = G.

Ist g ein Element einer Gruppe G, so schreiben wir auch kurz g~ := g~! fiir sein Inverses. Dito
fiir einen Isomorphismus in einer Kategorie.

Ist R ein Ring, so bezeichnen wir als R-Moduln per default R-Linksmoduln.



Kapitel 1

Homologische Algebra

1.1 Kategorien

Die elementare Theorie der Kategorien und Funktoren gilt als trivial, in demselben Sinne,
in dem auch die elementare Theorie der Vektorrdume und linearen Abbildungen als trivial
gilt. Nichtsdestoweniger sollte sie geldufig sein. Weiteres, auch weniger Elementares, findet
sich in [18].

1.1.1 Definition

Eine Kategorie C besteht aus den folgenden Daten unter folgenden Bedingungen.

e — Eine Menge Cy = ObC von Objekten (1).

— Eine Menge C; von Morphismen.

e Abbildungen

S
_—

1

C, — G
t

—_—

(engl. source, identity, target), welche
5041 = tor = idg,

erfilllen. Wir schreiben in aller Regel 1 = 1x := i(X) € C; fiir die Identitit auf
X € (.

Fiir einen Morphismus f nennen wir s(f) das Start- und ¢(f) das Zielobjekt von f.

7



Ein Morphismus f € C; mit s(f) = X und ¢(f) = Y wird auch X Ly geschrieben.
Die Gleichung s o7 =t o4 = id¢, besagt gerade, daf§ das Start- und das Zielobjekt

der Identitat auf einem Objekt X gerade wieder gleich X sind: X X

Wir schreiben Home(X,Y) = ((X,Y) = (X,Y):={f€C : s(f) =X, t(f)=Y}
fiir die Menge der Morphismen von X nach Y.

e Fiir je drei Objekte X, Y und Z in Cy gibt es eine Kompositionsabbildung

(X,)Y) x (V,2) — (X,2)
f . 9 — fg (=gof).

Wir werden also beide Kompositionsrichtungen verwenden. In grofleren Diagram-
men ist die “natiirliche” Schreibung fg bequemer zwecks Vermeidung gedanklicher
Knoten; hat man es mit vielen Elementen und wenigen Abbildungen zu tun, ist man
die “traditionelle” Schreibung g o f eher gewohnt. Die Bezeichnungen fg und go f
sind synonym.

Folgende Axiome sollen gelten.

~ Fir X vy Lz MW oist (fg)h = f(gh) (Assoziativitt).
~ Fir X Lo v e Z st fly = fund 1lyg = g (Identitét).

Beispiel.

(1) Die Kategorie (Mengen) der Mengen hat als Objekte Mengen ('), und als Morphis-
men beliebige Abbildungen zwischen je zwei Mengen.

(2) Die Kategorie (Gruppen) der Gruppen hat als Objekte Gruppen (!), und als Mor-
phismen Gruppenmorphismen zwischen je zwei Gruppen.

(3) Die Kategorie (AbGruppen) der abelschen Gruppen hat als Objekte abelsche Grup-
pen (1), und als Morphismen Gruppenmorphismen zwischen je zwei abelschen Grup-
pen.

(4) Die Kategorie (Ringe) der Ringe hat als Objekte Ringe ('), und als Morphismen
Ringmorphismen zwischen je zwei Ringen.

(5) Die Kategorie (Monoide) der Monoide hat als Objekte Monoide (1), i.e. Mengen
ausgestattet mit einer assoziativen Multiplikation mit Eins, und als Morphismen
Monoidmorphismen zwischen je zwei Monoiden, i.e. multiplikations- und einserhal-
tenden Abbildungen.

!Hieriiber gibt es verschiedene Auffassungen. Wir stellen uns auf den Standpunkt, dafl, wann immer
mengentheoretische Probleme auftreten kénnten, wir den Objektbereich hinreichend einschriinken. Bei
Interesse sei auf Grothendieck, SGA 4, Kapitel 1.0, verwiesen — dort wird erkldrt, was Universen und
beziiglich gegebener Universen kleine Mengen sind.



(6) Die Kategorie (Top) hat als Objekte topologische Riume ('), und als Morphismen
stetige Abbildungen zwischen je zwei topologischen Raumen.

(7) Die Kategorie A hat als Objekte die linear geordneten Mengen A, := [0,n] fiir
n € N, und als Morphismen die ordnungserhaltenden (manchmal auch als monoton
bezeichneten) Abbildungen zwischen je zwei solchen Mengen.

Beispiel. Sei R ein Ring. Ein R-(Links)modul ist ein Tupel (M, ¢) aus einer abelschen

Gruppe M, zusammen mit einem Ringmorphismus R —— End(M)°, wobei End(M) den
Endomorphismenring von M bezeichne, in welchem Multiplikation durch die Komposition
zweier Endomorphismen v und v in der Reihenfolge uv aufgefafit werde, und wobei aus
einem Ring E der entgegengesetzte Ring E° aus E durch Vertauschung der Multiplikati-
onsreihenfolge hervorgeht.

Héufig schreiben wir kurz M = (M, ¢), sowie rm := (m)(¢(r)) fir r € R, m € M. Ein
Morphismus von R-Moduln von (M, ) nach (N,v), auch R-lineare Abbildung genannt,

ist ein Morphismus M I N abelscher Gruppen derart, dafl das Diagramm
M-LoN

“"(’")l lwm
M-—-nN

kommutiert fiir alle » € R. In anderen Worten, es gelte (rm)f = r(mf) fiir alle r € R
und alle m € M.

Die Kategorie der R-Moduln wird mit R-Mod bezeichnet.

Ist zB. R = Z, so ist Z-Mod = (AbGl.r'uppen). Genauer, die beiden Kategorien sind
dquivalent (s.u.), und wir verwenden die Aquivalenz als Identifikation.

Ist z.B. R = k ein Korper, so ist k-Mod die Kategorie der k-Vektorrdume und k-linearen
Abbildungen.

1.1.2 Eigenschaften von Morphismen

Sei C eine Kategorie. Sei X ¥ e Morphismus in C.

1.1.2.1 Iso- und Automorphismen

Ist X =Y, so heifit X Jox ein Endomorphismus. Wir schreiben auch End X =
Ende X := (X, X).

Gibt es ein ¥ —2» X mit (X LYLX) = (X LX), so heiBt X '~ Y Coretraktion.
Gibt es ein ¥ % X mit (Y -2 X - V) = (Y =+ V), s0 heiBt X L+ Y Retraktion.
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Beispiel. Der Morphismus Z/4Z — Z/2Z in Z-Mod ist keine Retraktion.

Ist X Ly Retraktion und Coretraktion, so heifit X Ly Isomorphismus, oder iso-
morph, auch oft X —f»Y geschrieben. Gibt es dementsprechend Morphismen ¢, ¢’ mit
fg=1xund g'f =1y,sofolgt g=g'fg=¢ = f' = [".

Ist X —I»X Iso- und Endomorphismus, so handelt es sich um einen Automorphismus.
Wir schreiben auch Aut X = Aute X := {f € End¢ X : f ist isomorph}. Ausgestattet
mit der Komposition bildet Aut X eine Gruppe.

Zwei Objekte X und Y in C heiflen isomorph, geschrieben X ~ Y, falls es einen Isomor-

phismus X —j» Y gibt. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf Cy. Die Isoklasse eines
Objektes X ist gegeben durch [X]:={Y €y : X ~Y}.

So z.B. kann man die Kardinalitét einer Menge M definieren als ihre Isoklasse [M] in der
Kategorie (Mengen).

Beispiel.
(1) Es ist per Definition Autvengen)[1, 7] = S, fiir n > 0.
(2) Fir m > 2 ist Autgz nmoa(Z/mZ) ~ (Z/mZ)* (Isomorphie von Gruppen).

(3) Ist k ein Korper, so ist Auty_yoa(k™) ~ GL, (k) fiir n > 0.

Beispiel.
(1) Eine Kategorie, welche nur ein Objekt enthélt, heifit auch Monoid.

(2) Eine Kategorie, in welcher alle Morphismen Isomorphismen sind, heiit auch Grup-
poid.

(3) Ist eine Kategorie ein Monoid und ein Gruppoid, so ist sie eine Gruppe. Genauer,
die Endomorphismen des einzigen Objektes bilden eine Gruppe.

(4) Ist in einer Kategorie stets #(X,Y) < 1, und folgt aus X ~ Y, stets, daBl bereits
X =Y, so heifit sie auch Poset (engl. partially ordered set) oder halbgeordnete
Menge. Genauer, die Objekte bilden ein Poset, wobei X < Y genau dann, wenn
#(X,Y)=1.

1.1.2.2 Mono- und Epimorphismen

Es heifit X Ly Monomorphismus oder monomorph, falls fiir alle Morphismenpaare
t

T— X austf =t'f stetst = t’ folgt. Manchmal werden Monomorphismen auch X K Y
tl

geschrieben.

t
Es heift X vy Epimorphismus oder epimorph, falls fiir alle Morphismenpaare Y — T
t/
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aus ft = ft' stets t = t’ folgt. Manchmal werden Epimorphismen auch X i» Y geschrie-
ben.

Beispiel.

(1) In (Mengen) ist ein Monomorphismus aus einer nichtleeren Menge dasselbe wie eine
Coretraktion, namlich eine injektive Abbildung. Ein Epimorphismus ist dasselbe wie
eine Retraktion, namlich eine surjektive Abbildung. Siehe Aufgabe 3.(1,2).

(2) Sei R ein Ring. In R-Mod ist ein Monomorphismus dasselbe wie eine injektive
R-lineare Abbildung. Ein Epimorphismus ist dasselbe wie surjektive R-lineare Ab-
bildung. Siehe Aufgabe 3.(3,4).

Ein R-Modul M heile endlich erzeugt, falls es fiir ein £ > 0 einen Epimorphismus
RE 4~ M gibt.

Ist z.B. R = k ein Korper, so ist ein Vektorraum iiber £ endlich erzeugt genau dann,
wenn er endlichdimensional ist.

(3) In (Ringe) ist die Inklusionsabbildung Z — Q, z+— %, ein Monomorphismus und
ein Epimorphismus, aber kein Isomorphismus. Vgl. Aufgabe 2.(4).

(4) Sei X = {1,2} ein topologischer Raum mit den offenen Mengen 0, {1}, {2}, {1, 2}
(diskrete Topologie), und sei Y = {1,2} ein topologischer Raum mit den offenen

Mengen () und {1,2} (verklumpte Topologie). Die stetige Abbildung X oy mit
(1)f = 1 und (2)f = 2 ist ein Mono- und ein Epi-, aber kein Isomorphismus in
(Top).

1.1.3 Eigenschaften von Objekten

Sei C eine Kategorie. Sei X ein Objekt in C.

1.1.3.1 Nullobjekte

Ist #(X,Y) =1 fiir alle Y € Cy, so heifit X initiales Objekt. Sind X und X’ initiale
Objekte, so sind also insbesondere (X, X) = {1x}, (X', X') = {1x}, (X, X") = {f},
(X', X) = {g}, und mangels anderer Méoglichkeiten sind fg = 1 und ¢gf = 1. Wir sagen,
das initiale Objekt ist, falls es existiert, bis auf einen eindeutigen Isomorphismus bestimmt.

Ist #(Y, X) = 1fur alle Y € Cy, so heifit X terminales Objekt. Mit dem dualen Argument
folgt, dafl das terminale Objekt, falls es existiert, bis auf einen eindeutigen Isomorphismus
bestimmt ist. Vgl. Aufgabe 1.

Ein Objekt, das zugleich initial und terminal ist, heiit Nullobjekt, und wird in der Regel
mit 0 bezeichnet. Es ist bis auf einen eindeutigen Isomorphismus bestimmt, so es existiert.
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Beispiel. Das Nullobjekt in (Gruppen) ist die triviale Gruppe 1 = {1} (ausnahmsweise
nicht mit 0 bezeichnet). Weitere Beispicle behandeln wir in Aufgabe 4.

Existiert in C ein Nullobjekt 0, so gibt es zwischen je zwei Objekten X und Y auch den
Nullmorphismus X —0—Y, oft X oy geschrieben.

1.1.3.2 Injektiv, projektiv, bijektiv

Es heiit X projektiv, falls jeder Epimorphismus mit Ziel X eine Retraktion ist.
Es heifit X injektiv, falls jeder Monomorphismus mit Start X eine Coretraktion ist.
Es heifit X bijektiv, falls X injektiv und projektiv ist.
Beispiel.
(1) Ist R ein Ring, so ist R selbst ein projektiver R-Modul. Siehe Aufgabe 5.(1).
(2) Ist k ein Korper, so ist jeder k-Modul bijektiv. Siehe Aufgabe 5.(2).

(3) In Z-Mod ist Z/2Z weder projektiv noch injektiv. Es ist Z projektiv, aber nicht
injektiv. Dahingegen sind Q und Q/Z injektiv, da divisibel. Siehe Aufgabe 5.(3).

1.2 Additive Kategorien

1.2.1 Produkte und Coprodukte

Sei C eine Kategorie. Sei I eine Indexmenge. Sei (X;);er ein Tupel von Objekten von C.

Ein Objekt P zusammen mit einem Tupel von Morphismen (P ﬁ»Xi)ie 1 heiit Produkt
von (X;)es, falls folgende universelle Eigenschaft zutrifft.

Fiir jedes Tupel von Morphismen (7' i»Xl-)ie 1 gibt es genau einen Morphis-

mus T —— P mit tm;, = t; fur alle 7.

Das Produkt P von (X;);es ist, falls es existiert, bis auf einen eindeutigen Isomorphismus
bestimmt. Denn sind (P, (;);) und (P’, (7});) Produkte von (X;);, so gibt es genau einen
Morphismus P P mit fmi = m; stets, und auch genau einen Morphismus p-Lp
mit gm; = 7, stets. Nun sind fgm; = m; und, alternativ, 1pm; = m; stets, so da§ mit der
Eindeutigkeit fg = 1p folgt. Genauso folgt auch gf = 1p:.

Wir schreiben auch [, ., X; := P. Ist I = {1, 2}, so schreiben wir auch X;1m X, := P, usf.

Dual dazu, ein Objekt C' zusammen mit einem Tupel von Morphismen (X e, )ier heifit
Coprodukt von (X;);ey, falls folgende universelle Eigenschaft zutrifft.
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Fiir jedes Tupel von Morphismen (X; by T)icr gibt es genau einen Morphis-

mus C — T mit vt = t; fir alle <.

Das Coprodukt C' von (X;)es ist, falls es existiert, bis auf einen eindeutigen Isomorphis-
mus bestimmt.

Wir schreiben auch [[.., X; := C. Ist I = {1,2}, so schreiben wir auch X;11 X, := C, usf.

iel “Vi
Beispiel. In (Mengen) ist das Produkt der Mengen X und Y durch das cartesische

Produkt XY = X x Y gegeben, mit X x ¥ > X, (z,y)—x und X X y 2Ly,
(x,y) —y. Ihr Coprodukt ist gegeben durch die disjunkte Vereinigung XuyY = X UY,

mit X > X UY, z—zund Y 2> X UY, Y.
Bemerkung. Es ist X;11 Xo11 X3 ~ (X711 Xo) 1 X3 ~ Xy11 (Xo11 X3), ete.

1.2.2 Direkte Summen

Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt, in der alle Produkte und alle Coprodukte von Paaren
von Objekten existieren.

Es gibt fir jedes Paar (X,Y) von Objekten einen eindeutigen Morphismus
XuY ZX XY mit

LXZxy Tx = 1 Lx Zxy Ty = 0

ly Zxy Tx = 0 ly Zxy Ty = 1.

Ist zxy ein Isomorphismus, so verwenden wir ihn zur Identifikation und schreiben

XaY = XuY ZX XnYy,
genannt die (direkte) Summe von X und Y. Wir sagen, das Paar (X,Y") hat eine direkte
Summe.
Wobei Identifikation bedeutet, dafl wir Morphismen X XX o Y, Y XX o Y,
X@Y = X und X @Y 25 Y haben, die

LxTTx = 1 LxTy = 0
LyTTx = 0 LyTy = 1

erfiillen.
Ist Z~ X @Y, soheiBt X ein (direkter) Summand von Z.

Habe im folgenden jedes Paar von Objekten in C eine direkte Summe.

Sei X—A>X@X durch Am; = Amy = 1x und Y@Y—v»Y durch 1V = 1,V = 1y
definiert, wobei ¢; resp. m; fiir i € {1,2} die zu Coprodukt resp. Produkt zugehorigen
Morphismen bezeichne.
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Gegeben X oy und x' Loy , definieren wir X & X’ oLy @Y’ durch
LX/ (f @ f/>7TY — 0 LX/(f @ f/)ﬂ'y/ = f/ .

Also z.B. ZXY = lX D 1y.

Esist tx(f @ f) = fiy und tx:(f & f') = f'tys, wie man jeweils nach Kompositition mit
my und mit 7y~ feststellt.

Fiir X LoV %4 Z und X' 2 v o 77 ist (fefYgdd) = (fg) @ (fd). In der Tat
werden

x(fofgdyg) = fulged) = faz = wx(fg)®(f'9)
fef ) = flug®d) = flgiz = wx(fg)®(fg).

f
Setze nun fir X — Y
f/

f+f = A(fef)V e (X,Y).

Definition. Eine Kategorie A heifit additiv, falls sie ein Nullobjekt enthalt, falls jedes
Paar von Objekten eine direkte Summe hat, und falls fiir jedes Objekt X in A ein Endo-
morphismus —1x von X existiert mit 1y + (—1x) = 0.

In Aufgabe 7.(1) wird verifiziert, daf fiir je zwei Objekte X und Y einer additiven Ka-
tegorie A die Morphismenmenge 4X,Y) mit der Operation (+) eine abelsche Gruppe
f
bildet, und daB (f + f)(g+¢') = fg+ fg + f'g+ f'¢ fir X ==Y == Z darin.
f/ /

g
Beispiel.

(1) Ist R ein Ring, so ist R-Mod eine additive Kategorie.

(2) Ist A eine additive Kategorie, so auch A°.

1.2.3 Matrixkalkiil

Sei A eine additive Kategorie. Es lassen sich durch Iteration auch direkte Summen
@z‘eu,n} X, = X1 ®--- @ X, von endlichen Tupeln (Xji,...,X,) von Objekten bilden.
Ist n = 1, so ist die direkte Summe des Tupels (X;) gerade X, ist n = 0, so ist die
direkte Summe des leeren Tupels () gleich 0.

Die Beschrankung auf endliche direkte Summen ist nicht artifiziell. Der Leser kann sich
iiberlegen, dafl allgemein das Produkt von, sagen wir, abelschen Gruppen gerade deren
cartesisches Produkt ist, wohingegen ihr Coprodukt darin als die Untergruppe der Tupel
mit nur endlich vielen Eintrigen ungleich 0 wiedergefunden wird. Vgl. Aufgabe 19.(1).
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Der induzierte Morphismus vom Coprodukt in das Produkt von (Xj, ..., X)) ist ein Iso-
morphismus, so dafl wir {iber Morphismen

L Uy

X, 4 X @eaX, - X

verfiigen fiir 4, 7 € [1,n], mit der Eigenschaft, da ¢;7; = 0; ;.
Ein Morphismus

Xl@“‘@Xn i, Yl@...@ym

ist durch Angabe der Matrix (f;;)icpn, jepm = (tif7;)i; eindeutig festgelegt, wobei
fij € AXi,Yj).

Umgekehrt 148t sich durch beliebige Matrixeintrage f; ; € 4X;,Y;) ein Morphismus von
X1®---® X, nach Y] & --- @Y, definieren. D.h. als abelsche Gruppen ist

A(Xl@"'@XmYlEB'”EBYM) — @1] ( is J)

und wir verwenden diesen Isomorphismus in der Notation als Identifikation, d.h. wir se-
hen Matrizen von Morphismen zwischen den Summanden als Morphismus zwischen den
Summen an.

So werden z.B.

L 10
(X% Xov) = X2 xav)

(X@YKX):(X®YQLX)

A (11)
(X 2-XaX) = (X — XaX)

(1)

YBY-=Y) = YOV 4 Y)

fo
(X@X”W;Y@V):(X@XK”)Y@Wy

Lemma (Matrixmultiplikation). Es wird die Komposition

(@X (Fis)ig @Y (95.1)i. @Zk> _ (@Xz (325 fii9ik)ik @Zk> .

k

Kurz gefafit, es gelten die Rechenregeln der Linearen Algebra, sofern man dort mit Zei-
lenvektoren arbeitet.

Beweisskizze. In Matrixschreibweise lautet die Definition der Addition

utv = (1) (5v) (1) -
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Nach den vorgenommenen Identifikationen der Assoziativitdt der direkten Summe wird
daher z.B. fiir drei Summanden

(wto)+w = (1) ("5"0) (1)

wobei die Komposition (11) (é 5 (1)) = (111) durch Komposition mit den 7; verifiziert wird,

und analog auf der rechten Seite. Allgemeiner ist

Z Ui—(l---1)< ) () )
1€[1,n] Un, 1

Nun zur eigentlich zu zeigenden Gleichung. Nach Komposition mit ¢; von links und 73 von
rechts diirfen wir annehmen, dafl die &ufleren beiden Summen aus nur einem Summanden

bestehen.
f1
(f1fn) = (11)( > ,
fn

Es wird
wie man mittels Komposition mit 7; von rechts verifiziert; und damit und der dazu dualen

Gleichung wird
91 fi g1 1
(fl...fn)<;> = (1...1)< ) ( ) ()
n fn gn 1
Jfig1 1
= (11)( ) ()
fngn 1

5) € End(Z/4Z ® Z/8Z) nilpotent von Nilpotenzgrad 3, da

Beispiel. In Z-Mod ist (3
9= (88 =0

(%8)2 = (82) # 0, aber (

1.3 Funktoren und Transformationen

1.3.1 Funktoren

Seien C und D Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor C . D besteht aus zwei Abbildun-

gen
C % D,

Fy
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derart, dafl Fyosec = spo Fy, Fyote =tpo Fy und Fj oic = ip o Iy, und derart, daf fiir
X Loy % 7 in C stets die Gleichheit

Fi(f)Fi(g) = Fi(f9)
besteht.
In der Regel unterschligt man die Indizes und schreibt kurz F'f = F(f) := Fi(f) fiir
einen Morphismus f in C und F X = F(X) := Fy(X) fiir ein Objekt X in C.

Die angefiihrten Vertréglichkeiten bedeuten zunéchst, daf§ F/(X I, Y)=F(X) P0) (Y)
stets, dafl F'(1x) = 1p(x) stets, und daB, wie angegeben, F'(f)F(g9) = F(fg) stets.

Sind ¢ 5D b0 & gwei Funktoren, so ist ihr Kompositum C CoF, & definiert via
(GoF)y:=GgoFyund (G o F); := Gy o F;, und wiederum ein Funktor.

Da sich die Anzahl der zu komponierenden Funktoren in Grenzen halten wird, verwenden
wir die “traditionelle” Kompositionsrichtung.

Der identische Funktor 1¢ besteht aus 1¢, und 1¢,.

Betrachte fiir ein Paar (X, Y’) von Objekten von C die Abbildung (X,Y) — o(FX, FY),
f—Ff.

Der Funktor F heiflt voll, wenn diese Abbildung stets surjektiv ist.
Der Funktor F' heifit treu, wenn diese Abbildung stets injektiv ist.

Der Funktor F' heif3t dicht, falls fiir jedes Objekt M von D ein Objekt X von C so existiert,
dafl FX ~ M.

Bemerkung. Ein Funktor C . D induziert eine Abbildung auf den Isoklassen, da das
Bild eines Isomorphismus unter einem Funktor wieder ein Isomorphismus ist. Es ist F
dicht genau dann, wenn diese induzierte Abbildung surjektiv ist.

Konvention. Seien C und D Kategorien. Ein kontravarianter Funktor von C nach D ist
ein Funktor von C° nach D. Wir schreiben ihn

cc Lop
f

x-Lxy — (FxExy,

was insofern ein Milbrauch von Bezeichnungen ist, als daf§ wir den Morphismus X Jox
in C und nicht, wie wir eigentlich miifiten, als X L X'in C° notieren.
Beispiel.

(1) Sei C eine Kategorie. Sei X € ObC.

Die Zuweisung

¢ X (Mengen)
(Y Lv) e (dX V) (XYY ¢ fe fy)
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definiert einen Funktor, den (kovarianten) Homfunktor von X.

Die Zuweisung

co oY (Mengen)

VLY (VX)L (VLX) s yf i f)

definiert einen Funktor, den (kontravarianten) Homfunktor von X (vgl. obige Kon-
vention).

Manchmal schreibt man auch (—)y := «(X,y) und y(—) := Ay, X).

Im allgemeinen sind sowohl X, —) als auch o—,X) weder voll noch treu noch
dicht.

Wie (1), nur mit einer additiven Kategorie C und dafiir den Homfunktoren mit
Zielkategorie Z-Mod. Wir sagen, es nehmen fiir X € ObC die Homfunktoren X, —)
und —, X) Werte in Z-Mod an.

Sei k ein Korper. Fiir V' € Obk-Mod nimmt der Funktor jppq—,V) Werte in
k-Mod an. Insbesondere nimmt die Dualitit (—)* := gmod —, k) Werte in k-Mod
an. Hierfiir gilt die bekannte Beziehung (fg)* = ¢*f* fiir k-lineare Abbildungen

\% N W -2+ X zwischen Vektorrdaumen iiber k.

Sei G eine Gruppe. Eine G-Menge ist ein Paar (M, ¢), bestehend aus einer Menge M

und einem Gruppenmorphismus G — (Aut M)°. Meist schreibt man M = (M, )
und gm = (m)(p(g)) fir g € G und m € M. Ein Morphismus von G-Mengen

zwischen (M, ) und (IV,1)) ist eine Abbildung M L. N von Mengen derart, daf
f(g) = ¢(g)f fur alle g € G, i.e. derart, dal g(mf) = (gm)f fur alle m € M
und alle ¢ € G. Die Kategorie der G-Mengen und ihrer Morphismen werde mit
(G -Mengen) bezeichnet.

Insbesondere gibt es die triviale einelementige G-Menge {x}, auf welcher alle Ele-
mente von G identisch operieren. Fiir eine G-Menge M wird

f ..
(G-Mengen)({*}, M) = {{x} =M : g(xf) = «f fiir alle g € G}
= {meM:gm=mfiralege G} = Fixg M = MY,

wobei die zweite Gleichheit als Identifikation zu verstehen ist. Wir erhalten al-
so einen Funktor (—)% := (G Mengen)({*}, —), welcher auf Morphismen durch Ein-

schrinken auf die jeweiligen Fixpunktmengen operiert — der Morphismus M N
G
von G-Mengen wird auf die Abbildung M¢ A E eingeschrankt.

Wir bemerken noch, daf§ wir alternativ eine G-Menge auch als einen Funktor von
G°, mit G gesehen als Kategorie, nach (Mengen) hétten definieren kénnen.
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(5) Sei C eine Kategorie. Eine Teilkategorie D besteht aus Teilmengen Dy C Cy und
D; C (Cy derart, daB die Operationen s, ¢, ¢ und die Komposition nach D ein-
schréanken. Wir schreiben D C C. Wir haben einen Inklusionsfunktor D C— C, der
jedes Objekt und jeden Morphismus von D auf sich selbst abbildet, nun gesehen als
Objekt bzw. als Morphismus von C. Eine Teilkategorie heifit voll, wenn der zugehori-
ge Inklusionsfunktor voll ist. Eine volle Teilkategorie D C C ist also durch Angabe
von Dy bestimmt, da fiir je zwei Objekte X, Y € Dy gilt, daB p(X,Y) = (X, Y).

1.3.2 Transformationen

1.3.2.1 Begriff

F
Seien C — D Funktoren. Eine (natirliche) Transformation a von F nach G, geschrieben
G

F
F -G oder CZvaD, ist ein Tupel
G

aX
a = (FX —+GX)xcone
von Morphismen in D derart, daf§ fiir alle Morphismen X —“+ X’ in C das Viereck

FX . GX

F:ci iGz

X X ax’
kommutiert, i.e. es gilt (aX)(Gz) = (Fx)(aX’) stets. Diese Eigenschaft wird auch als die
Natiirlichkeit von aX in X bezeichnet.

Auf einem Funktor F gibt es die identische Transformation 1p = (1px)xeobe-

. .- . . b .
Die Komposition zweier Transformationen F —» G — H ist durch

ab = ((ab)X)xeovc = ((aX)(bX))xeobe ;

i.e. durch punktweise (d.h. objektweise) Komposition gegeben, und ihrerseits eine Trans-

. b
formation F ——» H.

Sind C und D zwei Kategorien, so erhalten wir die Kategorie [C, D1, welche als Objekte
Funktoren von C nach D, und welche als Morphismen zwischen je zwei Funktoren F' und
G die Menge der Transformationen von F' nach G hat.

Eine Transformation, die in dieser Kategorie [C, D1 ein Isomorphismus ist, heifit auch
Isotransformation (oder natirliche Aquivalenz).
F

. A . . .
Lemma. Fs ist C\gng eine Isotransformation genau dann, wenn fir alle X € ObC
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. aX . . . .
der Morphismus FX — GX ein Isomorphismus ist. Kurz, Isotransformationen kann
man punktweise erkennen.

Beweis. Ist a eine Isotransformation, so ist aX stets ein Isomorphismus. Ist umgekehrt
-1
aX stets ein Isomorphismus, so miissen wir zeigen, daf§ das Tupel (GX (a%) FX)xecobe

eine Transformation darstellt. In der Tat wird fiir einen Morphismus X Ly aus C

(@X)((@X)"(F))(aY) = (Ff)(aY) = (@X)(Gf) = (@X)((G/)@Y)")(aV),

und wir diirfen die Isomorphismen aX und aY kiirzen. o

Beispiel.

(1) Sei k ein Korper. Wir haben die Transformation 1x.10q = (—)*™*, gegeben durch
X X**, x> (A (z)\). Dies ist in der Tat eine Transformation, denn gegeben
eine k-lineare Abbildung X oV und ein z € X, so stimmen

() f(evY) = (u—=(z)fn)
(@)(evX) [ = (A= (2)A) ™" = (p—(2)((1) ") = (pr—(z)fn)
iiberein. Es ist ev. X monomorph stets. Bezeichet k£-mod die Kategorie der endlich-

ev

dimensionalen Vektorrdume, so ist die Einschriankung 14 04 — (—)** darauf eine
Isotransformation.

(2) Sei C eine Kategorie. Wir haben einen Funktor
= [C°, (Mengen)]
X — (—X)
Sei F' € Ob[IC°, (Mengen) 1 ein Funktor von C° nach (Mengen).
Das Yonedalemma besagt, dafi die Auswertungsabbildung

e

<<_>X)>F) — FX
a +— (a)e == (1x)(aX)
eine Bijektion ist fiir alle X € ObC. Insbesondere ist (—,=) voll und treu. Siehe
Aufgabe 9.

(3) Sein > 0,sei C = A, . Sei D eine Kategorie. Die Kategorie [A,,, D1 hat als Objekte
Diagramme der Form

X = (Xﬂi,Xli,...i,Xn),
und als Morphismen zwischen zwei solchen Diagrammen X und Y Tupel
(X* A Y")iel0,n], Welche

XO z Xl z . z X"

o)l |

yo Y yl y_..._Y yn
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zu einem kommutativen Diagramm machen, i.e. fiy = xf7 fiir 0 < i < j < n

— wobei bei den Morphismen X’ —» X7 die Indizierung unterschlagen wurde.

(4) Die Kategorie der G-Mengen kann man alternativ als [LG°, (Mengen)l definieren.

1.3.2.2 Aquivalenzen

Sei € -2+ D ein Funktor. Es heiftt F eine Aquivalenz, falls es einen Funktor C L gibt

mit Go F' ~ 1¢c und F oG ~ 1p, geschrieben C % D. Existiert eine Aquivalenz zwischen
C und D, so heiflen diese beiden Kategorien dquivalent, geschrieben C ~ D.

Lemma. Ein Funktor C ——D ist genau dann eine Aquivalenz, wenn er voll, treu und
dicht ist.

Ist F voll und treu, und ist dazuhin Fy eine surjektive Abbildung von ObC nach ObD, so
finden wir dariberhinaus einen Funktor C £ D, fiir welchen GoF ~ 1¢ und F oG = 1p
15t.

Beweis. Tst C——~D eine Aquivalenz, so gibt es ein ¢ << D und Tsotransformationen

FoG-2+1pund GoF —f» lc. Um zu zeigen, dafl F dicht ist, sei uns ein Y € Ob D vorge-
geben. Wir miissen zeigen, dafl es ein X € Ob(C gibt mit F'X ~ Y. Mit X = GY ist in der

Tat F(GY') Y Y. Ferner miissen wir zeigen, dafl die Abbildung (X, X') — (F X, FX'),
(X—f>X') (FXHFX’) fir alle X, X’ € ObC bijektiv ist. Dazu wollen wir
die Behauptung zelgen daB die Abbildung (FX,FX')— (X, X"), (FX 2+ FX')—
(xP arx 9% arx P50 X7) unsere Abbildung beidseitig invertiert. Sei zum einen
x-Lox gegeben. Anwenden der beiden Abbildungen liefert (8X) ' (GFf)(8X') = f,

da f8 eine Transformation ist. Sei zum anderen FX 2~ FX’ gegeben. Anwenden der bei-
den Abbildungen liefert (F8X) ' (FGg)(FSX'). Bleibt also zu zeigen, daf dies gleich g

ist.

Beachte zunéchst, dal allgemein (BGFZ)(8Z) = (GFBZ)(pZ) fix Z € ObC wegen [
Transformation. Also ist auch (BGFZ) = (GFBZ), da fZ Isomorphismus ist.

(G
Da « eine Isotransformation ist, ist (aFX) "= (FG¢')(aFX'), oder, in anderen Worten,
= (aFX) Y (FGg')(aFX') fir FX 2~ FX'. Somit wird in der Tat

(FBX) {(FGg)(FBX') = (aFX) ™ (FG((FAX) {(FGg)(FBX')))(@FX')
— (aFX)'F((GFBX) Y (GFGg)(GFBX"))(aFX")
= (aFX)'F((BGFX){GFGg)(BGFX"))(aFX")
— (aFX)'F (BGFX)‘l(ﬁGFX)(Gg))(aFX’)
= (aFX)'F(Gg)(aFX")



22

Sei nun umgekehrt F' voll, treu und dicht. Wahle fiir jedes Y € ObD ein Objekt Xy
zusammen mit einem Tsomorphismus F(Xy) -2+ (2). Beachte hierbei, da X und Xpx

nicht notwendig iibereinstimmen, und dafl auch ¥rx nicht notwendig eine Identitét ist.

Ist Fj sogar surjektiv, so wéhlen wir F'(Xy) =Y und dy = 1y fiir alle Y € ObD.

Fiir Y -2~ Y’ in D setzen wir zunichst GY := Xy, entsprechend GY’ := Xy, und cha-

rakterisieren o
GY = Xy > Xy = GY’

durch FGg = dygvy,. Dies ist eine wohldefinierte Abbildung von D; nach C;, da F voll
und treu ist. Es ist Gly = 1gy, da F(lgy) = 1FGY = 19y1y19;1. Bleibt zu zeigen, daB G
mit der Komposition vertraglich ist, dafl /' o G ~ 1p und dafl G o F ~ 1.

Seien Y -2 Y’ i,»Y” Morphismen in D. Es ist GY %9 @Y’ charakterisiert durch
FGg = ¥ygdy) und GY’ 99, QY durch FGq' = ¥y:g'dy,. Somit ist

F((Gg)(Gy)) = (FGg)(FGy) = (Iygiy))(Wyg'Vyn) = V(9905 .
was (Gg)(G¢') dazu qualifiziert, als G(gg’) Verwendung zu finden. Somit ist G ein Funktor.

Setze ¥ = (FGY ﬁTY> Y)yeobp. Nach Charakterisierung von Gg fiir Y .Y’ iiber
(FGg)(Uy+) = Vyg ist ¥ eine Isotransformation von F o G nach 1p. Somit ist F'o G ~ 1p.

Ist Fy nun sogar surjektiv, und also Jy = 1y gewihlt fiir alle Y € ObD, soist F oG = 1p.

Wir haben fiir X € ObC einen Isomorphismus FGFX = FG(FX) r FX, und wegen
F voll und treu folglich auch einen Isomorphismus GFX -2 X, der durch F (nx) = Vrx
charakterisiert ist. Nun ist fiir X S, X'"inC

F("7Xf) = (Wpx)(Ff) = (FGFf)(Ypx) = F((GFf)an)

wegen I treu auch nx f = (GF f)nx/. Somit ist 1 eine Isotransformation von G o F' nach
1¢, und damit ist G o F' ~ 1. o

Die Argumentationsweise in der zweiten Hilfte des vorstehenden Beweis, iiber Wahlen und
indirekte Definitionen, tritt in der Kategorientheorie eher selten auf.

Beispiel.

(1) Eine volle Teilkategorie D einer Kategorie C heifit ein Skelett von C, falls ObD ein
Reprisentantensystem der Isoklassen von Ob C darstellt. Es ist der Inklusionsfunktor
D C . C eine Aquivalenz.

(2) Sei k ein Korper. Sei k-mod die Kategorie der endlichdimensionalen Vek-

torrdume. Es ist (k:—mod)oﬂk—mod eine Aquivalenz, mit der Umkehrung

k-mod X (k-mod)°. In der Tat ist (—)** ~ 1.

2Djieser Schritt verwendet das Auswahlaxiom.
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Vorsicht, es sind k-Mod und (k-Mod)® nicht dquivalent! In k-Mod gibt es ein (unend-
liches) Tupel von Objekten, fiir welches der induzierte Morphismus vom Coprodukt
in das Produkt monomorph, aber nicht epimorph ist — wohingegen in (k-Mod)®,
und so auch in allen dazu dquivalenten Kategorien, ein solcher Morphismus stets
epimorph ist, da er gesehen in k-Mod stets monomorph ist.

1.3.2.3 Adjunktionen

Sind C und D Kategorien, so definieren wir ihr direktes Produkt C x D durch (C x D), :=
Co X Dy, durch (C x D); := C; x D; und durch komponentenweise Anwendung von s, ¢, i
und Komposition.

F
Seien Funktoren C D gegeben. Es heifit F' linksadjungiert zu G, oder, dquivalent, GG
a
rechtsadjungiert zu F', geschrieben F -4 G, falls

o F(=),=) = -, G(=)

in [C° x D, (Mengen)ll. Ausgeschrieben bedeutet dies, es gibt ein Tupel
(Pxy)xecobe,yeobp von Isomorphismen, der Ubersichtlichkeit halber unten indiziert,
verlaufend zwischen

AFX,Y) 255 (X, GY),

und zwar derart, daf} fiir alle Morphismen X' X in C.,Y -5V inDund FX Y
in D

f(8)2xy)(Gg) = ((Ff)sg)®xy
ist.

Beispiel.

(1) Der Vergifunktor (Gruppen) Y (Mengen) ordnet einer Gruppe ihre unterliegende
Menge, und einem Gruppenmorphismus seine unterliegende Abbildung zu. Wir ver-
gessen also die Gruppenstruktur resp. die Vertréglichkeit mit der Gruppenstruktur.

Sei auf der anderen Seite (Mengen) i (Gruppen) der Funktor, der einer Menge
die freie Gruppe auf dieser Menge, und jeder Mengenabbildung den induzierten
Morphismus der freien Gruppen zuordnet.

Wir behaupten, es ist /' -4 V. Dazu geben wir fiir eine Menge M und eine Gruppe
G die Bijektion wie folgt an.

P
(Gruppen)(FMa G) - (Mengen)(M7 VG)
S S|M .

Die universelle Eigenschaft der freien Gruppe besagt gerade, dafl es sich um eine
Bijektion handelt. Priifen wir nach, daf dies eine Transformation von Funktoren auf

(Mengen)® x (Gruppen) darstellt. Sei hierzu M’ L\ M eine Abbildung und G -4 &'
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ein Gruppenmorphismus. Bezeichnen wir mit M v FM und M’ —~ FM' die In-
klusionabbildungen, so erhalten wir in der Tat

fGslm)(Vg) = fisg
i'(F'f)sg
= ((Ff)sg)|m -

Sei G eine Gruppe. Wir haben einen Inklusionsfunktor (Mengen) L (G -Mengen),
der einer Menge M die G-Menge M zuordnet, ausgestattet mit der trivialen G-

_\G
Operation. Ferner sei an den Fixpunktfunktor (G -Mengen) ey (Mengen) erinnert.

Schliefllich haben wir einen Funktor (G -Mengen) o (Mengen), der einer G-Menge
M die Menge ihrer Bahnen auf M zuordnet, und einem Morphismus M N M’ von
G-Mengen die induzierte Abbildung auf den Bahnen. Beachte hierzu, daf§ Elemente

einer Bahn von M unter einem Morphismus von G-Mengen auf Elemente einer Bahn
von M’ abgebildet werden. Wir behaupten

B 4TI 4 (-)°.

Zu B 4 I. Sei M eine G-Menge und X eine Menge. Wir haben die Abbildung

M- BM, die jedes Element auf seine Bahn schickt. Die verlangte Bijektion ist
gegeben durch
Dar,x
(Mengen)(BMa X) - (G’—Mengen)(M7 ]X)
f — mf.

Da jeder Morphismus von G-Mengen von M in eine G-Menge IX mit trivialer
Operation konstant auf den Bahnen ist, faktorisiert er iiber m. Dies liefert die Um-
kehrabbildung. Man priift nach, dafl dies eine Transformation ist.

Zu I - (—)¢. Sei X eine Menge und N eine G-Menge. Sei N¢ "~ N die Inklusions-
abbildung. Die verlangte Bijektion ist gegeben durch

)4
(G—Mengen)(]Xa N) 2 (Mengen)(Xa NG)
fn ~—f

Da jeder Morphismus von G-Mengen von einer G-Menge I X mit trivialer Operation
in eine G-Menge N sein Bild in N¢ hat, ist dies in der Tat eine Bijektion. Man priift
nach, dafl dies eine Transformation ist, und zwar am besten in der angegebenen
Richtung von (X, N¢) nach (IX, N).

Ohne Begriindung sei angemerkt, daf$ der Linksadjungierte zu einem Funktor bis auf
Isotransformation eindeutig bestimmt ist, so er existiert; dito der Rechtsadjungierte.
(Man kann mit dem Yonedalemma aus Aufgabe 9.(3) aus (—,G(=)) ~ (F(—),=) ~
(—,G'(=)) folgern, daB G ~ G'.)

Beispiel (2) zeigt nun, daf} sich fiir einen gegebenen Funktor sich dessen Links- und
Rechtsadjungierter unterscheiden, so sie beide existieren.
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1.4 Additive Funktoren

1.4.1 Begriff

Seien A und B additive Kategorien. Ein Funktor A4 . B heift additiv, wenn er fiir jedes
Paar (X,Y) von Objekten von A folgende Eigenschaften (0, 1, 2) hat.

(0) Esist FO ein Nullobjekt in 5.
(1) Esist F(X @Y), zusammen mit Firx und Fiy, ein Coprodukt von FX und FY.
(2) Esist F(X @Y), zusammen mit Frx und Fry, ein Produkt von FX und FY.

Kurz, F' bewahrt Null und direkte Summen. Wir diirfen also, qua Wahl des Bildes der
direkten Summe als direkte Summe der Bilder, folgende Identifikationen vornehmen.

F(X®Y) = FX®FY
Fix = 1px
F7TX = TFrx .

Allgemeiner wird

(EDX Y | @Y):(@FX Eiidia @FY)

D.h. F wird in direkten Summen summandenweise und in Matrizen eintragsweise ange-
wandt.

Es ist 1 4 ein additiver Funktor. Sind A L B — C additive Funktoren zwischen additiven
Kategorien, so ist auch G o F' ein additiver Funktor.

Es werden keine speziellen Transformationen zwischen additiven Funktoren ausgezeichnet,
sondern einfach alle betrachtet. Kurz, den Begriff der “additiven Transformationen” gibt es
nicht.

Bemerkung. Zum Nachweis der Additivitdt von F' geniigt es zu zeigen, dafl F0 ~ 0 und
daf3 (FL x )

FxXery ™ pXaoy)

Fxery "2 pxey)
sich wechselseitig invertieren. Denn dann zeigen tpx (lj;iif) = Fix und tpy (I;LY) Fuy,

da F(X @Y) zusammen mit Fry und Fiy ein Coprodukt von F X und FY ist; und dual
fiir die Produkteigenschaft. Entlang dieser beiden Isomorphismen wird dann identifiziert.

Es ist hierbei (?i’;) (Frx Fry ) = (0 1) schon allein wegen F' Funktor und wegen F'0 ~ 0. Zu
zeigen bleibt also nur, dafl (Frx Fry) (51X) = F(mxix) + F(ﬂ'yLy) =1,ie daB F (g9) +
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F (8(1)) = F (5(1)) Oder aber, es geniigt zu zeigen, dafl (fﬁﬁ) epimorph ist. Oder aber, es
geniigt zu zeigen, daf§ (Frx Fry ) monomorph ist.
Beispiel.

(1) Ist A L. B eine Aquivalenz zwischen additiven Kategorien A und B, so ist F' auto-

matisch additiv.

(2) Ist A eine additive Kategorie, und ist X € Ob A, so sind 4 X,—) und 4—,X)
additive Funktoren von A resp. A° nach Z-Mod. Dies folgt aus der Formel aus
§1.2.3, die erlaubt, direkte Summen aus dem Homfunktor herauszuziehen, die also

dem Matrixkalkiil zugrundeliegt.
(3) Sind R und S Ringe, und ist N ein R-S-Bimodul, so ist S-Mod Y957 R Mod ein
additiver Funktor. Siehe Aufgabe 13.(4).

1.4.2 Quotientenkategorien

Sei A eine additive Kategorie.

Eine volle Teilkategorie B C A heifit volle additive Teilkategorie, wenn sie ein Nullob-
jekt aus A enthélt, und wenn Ob B in Ob A unter direkten Summen je zweier Objekte
abgeschlossen ist. Es ist dann B eine additive Kategorie, und auch der Inklusionsfunktor
B .+ A ist dann additiv.

Sei nun N C A eine volle additive Teilkategorie.

N wie Null — wir wollen die Objekte von A in einer geeigneten Kategorie “zu Null machen”.

Wir definieren die Kategorie A/AN wie folgt. Sei zunichst (A/N)y = Ay. Um die Mor-
phismen zu definieren, setzen wir zunéchst fiir X, ¥ € Ob A,

MX,Y) X f es gibt eine Faktorisierung
* ’ - (XLY):(XLNL}/) fiir ein N € ObN |

Esist 4 MX,Y) < AX,Y) eine Untergruppe, da zum einen die 0 enthalten ist, und da
aus , ,

xLy) = x Lnv Dy

(X-Ly) = (Xx-LMmLoy)
mit N, M € ObN folgt, daB

"

(X =%y = (x Y9 N@M(‘g” Y) € aMX,Y).

Sei nun fir X, Y € ObA
.A//\/(X, Y) = A(X> Y)/A,/\/(Xﬂ Y) )
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was zugleich (A/N)q, s4/a und ¢4/ festlegt. Der identische Morphismus auf X in A/N
sei die Restklasse des identischen Morphismus 1x in A. Um zu zeigen, dafl die Komposi-

tion wohldefiniert ist, miissen wir nachweisen, dafl fiir f € 4 (X, Y) und fir X’ X,

Y L+ Y7 beliebig, auch zfy € 4 p{(X',Y") liegt. Faktorisiert aber f iiber ein Objekt von
N, so gilt dies auch fiir x fy.

Wir unterscheiden unter Miflbrauch der Notation die Restklassen in der Schreibung nicht
von ihren Représentanten.

In Aufgabe 15.(1) wird verifiziert, dafi A/N eine additive Kategorie ist, und daf§ der
Restklassenfunktor A -2 A/N, (X I, Y)— (X I, Y) additiv ist.
Wir bemerken, dal QN ~ 0 fir N € ObN.

Ferner hat dieser Restklassenfunktor A —2~ A/N folgende universelle Eigenschaft.

Fiir jeden additiven Funktor AL B, fiir den FN ~ 0 fiir alle N € Ob\,
gibt es genau einen additiven Funktor A/N L B mit Fo Q=F.

A—L B

| A

AJN

Dies wird in Aufgabe 15.(2) iiberpriift.

Beispiel. Sei Z-mod die Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen. Sei darin
Z-free die volle additive Teilkategorie der endlich erzeugten freien abelschen Gruppen,
und Z-tors die volle additive Teilkategorie der endlichen (Torsions)moduln. Dann ist die
Komposition

(Z-tors — Z-mod /Z-free) = (Z-tors C— Z-mod — Z-mod /Z-free)
eine Aquivalenz. In der Tat ist sie voll als Komposition zweier voller Funktoren: und
treu, da nur der Nullmorphismus zwischen endlichen abelschen Gruppen iiber eine endlich

erzeugte freie abelsche Gruppe faktorisiert. Sie ist ferner dicht, da die Inklusion X L, X
des Torsionssummanden in eine endlich erzeugte abelsche Gruppe X in Z-mod /Z-free

beidseitig von der Projektion X L. XNiors auf den Torsionssummanden invertiert wird.

1.5 Komplexe

Ein kleiner Vorgriff. In §1.6 werden wir den i-ten rechtsabgeleiteten Funktor R'F eines

F
additiven Funktors R-Mod — S-Mod definieren als
R'F IRes K(F) H'
(R-Mod — S-Mod) := (R-Mod — K(R-Mod) — K(S-Mod) — S-Mod) .
Der nun folgende Abschnitt stellt dafiir die Mittel bereit.
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1.5.1 Die Homotopiekategorie

Sei A eine additive Kategorie. Mittels punktweise gebildeter direkter Summen ist [Z, A1
additiv. Sei C(A) C ['Z, A1 die volle additive Teilkategorie, deren Objekte

d ;i d ; d i d
HXZHXZ+1HXZ+2H"'>

X = (-

die Relation (X7 —% X+ % x#+2) = (X' % X*+2) fiir alle i € Z erfiillen. Ein Objekt in
C(A) ist ein Komplex (mit Eintrigen in A). Dementsprechend heifit C(.A) die Kategorie

der Komplexe (mit Eintrigen in A). Die darin auftretenden Morphismen X° 4 xi
heiflen Differentiale und werden unter Miflbrauch der Bezeichnung, d.h. unter Wegfall der
Indizes, alle mit d bezeichnet.

Ein Komplex isomorph zu einem Komplex der Form
(¥9) (¥5) (¥5) (15)

. TZ @ Ti+1 Ti+1 @ Ti+2 Ti+2 @ Ti+3 L

heifle split (oder spaltend) azyklisch. Der Nullkomplex ist split azyklisch. Die direkte Sum-
me zweier split azyklischer Komplexe ist split azyklisch. Die volle additive Teilkategorie
von C(A), die durch die split azyklischen Komplexe gegeben ist, werde Cgpa,(A) geschrie-
ben.

Sei
K(A) := C(A)/Cspas(A)

die Homotopiekategorie der Kompleze (mit Werten in A). Wir halten nochmals fest, daf

nach Aufgabe 15 die Kategorie K(.A) und auch der Restklassenfunktor C(.A) &K(A)
additiv sind. In Aufgabe 16 wird eine konkrete Beschreibung der Untergruppe

C(A),Cap (AN X Y)
der nullhomotopen Morphismen fiir X, Y € Ob C(.A) gegeben.
Beispiel. Auf C(A) haben wir fiir jedes k € Z eine Autoéquivalenz, den Shiftfunktor

C(A) — C(A)
X Lv) — (xR,

wobel bei i € Z das Differential
(X[k?]z iX[k’]H—l) — (Xk:-l—z (-1)*d Xk+i+1)

sei. Le. X[k| geht aus X hervor durch eine Verschiebung um k Schritte nach links und
durch Einfiigen eines Vorzeichens (—1)* vor jedem Differential.

Fiir einen Morphismus X L yin C(A) wird bei i € Z

FIR] = 5
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was einer Linksverschiebung um k Schritte ohne zusétzlichem Vorzeichen entspricht.

Somit ist insbesondere X[k + k'] = X[k|[K] fir k, ¥’ € Z, und entsprechend auf den
Morphismen.

Da Cqpas(A) unter X +—— X[k nach Cgpa,(A) abgebildet wird, induziert dieser Shiftfunk-
tor auf C(A) auch einen Shiftfunktor gleichen Namens

Wir fithren fiir einen Komplex X € ObK(A) noch eine untere Indizierung
Xi = X_i

ein, mittels derer sich

d d d d
X = (S Xy —X; X, 1)

schreibt. Dito fiir Morphismen von Komplexen. Das ist die klassische Schreibweise, und
wir werden bei der Betrachtung von Auflésungen ihren Sinn erkennen.

Es gibt eine Theorie sogenannter abelscher Kategorien, die alle fiir die Homologische Alge-
bra wesentlichen Eigenschaften der Kategorie der abelschen Gruppen erfafit, und Modul-
kategorien etc. umfafit (cf. [18, Chap. VIII] oder e.g. [16, §4]). Diese Theorie werden wir
allerdings nicht behandeln, sondern uns auf Modulkategorien beschridnken, da in allgemei-
nen abelschen Kategorien keine elementweisen Argumente zuléssig sind (so man nicht das
Theorem behandelt, das das wieder zulaft. . . ).

Es verhilt sich nun aber K(R-Mod) fiir einen Ring R nicht mehr wie eine Modulkategorie; in
anderen Worten, es ist im allgemeinen keine abelsche Kategorie mehr. Zum Beispiel haben
in K(R-Mod) zwar alle Morphismen einen schwachen Kern (universelle Eigenschaft wie beim
Kern, nur ohne Eindeutigkeit), aber im allgemeinen keinen Kern mehr; cf. Aufgabe 14.

Die Theorie der sogenannten triangulierten Kategorien soll fiir K(.A) leisten, was die Theo-
rie der abelschen Kategorien fiir Modulkategorien leistet. Wie triangulierte Kategorien zu
verstehen sind, dariiber gibt es verschiedene Auffassungen — von Puppe und Verdier (Stan-
dard, und sehr niitzlich, s. SGA 4 1/2, p. 262), von Grothendieck (ein recht grofier, und
sehr allgemeiner Apparat, vgl. www.math.jussieu.fr/~maltsin/ps/ktheory.ps), von Heller

(der triangulierte Kategorien als gewisse Teilkategorien gewisser abelscher Kategorien an-
sieht, s. Bull. Am. Math. Soc. 74, p. 28-63), ...

1.5.2 Induzierte Funktoren auf Homotopiekategorien

F
Ist A — B ein additiver Funktor zwischen den additiven Kategorien A und B, so erhalten
wir zunéchst einen additiven Funktor

[Z,F1

17, A1 25 17,81
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formal, durch Komposition mit F’; intuitiv gesprochen, durch punktweises Anwenden
von F'. Dieser Funktor schrankt nun wegen der Additivitdt von F' zu einem Funktor

c(A) 28

— C(B) ein. Ausgeschrieben operiert dieser via

o4 xi d x4 oo P pxi Fdopyeipl Fdo
4 yi Ay 4 P pyi  Fdpyibl Fd o

Wegen der Additivitdt von F  schrinkt C(F) nun weiter zu einem Funktor

Cepaz(A) Copae(f) Cspaz(B) ein. Die universelle Eigenschaft der Quotientenkategorie liefert

nun einen induzierten Funktor K(.A) K (B) vermoge

Copan(A) —> C(A) —2= K(A)

Csp aZ(F)\L C(F)i K(F)l

Cupaa(B) —= C(B) —*= K(B) .

Bs ist K(14) = lx(a. Fiir A— B-%+ € additiv ist K(G o F) = K(G) o K(F).

1.5.3 Der Homologiefunktor

Sei R ein Ring.

1.5.3.1 Homologiemoduln

Sei X in Ob C(R-Mod). Sei k € Z. Setze

ZFX = Kern(X* % Xk+1)
78X = Cokern(inliXk)
HX = Im(ZFX — 2% X)

Es steht hierbei Z fiir “Zykel” und H fiir “Homologie”.
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Beachte, da8 auch Z¥ X — H*X ein Cokern von X*~! — Z¥ X und dual, H*X — 7Z* X
ein Kern von Z*X — X*+1 ist. Insbesondere, bezeichnen wir noch BFX :=
Im(X* ! — X*), wobei B fiir “berandende Zykel” steht, so wird

H"'X = 7ZFX/B*X .

Das ist die klassische (aber nicht a priori selbstduale) Definition.

Ist H*X = 0, so sagen wir, der Komplex X ist ezakt bei X*. Es “miBt” H*X also die
Abweichung von der Exaktheit an dieser Stelle. Vgl. Aufgabe 14.(5).

Ein Komplex X, der fiir alle k& € Z bei X* exakt ist, heifit azyklisch oder lang exakt. Ein
split azyklischer Komplex ist azyklisch.

1.5.3.2 Induzierte Morphismen auf den Homologiemoduln
Gegeben ein Morphismus in LAy, R-Mod 1, i.e. gegeben ein kommutatives Rechteck

X —X

'

y
Y —Y',
so erhalten wir auf den Kernen einen induzierten Morphismus

K,—> X% X'
fr f 1

K,—2=Yy 21>y,

charakterisiert durch fxj = ¢f. Dual auf den Cokernen, und also auch, da geméafl Aufga-
be 14.(4.iii) das Bild als Cokern des Kerns gegeben ist, und, damit identifiziert, als Kern
des Cokerns, auf den Bildern.

Sei X -V ein Morphismus in C(R-Mod). Fir k& € Z erhalten wir mit den eben ge-
k

machten Bemerkungen einen induzierten Morphismus H* X L ey, Représentiert hier-
bei x € ZFX ein Element von H*X, so reprisentiert xf* € ZFY das Bildelement
(z)(H*f) € H*Y.

Ferner komponieren die induzierten Morphismen wieder zu einem induzierten Morphis-
mus, wie man {iber deren jeweige Charakterisierung erkennt. Es gilt also H*(fg) =
(H* f)(HFg) fiir Xty %z C(R-Mod). Desweiteren ist H*(1y) = lyry. Somit ist
H* als Funktor erkannt.

Da der Kern einer Diagonalmatrix von Matrizen sich in die direkte Summe der Kerne der
Diagonaleintrige zerlegt, und genauso fiir den Cokern und das Bild, ist H* auch additiv.



32

Insgesamt ergibt sich ein additiver Funktor
Hk
C(R-Mod) —— R-Mod .

Da ein split azyklischer Komplex insbesondere azyklisch ist, und also insbesondere exakt
bei X*, induziert dieser Funktor einen Funktor

k
K(R-Mod) -5+ R-Mod

auf der Homotopiekategorie.

Wir schreiben wieder Hy, := H™* fiir k € Z.

1.5.3.3 Begriffe: kurz exakte Sequenzen; links- und rechtsexakte Funktoren
Seien R und S Ringe. Eine Sequenz

X/ 47’> X 417» X/l
in R-Mod heifit kurz exakt, falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.

)

(i) Esist 0— X' — X 2+ X" —+ 0 exakt in X’, X und X”.

(ii) Es ist X’ X P X exakt in X , © monomorph und p epimorph.

)
(iii) Esist ¢ Kern von p und p Cokern von i.
(iv) Es ist ¢ Kern von p und p epimorph.

)

(v) Esist p Cokern von i und ¢ monomorph.

Sei R-Mod £ S-Mod ein additiver Funktor.

Es heiit F' linksexakt, falls fiir jede R-lineare Abbildung X —f>Y, deren Kern mit

Ky '+ X bezeichnet werde, auch F' Ky . FX wieder ein Kern von FX 25 FY ist. Kurz,
F' vertauscht mit Kernbildung.

Es heifit F' rechtsexakt, falls fiir jede R-lineare Abbildung X —f>Y, deren Cokern mit

y 2. Cy bezeichnet werde, auch F'Y R Cy¢ wieder ein Cokern von FX opy ist.
Kurz, F' vertauscht mit Cokernbildung.

Es heifit F' exakt, wenn F' links- und rechtsexakt ist.

Folgende Aussagen iiber unseren additiven Funktor F' sind dquivalent.

(i) F ist exakt.
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(ii) F ist linksexakt und bildet Epimorphismen auf Epimorphismen ab.
(iii) F ist rechtsexakt und bildet Monomorphismen auf Monomorphismen ab.

(iv) F bildet kurz exakte Sequenzen auf kurz exakte Sequenzen ab.

Zeigen wir (ii) = (i). Wir haben zu zeigen, dafi F' rechtsexakt ist. Sei X Loy r Cy

wie oben. Sei (X —f> V)= (X 4. Iy EN Y') iiber sein Bild faktorisiert. Es ist (f,p) kurz
exakt. Also ist F'f Kern von F'p. Nun sind aber F'p und F'f epimorph. Also ist F'p Cokern
von F'f, und somit auch von F'f.

Siehe auch Aufgabe 17.

1.5.3.4 Die lang exakte Homologiesequenz

Eine Sequenz
X -Lox Zx”
in C(R-Mod) heifit kurz ezakt, wenn fiir alle k € Z die Sequenz

ik

k
X/k: Xk p Xl/k

kurz exakt ist.

Dann sind, mutatis mutandis, auch die obengenannten Bedingungen fiir eine kurz exakte
Sequenz in C(R-Mod) erfiillt. Mehr noch, C(R-Mod) ist ein Beispiel fiir eine sogenannte
abelsche Kategorie. Das werden wir aber nicht brauchen.

In Aufgabe 20.(1) wird verifiziert, dafl eine solche kurz exakte Sequenz von Komplexen
eine lang exakte Sequenz

Hk+1p

k; k ok k+1;
H" HkX Hp HkX// Hk—i—lX/ H ? Hk+lX Hk+1X// L.

. HkX/
induziert, wobei der Verbindungsmorphismus H* X" — H*+1 X’ wie folgt reprisentanten-
weise erklart ist.

Sei 2" € ZFX". Sei v € X* gewshlt mit 2p* = 2”. Sei 2/ € X'*T! mit 2/i**! = xd. Es ist
2'd = 0, also 2’ € ZF' X", Es reprisentiert 2’ in H**' X’ das Bild unter 0* des von z” in
HF X' reprisentierten Elementes.

1.5.4 Auflésungen

Sei R ein Ring. Sei R-Proj die volle additive Teilkategorie von R-Mod, die aus den pro-
jektiven R-Moduln besteht. Sei R-Inj die volle additive Teilkategorie von R-Mod, die aus
den injektiven R-Moduln besteht.
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Diese Teilkategorien sind in der Tat additiv. Denn aus P und @ projektiv folgt auch
P @ @ projektiv. Hierzu diirfen wir mit Aufgabe 18.(4) zeigen, daff mit (P, —) und (Q, —)
exakt auch (P @ @, —) exakt ist. Dafiir ist nur zu zeigen, dafl (P & @, —) Epimorphismen
in Epimorphismen iiberfithrt. Das Bild eines Epimorphismus unter (P & @, —) spaltet
aber direkt auf in sein Bild unter (P,—) und sein Bild unter (@, —), und die direkte
Summe zweier Epimorphismen ist epimorph. Woraus man entnimmt, daf§ auch (P®Q, —)
Epimorphismen respektiert. Dual fiir Injektive.

Aus Aufgabe 19 wissen wir, daf§ es fiir jeden R-Modul X einen projektiven R-Modul P zu-
sammen mit einem Epimorphismus P —+ X, und einen injektiven R-Modul / zusammen
mit einem Monomorphismus X —e I gibt.

Sei KM%(R-Inj) die volle Teilkategorie von K(R-Inj), die durch

I' = 0 firi<o0
+’0 - 1 = - 1 .
ObK™%(R-Inj) : {I € ObK(R-Inj) HiI — 0 firis0 }

definiert ist. D.h. ein Objekt I von K™(R-Inj) hat die Form
R DU R N ¢ R - R

und ist exakt bei I, I?, etc.

Dual dazu, sei K—°(R-Proj) die volle Teilkategorie von K(R-Proj), die durch

P, =0 fire<0
(P Proi) — . g
ObK™"(R-Proj) : {P € ObK(R-Proj) P = 0 firi>0 }

definiert ist.

Satz. Die Finschrdinkung des Homologiefunktors auf

0

K*(R-Inj) —~ R-Mod

ist eine Aquivalenz.

Dual dazu, die FEinschrinkung des Homologiefunktors auf
K—(R-Proj) —% R-Mod
ist eine Aquivalenz.

Da wir in Modulkategorien arbeiten, diirfen wir, formal gesprochen, nicht mehr zu den
dualen Aussagen iibergehen. So die dualen Argumente allerdings anwendbar sind, erlauben
wir uns dies dennoch. Um dieses Vorgehen sauber zu rechtfertigen, miifite man die schon
erwiahnte Theorie der abelschen Kategorien heranziehen. Vgl. §1.5.6.

Ist I € ObK™9(R-Inj) mit H°I = X, so heifit I auch injektive Auflisung von X.
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Ist P € ObK™°(R-Proj) mit HyP = X, so heiit P auch projektive Auflisung von X.

0
Sei R-Mod ENeEI(+’()(1§! -Inj) (wie “injective resolution”) eine zu K™(R-Inj) L R-Mod

inverse Aquivalenz mit sogar H° o IRes = 1p.aoq. Die Komposition von IRes, gefolgt

von der vollen und treuen Einbettung K™°(R-Inj) C K(R-Mod), wird wieder mit

R-Mod I;RGEK(R—l\/IOd) bezeichnet.

Sei  R-Mod “SK—0 (R-Proj) (wie “projective  resolution”) eine  zu

K—%(R-Proj) Mo, R-Mod inverse Aquivalenz mit sogar HyoPRes = 1 p.noq. Die Komposi-

tion von PRes, gefolgt von der vollen und treuen Einbettung K—°(R-Proj) C K(R-Mod),

wird wieder mit R-Mod 1ieSK(R—Mod) bezeichnet.

Oft unterschldgt man in der Notation einer injektiven Auflésung die Nullen an den oben
indiziert negativen Positionen, und in der Notation einer projektiven Auflésung die Nullen
an den unten indiziert negativen Positionen.

Beweis. Zeigen wir, daf der auf K™%(R-Inj) eingeschriinkte Homologiefunktor voll, treu
und dicht ist. Bemerken wir zunichst, daf fiir I € Ob K™%(R-Inj) die Gleichheit Z°T =
HOT gilt.
Dicht. Wir miissen zu einem gegebenen R-Modul X einen Komplex I € Ob K™?(R-Inj)
mit Z°I ~ X finden. Wir konstruieren hierzu
X:Z BO+>[0+>Bl+>[1+>BZ+>IQ+>BS+>

wobei B —ew I* 1~ B*1 fiir k > 0 je eine kurz exakte Sequenz sei.
Voll. Wir miissen zu gegebenen Komplexen I, J € ObK™9(R-Inj) und zu einer gege-
benen R-linearen Abbildung 701 L. Z°J so einen Morphismus [ I J von Komplexen
finden, dafl Z°f = f. Dieser konstruiert sich wie folgt.

ZOIH—>IOH—>B:1IH—>]:1H—>B:2]H—>I:2*>---

/| I

\ Y Y Y \
ZOJ—'—>JO—|—>B1J—O+J1—}%—B2JA+J2H...

£0
Wegen JY injektiv und Z°I —— I° monomorph existiert ein I° Lo so, dafl das erste
Rechteck kommutiert (vgl. Aufgabe 18.(4,5)).

Wegen B!I Cokern von Z°I e~ I° und B'.J Cokern von Z°J —e~ J° induzieren f und f°
einen Morphismus B!/ — B'J so, daf8 das zweite Rechteck kommutiert.

£1
Wegen J! injektiv und B!/ —— I' monomorph existiert ein I* Eay; so, daB das dritte
Rechteck kommutiert.

Wegen B2 Cokern von B'I ——~ I'' und B2?J Cokern von B'.J —~ J! wird ein Morphismus
B2 — B?J so induziert, daff das vierte Rechteck kommutiert.

Und so fort.
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Treu. Sei I 2~ J ein Morphismus in K™°(R-Inj) mit Z° = 0. Wir haben zu zeigen, daB
g = 0. Dazu diirfen wir mit Aufgabe 16 wie folgt eine Homotopie konstruieren, die diesen
Morphismus ¢ ergibt.

ZOI—O—>IO—|%B1]—Q—>_[1—|—>B2_[—0—>_[2—|—>B2_[—o—>]3*>

Ol igo igl R ng g3
L Lo L

Z0] e JOZ 4 e 2 J3

0
Wegen B'I Cokern von Z°I e~ I° und (Z°I ——~ I° £+ J) = 0 faktorisiert ¢° iiber einen
Morphismus B*J — J°.
Wegen B'J —~ I'' monomorph und J° injektiv faktorisiert dieses B! — J iiber einen
1
Morphismus I* ) Insgesamt ist also ¢° = dh'.

Da I bei I' exakt ist, ist B2/ Cokern von -2 Wegen (Io—d>_fl g hd

faktorisiert g* — h'd iiber einen Morphismus B2J — J!.

JY =0

Wegen B2 —~ I? monomorph und J! injektiv faktorisiert dieses B2 — J! iiber einen

. h? . .
Morphismus 12 — J!. Insgesamt ist also g' — h'd = dh?, oder, in anderen Worten, g =

hid + dh?.
92—h2d

Da I bei I? exakt ist, ist B3/ Cokern von I' —%» I2. Wegen (Il—d>12 — J?) =0
faktorisiert g> — h%d iiber einen Morphismus B3I — J2.

Wegen B3] —» I 3 monomorph und J? injektiv faktorisiert dieses B3I — J? iiber einen

3
Morphismus I3 Ay} Insgesamt ist also g — h%d = dh3, oder, in anderen Worten, g% =
h2d + dh3.

Und so fort.

Ferner ist zwangsliufig h* = 0 fiir ¢ < 0. o

Fiir “treu” haben wir den Ubergang von der Kategorie der Komplexe zur Homotopiekate-
gorie gebraucht.

Lemma. Se: XLY ein Morphismus in R-Mod. Ist ]LJ ein Morphismus in
K™(R-Inj) mit

(L) ~ (x Loy
(in LAy, R-Mod 1), so ist

(I L)) ~ IRes(X Lo Y)
(in LA, KM°(R-Inj)1). Und dual.

Grob gesprochen, bis auf Isomorphie in K*°(R-Inj) diirfen wir eine injektive Auflésung
wéhlen, um IRes zu berechnen, und genauso fiir Morphismen. Dem Beweis wird man auch
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entnehmen konnen, daff man allgemeinere Diagramme als nur A;-Diagramme X Ly
hétte anfithren konnen.

F ..
Beweis. Seien allgemein A —= B zueinander bis auf Isotransformation inverse Aquivalen-
G

zen. Sei U -~V ein Morphismus in A, und sei U’ LV ein Morphismus in B derart,
daB G(U' V') ~ (U -+ V). Wir haben zu zeigen, da (U’ V") ~ F(U -2~ V). In
der Tat ist ) )

ULV ~ FGU' V') ~ FU-LV),

wobei der zweite Isomorphismus durch Anwenden von F' auf den gegebenen Isomorphis-
mus erhalten wird. o

Beispiel. Wir kiirzen Z/a := Z/aZ ab fiir a > 1. Sei R = Z/8. Eine projektive Auflésung
von Z/2 ist gegeben durch

(- Z/8 78 27/ 78 2 7)8) .

Diese ist zu PRes(Z/2) isomorph in K(Z/8-Mod), wenn auch nicht notwendig in
C(Z/8-Mod). So zum Beispiel ist

(o —zstezis ez 9 25028 Ol 250 2)8)

ebenfalls eine projektive Auflésung von Z/2.

1.5.5 Hufeisenlemma

Wie schon erwihnt, hat es in K(R-Mod) nicht mehr viel Sinn, von kurz exakten Sequenzen
zu reden. Als Ersatz fiir die sinnlose Aussage “IRes ist exakt” geben wir das Hufeisenlemma
an.

Eine Sequenz
X/ . X . X/l

in R-Mod heifit split kurz exakt, falls sie isomorph zur Sequenz
0
X/ (10) X/ @X” (1) Xl/

ist (in LAy, R-Mod 1).

Eine Sequenz
Y/ . Y . Y//

in C(R-Mod) heifit punktweise split kurz exakt, falls
Y/k: . Yk . Y//lc

split kurz exakt ist fiir alle k& € Z.
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Vorsicht, in einer punktweise split kurz exakten Sequenz ist der linke Morphismus im all-
gemeinen keine Coretraktion, und der rechte Morphismus im allgemeinen keine Retraktion.
Dies gilt nur punktweise.

Lemma. Sei ,
X 4 x A X
eine kurz exakte Sequenz in R-Mod. Es gibt eine punktweise split kurz evakte Sequenz
I' —T1—1"in C(R-Mod) mit I', I, I” € ObK"Y(R-Inj) derart, dafl
H(I' ] —T") ~ (X' e X 2o X")
und infolgedessen .
(I' —1—1") ~ IRes(X' — X 2~ X") .
Genauer, hierbei konnen I' = IResX’” und I" = IResX” gewdhlt werden.
Und dual.
Beweis. Seien I' := IResX’ und [” := [ResX” die durch die Wahl des Inversen IRes

d
implizit gewihlten injektiven Auflésungen von X’ resp. von X”. Schreibe X’ —~ I'” resp.

d
X" —»I"°. Wir konstruieren wie folgt.

[/4 (10) [/4 @[//4 (9) [//4
d 0
(10) (& d)<?>
I/3 [/3 o) [//3 [//3
d (11?2 2) 0 d
(10) (%)

I/Q I/2 o) I//2 I//Q
d (11?1 2) 0 d
(10) (%)

I/l I/l @I’ll ]//1
d (qjo 2) 0 d
(10) (1)

]IO ~_Z ]/0 D I"O _ 7 ]//0
d? (upd) ?d
X —+—=X—t- X"

0 1

Wir haben hierin die Morphismen u, w , w? ete. geeignet zu konstruieren, und zwar

in dieser Reihenfolge.

, W

Da I'° injektiv ist und X’ X monomorph, faktorisiert X’ — I" iiber einen Morphis-

mus X — I, i.e. ju = d. Damit kommutieren die unteren beiden Rechtecke.
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Alle anderen Rechtecke kommutieren bei beliebiger Wahl der w? fiir 7 > 0. Es bleibt dafiir
Sorge zu tragen, dafl die mittlere Spalte, nach unten um Nullen ergénzt, ein Komplex ist.
Ist dies der Fall, so folgt mit der lang exakten Homologiesequenz aus Aufgabe 20, daf die
mittlere Spalte sogar ein azyklischer Komplex ist, da dies bei den &ufleren beiden Spalten
zutrifft. Bezeichnet I die mittlere Spalte, in der noch X durch 0 ersetzt wird, so wird
dann

HO( ] 1") ~ (X' o X 2o X7,

'UJO
Wir miissen ein [”° — "' mit ud + pdw® = 0 finden. Wegen i(ud) = 0 gibt es ein v" mit

d
ud = pv°. Wegen X” —— I"® monomorph und I'! injektiv gibt es ein w° mit —dw® = v°,

mit einem kiinstlich eingefiigten Vorzeichen. Zusammen wird ud = pv° = —pduw®, wie
verlangt.

1
Wir miissen ein I”* — " mit w°d + dw' = 0 finden. Da pdw’d = —udd = 0, ist wegen
p epimorph auch dw’d = 0, und also gibt es wegen I'? injektiv ein w! mit w°d = —dw!,

mit einem kiinstlich eingefiigten Vorzeichen.

w2 . .
Wir miissen ein I"? — I’ mit w'd + dw? = 0 finden. Da dw'd = —w%dd = 0, gibt es
wegen I injektiv ein w? mit w'd = —dw?.

w3

Wir miissen ein /2 — I'* mit w?d + dw?® = 0 finden. Da dw?d = —w'dd = 0, gibt es
wegen I'* injektiv ein w? mit w?d = —dw3.

Und so fort. o

Der Name des Lemmas riihrt von der Gestalt des “bislang ausgefiillten” Diagramms wihrend
der im Beweis angefiihrten iterativen Konstruktion.

Beachte, daf die Morphismen w’ sich zu einem Morphismus von I” nach I'[1] zusammen-
setzen lassen — hier z.B. sieht man den Sinn des Vorzeichens, welches der Shiftfunktor den
Differentialen auferlegt.

1.5.6 Eine Bemerkung zum Dualisieren

Sei R ein Ring. Die Aussagen in §1.5, denen eine Modulkategorie R-Mod zugrundeliegt,
bleiben richtig, wenn man R-Mod durch (R-Mod)°, R-Inj durch (R-Proj)° und R-Proj
durch (R-Inj)° ersetzt.

Dies ist fiir alle Argumente richtig, die nur die universellen Eigenschaften von Kern und
Cokern, sowie die Eigenschaften projektiver und injektiver Objekte verwenden.

Wird fiir eine Aussage eine elementweise Argumentation verwandt, wie z.B. fiir die lang
exakte Homologiesequenz auf einer kurz exakten Sequenz von Komplexen, so ist darauf
zu achten, dal die Aussage selbstdual ist.

Die elementweise gezeigte Tatsache, dal jeder Modul epimorphes Bild eines projektiven
Moduls ist, ist z.B. nicht selbstdual — und die duale Aussage, wie in Aufgabe 19 gesehen,
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auch wesentlich anders zu zeigen. Nimmt man nun diese Aussage zusammen mit ihrer dualen
Aussage, so erhilt man wieder eine selbstduale Aussage. Nur miissen beide Teile separat
gezeigt werden.

1.6 Abgeleitete Funktoren, Ext und Tor

1.6.1 Abgeleitete Funktoren eines additiven Funktors

Seien R und S Ringe. Sei R-Mod . $-Mod ein additiver Funktor. Sei & > 0.
k
Sei der k-te rechtsabgeleitete Funktor R-Mod B 5-Mod von F definiert durch

IRes K(F)

(R-Mod X s:Mod) == (B-Mod 2% K(R-Mod) ¥% K(5-Mod) 2 S-Mod) .

Dual, sei der k-te linksabgeleitete Funktor R-Mod 5T §-Mod von F definiert durch

LyF PRes K(F)

(R-Mod 2% S-Mod) := (R-Mod =% K(R-Mod) “% K(S-Mod) % S-Mod) .

Zur Berechnung von R¥FX fiir X € R-Mod bis auf Isomorphie wihle man sich also
zunéchst eine injektive Auflésung I von X, wende darauf punktweise F' an, und bilde die
Homologie H¥; i.e.

RFFX ~ HF((K(F)(I))
Dual,

LFX = Hy((K(F))(P)),

wobei P eine projektive Auflésung von X bezeichne.

Bemerkung. Es gibt eine Transformation F Lo ROF, welche eine Isotransformation ist,
falls F' linksexakt ist. Dual, es gibt eine Transformation LgF 2R , welche eine Isotrans-
formation ist, falls F' rechtsexakt ist.

Beweis. Betrachten wird den rechtsabgeleiteten Fall. Wir haben einen Funktor Konz von
R-Mod nach K(R-Mod), der einem Modul den in Position 0 konzentrierten Komplex
(.. —0—X—0—---) zuordnet, und entsprechend die Morphismen. Wir haben

eine Transformation Konz —» IRes, die bei X € Ob R-Mod gegeben ist durch

0 X 0
(i) o4, . n_d

mit X — 79 Kern von I° —%» ', Wie die Berechnung der Auflésung eines Morphismus in
R-Mod zeigt, liegt in der Tat eine Transformation vor.
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Beachte, da H? o K(F') o Konz = F. Somit erhalten wir eine Transformation

= HO0K(F)op

F = H° o K(F) o Konz Pz H° o K(F)oIRes = R°F .

Wir haben zu zeigen, dafl aus F' linksexakt folgt, dafl pX ein Isomorphismus ist fiir
X € Ob R-Mod, i.e. da8 H? angewandt auf

00—~ FX 0

|

e 0 F0 T

einen Isomorphismus liefert. Dies folgt aus der Tatsache, dafl wir ebensogut Z° anwenden

koénnen, sowie daraus, da FX — FI° Kern von FI° Ry geblieben ist. o

)

Sei X’ —+ X -2+ X" eine kurz exakte Sequenz in R-Mod.
Lemma. Es gibt eine lang exakte Sequenz

0 — ROFX WE Ropx M popxr L ripx M pipx MPpipxr 2L

mit gewissen Verbindungsmorphismen OF fiir k > 0.
Dual dazu gibt es eine lang exakte Sequenz

L1 Fq Li1Fp o1 Lo Fi LoFp

N LiFX — W/ FX —— L1 FX" — LoF X' = LoFX = LoFX" — 0

mit gewissen Verbindungsmorphismen Oy fir k > 1.

Zur Berechnung dieser Verbindungsmorphismen ziehe man den nun folgenden Beweis, zu-
sammen mit der Charakterisierung des allgemeinen Verbindungsmorphismus aus §1.5.3.4
heran, vgl. auch Aufgabe 20.(1).

Beweis. Betrachten wir den rechtsabgeleiteten Fall. Nach Anwenden von IRes kénnen wir
nach dem Hufeisenlemma IRes(X) in K(R-Mod) isomorph durch ein I so ersetzen, dafl

aus X' —+ X -2+ X" cine punktweise split kurz exakte Sequenz
[Res(X') — I — TRes(X")

in C(R-Mod) hervorgeht. Durch diese isomorphe Ersetzung werden auch die Objekte
RFFX fiir kK > 0 in der zu konstruierenden Sequenz isomorph ersetzt. Es bringt C(F')
wegen der Additivitdt von F diese Sequenz in die punktweise split kurz exakte Sequenz

C(F)IRes(X') — C(F)(I) — C(F)(IRes(X"))

in C(S-Mod). Die lang exakte Homologiesequenz dieser kurz exakten Sequenz von Kom-
plexen liefert nun, wenn man noch die erwihnte isomorphe Ersetzung bei RFF X fiir k > 0
riickgéingig macht, das Gewiinschte. o
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Korollar. Ist F' linksexakt, so gibt es eine lang exakte Sequenz

% ” Ly 1 1
0 . FX/ L FX 27» FX//(pX4)‘20 RlFX/ R4F> RlFXleFX” i»

Dual dazu, ist F rechtsexakt, so gibt es eine lang exakte Sequenz

L Epx M L P M L px D pxr FLopx L opx .

Daher rithrt der Name des rechtsabgeleiteten Funktors — die Sequenz im Bild wird
nach rechts zu einer lang exakten Sequenz fortgesetzt. Entsprechend der Name des
linksabgeleiteten Funktors.

Beweis. Mit obigem Lemma konnen die ersten resp. letzten drei Terme der vorstehenden
lang exakten Sequenz isomorph ersetzt werden. o

Beispiel.

(1) Sei R = 7Z/8. Sei S = Z/4. Sei F' = Z/4 ®z/5 —. Berechnen wir die lang exakte
Sequengz fiir die linksabgeleiteten Funktoren L; F', wobei ¢ > 0, auf der kurz exakten
Sequenz

Z/2 2 74 72

Das Hufeisenlemma liefert das Diagramm

Z/S&Z/SEBZ/8Q>Z/8
o) (54 )

7/8 —>7/8® Z/8 ~~7/8
) (39 .|

( (7)

7/8 "L 780 7/8 - 78

1 (29) o e
(10) (1)
Z/8>7/8® Z/8 ~~7/8
) (29

( (1)

2/8 L 7/8 0 7/8 - 78

1 (1) 1

7)2—>2>7/4—1 ~7/2
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wovon wir noch die unterste Zeile abschneiden miissen, und sodann punktweise F'
anzuwenden haben. Da dabei sémtliche durch 4 teilbaren Matrixeintrage verschwin-
den, erhalten wir

7/4 " 740 Z/4@>Z/4

0 (20) o |0

( (7)

7/a " 700 2)/4 7)1

: (29
(10) (%)
Z/A—>7/A&Z/A~"~7]4
0 (20) o0 o0

( (7)

24" 7200 2)4 - 74
: &L

(10) (?)

Z)4—>7/4®Z/A~"~7]4

Berechnen der Homologiesequenz geméfl Aufgabe 20.(1) ergibt

— Z/2 —
z2 % oz oz %
z2 oz %oz L
z2 % oz Loz L
z)2 2 z/4 L z)2

als lang exakte Sequenz der linksabgeleiteten Funktoren zu F' bei Z/2. Beachte, dafl
an deren Ende gerade das Bild der Ausgangssequenz unter F' steht, da F' rechtsexakt
ist. Und da diese Bildsequenz ebenfalls kurz exakt ist, ist auch a priori klar, dafl der
letzte Verbindungsmorphismus verschwindet.

Zur Probe vergewissere man sich, dafl die aus der Rechnung resultierende Sequenz in
der Tat lang exakt ist.

Sei R = Z/8. Sei S = Z/2. Sei G = Z/2 ®z/5 —. Berechnen wir die lang exakte
Sequenz fiir die linksabgeleiteten Funktoren L;G, wobei ¢ > 0, auf der kurz exakten
Sequenz

7/2 2 7/4 e 72

Wir tensorieren das Hufeisenlemmadiagramm aus (1) mit Z/2. Da nun sémtliche
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durch 2 teilbaren Matrixeintrédge verschwinden, erhalten wir

( (1)

7/2 L 720 2/2 - 7,02

0 (80) 0 0
22" 700 2/2 72
' e o

( ()

22" 720 2/2 - 7,2
0 (88) . 0

( (7)

72 7)20 2/2 - 7,)2

0 (?8) <0> 0
22" 720 2)2 - 7,2

Berechnen der Homologiesequenz gemifl Aufgabe 20.(1) ergibt

oz %

z/2 72 % z)2 L

z/2 % z)2 W oz L

z/)2 — z/2 % z/2 L
0 1

z)2 % oz oz

als lang exakte Sequenz der linksabgeleiteten Funktoren zu G bei Z/2. Beachte, da8
an deren Ende gerade das Bild der Ausgangssequenz unter G steht, da G rechtsexakt
ist.

1.6.2 Funktoren in zwei Variablen

Wir wollen die Funktoren g(—,=) und —®p = fiir einen Ring R ableiten. Wir wollen
die resultierenden Funktoren als abgeleitete Funktoren in einer Variablen, d.h. mit einem
fixierten Objekt in der jeweils anderen Variablen, berechnen kénnen.

1.6.2.1 Doppelkomplexe

Seien A, A’ und B additive Kategorien. Ein Funktor A x A’ i B, (X, X" — F(X,X’),
heifle biadditiv, falls fur alle X € Ob.A der Funktor F/(X,=) : A'— B additiv ist, und
fiir alle X’ € Ob A" der Funktor F'(—, X') : A— B additiv ist.

Beispiel.
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(1) Sei R ein Ring. Der Funktor (Mod-R) x (R-Mod) — Z-Mod, (X, X')— X ®r X',
ist biadditiv.

(2) Sei R ein Ring. Der Funktor (R-Mod)® x (R-Mod) — Z-Mod, (X, X') — X, X'),
ist biadditiv.

Setzt man nun in die erste Variable von F' einen Komplex ein, und in die zweite ebenso,
so erhalten wir Differentiale “in zwei Richtungen”. Dies wollen wir formalisieren.

Sei CC(B) C [Z x Z, B1 die volle additive Teilkategorie, deren Objekte

6 0 1

o4 xi2y A ik 4l 4y 4
é é é
d_ yi+ly __ d i+1,+1 _d i+1,5+2 d
X = o4 Ly 4 YL+l @ Yl & L
0 0 )

d _xig 4 xig+l 4 xig+2 _d

6 0 0

stets dd = 0 und 06 = 0 erfiillen. Beachte, dafl ohnehin stets dd = do gilt, i.e. alle Rechtecke
dieses Diagramms sind kommutativ. Es heile CC(B) die Kategorie der Doppelkompleze
(mit Eintrégen in B). Entsprechend auch die Notation der Morphismen f = (f*7)

Sei U € C(.A), mit Differentialen d. Sei U’ € C(A’), mit Differentialen d'.

Definiere F““(U,V) € ObCC(B) durch FCC(U,U")% = F(U!U"”) und durch
d= F(U' d) resp. § = F(d,U") an der jeweiligen Stelle. So erhalten wir einen Funktor

i’j :

FCC

CA) x CA) — CC(B)
w , U) —  FCU,U) .

Auf Morphismen U LV in A und U SV A’ setzen wir entsprechend
FCC(f, fY49 := F(f%, ), was in der Tat einen Morphismus von Doppelkomplexen liefert.

1.6.2.2 Der Totalkomplexfunktor

Wir behalten die Bezeichnungen A x A’ LB des vorigen Abschnittes bei.

Sei CC-(B) C CC(B) die volle additive Teilkategorie von CC(B) bestehend aus den Dop-
pelkomplexen X mit X% ~ 0 fiir i < 0 oder j < 0.
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Wir definieren den Funktor Totalkomplex CC-(B) . C(B) auf den Objekten durch

(tX)* = @ X,

i+j=k

sowie  dadurch, dafl das  Differential  ((tX)* 2 (LX) =
(Diy e X L, Diyjmrir X) die  Matrixeintrige — X% CUY i+t und

(=16 i . . .
X ENY xig aufweist, und ansonsten nur Nullen. Hierbei sei k& > 0.

In anderen Worten, unter Unterschlagung der Nullobjekte an den Positionen k& < 0 erhal-
ten wir
d 5§ 00
0—d—60
(3-4-50)

Matrixmultiplikation liefert DD = 0, es ist tX also in der Tat ein Komplex.

d 6§ 0

tX — (Xo,o (d9d) X0l x 10 (O—d—é) X02q X Ul x 20 XPBp X 2a X2 e X0 . )

Auf den Morphismen operiere der Totalkomplexfunktor t summandenweise, i.e. an Posi-
tion k hat das Bild eines Morphismus X I Y von Doppelkomplexen die Diagonalmatrix
(tX)* = D,y o X . irjek Y = (tY)* mit den Diagonaleintriigen X%/ Iy

gegeben ist. Da £ stets mit d und mit § kommutiert, ist tX MotV in der Tat ein Mor-
phismus von Komplexen. Auch folgt die Vertriglichkeit von t mit Identitdt und Kompo-
sition.

Dual, schreibt man X;; := X 77 fiir ein X € ObCC(B), und bezeichnet CC'(B) C
CC(B) die volle additive Teilkategorie von CC(B) bestehend aus den Doppelkomple-
xen X mit X;; ~ 0 fiir « < 0 oder j < 0, so erhélt man einen Funktor Totalkomplex

CC'(B) - C(B).

1.6.2.3 Abgeleitete Funktoren eines biadditiven Funktors

Seien nun R, R’ und S Ringe, sei A = R-Mod, A" = R’-Mod und B = S-Mod. Sei
R-Mod x R'-Mod L S-Mod ein biadditiver Funktor.

Sei CT(R-Mod) die volle Teilkategorie von C(R-Mod), welche aus Komplexen X mit
X" ~ 0 fiir i < 0 besteht. Genauso, sei K™(R-Mod) die volle Teilkategorie der Homoto-
piekategorie K(R-Mod), welche aus Komplexen X mit X* ~ 0 fiir 7 < 0 besteht.

Hier weichen wir etwas von der iiblichen Konvention ab, in welcher so die nach links be-
schrinkten Komplexe bezeichnet werden — was hier die Darstellung aber erschweren wiirde.

Dual, sei C~(R-Mod) die volle Teilkategorie von C(R-Mod), welche aus Komplexen X
mit X; ~ 0 fiir i < 0 besteht. Genauso, sei K~ (R-Mod) die volle Teilkategorie der Homo-
topiekategorie K(R-Mod), welche aus Komplexen X mit X; ~ 0 fiir ¢ < 0 besteht.
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In Aufgabe 31 wird gezeigt, daf§ fiir einen nullhomotopen Morphismus U LV in
C*(A) und fiir beliebiges U’ € ObCH(A') gilt, daBl tFC(f,U’) nullhomotop ist. Das-
selbe gilt mit vertauschten Rollen von U und U’. Unter Beachtung von FCC(f, f') =

FCC(f,UFCC(V, ) fiir UL vin C*(A) und ULy in C*(A’) induziert t o F°

folgenden Funktor auf dem Niveau der Homotopiekategorien.

C+(R-Mod) x C*(R'-Mod) —2F““ . C(S-Mod)

QXQl lQ
FK

K*(R-Mod) x K (R'-Mod) K(S-Mod) .
Es ist dann F¥ biadditiv.
Wir setzen fiir 2 > 0
(R-Mod xR-Mod ™% $-Mod ) =
TRes x TRes F

(R-Mod x R'-Mod K*+(R-Mod) x K*+(R-Mod) “> K(S-Mod) -~ S-Mod )

und, dual,

L;F

(R~-Mod x R-Mod % S-Mod) =

PRes x PRes

(R-Mod x R'-Mod K~ (R-Mod) x K~ (R-Mod) -~ K(5-Mod) S-Mod ) .

Definition. Sei weiterhin R ein Ring. Wir definieren biadditive Funktoren durch

Ethé<_7:) = Ri<R(_>:))

Torf'(—,=) = Li(—®g=).
wobei S = Z. Hierbei machen wir fiir Ext’ von der Bemerkung aus §1.5.6 beziiglich
Dualisierens dahingehend Gebrauch, da§ wir (R-Mod)® wie eine Kategorie von Moduln

verwenden, mit der Begriindung, daf§ die dualen Argumente angewandt werden kénnen.
Fiir Torf ist R° in der Rolle von R, und R in der Rolle von R'.

Es heifie Ext’h (X, X') die i-te Erweiterungsgruppe von X, X’ € Ob R-Mod.
Es heifie Tor®(X, X') die i-te Torsionsgruppe von X € ObMod-R und X’ € Ob R-Mod.

1.6.2.4 Drei Berechnungsmethoden fiir die abgeleiteten Funktoren eines
biadditiven Funktors

Wir behalten die Bezeichnungen R-Mod x R-Mod L. S-Mod des vorigen Abschnittes bei.

Eine Sequenz X'— X — X" von Doppelkomplexen heile kurz exakt, wenn
X' —» X% — X% kurz exakt ist fiir alle 4 und j in Z. Da direkte Summen kurz exak-
ter Sequenzen kurz exakt sind, bildet der Totalkomplexfunktor t kurz exakte Sequenzen
von Doppelkomplexen auf kurz exakte Sequenzen von Komplexen ab.
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Ein Morphismus U Lvin C(R-Mod) oder in K(R-Mod) heifle Quasiisomorphismus,
falls H' f fiir alle ¢ € Z ein Isomorphismus ist.

Beispiel. Sei X € Ob R-Mod. Sei weiterhin Konz X € ObC(R-Mod) der Komplex,
der nur an Position 0 den Eintrag X hat, und ansonsten Nullen; dito auf Morphismen.
Sei I € ObK%T(R-Inj) eine injektive Auflésung von X. Oben hatten wir bereits einen
Morphismus von Komplexen von Konz X nach [IResX betrachtet, der an der Position 0
durch X — I° und ansonsten durch 0 gegeben ist.

Konz X 0 X 0 0
o I
IResX 0 4. 4 2 d

Dies ist ein Quasiisomorphismus. Das Tupel p = (pX)xeobr-Moa bildet eine punktweise
quasiisomorphe Transformation von Konz nach IRes.

Ist X € Ob CC(S-Mod) ein Doppelkomplex, und sind i, j € Z, so seien

Xo9 = (e 2w xR Ol xR 0L k20 0Ly e ObC(S-Mod)
Xir = (oo e xik L xiket L xik2 9y e b C(S-Mod) |

und dito fiir Morphismen von Doppelkomplexen.
Lemma. Sei X 1~V ein Morphismus in CC-(S-Mod).

Ist X"* Iy ein Quasitsomorphismus fiir alle © > 0, so ist auch tX N tY ein Quasi-
isomorphismus. Kurz, ist f zeilenweise quasiisomorph, so auch total.

e .
Symmetrisch hierzu, ist X™*J I yi ein Quasiisomorphismus fir alle 7 > 0, so ist auch

tX ety ein Quasiisomorphismus. Kurz, ist f spaltenweise quasiisomorph, so auch total.

Beweis. Sei X 1+ Y ein zeilenweiser Quasiisomorphismus CC"(S-Mod) im eben genannten
Sinne. Fiir I C Z schreiben wir X* € CC-(S-Mod) fiir den Doppelkomplex, der aus X
durch Ersetzen von X*J durch 0 fiir £ € Z~.1 und j € Z hervorgeht. Dito fiir Morphismen.

Fiir + > —1 haben wir einen Morphismus kurz exakter Sequenzen von Doppelkomplexen
(in LA,, CC-(S-Mod) 1)

X{z’Jrl},* - X[O,iJrl},* . X[O,i],*

if{zl#l},* \Lf[O,iJrl],* \Lf[(],i],*
Y{z‘—i—l},* - Y[O,i+l]* - Y[O,z‘],*

und entsprechend einen Morphismus kurz exakter Sequenzen von Komplexen
tX{z‘—i—l},* tX[O,i+1],* tX[O,i],*

itf{zﬁrl},* lf[O,iJrl],* \Ltf[o,i],*

T Ve e ) S v (X P v (R
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Wir behaupten, daB t f00* ein Quasiisomorphismus ist fiir alle i > —1. Fiihren wir eine
Induktion nach ¢. Fiir ¢ = —1 ist nichts zu zeigen.

Sei nun i > —1 und tf%4* als Quasiisomorphismus bekannt. Da nach Voraussetzung
t fli+1h* ein Quasiisomorphismus ist, ist mit der lang exakten Homologiesequenz aus Auf-
gabe 20.(1) und mit Aufgabe 20.(2) auch t f**+1* ein Quasiisomorphismus. Dies zeigt die
Behauptung.

Nun ist aber nach Definition des Totalkomplexes

tf0T 1]+

H(tX Lety) = Ho(tx 0t £y 011+

fiir j > 0, da das Abschneiden der Zeilen an Position > j+ 1 den jeweiligen Totalkomplex
und auch den Morphismus an den Positionen 0 bis 5 + 1 unveréndert 1a8t, und da fiir die
Berechnung der Homologie nur die Positionen 7 — 1, 7 und j + 1 eine Rolle spielen. Da
nun aber rechts ein Isomorphismus steht, steht auch links ein Isomorphismus. o

Beachte, dafl (R‘F(—,X’))(X) = H'F(IResX,X’) fir i« > 0 ein Funktor in
(X, X’") € Ob R-Mod x R'-Mod ist; etc.

Satz.  Wir erinnern daran, dafi R, R’ und S Ringe sind, und daf
R-Mod x R'-Mod —~ S-Mod ein biadditiver Funktor ist.

(1) Ist F(—,I") exakt fir alle injektiven R'-Moduln I', und ist F(I,—) exakt fir alle
ingektiven R-Moduln I, so ist firi >0

RIF(X, X) ~ (RIF(X,=))(X)
natirlich in (X, X’) € Ob R-Mod x R'-Mod; und es ist

RIF(X, X) ~ (RIF(—, X'))(X) |
natirlich in (X, X’) € Ob R-Mod x R'-Mod.

(2) Dual dazu, ist F(—, P') exakt fir alle projektiven R'-Moduln P', und ist F(P,—)
exakt fir alle projektiven R-Moduln P, so ist firi >0

LiF (X, X") =~ (LF(X,=))(X")
natirlich in (X, X") € Ob R-Mod x R'-Mod; und es ist
LF(X, X)) ~ (LiF(— X)) (X),

natirlich in (X, X’) € Ob R-Mod x R'-Mod.

Beweis. Fiir gegebenes X' € Ob R'-Mod konstruieren wir eine Isotransformation
(RIF(—, X"))(X) =~ R'F(X, X’), natiirlich in (X,X’) € ObR-Mod xR-Mod. Wir
verwenden hierzu die oben beschriebene punktweise quasiisomorphe Transformation
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Konz 2~ IRes zwischen Funktoren von R'-Mod nach K*(R'-Mod). Wir erhalten einen
Morphismus

FX(IResX, pX")
—_—

F¥(IResX, Konz X”) F¥(IResX, IResX’) ,

natiirlich in (X, X’) € Ob R-Mod x R’-Mod. Wir behaupten, daf§ es sich um einen Quasi-
isomorphismus handelt. Mit vorigem Lemma geniigt es zu zeigen, dafl

F(I', 5X")

F(I',Konz X") F(I',TResX")

fir alle ¢ > 0 einen Quasiisomorphismus darstellt, wobei IResX = (I° Aol o)
geschrieben werde. Da F(I', —) nach Voraussetzung exakt ist, geniigt es zu zeigen, daf}

fiir einen exakten additiven Funktor R'-Mod —» S-Mod der punktweise definierte Funktor

K(R’—Mod)liq)K(S—Mod) Quasiisomorphismen auf Quasiisomorphismen abbildet. Dies
folgt, da diesenfalls G o H' ~ H’ o K(G) fiir i+ € Z. Damit ist die Behauptung beziiglich
Quasiisomorphie gezeigt.

Anwenden von H' fiir 7 > 0 gibt nun den Isomorphismus
(RIF(—, X)) (X) = HF(IResX, X’) ~ H'F¥(IResX, Konz X')
H!FX(IResX, pX')
H' FX(IResX,[ResX’) = R'F(X,X"),
natiirlich in (X, X’) € Ob R-Mod x R'-Mod. o

Wir stellen alle Interpretationen der Erweiterungs- und Torsionsgruppen zusammen.

Korollar. Se: weiterhin R ein Ring. Sei i > 0.

Es ist
Exth(X,Y) = (Rig— =))(X,Y) = Ht{PResX,IResY)
2 ORIHX,=)(Y) = H X, IResY)
L (R Y)(X) = Hi gPResX,Y),

jeweils natirlich in der entsprechenden Variablen' Y € Ob R-Mod resp. X € Ob(R-Mod)°.
Insbesondere ist Ext%(X,Y) ~ g X,Y).

Es ist
Tor®(X,Y) £ (Li(-®z=))(X,Y) = H;t(PResX ®p PResY)
~ (Li(X®p=))(Y) = Hi(X ®pPResY)
2 (Li(—®rY))(X) = H(PResX ®pY),

jeweils natirlich in der entsprechenden Variablen Y € Ob R-Mod resp. X € ObMod-R.
Insbesondere ist Torf(X,Y) ~ X @r Y.

Insbesondere haben die Erweiterungs- und Torsionsgruppen in beiden Variablen lang ez-
akte Sequenzen induziert von kurz exakten Sequenzen von Moduln.
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Bis auf Isomorphie dndert sich jeweils nichts, wenn statt PResX resp. IResX eine belie-
bige projektive resp. injektive Auflésung von X verwandt wird; dito firY .

Beweis. Es ist g P,=) exakt fiir P projektiv in R-Mod, i.e. fir P injektiv in (R-Mod)°,
und es ist g(—, I) exakt fiir I injektiv in R-Mod, vgl. Aufgabe 18.(4). Ferner ist PQpr =
exakt fiir P projektiv in Mod-R, und analog ist — ®g P exakt fiir P projektiv in R-Mod;
vgl. Aufgabe 24. o

Beispiel.

(1)

Im Beispiel (1) in §1.6.1 wurden die Funktoren Torl-z/ *(Z/4,—) fiir i > 0 auf die kurz

exakte Sequenz Z/2 N/ /4 Lz /2 angewandt und die entsprechende lang exakte
Sequenz gebildet — wobei dort die Funktoren nach (Z/4)-Mod statt nach Z-Mod
abbilden, was aber fiir das Ergebnis keinen Unterschied bewirkt. In Beispiel (2) in

§1.6.1 wurden stattdessen die Funktoren Toriz/ ®(Z/2, —) angewandt.

In Aufgabe 25.(2) wurden die Funktoren Exti, y16(Z/4, —) fiir i > 0 auf die kurz

exakte Sequenz Z/4 =/ /8 N/ /2 angewandt und die entsprechende lang exakte
Sequenz gebildet — wobei dort die Funktoren nach (Z/8)-Mod statt nach Z-Mod
abbilden, was aber fiir das Ergebnis keinen Unterschied bewirkt. In Aufgabe 25.(3)
wurden stattdessen die Funktoren Extl, ss(—, Z/4) angewandt.

Unter anderem erhielten wir sowohl in Aufgabe 25.(2) als auch in Aufgabe 25.(3)
das Resultat Exty4(Z/4,Z/4) ~ Z/4 fiir alle i > 0, in Ubereinstimmung mit
vorstehendem Korollar.



Kapitel 2

(Co)homologie von Gruppen

2.1 Definition und erste Eigenschaften

2.1.1 Gruppenringe

Sei R ein kommutativer Ring.

Eine R-Algebra (A, ) ist ein Ring A, zusammen mit einem Ringmorphismus

R %~ Z(A) C A.
Hierbei bezeichnet Z(A) := {z € A : za = az fiir alle a € A} das Zentrum von A.
Meist schreibt man (r¢)a =:7r-, a =:r - a, sowie A = (A, p).

Ein Morphismus von R-Algebren (A, ) und (B, 1)) ist ein Ringmorphismus Al B S0,
daB o f = 0.

Jeder Ring ist auf eindeutige Weise eine Z-Algebra, und jeder Ringmorphismus ist ein Z-
Algebrenmorphismus. Der Begriff einer R-Algebra ist dazu geschaffen, die Rolle des Grund-
rings von Z auf R zu iibertragen.

Sei G eine Gruppe. Die Gruppenalgebra (oder der Gruppenring) RG ist ein freier R-Modul
auf der Menge GG. Mit der Multiplikation

(5)(5) - 5(5):

gea heG keG \gh=k
wird RG ein Ring, wobei 74, s;, € R stets, und wobei zu beachten ist, daf alle bis auf

endlich viele Koeffizienten r, resp. sj, verschwinden. Mit dem Morphismus R -4+ RG,
r+——r-1 wird RG zu einer R-Algebra.

Der triviale RG-Modul ist als R-Modul schlicht R, mit der Operation g - r := r fiir alle
g € Gund alle r € R.

o2
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Es ist RG kommutativ genau dann, wenn G abelsch ist. Es miissen also auch nichtkommu-
tative Ringe betrachtet werden.

Je ndher R an Z ist, desto interessanter ist RG.

In Aufgabe 32 wird verifiziert, daf§ der Gruppenring RG folgende universelle Eigenschaft
hat.

. G . . . . .
Es ist G — RG , g— 1-¢g, ein Morphismus von Monoiden — eine Gruppe ist
ein spezielles Monoid, und der Ring RG bildet zusammen mit seiner Multipli-
kation ein Monoid.

Ist umgekehrt fiir eine R-Algebra A ein Morphismus von Monoiden G Ny

gegeben, so gibt es genau einen R-Algebrenmorphismus RG L A mit

@ <% pra L4y = @ L 4.

Ist z.B. M ein R-Modul, und ist G —» (Endgr M)° ein Monoidmorphismus, so erhalten
wir auf diese Weise einen R-Algebrenmorphismus RG —» (Endg M)°, welcher eine RG-
Modulstruktur auf M definiert. Elementweise gesprochen, um eine RG-Modulstruktur auf
M zu definieren, miissen wir g - m fiir alle ¢ € G und alle m € M definieren, und zwar so,
daB g - (—) R-linear ist, und so, da§ 1 -m = m und (gh) - m = g - (h - m) stets gelten.

2.1.2 (Co)homologie

Sei weiterhin R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe.

In Aufgabe 29 wird verifiziert, daf fiir eine R-Algebra A die Erweiterungs- und Torsions-
gruppen zwischen A-Moduln eine R-Modulstruktur tragen.

Sei ¢ > 0. Wir definieren einen additiven Funktor

RG-Mod — R-Mod ‘
M +——- HY(G,M;R) := Exth(R,M).
Es ist H(G, M; R) die i-te Cohomologiegruppe von G mit Koeffizienten in M iiber R.

Beachte, dafl wegen ro(R, M) ~ M¢, natiirlich in M, der Funktor H (G, —; R) auch der
i-te Rechtsabgeleitete des Funktors M +— M ist, der einem RG-Modul den R-Modul
seiner Fixpunkte unter G zuordnet.

Wir setzen im Falle des trivialen Moduls M = R noch H'(G;R) := H'(G,R;R) =
Extha(R, R).

Sei i > 0. Wir definieren einen additiven Funktor

RG-Mod — R-Mod
M +— H;(G,M;R) := Tor™“(R, M) .
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Es ist H;(G, M; R) die i-te Homologiegruppe von G mit Koeffizienten in M iber R.

Wir setzen im Falle des trivialen Moduls M = R noch H;(G;R) = H;(G,R;R) =
Tor®(R, R).

Man schreibt auch

Mg = Ho(G,M;R) = R ®pg M =~ M/Rigm—m : me M, g€ Q)
r & m = rm
1 ® m <~ m

Kurz, Mg ist der grofite Quotient von M als RG-Modul, auf welchem jedes Element
von G identisch operiert. Der Funktor H (G, —; R) ist auch der i-te Linksabgeleitete des
Funktors M +—— M.

Im Falle R = Z diirfen wir schliefSlich noch den Grundring unterschlagen und

H(G, M) = H(G,M;Z) = Exty.(Z,M)
H (G) = HY{(G;Z) = Exty,(Z,7)
H,(G,M) = H;(G,M;Z) = Tor?“(Z, M)
H;(G) = Hi(G;2Z) = Tor?%(Z,7)

schreiben.

7

Sei M’ —~ M —Z+ M" eine kurz exakte Sequenz von RG-Moduln. Der lang exakten Ext-
Sequenz in der zweiten Variablen entnehmen wir die lang exakte Sequenz

HO(G,i;R) HO(G,p;R)

0 — HG,M’;R) HO(G, M; R) HO(G, M"; R)
0 1 ;. 1 .
2wy, iRy G wy e R BEER 1y G M R)
ot H2(G,i;R)

— H*G,M';R)

Die Gestalt der Verbindungsmorphismen betrachten wir niher, sobald wir homologieklas-
senreprasentierende Elemente zur Verfiigung haben.

Der lang exakten Tor-Sequenz in der zweiten Variablen entnehmen wir die lang exakte
Sequenz

OGP Hy (G, M R) 2
Hi(G,M;5R) C. my@ Ry 292 w6 M R) O
Ho(G, M5 R) S0,y m;r) MOy (@, M7 R) — 0.

Bemerkung. Sei M ein RG-Modul. Sei v > 0. Wir haben Isomorphismen abelscher

Gruppen ' ‘
H(G,M;R)|z ~ HY(G,M|zq)
HZ(G,M, R)|Z ~ HZ(G,M|ZGf) .
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Hierbei bedeutet H (G, M; R)|z die unterliegende abelsche Gruppe von H'(G, M; R) und
M|z der sich vermége des Ringmorphismus ZG — RG aus M ergebende ZG-Modul.

Beweis. Sei P eine projektive Auflésung von Z iiber ZG, sei P der um das Objekt Z
an Position —1 erginzte azyklische Komplex. Da Z|z projektiv iiber Z ist, ist ]5| z split
azyklisch iiber Z. Da (RG ®z¢ P)|r ~ R ®z (P|z) als Komplexe von R-Moduln und da
letzterer Komplex split azyklisch iiber R ist, ist RG ®z¢ P azyklisch iiber RG. Da ferner
mit Aufgabe 22.(1) das Tensorieren die Projektivitat erhélt, ist mithin RG ®zs P eine
projektive Auflosung von RG ®z¢ Z ~ R. Folglich ist

H(G,M; R)|z = Exthg(R, M)z

~ Hi(RG(RG@)ZG P7M))|Z
Adi Ade. 13 (4) H(z4(P, M|zc))

EXtiZG’(Z7M‘ZG)
HY(G, M|zq) .

Ferner ist, fassen wir P als projektive Auflésung von Z als ZG-Rechtsmodul auf, vermoge
der Operation von g € GG von rechts via der Operation von g~ von links,

Hi(G,M;R)|z = Torf“(R, M)|z

H;((P ®z¢ RG) @ra M))
H; (P ®z¢ (M|zc))
Tor?%(R, M|z¢)

H;(G, M|z¢) .

12

12

12

2.2 Interne Tensorprodukte und internes Hom

2.2.1 Definition und Eigenschaften

Tensoriert man zwei RG-Moduln iiber R, so erhélt man nach geeigneter Definition wieder
einen RG-Modul; man sagt, dies definiert eine in RG-Mod interne Operation. Ahnliches
gilt, wendet man den Homfunktor iiber R an.

Sei R ein kommutativer Ring. Sei GG eine Gruppe. Seien L, M, N € Ob RG-Mod.

Es ist M ®gr N ein R-Modul (wie in Aufgabe 29 fiir A = R, Tor und i = 0). Setzt man
nun

g-(m@n) = gm®gn

fir g € G, m € M, und n € N, so definiert dies die Struktur eines RG-Moduls auf
M ®gr N.
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Es ist (M, N) ein R-Modul (wie in Aufgabe 29 fir A = R, Ext und i = 0). Setzt man
nun

m(gf) == g((g~'m)[)

fir f € M,N), g € Gundm € M, so definiert dies zunéchst ein Element gf € g M, N).
Diese Zuweisung definiert dann eine RG-Modulstruktur auf g M, N). In der Tat wird fir
g, h € Gund me M

m(g(hf)) = g((g7'm)(hf)) = g(h((h™(g7'm))f)) = (gh)(((gh)~'m)f) = m((gh)f)) -

Ist keine Verwechslung moglich, so schreibt man auch M ® N := M ®gz N. Ferner be-
zeichnen wir M®" :=M @M @ ---® M fiir n > 1, und M*®" := R.

n Tensorfaktoren

Bemerkung.

1) Essind gR,M)~ M und R®@r M ~ M als RG-Moduln.
2) Esist L& (M ®N)~ (L®M)® N als RG-Moduln.

3) Esist M ® N ~ N ® M als RG-Moduln, vermége m @ n+—n ® m.
)

(
(
(
(4) Der Modul g(M, R) =: M* heifit der zu M duale Modul. Fiir f € M* und g € G ist
m(gf) = (g7 'm)f fir m € M.

(5) Bsist g M,N)“ = p{M, N) (Fixpunkte unter G).

(6) Es gibt Morphismen von RG-Moduln

und

In Aufgabe 37 wird jeweils eine hinreichende Bedingung dafiir gefunden, daf} ein
Isomorphismus vorliegt.

Lemma. Sei M ein RG-Modul, welcher als R-Modul frei auf einer Basis (m; : j € J)
ist, wobei J eine Indexmenge bezeichne. Dann ist RG @z M als RG-Modul frei auf der
Basis (1@ mj : j € J), und als R-Modul frei auf der Basis (9 ® gm; : g € G, j € J).

Beweis. Wir behaupten, dafl

[[,RG % RG ©®r M
€;j 1 ® m;
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ein Isomorphismus ist, wobei e; das Element von [[; RG bezeichne, welches bei j eine
1, und sonst 0 stehen hat. Dafiir geniigt es, die RG-lineare Abbildung ¢ als R-lineare
Abbildung aufzufassen.

Nach Voraussetzung haben wir einen R-linearen Isomorphismus

[LR % M

/

wobei e;- das Element von [[; R bezeichne, welches bei j eine 1, und sonst 0 stehen hat.

Es faktorisiert nun wie in der Losung zu Aufgabe 24

(T RG -2~ RGorM) = (J] RG =~ [[(RG&RR) =~ RGox(][ R) 24" RGoRM) .
J J J J

Die angegebene R-lineare Basis von RG ®p M ergibt sich nun als Bild der R-linearen
Basis (ge; : g € G, j € J) von [ [, RG unter dem Isomorphismus [ [, RG =~ RG ®r M,
da ge;—g(1 @ m;) = g ® gm,. o

Korollar. Ist P ein projektiver RG-Modul, und ist M ein RG-Modul, welcher iiber R
projektiv ist, so ist P @r M projektiv iber RG.

Beweis. Nach Aufgabe 22.(1) diirfen wir wegen — ®g M additiv annehmen, dafl P =
[I; RG frei ist, wobei I eine Indexmenge bezeichne. Ferner diirfen wir wegen P ®p —
additiv annehmen, dafl M frei iiber R ist (ergénze um einen R-linearen Summanden, der
mit iiberall identischer G-Operation ausgestattet werde). Wie in der Losung zu Aufgabe 24
sehen wir, da ([ [; RG) ®p M ~ [[;(RG ®r M) ~ RG ®g ([[; M), und gemé&f unseres
Lemmas ist dieser Modul frei, und somit auch projektiv iiber RG. o

Korollar. Sei k > 0. Es ist RGE*+Y ein freier RG-Modul mit der RG-linearen Basis

(1®91®7g192® 19293 @ - @ (g1g2- -~ g) : gi € G fiir i € [1,K]) .

Beweis. Dies folgt mit Induktion aus dem vorstehenden Lemma, angewandt auf
RG ®R RG®k u}

Wir kiirzen noch ab und schreiben

(01,92, -, 0k = 1®91 ® G192 916293 Q-+ R (G192 -+ - gr) € RG®*HY

fiir ein solches in dieser Basis auftretendes Element.

2.2.2 Ext und Tor via (Co)homologie

Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Seien L, M und N drei
RG-Linksmoduln.
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Der RG-Linksmodul M werde zu einem RG-Rechtsmodul vermége mg := ¢ 'm fiir
m € M und g € G. Der triviale Linksmodul wird hierbei zum trivialen Rechtsmodul.
Projektive Linksmoduln entsprechen genau den projektiven Rechtsmoduln. Es wird

M Qpre N = N Qpa M
m n — n & m

als R-Moduln.
Bemerkung. Ist k > 0, so ist als R-Moduln

Torf¢(M,N) ~ Torf¢(N, M) .

Beweis. Mit einer projektiven Auflosung P von M in RG-Mod erhalten wir als R-Moduln

Torf™“(M, N) Hy(P ®pa N)
Hy(N Qpe P)

Tor (N, M) .

11

Bemerkung. Der Adjunktionsisomorphismus

AL®M,N) — KL, {M,N))
o= (= (m—({@m)f))

ist RG-linear.
Beweis. Sei g € G. Es wird gf abgebildet auf

[ (m — (lem)(gf) = g((¢"1®g'm)f)) .
Auf der anderen Seite ergibt das Produkt von g mit dem Bild von f die Abbildung

I — g(m — (g7 lem)f) = (m — glg7'l®g'm)f).

Bemerkung. Als R-Moduln ist
M ®re N = (M ®pr N)g
m & n m & n.
Beweis. Die Wohldefiniertheit von m ® n+——m ® n folgt aus
mgen-—megn = g mAn-—-megn = (1—-g)(g'men).

Die Wohldefiniertheit von m ® n<~—m ® n folgt aus derselben Gleichung, riickwérts
gelesen. .
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WV

0. Wir haben

N) ~ HNG, {M,N):R)

Lemma. Sei M projektiv iber R. Sei k

(
Torf“(M,N) ~ Tori“(

Beweis. Sei P eine projektive Auflésung von R in RG-Mod. Da M projektiv iiber R ist,
sind P ®g M und M ®g P projektive Auflésungen von M in RG-Mod.

Im n#chsten Abschnitt wird eine solche Auflosung P des trivialen Moduls R konstruiert
werden. Um ihre Existenz wissen wir aber schon.

Es wird, unter Anwendung der zweiten Bemerkung oben,

A

H*(( M ®r P, N))%)
H*( ge{ M @ P, N))
Exth (M, N) .

— —

11 1R R

Es wird, unter zweimaliger Anwendung der dritten Bemerkung oben,

H.((P ®r M @r N)c)
H.((P ®r M) ®re N)
Tory®(M, N) .

1 1R

Nach der ersten Bemerkung oben diirfen wir M und N nun auch noch vertauschen. o

2.3 Standardauflésung

2.3.1 Konstruktion der Standardauflésung
Wir konstruieren eine projektive Auflésung des trivialen Moduls R iiber RG.

Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Die mit g; bezeichneten Elemente seien
aus G, wobei j > 0.

Schreibe
(Go®  Qg) Nl = G® Qo1 R Gir1® -+ @ gy
fir £ > 0 und i € [0, k]. So ist z.B. (go ® g1 ® g2) A1 = go ® g2, oder auch gy A0 = 1.
Setze fir k >0
RGet+) L paek
Go® @G = P eou(—1) (g0 @@ gr) Ni
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Das so als R-lineare Abbildung definierte d ist auch RG-linear.

Beispiel.

(1) Es schickt RG®! %, RG#® das Element go auf 1.
(2) Es schickt RG®? %, RG®! das Element go ® g1 auf g1 — go.
(3) Es schickt RG®3 2, RG®? das Element Jo R g1 go auf g1 ® go — go ® go + go X g1.

Satz. Es ist

Barg.r = <...LRG®(3+1) 1, paeety 4 paei+l) LRG(@(O—H))

eine projektive Auflosung des trivialen Moduls R; auch Barauflosung genannt (was von
den senkrechten Strichen in der urspringlichen Schreibweise herrihrt).

Beweis. Es ist RG®*+1 projektiv iiber RG fiir k > 0 vermoge des ersten oder zweiten
Korollars aus §2.2.1. Es bleibt uns wegen RG*° ~ R, dem trivialen Modul, zu zeigen, daf3

—_—

BarG;R = ( . 4d> RG®(3+1 RG® 2+1) RG® (1+1) d RG®(O+1) d

., RG® 1+1)

Position —1

ein azyklischer Komplex ist.

Zeigen wir dd = 0. Es wird fiir k£ > 1

(9o @ ®gp)dd = <Zi€[0,k](_1)i(go ® - ® gr) A Z) d
Zie[o,k} Z]e[Ok 1]
Zie[o,k] 236[01 1]

@) NIA]

@G NN
R gr) NN

+

1€[0,k] Z]E[’L k—1]

= ZiG[O,k} Z]G[O i—1]

) AGA(G—1)

&
&
&
®.
+ ZiG[O,k}Zye[zk 1] )M (go®--- Q@gp) NiAj
&
&
&
&

(—
(=
(=
(=
(=
= Zje[o,k] Zze[j—i-lk](( 1)i+j(90
(=
(=
(=
(=

+ Zie[o,k} Z]E[zk 1] S Qar) Nt N

@) NN (1)
Q@ agr) NN

ZiE[O,k} Z]E[l+1 k]

)
)
)
g ANJA(E—1)
)
)
Zie[o,k} Z]E[’L k—1] )

_|_

L (go @ - @ gi) NP A J
Dt (go® -+ @ gp) NiAJ

Zie[o,k} Z]G[z k—1]

1€[0,k] £L~j€li,k—1]

m +
o
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Um die Azyklizitdt zu zeigen, machen wir von dem Umstand Gebrauch, dafl es geniigt,
diese iiber R statt iber RG nachzuweisen. Im folgenden betrachten wir Barg.r also als
Objekt in C(R-Mod).

Wir wollen zeigen, dafl die Identitét auf 1§E&G; r nullhomotop ist. Denn dann ist 1y gz =
H(lgs,, ) = Hi(0gs,, ) = 0 fiir alle k € Z, und folglich HyBargr = 0 fiir k € Z. Wie
bereits erwdhnt, suchen wir eine R-lineare Homotopie.

Barg;r

Es gibt im allgemeinen auch keine RG-lineare Homotopie, denn das hiefle, die Identitét
von Barg,r faktorisierte iiber einen split Azyklischen mit RG-projektiven Eintrégen. Nach

Aufgabe 91.(2) hat dies zur Folge, dafl Barg. g split azyklisch wére. Insbesondere wire R
ein Summand von RG. Dies ist aber im allgemeinen nicht der Fall.

Wir konnen also fir £k > —1

RGEKR+) e poe(k+2)
Go® Qg > 1XGg & - Qg

setzen. Zunéchst beobachten wir, dal h_;d = 1. Sodann wird fiir £ > 0

(08 @ ge)(hud + dhyn) = (go R @ gk + Piepary(—D (L@ G ® -+ ® gp) A Z)
+ (Zie[o,k](_l)i 1® ((9o® - ® gr) A z))

= (90 @ @G+ Do)A@ g @ @gr) A+ 1))
+ (Zie[o,k](_l)i(l ®RGg R - Rgr) A (I + 1)>
= 90® DGk,
ie. hgd + dhi_1 = 1. o

2.3.2 Standardinterpretation der Cohomologiegruppen

Sei M ein RG-Modul. Wir wollen nun den R-Modul H*(G, M; R) mithilfe Linearer Alge-

bra iiber R interpretieren. Dazu erinnern wir uns an

HH(G,MiR) = Extho(R, M)
~ Hk(RG(BarG;R,M))
~ 7"(re(Barg.r, M)) /B*( re(Barg.r, M))
fir k > 0.

Ein Element von rg( RG®**+Y M) ist eine Funktion auf der RG-linearen Basis

(01,92 06) = 1@ 1 ® 9102 ® 19293 ® -+~ @ (9192 -~ g) : gi € G)
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von RG®*+1) mit Werten in M, i.e. eine (vollig beliebige) Abbildung
GF— Gx-oxCG L M
N’

k cartesische Faktoren

[917927"'7916] = [glagZa--'>gk]f

mit Werten in M. Eine solche Funktion liegt in Zk( re(Barg.p, M )) genau dann, wenn die
von ihr dargestellte RG-lineare Abbildung von RG®®**1) nach M komponiert von links

mit RGER+D+) %, paet+1) Nyll ergibt. Dieses Verschwinden wiederum geniigt es, auf
der angegebenen Basis von RG®((*+1D+1) 7y kennen. Ein Element [g1,. .., gry1] kommt
zunéchst unter d auf

[917 92;--- 7gk+1]d
Y icioriy ("D (1@ g1 ® 6192 ® 919205 © -+ @ (9192 * +* G1)) N

k+1[

= G2, Grr1] + <Zi€[1,k](_1>i[gla 2 9i-159i9i+15 Jit2, - - - 79k+1]> + (=" g1, 9] -

Es ist also fiir £k > 0

91[927 <o 7g/€+1]f
U %
Zk(RG(BarG;R,M)> = GXkHM : +ZZ€[1J€}(_1) [gla-"7gi717gigi+17gi+27--~agk+1]f
+(=1) gy, ..., gxlf = 0 stets

Umgekehrt erhalten wir fiir £ > 1 eine Funktion in B* ( re(Barg.g, M )) durch Verkettung

von d mit einer (véllig beliebigen) Funktion G*(*~1) —+ M. In anderen Worten, es ist
B(Barg.g, M) = 0, und fiir k > 1
B*( re(Barg;r, M)) =

ko
(915 96] — 1[92, .-, gV U
+ 3 ety (Z1G0 5 G, GiGi1 Givas - - GV Gxk=1) L p
+(=1)*g15 - -+, ge—1]v

Elemente im R-Modul Z* ( re(Barg.g, M )) heiflen auch k-Cozyklen, Elemente im R-Modul
Bk(RG(BarG;R, M)) heiflen auch k-Corinder von G mit Werten in M.

Beispiel.

(1) Zur Interpretation von HY(G, M; R) ~ Z°(Barg.g, M)/B°(Barg.z, M) identifizieren
wir die Menge der Abbildungen von G*° nach M mit M selbst, und erhalten

7Z°(Barg.p, M) = {m € M : gym —m = 0 stets}
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und B°(Barg.z, M) = 0. Es ist also H(G, M; R) ~ M¢. Das folgte auch schon aus
der alternativen Definition von H¥(G, —; R) als Rechtsabgeleiteten des linksexakten
Funktors (—)¢.

(2) Als Interpretation von H'(G, M; R) ~ Z!(Barg.z, M) /B! (Barg.z, M) finden wir

Zl(Bal"G;R,M) = {GLM D qilgelf — [91g2)f + (9] f =0 stets} .

Ein 1-Cozykel f € Z'(Barg.g, M) heifit auch Derivation. Weiter ergibt sich, wieder
nach Identifikation po( RG®+D M) mit M, die Menge der 1-Coréinder oder innerer
Deriwationen zu

B'(Barg.p, M) = {G— M, gir—>gm—m : m € M} .

(3) Als Interpretation von H*(G, M; R) ~ Z*(Barg.r, M )/B?(Barg.r, M) ergibt sich die
Menge der 2-Cozykeln zu

7*(Barg.p, M) = {G x G-Lo M 91192, g3 f — (9192, 93] f + (91, G293) f — (g1, 92]f =0 stets} :

Ein 2-Cozykel f € Z*(Barg.g, M) heiit auch Faktorensystem. Weiter ergibt sich die
Menge der 2-Cordnder zu

BQ(BarG;R,M) = {GX GLM? [91, 92 > g1[g2]v — [g192]v + [g1]v - GLM} :

Ein 2-Corand ergibt sich also aus einer “migliickten Derivation”. Allgemeiner ergibt
sich ein k-Corand aus einem “mifigliickten (k — 1)-Cozykel”. Dies nur als Merkhilfe.

2.3.3 Standardinterpretation der Homologiegruppen

Weniger gebréuchlich als die Standardinterpretation der Cohomologiegruppen ist die der
Homologiegruppen, aufgrund der dabei in den Zykelbedingungen auftretenden Summen
iiber G. Wir wollen sie dennoch einmal angeben.

Wir erinnern daran, dafl ein RG-Linksmodul M zu einem RG-Rechtsmodul wird vermoge
mg = g~ 'm fiir m € M und g € G, und daf} hierbei projektive RG-Linksmoduln projek-
tiven RG-Rechtsmoduln entsprechen.

Sei M ein RG-Modul. Wir wollen nun den R-Modul Hg(G, M; R) mithilfe Linearer Alge-
bra iiber R interpretieren. Dazu verwenden wir

Hy(G,M;R) = Tory®(R, M)

Hk ( BarG;R ®RgM)
Zk ( BarG;R ®RGM) /Bk ( BarG;R ®RgM>

12

12

fir £ > 0.
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Ein Element von RG®*) ®p. M ist eine Koeffizientenfunktion f auf der Basis
([g15---, 9] : g; € G) mit Werten in M, welche fiir alle bis auf endlich viele Basiselemente
den Wert 0 annimmt, ansonsten aber beliebig ist, und welche so das Element

Z [917927"7gk]®[917927"7gk]f € RG®(k+1)®RGM = @ [917"’gk]®RGM
[917“’gk]€GXk [glv"1gk]€GXk
darstellt.

In anderen Worten, ein Element von RG®* 1) @ pe M ist eine Abbildung
G*k i» M
[917927"'7gk] . [917925--'7gk]f

mit endlichem Triger {[g1,..., 9] € G** : [g1,...,g]lf # 0}. Ist G endlich, so ist diese
Endlichkeitsbedingung fiir jede Abbildung von G** nach M erfiillt.

Eine solche Funktion f ist in Zk(BarG; R QraM ) genau dann, wenn k£ = 0, oder wenn
k> 1 und

0
- Z[Ql,wgk}GGXk[gb g2, - - gk]d ® [gl, . gk]f

91[927 . '7gk]
Z +zie[l,k—1]<_1)l[917 - GiGit1s - 98] | ® (91, 9k f
L1, geleGE +(_1)k[g17 . 'Jgkfl]

Z[gpu,gk}GGXk[gZ? ) gk] ® gl_l[gh L) gk]f
Zie[l,k—l](_]')i Z[g1,~,gk}eG><k[gl7 - 9iGi+15 - gk] ® [917 SR gk]f

+
+ (_1)k Z[gl,..,gk]eGXk[glﬁ ST gk’—l] X [gla ST gk’]f

= Z[hl’, Shp_q]eGx(k=1) [hh © hk—l] ® (ZgEG g[g_lv h’la ) hk—l]f)
+ Ziep,k—u(_l)i Dl e ajecx e s - 1] @ (deG[hh cohic, 9,97 hi b, hk—l]f)

+ <_1)k Z[hl,. .’hk_l}ecx(k—l) [hh LK) hk—l] X (dec[hlv B3] hk—h g]f)

glg™" iy hialf
= Z [y hg—1] ® Z +Zie[1’k_1}(—1)i[h1,..,hi_l,g,gflhi,hiﬂ,..,hk_l]f
[h1,. shg_1]€GX(E=1) geG —I—(—l)kg[hl, - hk—17 g]f
ie.
glg™t b, el f
Z + Zie[l,kﬂ}(_l)i[hl, cohic, 9,97 he b, ) f = 0
9€G \ +(=1D)*[hy, .., hy1, g)f
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fir alle h; € G, wobei i € [1,k — 1].
Umgekehrt ist fiir £ > 0 eine Funktion f, in Bk(BarG;R RraM ) ausgehend von einer
beliebigen Funktion G**+1) 2+ M gegeben durch

(hi, . helfo =

Z <g[g_17 hla c hk]U + (Zie[l,k]<_1)i[h17 sy hi—l? g, g_lhi7 hi+17 c hk]”) + (_1)k+1[h17 c 0y hk7 g]U)

geG
fur h; € G, wobei i € [1,k].

Elemente im R-Modul Zk( re{Barg.g, M )) heiflen auch k-Zyklen, Elemente im R-Modul
Bk(Rg(BarG;R, M)) heiflen auch k-Rdnder von G mit Werten in M.

Beispiel.
(1) Ist k=0, so ist ZO(BarG;R ®RgM) = M und

Bo(Barg,r ®peM) = {degg[g_l]v —[g]v : G —~ M mit endlichem Tréiger}

= {dea(g —1)[gv : G2+ M mit endlichem Tréiger}
= Rigm—m : me M, geq),
wie bereits bei der Einfithrung von Ho(G, M; R) ~ Mg in §2.1.2 gesehen.
(2) Ist k=1, so sind

Zl(BarG;R ®RGM) = {Gi» M : f hat endlichen Tréager, Z(g —Dg7Yf = O}

g€
und darin
B (Barg,r @peM) =
{[h] — Y gec (97 g My = [g, 97 h]v + [k, glv) © G % G —+ M mit endlichem Tréiger} :

Sei G eine endliche Gruppe. Sei R ein kommutativer Ring, fiir den Teilmoduln endlich
erzeugter freier R-Moduln wieder endlich erzeugt frei sind, und fiir den man Kerne und
Cokerne von Matrizen mit Eintragen in R algorithmisch bestimmen kann.

Seien B und Z Matrizen mit Eintrigen in R, fiir die 2B und xt+—— xZ injektiv
sind, und fiir die es eine Matrix H mit BH = Z gibt. Falls man fiir R zudem {iiber einen
Algorithmus verfiigt, dieses H zu bestimmen, so kann man mit der eingefiihrten Standard-
beschreibung der (Co)homologie auch H*(G; R) und Hy(G; R) fiir k > 0 berechnen.

Ist M ein RG-Modul, welcher iiber R frei ist, und kennt man die Operation aller Elemente
von G auf M in Matrixform, so sind unter diesen Voraussetzungen auch H*(G, M; R) und
Hy (G, M; R) algorithmisch bestimmbar.

Ist zB. R = F, fur ein p prim, oder ist R = Z, so kann man fiir gegebenes k die
(Co)homologiegruppe rechnerisch bestimmen; fiir R = Z geschieht dies unter Verwendung
des Elementarteilersatzes.

Die Grofle der Objekteintrige der Standardauflosung wéchst allerdings exponentiell mit k.
Vgl. auch Aufgaben 38 und 40.
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2.3.4 Standardinterpretation der lang exakten (Co)homologie-
sequenz

2.3.4.1 Ein Nachtrag zur Homologischen Algebra

Ein kleiner Nachtrag zur Homologischen Algebra, der zu seiner Anwendung gestellt wurde.

Seien R, R’ und S Ringe. Sei I’ : R-Mod x R’-Mod — S-Mod ein biadditiver Funktor.
Sei noch vorausgesetzt, dal F(X,=) exakt ist, falls X ein injektiver R-Modul ist, und
daB F'(—, X') exakt ist, falls X’ ein injektiver R'-Modul ist.
Sei X ein beliebiger R-Modul. Sei M’ e M 2o M eine kurz exalkte Sequenz von
R'-Moduln. Wir erhalten eine lang exakte Sequenz
0 i 0
0 — ROF(X,M') "5 ROF(X, M) “2F ROF(X, M")
0 1 i 1
(+) 2 RFPX M) S RUE(x M) B RUF(X, M)
81

— e e

aus folgender kurz exakter Sequenz von Komplexen in S-Mod. Sei I’ resp. I resp. I” eine
injektive Auflosung von M’ resp. M resp. M"” derart, dafl sich eine punktweise split kurz
exakte Sequenz

1/4»]4»]//

ergibt, deren H° die Sequenz M’ M P zuriickgibt. Dies ist nach dem Hufeisen-
lemma moglich. Die lang exakte Sequenz (k) ist die lang exakte Homologiesequenz auf
der kurz exakten Sequenz von Komplexen

(+) F(X,I') — F(X,I) — F(X,1I").

Fiir abgeleitete Funktoren von Funktoren in einer Variablen hat man keine andere M&glich-
keit als diese lang exakte Sequenz mittels Hufeisenlemma zu konstruieren. Fiir einen biad-
ditiven Funktor in zwei Variablen unter obigen Exaktheitsvoraussetzungen gibt es nun noch
eine zweite Variante.

Sei J eine injektive Auflésung von X {iber R. Nach Voraussetzung ist
(") F(J M) — F(J M) — F(J, M")

eine kurz exakte Sequenz von Komplexen mit Eintrigen in S-Mod. Bezeichnen wir mit
(xx) ihre lang exakte Homologiesequenz.

Lemma. Die lang exakten Sequenzen (%) und (xx) sind isomorph.
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Beweis. Wir haben zwei Morphismen von kurz exakten Sequenzen von Komplexen.

tFCC(Konz X, I') ——tF““(Konz X, I) — t F°“(Konz X, I")

| i i

tECC(J, 1) tECC(J, 1) tECC(J, 1)

T ! !

tFCC(J, Konz M'") — t F°(J, Konz M) — t F“°(.J, Konz M")

Alle 6 vertikalen Morphismen, induziert von den Quasiisomorphismen Konz X — J,
Konz M’ — I, Konz M — I und Konz M” — I" sind Quasiisomorphismen, wie man
wie im Beweis des Satzes in §1.6.2.4 erkennt. Hier benotigt man die beiden eingangs
verlangten Exaktheitseigenschaften von F'.

Allgemein induziert ein Morphismus von kurz exakten Sequenzen von Komplexen einen
Morphismus von lang exakten Homologiesequenzen. Nachzurechnen ist hierfiir nur die
Kommutativitat der Vierecke, die zwei Verbindungsmorphismen involvieren.

Ein aus drei Quasiisomorphismen bestehender solcher Morphismus induziert mithin einen
[somorphismus von lang exakten Homologiesequenzen.

In der oberen Zeile unseres Diagramms steht bis auf Isomorphie gerade die kurz exak-
te Sequenz (*'), in der unteren Zeile die kurz exakte Sequenz (xx’). Deren lang exakte
Homologiesequenzen () und (#x) sind mithin isomorph. o

2.3.4.2 Verbindungsmorphismen und (Co)zykeln

Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Sei M’ e M P+ M" eine kurz exakte
Sequenz von RG-Moduln.

2.3.4.2.1 Die Cohomologiesequenz

Wir konnen mit dem vorangegangenen Lemma nun die schon erwidhnte lang exakte Co-
homologiesequenz

0 — H(G,M;R) 9L g R ECPR. o M7 R)
0 1 i 1 .
Zoowve MRy O gy r) TP gy @, M7 R)

N H2(G, M'; R) H?(G.isR)

als zur kurz exakten Sequenz von Komplexen
RG(BarG;Ra M/) (;)i RG(BarG;R,M) @g RG(BarG;R7M”)

gehorig berechnen, ohne das Hufeisenlemma verwenden zu miissen; vgl. §1.5.6.
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Fiir alle in dieser lang exakten Sequenz auftretenden Morphismen, die keine Verbindungs-

morphismen sind, bildet man wie folgt ab. Ist U — V' ein Morphismus von RG-Moduln,
und ist, fiir & > 0, f ein k-Cozykel mit Werten in U, so bildet H*(G, w; R) reprisentan-

tenweise die Abbildung G** LU auf die Abbildung G** Ty ab, welche wiederum ein
k-Cozykel ist.

k
Wir wollen fiir & > 0 den Verbindungsmorphismus H*(G, M”;R)LH’“H(G, M'; R)
berechnen. Sei G** v M" ein k-Cozykel. Nach Aufgabe 20.(1) wihlen wir zunéchst

Gk Lo M mit fp = f" durch elementweise Wahl eines Urbildes. Dann wissen wir, daf3

Gx(k+1) i M

Werte in M’i annimmt. Dies folgt auch direkt aus dfp = df” = 0, da f” ein Cozykel ist.
Wir finden also ein G*¢+0 L A7 mit f'i = df. Dieses f’ reprisentiert nun das Bild der
Klasse von f” unter 9*.

Beispiel. Betrachten wir den Fall k& = 0. Sei m” € M"% = H°(G, M"; R). Wihlen wir
ein m € M mit mp = m”. Beachte, daf§ m nun nicht mehr notwendig fix unter G ist.
Immerhin gilt stets noch (gm —m)p = 0, i.e. gm —m € M'i. Dies definiert eine Funktion
G — M’, und das ist unser gesuchter Repriasentant des Bildelementes der von m” in

HY(G, M"; R).

2.3.4.2.2 Die Homologiesequenz

Wir konnen mit der dualen Aussage des vorangegangenen Lemmas nun die schon erwiahnte
lang exakte Homologiesequenz

Hz(G,p;R) 02

H2(G,M”;R) —
H(G, M5 R) 0 g@ m;r) U w6, MR 2
Ho(G,M%R) S50, yye,M;R) 2S00 Hy(G M7 R) — 0

als zur kurz exakten Sequenz von Komplexen

1®1 1®p
BarG;R(X)RgM’ — BaI‘G;R®Rc;M — BarG;R®RgM"

gehorig berechnen (vgl. Aufgabe 24).

Fiir alle in dieser lang exakten Sequenz auftretenden Morphismen, die keine Verbindungs-

morphismen sind, bildet man wie folgt ab. Ist U —» V ein Morphismus von RG-Moduln,
und ist, fir & > 0, f ein k-Zykel mit Werten in U, so bildet Hy(G,w; R) représentan-

tenweise die Abbildung G** LU auf die Abbildung G** Ty ab, welche wiederum ein
k-Zykel ist.

s Ger1] = gilge, - gk f + (Zie[l,k]<_1)i[glw--7gigi+17-~~agk+1]f> + (=D gy, ...

7gk]f
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Wir wollen fiir & > 1 den Verbindungsmorphismus H (G, M”;R)ich_l(G, M'; R)
berechnen. Sei G** T M" ein k-Zykel. Nach Aufgabe 20.(1) wéhlen wir zunéchst

G*k o M mit fp = f" durch elementweise Wahl eines Urbildes. Dann wissen wir, daf3

Gx(k—l) f(d®1) M
g 1h1,- iy 1]f
[h17"'7hk—1] < i€[l,k— 1] [hla"7hi—17g7gilhivhi+17"ahk—l]f>
gGG + (=1 b, b, gl

Werte in M’ annimmt. Wir finden also ein G**=D Lo A7 mit fli = f(d®1). Dieses f’
reprasentiert nun das Bild der Klasse von f” unter 0.

2.4 Cupprodukt

Wir wollen auf H*(G; R) := @5, H*(G; R) eine R-Algebrenstruktur ausmachen, welche
graduiert kommutativ ist, i.e. in welcher fiir Elemente aus den Summanden das Kommuta-
tivgesetz bis auf ein gewisses Vorzeichen gilt.

Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Bezeichnen g; und h; Elemente aus G
fiir j > 0. Schreibe gj, 4 == g0 @ gay1 ® -+ - ® gy fiir a < b ete.

Seien k, I, m > 0. Seien RG®*+D) _“L R RG®HD L R und RG®™) “L R drei
RG-lineare Abbildungen. Wir setzen

RGe(k+D+1) "0 p
gok+y > (9[0,k+l})(u Uv) = 90,k * Gk k+0V -
Vorsicht. Das Element g, wird sowohl von u als auch von v angesprochen.

Esist (uUv)Uw =uU (vUw). Es sind w U — und — Uv R-lineare Abbildungen.

In der Interpretation G** — R und G*! —~ R liuft das hinaus auf

(91, ger)(wUv) = (1@gi® @ (g1 gx))u-((g1-gk) @ @ (g1 gG1))V
= [917""gk]u (gl )[gk+l>"'7gk+l]v
= lg1,---,gxju [9k+1, o Qe

letzteres, da R der triviale RG-Modul ist.

Lemma (Leibnizregel). Seien RGE*+) 2o R und RGEHY) o R RG-lineare Abbildun-
gen. Es ist
duUv) = dulUv+ (=1)*uUdv .
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Beweis. Wir berechnen
orrirndwU o) =3 k(=D Gorsig Ad)(wU0)
= Zie[o,k] (_1)i(9[0,k+l+1} A Z)(u U U)

+ Ez‘e[uﬂ](‘1)i_k(9[0,k+l+1] A(i+ k) (uUv)
= (Zicon (D Gosey A D) - s e

+ gomu- (Zie[l,l—i-l]<_1)i+k(g[k,k+l+l] N Z)“)
= <Zi€[0,k+1]<_1)i<g[07k+1] A 7’)“> " Glk+1,14+1]Y

T JoKu- (ZiE[O,ZJrl](_1)i+k<g[k,k+l+l] N Z)“)

= goa+1dU - G140 + (=1)F gt - g pri1do

= g[O,k+l+1](dU Uov+ (—l)ku Udv) .

[m]

Eine graduierte R-Algebra ist eine R-Algebra A zusammen mit einer direkten Summen-
zerlegung A = @, Ax in R-Teilmoduln Ay derart, dafl der algebrendefinierende Ring-
morphismus R — A nach Ay abbildet, und derart, da8 fiir a € A; und b € A; gilt, dafl
ab € A;y; fir 4, j > 0. Elemente in einem solchen Summanden A; heiflen auch homogene
Elemente von A.

Korollar. Die reprdsentantenweise definierte Abbildung

H*(G;R) x HY{(G;R) — HMYG;R)

(u , v) — uUv

ist wohldefiniert. Mit der distributiven Fortsetzung dieser Operation wird

(H*(G;R) ::@Hk(G;R), +, U)

k>0

mit ebendieser direkten Summenzerlequng zu einer graduierten R-Algebra. Die Multipli-
kation U heifst auch Cupprodukt.

Die Bezeichnung Cupprodukt rithrt von der Form des Symbols U. Urspriinglich hatte man
auf der Homologie eines topologischen Raumes ein Schnittprodukt N definiert, welches sich
in der Tat von einer Schnittmengenbildung ableitete. Die dazu duale Operation auf der
Cohomologie bekam das Symbol U, ohne dafl diese zu einer wie auch immer gearteten
Vereinigungsmengenbildung in Beziehung stand.

Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit von v Uwv auf den Cozykeln miissen wir zeigen, daf aus
u € Z¥(G;R) und v € ZY(G; R) folgt, daBl u Uv € Z*(G; R). Und in der Tat ist dann
dluUv) =duUv+ (=1)*uUdv=0Uv+ (—=1)fuu0=0.
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Fiir die Wohldefiniertheit von u U v auf den Cohomologiegruppen miissen wir nun noch
zeigen, daf fiir zwei Cozykel u und v wie eben aus u € B¥(G; R) folgt, daB u Uv €
B*(G; R), und, bis auf Vorzeichen symmetrisch hierzu, dafl aus v € BY(G; R) folgt, daf

wUwv € BM(G; R). In der Tat, ist u € B¥(G; R), so ist u = du’ fiir ein RG®¥*+2) — v R,
und folglich u Uv = du/ Uv = d(uv Uv) — (=1)* '/ Udv = d(u' Uv).

Die distributiv auf ganz H*(G; R) fortgesetzte Multiplikation ist ferner assoziativ und
distributiv. Somit ist H*(G; R) ein Ring.

Es ist R-—~+~H°(G; R) auch als Ringe. Ferner ist H°(G; R) im Zentrum von H*(G; R)
enthalten. Somit ist H*(G; R), zusammen mit diesem Isomorphismus, eine R-Algebra. o

Eine graduierte R-Algebra A = P, ., Ax heiflt graduiert kommutativ, falls fir k, 1 > 0
und a € A, und b € A; stets

ab = (=1)*ba
gilt. Entgegen dem, was der Begriff der graduierten Kommutativitiat suggerieren kénnte,
ist eine graduiert kommutative Algebra im allgemeinen nicht kommutativ.
Satz. Es ist H*(G; R) eine graduiert kommutative R-Algebra.
Beweis. Seien k, | > 1. Seien u € Z¥(G; R) und v € ZY(G; R). In Abhingigkeit davon
setzen wir
RGE(k+I=1)+1) €
hjojgti-1] Z ) EDEHD (B kg )0 (Bt kti-1] @ hjo,m) )0
me[0,l—1]

Wir rechnen

gpo,k+1dc
ZiG[O,kH] (=1)'(gop+n Ai)e

ZiE[O,m](_1)i(g[m+l,m+k+l])u (Gpntr+1,k+1 © (glom+1) A1)V
Z (=)= [+ 3T (S D (Gmmekrn) A (E = M) (Gpntrer1he4t) @ Glo,m))V
me0=1] + Zie[m+k+1,k+l](_1)i(9[m7m+k})u ((Gmtrhsg A (6= m = k) @ giom) )V

Zie[ﬂ,m](_1>i(g[m+1,m+k+l]>u (Gimrkr1.k1 @ (goman) Ad))v
Z (=)= [+ 37 g (S DT (Gt A DU (Gpnter 1) © Glom] )V
mel0,i-1] + D ieiem) S (G w1 (Gpmet iy A1) @ Glom)v

ZiE[U m+1](_1)i(g[m+1 mkA1) U (G141 @ (Gom+1) A1)V
Z (=)= [+ 370 (D) Gk A DU (Gpnkr 1,54+ © Glom) )V
mef0l-1] + D ictorm) T T (G w1 (Gt A1) @ Giom))v
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u € Zk

7k

[N
I

(
[

Z (_1)(m+l)(k+l71)

me[0,l—1]

+ o+ o+

+ o+

_|_

Zie[o,m-{-l}(_1)i(g[m+1,m+k+1])u (Gt 1i4) © (omt1) A 8))U
Y ictotm) T (Gpmmar) - (Gomtkirg A7) @ Glom))v

> me 1,1 (—1)mH=h) D ic 0,m (=1 (Gpmm+k) (G @ (Glom) A 1))
(1,1] [0,m]
S meionq (D) EEED Sl (C D (G )2 ( Gk A D) @ Glom))V

(910,410 * (Gt

Zme[o,z]<_1)m(k+l_1) > icfoum)(— D) (Gpmm-r)t - (pmrk sty @ (go,m) A D))V

Do (FD)EIEHED S (C DT (G ) ( Gk k) A D) @ Giom))V
(_1>(l+1)(k+l 1)(_1)l+k(9[l,z+k})u ) (9[0,1])1)

(g10.0)% * (Gpk,prn)v

P meion (CD™ Y S mr ey (ST ) (G sy @ Gom) A )0
Zm€[0,1]<_1)(m+1 (k=0 E@e 01— m]( 1)i+m+k(9[m,m+k])u *((Gpmtb oty @ Gomy) N i)v
(—1)lk(9[0,l]) '(g[l,lJrk])

(g[O,k})u : (9[k,k+z])v
Zme[o,l](_l)mk+ml+l+l (Gmm+ry)u - Zz’e[o,l+1](_1)1((g[m+k,k+l] ® Giom)) N 1)V
(=1)"™(g.)v - (graa)u

(g[o,k])u : (g[k,kJrl])U
(—1)lk(9[o,l])v : (9[l,l+k])u

(g0,k+1) (w U ) )

(=1)™*(gpo,+11) (v U )

Folglich ist —u U v + (=1)*(v U u) ein Corand, und mithin repriisentieren u U v und
(—=1)*(v U u) dasselbe Element in der Cohomologie. o

2.5 Mehrere Gruppen

2.5.1 Restriktion, erste und zweite Induktion

Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Sei H < G eine Untergruppe.

Wir haben einen Restriktionsfunktor

RG-Mod 2 RH-Mod
X — Xlg,
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wobei X |y = X als R-Modul, und wobei sich die Moduloperation auf X |; durch Ein-
schranken von RG nach RH ergibt. Formal, wir schalten vor den moduldefinierenden
Ringmorphismus RG — Endgz X den Ringmorphismus RH C RG, und erhalten so
einen moduldefinierenden Morphismus RH — Endgi X. Entsprechend auf Morphismen
— RG-lineare Abbildungen sind insbesondere RH-linear.

Wir haben einen (ersten) Induktionsfunktor

G
RH-Mod ~ RG-Mod
Y —» Y1G ‘= RG®ryY ,

wozu RG als RG-RH-Bimodul verwandt wird. Entsprechend werden auch die Morphis-
men tensoriert.

Wir haben einen zweiten Induktionsfunktor

(1
RH-Mod —— RG-Mod

Y — Y09 = Ru(RG,Y),
wozu RG als RH-RG-Bimodul verwandt wird. Entsprechend operieren die Bilder der
Morphismen durch ihr Nachschalten.

Manchmal schreibt man in dieser Situation auch ng = X|g, sowie Yﬁ = Y1% und
Yﬂg := Y4'%, und entsprechend fiir Morphismen. Diese Schreibweise bietet sich an, wenn
auBer H noch weitere Untergruppen von G auftreten.

Bezeichnen im folgenden g, ¢’ und ¢” Elemente aus GG, und h ein Element aus H.

Lemma. Wir haben eine Transformation 6 = (0Y)ycob ri-yod : ()% — (=), gegeben
durch

Y1G ﬂ Y,ﬂG
) s (dgy fallsgge H
gy (g - 8Hg’,Hg*l(g g>y - { 0 falls g/g Q H )

unter Verwendung eines Kroneckerdeltas.

Ist H in G von endlichem Index, i.e. ist |G : H] < oo, so ist 0 eine Isotransformation,
mit der Inversen

Y1G’ (gg YﬂG

_ !
D gemcd  ®af +— (RG-—Y)

ber Y.

Ist Y aus dem Kontext bekannt, schreiben wir oft auch nur 6 statt Y, und, bei Existenz,
6~ fiir das Inverse (6Y)~1.

Beweis. Zunéchst beweisen wir die implizite Behauptung, dafl § wohldefiniert ist.
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Als Abbildung nach g RG,Y") ist Y wohldefiniert, da ¢'g genau dann in H liegt, wenn
¢'gh dies tut, und dann auch (¢'(gh))y = (¢'g)(hy) ist.

Sodann folgt die RH-Linearitit von (¢ ® y)(0Y') daraus, dal ¢’g genau dann in H liegt,
wenn (hg')g dies tut, und dann auch ((hg')g)y = (h(g'g))y ist.

Zeigen wir die RG-Linearitédt von 6. Es bildet

" o (d'(g"9))y falls ¢'(9"g) € H
(g g®y)(€Y) g { 0 falls g/<g//g) %H

ab, wie auch

Paonom) - e {0900 W Gmect

Ferner ist 6 eine Transformation, da fiir eine RH-lineare Abbildung Y —» Y’ das Element
g ® yu unter Y auf die Abbildung ¢’ 0py my-1(9'g)(yu) geschickt wird, welche sich
auch durch Nachschalten von u aus dem Bild von g ® y unter 6 ergibt.

Y1G oY YﬂG

u]al luﬂc

Y’1G 0y’ Y/,ﬂ\G

Sei nun [G : H| < co. Bezeichne )
H-Rechtsnebenklassen in G.

Wir behaupten nun, daf§ das Inverse von 6 bei Y € Ob RH-Mod gegeben ist durch

gem\c €ine Summe iiber ein Représentantensystem von

1
Y»]G (gﬁ YﬂG

_ !
deH\c;gl@gf ~— (RG—Y).

Da (hg)™ ' @ (hg)f = g *h ' @ h(gf) = gt @ gf fiir g € G und h € H, ist die dabei
auftretende Summe représentantensystemunabhéngig.

Zeigen wir (Y)~1(0Y) = 1. Fiir eine RH-lineare Abbildung RG oY wird

JEOV)OY) = o ((Spemea ©9f)0Y)
Y gena 9 (g7 @ gf)oY)

Y gemc Ong.1g(9'97") (9 f)
- zgeH\GaHg’,Hg((9/9_1>g)f
= deH\G aHg’,HfJ) qf

= Jf.



Zeigen wir (0Y)(0Y)~! = 1. Es wird

(9@ y)EV)OY) " = Fypepad @ g (9@ y)0OY)
ZQ/GH\G g/_l ® (g,g)yaHg’,Hg—l
D gera 97 9'9) ® YOy, g
= 99y (ZQ’EH\G 3Hg',Hg—1>

= g®Yy.

Die RG-Linearitét von (Y)! folgt nun aus der von Y.

Im folgenden werde hauptséchlich der erste Induktionsfunktor angewandt. Das Wechseln
von zweitem auf ersten bedingt allerdings das Einschalten von 6. Wir werden sehen, daf}
wann immer dieses 6 so ins Spiel kommt, etwas Interessantes passieren wird.

Beispiel. Seien G = (¢) (keine Relation), R = Q, H = 1 und Y = Q. Dann kann man
0Y | als kanonische Inklusion [[, Q C— ][, Q ansehen, was kein Isomorphismus ist. Die
Endlichkeitsbedingung an den Index [G : H] fiir die Invertibilitéit von 6 kann also nicht
entfallen, zumindest nicht ersatzlos.

Korollar (Frobeniusreziprozitiaten). Folgende Aussagen gelten.

(1) Wir verfiigen iber die Adjunktion

(1% 4 (-
(2) Wir verfiigen iiber die Adjunktion
()l = (1.
Ist [G : H] < o0, so ist auch
(e A ()1

Wir bezeichnen noch Coeinheit und Einheit der Adjunktion (=) 4 (=)|g mit

Xlg¢ 2 x
gRlx > gx
eY
Y — Y

y — 1®uy,

und Coeinheit und Einheit der Adjunktion (—)|g - (—)ﬂG mit
Y = Y
(RG-Loy) v 1f

X = X(gh©
r — (g—gx),

75
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vgl. Aufgabe 10. Ist das jeweilige Objekt aus dem Kontext bekannt, so schreiben wir auch
n fiir nY etc.

Beweis. Ad (1). Mit Aufgabe 13.(4) geniigt es zu zeigen, dafl

)(lH — RG(}%(;a)()
r > (Il—u2)
If - f

ein in X natiirlicher Isomorphismus von RH-Moduln ist, wobei RG als RG-RH-Bimodul
aufzufassen ist. Die Natiirlichkeit in X folgt leicht, und ebenso, dafi sich die angege-
benen Abbildungen wechselseitig invertieren. Bleibt zu zeigen, daf§ z+— (1 z) eine
RH-lineare Abbildung ist. Sei h € H. In der Tat ist (1 hx) = h(1+—2x), da allge-
mein fiir f € ro(RG,X) und £ € RG gilt, da £(hf) =: (¢h)f, unter Verwendung der
RH-Rechtsmodulstruktur auf RG.

Ad (2). Mit vorstehendem Lemma geniigt es zu zeigen, daB (=)|g 4 (—)1%. Mit Aufga-
be 13.(4) geniigt es anzumerken, daf

Xlpy = RG ®pg X
T 1 ® T
Er E ® T

ein in X natiirlicher Isomorphismus von RH-Moduln ist, wobei RG als RH-RG-Bimodul
aufzufassen ist. o

Sei nun im folgenden stets |[G : H| < oo| vorausgesetzt.

Korollar. Es sind (=)1° und (—)|y ezakte Funktoren.
Beweis. Dies folgt aus dem vorangegangenen Korollar zusammen mit Aufgabe 17.
Dies hiatte man auch direkt sehen konnen. In der Tat haben wir die folgende

Bemerkung. Es ist RG ein endlich erzeugt freier RH-Modul. Ein Reprdsentantensystem
von H\G ist eine RH-lineare Basis von RG, i.e. RG = @QEH\G RHgqg. Insbesondere ist

QI projektiv iber RG, sofern Q projektiv iiber RH ist, und P|y projektiv iber RH, sofern
P projektiv iiber RG ist.

Beweis. Die direkte Summenzerlegung folgt aus einer eindeutigen Summendarstellung
eines Elementes in RG in den direkten Summanden. Ist () endlich erzeugt projektiv
iiber RH, so ist ) direkter Summand eines endlich erzeugt freien Moduls iiber RH;
vgl. Aufgabe 22.(1). Somit kénnen wir wegen der Additivitit von (—)|“ annehmen, daf
@ = RH, und die Aussage folgt — ohne Verwendung der Freiheit von RG iiber RH. Ist
dagegen P endlich erzeugt projektiv iiber RG, so konnen wir wie eben P = RG annehmen,
und die Aussage folgt aus der Freiheit von RG iiber RH; vgl. Aufgabe 22.(1). 0

Bemerkung. Fir X € Ob-Mod RG st

0 n

X — X
r +— [G:H] z.
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Beweis. Es wird

(g'+—=g'z)0™n
= (deﬂ\c g ' ®@9(g'+— g’x)) "
> gemal9™ ®gr)n

= deH\Ggilgx
= [G:H] -z.

xe'f™n

2.5.2 Eckmann-Shapiro — “Adjunktion auf Ext- und Tor-Level”

Diese Merkhilfe in Anfithrungszeichen ist nicht wortlich zu verstehen.

Sei R ein kommutativer Ring. Sei G' eine Gruppe. Sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index, i.e. [G: H] < oc.

Wir erinnern daran, dafl ein RG-Linksmodul M zu einem RG-Rechtsmodul wird vermoge
mg := g 'm fir m € M und g € G, und daB Projektivitiit bei diesem Seitenwechsel
bewahrt bleibt. Genauso fiir RH.

Lemma (Eckmann-Shapiro). Ist X ein RG-Modul undY ein RH-Modul, und ist k > 0,
so werden

Exth (Y19, X) ~ Exth (Y, X|y)
Exth (X, Y1%) ~ Exth,(X|y,Y)
Tor“(Y1%,X) =~ Torgd" (Y, X|n)
~ Torf%(X,Y1%) ~ Torf(X|y,Y)

als R-Moduln.

Beweis. Sei P eine projektive Auflosung von X in RG-Mod. Sei () eine projektive
Auflésung von Y in RH-Mod.

Da (—)1G exakt ist, ist Q1% eine projektive Auflésung von Y1¢ in RG-Mod. Da RG frei iiber
RH ist, und da (—)|g exakt ist, ist P|g eine projektive Auflésung von X|g in RH-Mod.
Vgl. die erste Bemerkung aus §2.5.1.
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Wir konnen also rechnen

Exth (V1% X) ~ HF(adQ°, X))
Hk(RH(Q XJH))

Extk,, (Y, X|y)
HE(pe( P, Y19))

Hk(RG(P Y1)
(RH(P H7Y))

EXtRH( Y)

Hy(P ®rea Y1 )

Hk(P ®ra RG ®ry Y)

Hy(Ply @ru YY)

TorfH (X |y, Y) .

111

Exth (X, Y1%)

C}

111 1R

12

Tor“(X, Y19)

1R

Sodann erinnern wir uns daran, daf§ wir geméafl der ersten Bemerkung aus §2.2.2 in Tor
die Variablen vertauschen diirfen. o

2.5.3 Vergleich der Standardauflésungen iiber H und iiber G

Sei R ein kommutativer Ring. Sei G' eine Gruppe. Sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index [G : H] < 0.

Wir haben beziiglich eines fest gewahlten Reprasentantensystems von H\G, welches 1 ent-
halte, eine RH-lineare Abbildung, die jedes Element dieser RH-linearen Basis von RG
nach 1 € RH schickt, die also

«

RG — RH
deH\G’ ZheH Thghg > ZgEH\G ZheH Thgh

abbildet, wobei 1, , € R.

Dies gibt einen Isomorphismus

(BarG;R)JH i BarH;R
GG Q- Qg > G & o - Q gpoy

in K(RH-Mod), da beides projektive Auflésungen von R sind, und da Hy diesen Morphis-
mus von Komplexen auf die Identitdt auf R abbildet.

Beispiel.
(1) Fir k = 1 ist [g1]o = la ® gra = [g10].

(2) Ist G endlich und H = 1, so ist g = 1 fiir alle ¢ € G, und also [g1,..., gk =
1®---®1.
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(3) Sei G = 83, sei H = ((1,2,3)). Seien die Rechtsnebenklassen durch G = H - 1 U
H - (1,2) reprisentiert. Sei « beziiglich dieses Reprisentantensystems definiert. Es

kommen
RG -~ RH

1 — 1
(1,2,3) +— (1,2,3)
(1,3,2) +— (1,3,2)

(1,2) — 1
(2,3) = (1,2,3)(1,2) — (1,2,3)
(1,3) = (1,3,2)(1,2) — (1,3,2).

Um ein recht beliebiges Beispiel zu geben, es wird etwa

[(1,2),(1,3),(2,3)] = 1®(1,2)®(1,2,3) ®(1,3)
— 101 (1,2,3)®(1,3,2) = [1,(1,2,3),(1,2,3)] # [(1,2)a, (1,3)a, (2,3)a] .

Mir ist keine Beschreibung der Operation von « auf den Elementen der Form [¢1, ..., gi]
bekannt, die kiirzer wére als die Definition selbst.

2.5.4 Transfer fiir Ext

Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index [G : H] < co. Seien X, X’ € Ob RG-Mod.

Wir haben eine R-lineare Abbildung

Resjg

rd X, X") —  gu(X|

H?X/JH)
f +— fRes|%:

lu -

Auch in Gegenrichtung haben wir eine R-lineare Abbildung
re(Xu, X'lm) T rRAX, X')
fo— (NIl = D0 = 07 (1%,
den Transfer. Es ist fir x € X
@) (N Trly) = 20 (F17)n

= (9—=g2)0~(f1%)n

= (Speme 9t @oz) (1O

= deH\G g'® (Qx)f> Ui

= Ygemcd ((92)f)

und daher wird explizit ausgeschrieben

(D) T

X "X
T o Yemad ((g2)f)
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was uns aus der Losung zu Aufgabe 36.(1) bekannt vorkommt.
Bemerkung. Wir haben (f)Res |5 Tr1% = [G: H] - f fir f € rd X, X").
Beweis. Mit der letzten Bemerkung aus §2.5.1 wird

fResngﬂg = 5’(fJHTTG)0_77
= fe'0n
= [G:H] - f.

Dies ist mit der expliziten Form auch leicht direkt nachzurechnen. Wir haben die zitierte
Bemerkung bemiiht, um zu zeigen, daf§ die Gleichung ¢’0~n = [G : H] dahintersteht.

Beachte, daB fiir RG-lineare Abbildungen Xy «~— X; und X X 1 das Diagramm

ulg (=)w'la

RH(XUJHa XéJH)

iTﬂg

w(—)u
RG(X07 X(l))

ri(X1la, X1lu)

lmﬁ

RG(XD Xi)

kommutiert, da fiir eine RH-lineare Abbildung Xl Joxr la

w- ()Tl o = e’ (A)0
"l ) ()0 (] >

&' (uln
= & (ula) (A1) (Wln G)
= ((uly - f -l 9)0"
= (uln - f - wln) Tl
ist. Le. es liegt eine Transformation von gyu((—)|y, (=)|g) nach re(—,=) vor.

Sei P ein Komplex von RG-Moduln. Mit der eben gezeigten Kommutativitat erhalten wir
einen Morphismus von Komplexen

Tr

ri Pla, X' i) bl rA P, X') .

Ist Q ~— P ein Morphismus von Komplexen von RG-Moduln, so kommutiert das Viereck
von Komplexen von R-Moduln

rit(Qli, X' 1) S (Pl X' )

lTﬂ?} J/Trﬁ

R Q. X") — o (P X
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wie man punktweise unter Verwendung desselben Arguments verifiziert. Seien nun P und

Q@ zwei projektive Auflosungen von X. Definieren wir fiir £ > 0 den Transfer auf Ext als
die R-lineare Abbildung

G
(EXtI;%H(XJHyX/JH)TiE Extha(X, X’))

R (Tr 1)

H
= (EXUEH(XJMX'JH)LH’“(RH(PJH,X'JH)) 4" H¥(po(P, X)) =+ Extipe(X, X/)> )
so zeigt das kommutative Diagramm

Exthy (X, X'g)

2 \
k \L / Hk(UJH(*)) k /
H*( re( Qler, X)) ~ H*( pe( Ple, X'|u))
J{Hk(mg) iH’“(Tﬂg)

B (e @, X7)) — ) Hk (P X))

\ Zi

Exthq (X, X

(in welchem das obere Dreieck dem kommutativen Dreieck (PResX, @, P) in K(RG-Mod)
entstammt, welches seinerseits kommutiert, da Hy es auf ein Dreieck aus Identitdten ab-
bildet; analog das untere Dreieck), dafl diese Definition unabhéngig von der Wahl einer
projektiven Auflosung ist.

In die umgekehrte Richtung induziert Resjg fiir k£ > 0 eine R-lineare Abbildung
Resjg

(Bsth (6, X7) ™ Bty (XL, X))

e
= (Bxthe(X, X)) = HY (P, X)) S HE g Plyg, X)) ==+ Exthy (X1, X))

namens Restriktion, welche ebenfalls von der Wahl einer projektiven Auflésung un-

abhéngig ist.

Satz. Sei k > 0. Wir haben

Resjg Tr]?[

(Extha(X, X') "% Exthy (X1, X)) "2 Extho(X, X)) = (61 H] - g o

Beweis. Sei P eine projektive Auflésung von X in RG-Mod. Mit obiger Bemerkung ist
die Komposition

Res [f e f;

rdA P, X") —* ru(Plu, X'lu) —* rdP,X)

gleich dem [G : H]fachen der Identitit. Dies bleibt erhalten nach Anwenden von H* und
isomorphem Ersetzen durch Ext}. (X, X). o
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Korollar. Ist [G : H] eine Einheit in R, so ist fir k > 0 die Restriktion

Resjg
_—

Exthq (X, X) Exthy (X]w, X'|u)

eine Coretraktion. Folglich ist diesenfalls Ext% (X, X') ein R-linearer direkter Summand
von Exth (X, X'|i).

Vorsicht. In diesem Zusammenhang “hat die kleinere Gruppe das groflere Ext”. Vgl.
hierzu die Situation fiir £ = 0.

Folgende Aussage verallgemeinert Aufgabe 36.(2) ein wenig.
Korollar. Gegeben k > 0. Ist G endlich, und ist Ext’ (X, X') =0, so ist

|G| - Extho (X, X') = 0.

Beweis. Die Multiplikation mit |G| auf Ext%,(X, X’) faktorisiert nach obigem Satz, an-
gewandt fiir H = 1, iiber Ext% (X, X'), i.e. iiber 0. o

Beispiel. Ist R = Z, ist £k > 2, und ist X endlich erzeugt iiber Z, so hat X iiber Z
eine projektive Auflosung mit Nulleintrdgen an allen Positionen > 2, und insbesondere
ist Exty (X, X’) = 0. Mit dem Korollar folgt nun |G| - Ext} (X, X’) = 0. Dies folgt aus
Aufgabe 36.(2) nur, falls X projektiv iiber Z ist.

Lemma. Sei k > 0. Der Transfer bildet
k Tr{fy k
H*(H, X|m; R) — HYG,X;R)
fom (o) Toepes (lor- - gd)af)

ab, wenn f einen reprisentierenden k-Cozykel bezeichnet. Umgekehrt bildet
k Rcsjg k
v B v ’ka

ab, wenn v einen reprisentierenden k-Cozykel bezeichnet.

Beweis. Sei H X’“—anJH ein  k-Cozykel. Dieser ist als RH-lineare Abbil-
dung RH®F+D l»XJH aufzufassen, und zunichst via des Isomorphismus
(Barg.r )|y — Barg.g in K(RH-Mod) nach af abzubilden. Wenden wir dann Tr{%

darauf an und lassen das Resultat auf [g1,...,gx] € G** los. Die explizite Formel ergibt
in der Tat
[glv'-'agk]((af TI' Z g gla"').gk])af)'
gEH\G

Die Abbildungsvorschrift fiir Res Jg ergibt sich unter Beriicksichtigung des
Wechsels der projektiven Auflosungen von Barg.g nach (Bargpr)ly vermoge
RH@UC—H) - (RG®(k+1)>JH> [hh SR 7hk] — [hla SR 7hk] o
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2.5.5 Transfer fiir Tor
2.5.5.1 Allgemeines

Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index [G : H| < oo. Seien X, X’ € Ob RG- Mod. Wir erinnern nochmals
daran, dafl ein RG-Linksmodul M zu einem RG-Rechtsmodul wird vermége mg := g~'m
flir m € M und g € G.

Wir haben eine R-lineare Abbildung

Can G
Xl ®@ra X'y e ®ra X'
x ® x’ — o ® x,

genannt kanonische Abbildung (engl. canonical map).

1

Da X ®re raRGry =+ X|g, t®g+— g~ 'z, haben wir einen R-linearen Isomorphismus

X ®gc (X/JH1G) Zs Xlg Qpa X'lu
/

r ® (gor) +— glz ® x .

Wir haben (z ® (g ® 2'))¢ Can1% = g 'z ® ' = x ® g2, und also ¢ Can1s = X @7
Damit erhalten wir auch in Gegenrichtung eine R-lineare Abbildung

, Trj
X ®pe X' — XJH®RHXJ

r ® ¢ o (22)Trl§ = ) (X0 )y
den Transfer. Explizit bedeutet dies, es wird
(za)TrS = (z@a€07 )
Y gema(®® g7 @ ga')p
= ZQGH\GQZB ® gx’ .
Insbesondere lieferte eine alternative Definition unter Verwendung des ersten Tensorfak-
tors dieselbe Transferabbildung.
Bemerkung. Wir haben (z @ ') Tr|% Can1$ = [G : H]- (z®2') fir @2’ € X Qg X'
Beweis. Mit der letzten Bemerkung aus §2.5.1 wird
(z@2)Tr]% Canls = (2@ 2')(X ® €67 )pCan’s
(@2 ) (X ®e07n)
= (x@x)(X@ |G : H])
(G H](z®2').

Um so nochmals darauf hingewiesen zu haben, dafi der omnipréisente Faktor [G : H] aus
der einzigen Quelle ¢~ n = [G : H| stammt. Natiirlich kann man die Bemerkung auch mit
der expliziten Formel sehen.
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Beachte, daf fiir RG-lineare Abbildungen X; —» X, und X 1 L X{, das Diagramm

u@u’

X1 ®rae X Xo ®ra X
lmi imﬁ

u| g Qu'|
Xilg @re Xilu % Xoln @rp Xlu

kommutiert, da fiir 71 ® ) € X; ®rae X1
(@) (weu)Trlh = 3 cne9(@u) @ glzy)
= > semelgr)u® (g’
= (Spemo 9w @ g2t ) (uln @ u'ly)
= (r; @) Tr 1% (ulg @ u]g)
ist. Le. es liegt eine Transformation von —®pg = nach (—)|g ®ry (=)]g vor.
Sei P eine projektive Auflosung von X in RG-Mod. Mit der eben gesehenen Kommuta-

tivitdt erhalten wir einen Morphismus von Komplexen

G
P ®pe X' — Ply @pu X'l ,

und so fiir £ > 0 eine R-lineare Abbildung

(TorRG(X X 2 popkH (x|, X ))
k ) - k H, H

Hy (Tr [5)

= (TOYkRG(X7 X') = Hp(P ®pe X') =" Hy(Ply Qry X'lu) =~ TOTkRH(XJH,X/JH)> ,

ebenfalls Transfer genannt, und von der Wahl der projektiven Auflésung unabhéingig.
Genauso erhalten wir in der umgekehrten Richtung den Morphismus

Can]g

(TorkRH(X lar, X)) S TorfG (X, X’))

Hy (Canf)

= (Torf (XJag, X'lar) =~ Hy(Plys @ X'\ Hi(P @ X') =+ Torf(X, X)),

genannt kanonische Abbildung, welche ebenfalls von der Wahl einer projektiven Auflésung
unabhéngig ist.

Satz. Sei k > 0. Wir haben

G G
<TorkRG (X, X") T TorRH (X |y, X)) R TorfC (X, X’)) = [G: H] - Lyyroix -
Beweis. Dies ist eine Anwendung der vorstehenden Bemerkung. o

Korollar. Ist |G : H| eine Einheit in R, so ist fir k > 0 die kanonische Abbildung

Can]g

Torf ™ (X g, X' |ir) Torf“(X, X)
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eine Retraktion, und folglich Torf%(X,X') ein R-linearer direkter Summand von
Torg™ (X u, X'|u)-

Folgende Aussage verallgemeinert Aufgabe 36.(3) ein wenig.
Korollar. Sei k > 0. Ist G endlich, und ist Torf (X, X') = 0, so ist

|G| - Torf9(X, X") = 0.

Lemma. Sei k > 0. Der Transfer bildet

Trjg

Hi(G, X;R) —% Hy(H, X|m R)

for ] Y e > 9([g1,- -, ] f)

[91,-,9k] € GXF,
(glg1,---gx]) = [h1,...,hi]

ab, wenn f einen reprisentierenden k-Zykel bezeichnet. Umgekehrt bildet

Can}G

Hy(H, X|g; R) — Hu(G,X;R)
[91,...,grJv falls g; € H stets )

v 915+ gu] { 0 sonst

ab, wenn v einen reprisentierenden k-Zykel bezeichnet.

Beweis. Wir bilden das f reprisentierende Element in RG®*+1) @ po X ab, unter Beriick-
sichtigung dessen, daff wir von der projektiven Auflésung (Barg.g)|ny via a zur projektiven
Auflésung Bary,r wechseln.

S g9 @ Lot df

glgi, - gl @ g(lgr, -, 9l f)

I&
I
s
Q
(]

(glgr, - ge)a®@g(lgr, - -, 9xf)

18
I
s
Q
(]

[hi,....hi] € H*F [91,--9k] € G*F
(glg1,-sgk])o = [h1,..,hi]

Die Abbildungsvorschrift  fiir Canﬁ ergibt sich unter Beriicksichtigung des
Wechsels der projektiven Auflosungen von Barg.g nach (Bargg)ly vermoge
RH@UC—H) - (RG®(k+1)>JH> [hh SR 7hk] — [hla SR 7hk] o
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2.5.5.2 Ein Transfermorphismus auf den maximalen abelschen Quotienten

§2.5.5.2 und §2.5.5.3 sollen der Illustration des allgemeinen Apparates aus §2.5.5.1 dienen.

Sei R ein kommutativer Ring, sei G eine Gruppe, sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index [G : H] < oo.

2.5.5.2.1 Transfer auf den ersten Homologiegruppen

Wir haben eine kurz exakte Sequenz

g +— 1

von RG-Moduln, wobei

Auggp = Rg—1: ge GN{L}) = {3 ,cqre9 € RG : 3 oy = 0}

das Augmentationsideal von RG bezeichne, welches in der Tat als Kern eines Ringmor-
phismus ein Ideal ist.

Die lang exakte Homologiesequenz auf dieser kurz exakten Sequenz liefert wegen
H; (G, RG; R) = 0 und wegen Hy(G, RG; R) =~ Ho(G, R; R) die exakte Sequenz

0— Hy(G; R) 2~ Ho(G, Auggp; R) — 0,

i.e. es ist hier 0; ein Isomorphismus. Um 0; auszuwerten, miissen wir ein Urbild unter
RG — R wiéhlen, bevor wir das Differential anwenden, und dafiir verwenden wir die

Komposition mit der (nicht RG-linearen) Inklusion R . RG; vgl. §2.3.4.2.2.

Nun ist Ho(G, Augg.z; R) ~ (Augg.p)e ~ Augg.p/Aug.; . Insgesamt erhalten wir einen
[somorphismus von R-Moduln, der auf 1-Zykeln wie folgt gegeben ist.

Hi(G;R) =~ Ho(G, Augg.p; R)
Ygeclnl @lalf — Y calalgfi—[9lfi) = 3 ,eqlglo™1fi— g7 f9)

- AugG;R/AquG;R
— Ygeclo = D(lg™'f9)

Halten wir dies fest.

Lemma. Es ist Hi(G; R) ~ Augg.p/Augs.p, .

2.5.5.2.2 Transfer auf den ersten Homologiegruppen fiir R =7

Spezialisieren wir nun zum Fall R = Z. Wir schreiben Aug := Augg., . Es ist Hi(G) ~
Aug./Aug?, .
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Wir haben einen Isomorphismus von abelschen Gruppen

AugG/AquG —~, (Geb
g—1 — g
g—1 4 g,

wobei die linke Seite additiv und die rechte Seite multiplikativ geschrieben werde.

In der Tat ist — wohldefiniert, da (¢ —1 : g € G \ {1}) eine Z-lineare Basis von
Augg ist, und da (g — 1)(¢' = 1) = (99’ —1) = (9 = 1) — (¢’ = 1) auf gg'g~'¢"" =1
abgebildet wird fiir g, ¢ € G, und somit das Bild von Augl verschwindet. Umgekehrt
ist <— wohldefiniert, da die genannte Vorschrift wegen g¢’' — 1 = AugZ, (g—1)+ (g —1)
einen Gruppenmorphismus von G in eine abelsche Gruppe definiert, welcher somit {iber
G? faktorisiert.

Insgesamt haben wir also, nach einer weiteren Inversion auf G, einen Isomorphismus

Hi(G) =~ G

ZQEG[Q] ® glf +— ngG g[glf
[g] ®1 - g,

wobei man die Riickrichtung wohldefiniert ist, da zum einen Z,(Barg z ®zcZ) aus allen
Funktionen auf G mit Werten in Z und mit endlichem Tréger besteht, und da zum anderen
von einem Element der Form —[g,¢] ® 1 der 1-Rand —g[¢| ® 1 + [g¢ ] ® 1 — [g]| ® 1 =
9| @1—([g]®@1+[¢'| ®1) stammt, der sicherstellt, dal zunéchst ein Gruppenmorphismus
G — H,(Q) vorliegt, der dann iiber G®" faktorisiert; cf. §2.3.3.

Halten wir dies fest.

Lemma. Fs ist H{G ~ G?b.

G
Trlg

Isomorphe Substitution fithrt den Transfermorphismus H;(G) —* H;(H) in den Mor-
phismus

G
Tr |y
—

Gab Hab
9 Ilemclag)a

gleichen Namens iiber. In der Tat wird

G

~ Tr| ~
g r=lglel—% Y (gld])eeg-1 = ]] (99).
~~ ~~
9EH\G  _ yoqq =1 9eH\G
——

= 1®(g99 ) = [(99")]

Wir erinnern daran, da$ RG —» RH die RH-lineare Abbildung war, die die gewéihlten
Repréasentanten der Rechtsnebenklassen von H in G auf 1 abbildet; cf. §2.5.3.

Die Maschinerie hat uns also einen Morphismus geliefert, dessen Abbildungsvorschrift man
unter normalen Umstédnden nicht findet, deren Unabhéingigkeit vom Repriasentantensystem
H\G man auch nicht auf den ersten Blick erkennt.
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Isomorphe Substitution fiihrt ferner die kanonische Abbildung H;(H )Ca%> Hy(G), die

S hen Bl @ [ho nach 3, [h] @ [hJv schickt, in die Abbildung H® <2 Gab pv py
iber.

Der Satz des vorigen Abschnitts hat nun das

G G
Korollar. FEs bildet die Komposition <Gab Trln - ppan Conly Gab> ein Element g € G
G
nach ¢!t ab. Insbesondere, ist G abelsch, so ist H? Conly
gTr (% = ¢gl&H fir g € G.

G* injektiv, und also

2.5.5.2.3 Sparsame Berechnung des Transfers

Zur effizienten Berechnung des Transfers machen wir Gebrauch von der Wahlfreiheit des
Repriisentantensystems [ \G, wobei natiirlich a beziiglich dieses Reprisentantensystems
zu bilden ist.

Sei g € G. Sei X C G so,daB 1 € X, und so, daB G = || .« |_|ie[o,cr1] Hzg', wo-
bei ¢, ;== min{i > 1 : Hxg' = Hz}. Wihle entsprechend das Repriisentantensystem
{zg" : € X, ie€]0,¢, — 1]} fir H\G. Beachte, daB 3" _yc, =[G : HJ.

Lemma. Es wird
gTr H rgr!
zeX
Hierbei ist xg=2~' € H firxz e X.

Beweis. Mit der zum gewéhlten Reprasentantensystem von H\G gehorigen Abbildung o
ist (zg’ - g)a gleich 1, falls i € [0, ¢, — 2], und gleich zg®=z~!, falls i = ¢, — 1. Begriinden

wir letzteres. Es ist xgx~! in H, da Hxg® = Hzx nach Definition von c,. Also ist

rge g = (xg=27 1) (2g°) eine Zerlegung wie gewiinscht in der Definition von a. o

G
Korollar (erneut). Es bildet die Komposition (Gab Tl ppan G0ty Cany Gab> ein BElement
g € G nach gl ab.

2.5.5.3 Eine Anwendung des Transfers auf den maximalen abelschen Quoti-
enten

Die folgende Anwendung des Transfers ist, wie auch schon der Inhalt von §2.5.5.2.3, dem
Skript [21, Ch. 7] entnommen.

Seip > 0 prim. Sei A := (Z/p")"®(Z/p*)"*®- - -®(Z/p")™ fiir ein £ > 1 und gewisse r; > 0,
additiv geschrieben. Eine abelsche p-Gruppe isomorph zu A heile vom Typ (11, ..., 7).

Lemma. Es ist

At Al =p- | [T - |- [J]@-0]| ][] @®-D

ie[17rl] 'L’E[l,?”Q} ie[17ré]
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fiir ein e > 0.

Beweis. Der Endomorphismenring von A 1488t sich wie folgt als Blockmatrix schreiben.

End A =
_ (Z/plz)rl X7 <plz/p2z)r1 X179 (p2z/p3z)r1 XT3 (p3z/p4z>r1 Xrqy .. (pfflz/pﬁz)m XTp
(Z/pIZ)TQXT’l (Z/pQZ)T'QXTQ (plz/p3Z)T2 XT3 (pQZ/p4Z>T2><T‘4 . (pAefQZ/pr)TQXT‘Z
(Z/plz)'l’3><7'1 (Z/pQZ)T;z,XT'Q (Z/p3z)7'3><7’3 (plz/p4z)7’3><7‘4 R (pZ—QZ/pr)T';;XT[
I (Z/plzy’gxrl (Z/pQZ)rgxrg (Z/pSZ)TgX'r‘g (Z/p4z)rg><r4 . (Z/pfz)rgxrg

Wir behaupten, dafl

Aut A =
[ GL.,(Z/p'Z) (p'Z/p*Z) (P*Z/p°Z)" ™ (p°Z/p'Z)™ " - (p'7'Z/p'Z) >
(Z/plz)r2><r1 GLTQ(Z/]?2Z) (plz/p3z)r2 XT3 (p2z/p4z>r2><'r4 . <pﬂ—2z/pfz)r2><r4
(Z/plz)rgxrl (Z/pQZ)rgxrg GLTS(Z/pSZ) (plz/p4z>r3><r4 L <p€—3z/pfz>r3><rg
I (Z/plz>’r‘g><’r‘1 (Z/p2z)7”g><’r‘2 (Z/p3z)’r‘[><’l”3 (Z/p4z>’r‘g><’r‘4 . GLTZ(Z/QDZZ)

Dazu geniigt es zu zeigen, daff ein Endomorphismus A —2» A genau dann ein Automorphis-

mus ist, wenn der induzierte Endomorphismus A/pA “A /pA ein Automorphismus ist.
Hierfiir wiederum geniigt es zu zeigen, dafl ¢ genau dann surjektiv ist, wenn ¢ surjektiv
ist. Ist o surjektiv, so auch ¢. Umgekehrt, sei ¢ surjektiv, i.e. sei (A/Ap)/p(A/Ap) ~ 0.
Dann aber ist A/Ap ~ 0, wie man erkennt, wenn man A/Agp als direkte Summe zyklischer
p-Gruppen schreibt.

Mit dieser Beschreibung von Aut A an der Hand geniigt es nun anzumerken, daf fiir
r > 0 und i > 1 der Morphismus GL,(Z/p") — GL,(F,) surjektiv ist, wie man durch
eintragsweise Wahl beliebiger Urbilder, durch Betrachtung der Determinante und Verwen-

dung der Cramerschen Regel erkennt. Denn der Kern dieses Morphismus ist die p-Gruppe
E, + (pZ/p'Z)"™" < GL.(Z/p'Z). o

Sei G eine Gruppe endlicher Ordnung. Sei p ein Primteiler von |G|, zu welchem eine
abelsche p-Sylowgruppe H von G gehort.

Bezeichne N := Ng(H) ={g € G : HY = H} den Normalisator von H in G. Bezeichne
Cg(h):={g9g € G : h% = h} den Zentralisator eines Elements h € H in G.

Lemma. Seih € H. Esist {ge G : h9 € H} C Cg(h)- N.

Beweis. Sei g € G so, dal h9 € H. Da H abelsch ist, ist H < Cg(h), und auch H <
Ca(h?) = Cg(h)?, d.h. YH < Cg(h). Da H und 9H p-Sylowgruppen von Cg(h) sind, gibt
es ein ¢ € Cg(H) mit 9H = °H. Damit ist g = c(c7'g) € Cg(h) - N. -

Lemma. Das Bild des Transfermorphismus Trjfl : G —~ H%> = H st gleich HNZ(N).
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Bewezs.

(I) Wir behaupten, dafi das Bild des Transfermorphismus in H N Z(N) enthalten ist.
Dazu miissen wir zeigen, dal (g Tr [$) = ¢ Tr [ fiir g € G und n € N. Nun ist G — G,
g+ "g, ein Isomorphismus von G nach G, der H nach H abbildet.

Sei allgemeiner ein Isomorphismus G —» G von Gruppen gegeben. Sei H das Bild ei-
ner Untergruppe H < G unter ¢. Dann ist (Tr[5)(0]x)* = (¢*°)(Tr (%), da fiir einen
Reprisentanten g € G eines Elementes in G* gilt, daf
g(Trli)(elm)™ = Tlepe(@9)ay
= [Liena((@9)(g9)pap

Y= Men i) ap
= g(@™)(Tr 7).
da ¢ lap die zu dem Reprisentantensystem [ \G, welches aus dem Représentan-
tensystem H\G via ¢ hervorgeht, gehorige Abbildung ist, weil fir g € G die Zer-
legung go~' = (gy~'a)§ mit einem Reprisentanten § aus H\G fiir eine Zerlegung
g = (g tap)(gy) mit gp~tap € H verwandt werden kann.

Zuriick zu unserer Situation. Anwendung auf ¢ : g— "g gibt nun
(gTrly) = g(Trl(eln) = 9o Tl = (") Tl = gTrly
fir g € G, da g und "g dasselbe Element in G*" reprisentieren.

(IT) Wir behaupten, da H N Z(N) im Bild des Transfermorphismus enthalten ist. Da
(G : H] teilerfremd zur Ordnung von H N Z(N) ist, geniigt es dazu zu zeigen, daf Tr |5
ein Element h von H N Z(N) nach A% abbildet.

Sei m € Z so, daB m[N : H] =y 1. Wir haben einen Gruppenmorphismus
H 1~ HNZ(N)

o (T ™)

Dieser ist wegen H abelsch unabhéngig von der Wahl eines Représentantensystems N/H.
Da Multiplikation mit einem Element aus N ein Représentantensystem in ein ebensolches
tiberfiihrt, ist das Bild von « in der Tat auch in Z(N) enthalten. Es ist hy = (h™)y fiir
h € H und n € N. SchlieBlich ist hy = h fiir h € H NZ(N).

Es ist fiir h € H nach dem Lemma des vorigen Abschnitts in den dortigen Bezeichnungen
h Tr H rh®x
zeX

wobei xh®x~! € H stets. Nach vorigem Lemma 148t sich fiir jedes solche x € X eine
Darstellung 27! = a,n, finden mit a, € Cg(h) und n, € N. Also wird

h Tr H n,then,

zeX
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und es folgt
hTr gy = (hy) .

Ist nun sogar h € H NZ(N), so wird
hTr(§ = hTr(Gy = (hy)GH = pleHl

[m]

Satz. Wir erinnern daran, daf$ p ein Primteiler von |G| ist, daff H eine abelsche
p-Sylowgruppe von G ist und daff N = Ng(H). Es besitze dariberhinaus G keinen Nor-
malteiler von Index p. Dann gelten (1) und (2).

(1) Esist HNZ(N) = 1.

(2) Sei H vom Typ (r1,...,7¢). Seir = max;en ¢ die Breite von H. Es ist

geT([N:H] [[W-1] #1.

i€[1,r]

Beweis. Wir haben nach vorangehendem Lemma einen surjektiven Morphismus
G

G— G I Z(N). Ware H NZ(N) # 1, so hitte H N Z(N) und somit auch

G einen Quotienten der Ordnung p, was unserer Voraussetzung an GG widerspricht.

Es operiert N auf H durch Konjugation. Der Normalteiler H von N operiert hierbei
trivial. Dies gibt einen Morphismus N/H — Aut H. Sein Bild ist nicht gleich 1, da sonst
H in HNZ(N) lage, was eben ausgeschlossen wurde. Die Ordnung dieses Bildes teilt
[N : H] und

AwtHl = p°- [ JT -0 | [T -] J[] @-1]| .

i€[1,r1] i€[l,ro] i€[1,r]

wobei e > 0. Da nun p kein Teiler von [N : H] ist, ist der angefiihrte ggT ungleich 1. o

Korollar. Es gelte die Situation des Satzes. Ist |H| = p® fir ein a > 1, so ist
ggT ([N P HY [iep.g ' — 1)) # 1.
Beweis. Die Breite von H ist hochstenfalls gleich a. o

Korollar. Es gelte die Situation des Satzes. Die Anzahl |G : N| der p-Sylowgruppen in G
ist ein echter Teiler von [G : H].

Beweis. Wire [G : N| =[G : H|,so wire N = H, was sowohl (1) als auch (2) widerspricht.o

Beispiel. Sei G eine einfache nichtabelsche endliche Gruppe. Sei p ein Primteiler von |G|,
zu welchem eine abelsche p-Sylowgruppe H von G gehort.

(1) Ist p =2, so hat H wenigstens Breite 2. Insbesondere gibt es keine einfache nichtabel-
sche Gruppe mit einer zyklischen 2-Sylowgruppe. So z.B. kénnen die 2-Sylowgruppen
der alternierenden Gruppe As nicht zu C} isomorph sein.
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(2) Ist p = 2, und hat H die Breite 2, so ist 3 ein Teiler von [N : H] und also auch
von |G|. Insbesondere hat jede einfache nichtabelsche Gruppe, deren Ordnung nicht
durch 3 geteilt wird, und die eine abelsche 2-Sylowgruppe besitzt, eine solche von
Breite > 3.

(3) Seip=2.Ist |[H| =8,s0ist H ~ CyxCyxCyund ([N : H] =3 0 oder [N : H] =7 0).
(4) Sei p = 2. Ist |H| = 16, so tritt einer der folgenden Fille ein.

e Esist H ~ Cy x Cy x Cy x Cy. Diesenfalls ist [N : H| =3 0, [N : H] =5 0 oder
[N : H] =7 0.

e Esist H ~ Cy x Cy x Cy. Diesenfalls ist [N : H] =3 0.
e Esist H ~ Cy x Cy. Diesenfalls ist [V : H] =3 0.

(5) Sei p=3.1Ist |[H| € {3, 9}, soist [N : H] =5 0. Insbesondere ist die Anzahl [G : N]|
der 3-Sylowgruppen ein Teiler von [G : H]/2. Ist |H| = 27, so ist [N : H] =5 0
oder [N : H] =13 0. Insbesondere ist die Anzahl [G : N| der 3-Sylowgruppen ein
Teiler von [G : H|/2 oder von [G : H|/13. (Hierbei teile keine ganze Zahl eine echt
gebrochene.)

Beispiel. Sei G eine einfache Gruppe von Ordnung 60. Sei H eine 2-Sylowgruppe von
G. Es ist H von Ordnung 4, also abelsch (und also isomorph zu Cy x C5). Die Ordnung
| N| ihres Normalisators N ist in {4,12,20,60}. Wir kénnen |N| = 60 ausschlieBen, da G
einfach ist. Mit dem zweiten Korollar kénnen wir |[N| = 4 ausschliefen. Aus |N| = 20 folgte
ein nichttrivialer, und also wegen der Einfachheit von G injektiver Morphismus von GG nach
Ss3 vermittels der transitiven Operation von G auf G/N. Dies ist ebenfalls unmoglich. Also
muf} | N| = 12 sein. Hier erhalten wir einen injektiven Morphismus G — S;. Da sein Bild
B von Index 2 in S ist, ist es ein Normalteiler in Ss. Folglich ist es gleich Aj, denn
ansonsten ware B N As ein Normalteiler von Index 2 in B. Insgesamt ist also G ~ As.

Beispiel. Wir wollen zeigen, dafl es keine einfache Gruppe von Ordnung 132 gibt. Sei eine
solche Gruppe G als existent angenommen. Sei H eine 11-Sylowgruppe von G. Sei N ihr
Normalisator in G. Da die Anzahl der 11-Sylowgruppen [G : N| =;; 1 ist und zugleich 12
teilt, ist [G : N] € {1, 12}. Da G einfach ist, ist H kein Normalteiler in G, und folglich
|G : N] # 1. Da G einfach und H abelsch ist, ist nach dem zweiten Korollar [G : N| < 12.
Wir haben einen Widerspruch.

2.5.6 Mackey
Wir folgen [3, Chap. 3].
Sei R ein kommutativer Ring. Sei GG eine Gruppe. Seien H, K < G Untergruppen von

endlichem Index, i.e. [G : H|] < oo und [G : K| < oo. Beachte, dafl dann H N 9K von
endlichem Index in H und in 9K ist fiir g € G.
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Sei M ein RK-Modul. Fiir ¢ € G schreiben wir M fiir den RY9K-Modul, der M als
unterliegenden R-Modul besitzt, und fiir den % - m := km definiert ist fiir k£ € K. Dies

definiert eine Aquivalenz REK-Mod i:l RIK-Mod und somit auch einen Isomorphismus

re(M,N) =~ grox(?M, °N)
0 F— Yo m—myp
fir RK-Moduln M und N.
Sind insbesondere M und N zwei RG-Moduln, so haben wir einen Isomorphismus

IMIG) = MG,
m = gm

von 9K-Moduln fiir g € G; genauso fiir N. Identifizieren wir entlang dieser Isomorphismen,
so erhalten wir einen Isomorphismus

adMIG NG 25 pad MG, NISe)
¢ = Ip : mr—g((g~'m)yp) .

Variieren wir M und N, liefert dies eine Transformation von Funktoren
(RG-Mod)° x RG-Mod —x R-Mod.
Es ist 99 = 9 9%p) fiir ¢ wie eben und g, § € G.

Wihlen wir eine projektive Auflésung P von M iiber RG, so ist dies auch eine projektive
Auflésung von M J?( iiber RK, und wir kénnen

Exthe (MG, NIE) =~ H'(pPI5,NIG) 5L B (gad PG, NIS)) = Extlhue(MGe, N[5
— Y%p

setzen, wobei n > 0. Dies ist unabhéngig von der Wahl der projektiven Auflésung P.
Desweiteren ist 9% = 9 %) fiir ¢ wie eben und g, § € G. Ferner ist fp = ¢ fiir k € K.

Wir bezeichnen mit F\G/K wahlweise die Menge der H-K-Doppelnebenklassen in G,
oder aber ein Reprisentantensystem fiir diese. In anderen Worten, | | s H\G/K HgK = G.

Beachte, dal HgK = uheH/(gKﬂH) hgK fiir g € G, da hgK = hgK fiir h, h € H genau
dann gilt, wenn h(9K N H) = h(9K N H) ist.
Lemma. Seien M und N zwei RG-Moduln. Sei ¢ € pi(M|5, N|%.). Es wird

pTriiReslf = > (%) Resloioy Trllkny € ru(MIG, NIG) .
geH\G/K
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Beweis. Fiir m € M[S wird

m(yp Tr1f Res|f)

2 wera® ((km)p)

= Yseq/r (@ Im)yp)
hg

D geH\GK 2ahel/(sKNH) hg((g~ h~'m)e)
ZQEH\G/K ZheH/(aKmH) h((h~"m) %)
ZgGH\G/K m (( %) ReSJ[g(KﬂH Tr1gKﬂH) .

[m]

Lemma. Seien M und N zwei RG-Moduln. Sein > 0. Sei ¢ € Ext(M|%, N|%). Es
wird
(Tri% Resly = Z (%) Res Logernp Tr Vg € Exctiy (MG, NI7) -
9€H\G/K

Beweis. Sei P eine projektive Auflésung von M iiber RG. Sei, unter Mifbrauch der Be-
zeichnung, ¢ € RK(PHJ?;, N Jg’;) ein repréasentierender Zykel. Einen reprisentierenden Zykel
in pu(Pol5;, N|5) des Bildes seiner Cohomologieklasse unter Tr1% Res |5 konnen wir gemiB

vorigem Lemma als »° .\ (%) Res [or s T by erhalten. g

Seien M und N zwei RG-Moduln. Sei n > 0. Ein Element ¢ von Ext’ (M5, N|5) heiBe

wmvariant unter G, falls
(€) ReSJIHJHﬂH = (%) ReSJQHmH

fiir alle g € G. Der R-Teilmodul in Ext’,;(M|5, N|5) der G-invarianten Elemente werde
mit Ext? (M5, N|5)¢ bezeichnet.

Fiir den Fall, dafl H ein Normalteiler in G ist, ist { also genau dann invariant unter G,
wenn 9 = ( fiir alle g € G.

Satz. Seien M und N zwei RG-Moduln. Sein > 0. Sei [G : H] als invertierbar in R
vorausgesetzt. Es ist

Res
Extlpg (M, N) —+ Extp (Mg, Nij)© .

Beweis. Nach dem ersten Korollar aus §2.5.4 bildet die betrachtete Restrik-
tionsabbildung injektiv nach Ext}, (M %, N(%) ab. Wir miissen noch zeigen, daB sie nach

Ext? (M5, N|$)S abbildet und daB sie dorthin auch surjektiv abbildet.

Zeigen wir zunéchst, daf fir ¢ € Exth.(M,N) die Restriktion ¢ Resjg invariant un-
ter GG ist. Sei P eine projektive Auflosung von M iiber RG, und, unter Mifbrauch der
Bezeichnung, ¢ € r(P,, N) ein représentierender Zykel. Das Bild seiner Cohomologie-
klasse wird durch (Res|§ € gru(Pol%, NI5) reprisentiert. Sei g € G. Wir zeigen, daf

sogar g(CReng) Resjzgm{ = CReng ResjzgmH in R(gHmH)(PnEHmH,NﬁHmH) gilt, und
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daher auch die Gleichheit der reprisentierten Cohomologieklassen. Sei x € P,. Dann ist
z9CRes (%) = g((¢7'2)¢) = g9 " (2¢) = 2¢ = (¢ Res %), wenn wir uns wieder daran
erinnern, daf3  selbst RG-linear ist.

Sei nun umgekehrt ¢ € Ext", (M|%, N|%)¢ gegeben.

Bezeichne [HgH : H] die Anzahl der H-Linksnebenklassen in HgH fiir g € G. Beachte,
daB [HgH : H| = [H : HN *H], da HgH = | |,y oz P9 H.

Mit vorigem Lemma und unter Verwendung des Satzes aus §2.5.4 wird
ETely Res i = 3 oe e (%) Res Logam Tr oy
de wam & Res [pnm Tr oo
(SoemenlH : H i oH)) ¢

(ZoemomlHaH - H)) €
— (G H

Also wird [G : H]7'¢ Tr1% unter Res|% auf € abgebildet. o

Korollar. Sei n>1. Sei |G| endlich. Sei p ein Primteiler von |G|. Sei P eine
p-Sylowgruppe von G. Sei |G : P invertierbar in R. Sei 9PN P =1 fir g € G~ Ng(P).
Seien M und N zwei RG-Moduln derart, dafs MJ? projektiv oder leG ingektiv iber R ist.
Unter diesen Voraussetzungen ist

ReslgG(P) ResJI;I,G(P)

Extlhg (M, N) —=%" Exthy, ) (MR ) M) ——~  Exthp(Mlg, N)Ne")
Ferner ist ([G : Ng(P)] — 1) Extho (M, N) = 0.

Beachte, da§ geméfl Sylow [G : Ng(P)] — 1 =, 0 ist. Ist also e.g. R = F,, so ist die
Annullationsaussage leer.

Beweis. Mit vorstehendem Satz bleiben die Surjektivitiit von Res [§ o(p) und die Annulla-
tion ([G: Ng(P)] — 1) Extlo (M, N) = 0 zu zeigen.

Schreibe H := Ng(P). Fiir g € G~ H ist 9PN H = 1. Denn wére x € 9PN H und = # 1,
so hétte x eine Ordnung p® mit a > 1. Ferner wire x ¢ P, da sonst x € 9PN P = 1. Daher
wére die Restklasse von x in H/P ungleich 1, so daf§ dies, da |H/P| zu p teilerfremd ist,
auch fiir die Restklasse von 27" = 1 golte. Dies ist ein Widerspruch.

Fiir £ € Extp(M|5, N|S) wird unter Verwendung von 1 € G als Doppelnebenklassenre-
prasentanten

ETrERes(f = Y (%) Res ooy Trifbny
geH\G/P

= ¢Telp + > (9Res|"Trl,

9EH\G/P , g¢H -0
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und es ist folglich Tr1IGJ Resjfl = Trﬁ. Mit dem Satz aus §2.5.4 ist Tr 1? surjektiv, und
also auch Res |

Ferner erhalten wir unter Verwendung der Aufgabe 44 und des Satzes aus §2.5.4 das
kommutative Diagramm

[G:H]
Exthe (M, N) Extyy (Mg, Nlg) Extyq (M, N)
GT T™p
TrWP G
n G NG e
Extp(Mp, Nlp)
Ebenfalls dank loc. cit. ist Tr15 epimorph, so daB es in Tr1% [G : H] = Tr|% gekiirat

werden kann, und wir (|G : H| — 1) Extj (M, N) = 0 erhalten. o



Kapitel 3

1! und H?

3.1 H!

3.1.1 Multiplikative Notation

Sei GG eine Gruppe. Sei M ein ZG-Modul. Wir schreiben M multiplikativ. D.h. das neutrale
Element wird 1 € M geschrieben; die vormalige Summe von Elementen m, m’ € M wird
als Produkt m-m’ = mm/ geschrieben; das Resultat der Operation eines Elementes g € G
auf einem Element m € M als %n. Dann ist mm = mm, {mm) = m%n, 'm = m und
99m = 9(9m) fiir g, g € G und m, m € M.

Dies hat seinen Sinn darin, dafl in der Gruppentheorie Gruppen in der Regel multiplikativ
geschrieben werden. Wiirden wir auf additive Schreibweise in M bestehen, wire im Verlauf
der folgenden Uberlegungen M als Untergruppe (bis auf Identifikation) der multiplikativ
geschriebenen Gruppe M x G additiv zu schreiben, was ungewchnlich ausséhe.

In dieser gednderten Schreibweise werden

ZNG, M) = Z'(zoBargz, M))
= {G-L M, gr—gd : (gh)d = (gd) - Yhd) tir g, h € G}
BY(G, M) = B!(zBargz, M))
= {G&M7 gH>g0m :==9%m-m~ : me M}
H'(G, M) = ZMG,M)/BYG,M):

vgl. Beispiel (2) aus §2.3.2. Hierbei ist die Z-Modul-Struktur auf Z'(G, M) gegeben durch
g(0-0) = g0 -gd fir g€ Gund 9,9 € Z' (G, M); sie wird also ebenfalls multiplikativ
notiert.
Fiir eine Derivation 0 € Z(G, M) und ein g € G gelten noch folgende Regeln.
10 = 1
(97)0 = (7(99))

97
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Ersteres erkennt man bei Betrachtung von (1-1)0. Zweiteres erkennt man bei Betrachtung
von (g~ g)0.

Wie schon erwiihnt, heifien Elemente aus Z'(G, M) auch 1-Cozyklen oder Derivationen.
Elemente in B'(G, M) werden als 1-Corénder oder innere Derivationen bezeichnet. Wir
werden in H!'(G, M) ohne weiteren Kommentar mit reprisentierenden Derivationen ar-
beiten.

3.1.2 Komplemente

Sei G eine Gruppe. Sei M ein multiplikativ notierter ZG-Modul. Wir bilden das semidi-
rekte Produkt M x G, welches durch die Menge M x G mit der Multiplikation

(m,g)(m, g) = (m%n, gg)

fir m,m € M und g, g € G gegeben ist. Es ist M x G eine Gruppe, in welcher das
Einselement durch 1 := (1,1), und die Inversion durch (m,g)” = ((¢ m)~,g~) gegeben
ist.

Wir betrachten M via m+— (m, 1) als Normalteiler von M x G, und G via g+ (1, g)
als Untergruppe von M x G.

Wir beschrénken uns also auf semidirekte Produkte beziiglich eines abelschen Normalteilers.

Sei K .={K<MxG: MNK =1, MK = M x G} die Menge der Komplemente von
M in M x G. Esist eg. G € K.

Jedes Komplement K ist isomorph zu (M x G)/M ~ G via k+— kM. Nicht notwendig
aber konjugiert zu G in M x G, wie sich gleich zeigen wird.

Es operiert M x G auf K via Konjugation, da aus M N K = 1 folgt, daB
MN*K=MNK)=1 fir + € M x G, und da genauso aus MK =M x G
folgt, daB M*K = {MK)=MxG fir + € M x G. Sei K die Menge der
M x G-Konjugationsklassen von Komplementen von M in M x G.

Satz. Wir haben eine Bijektion

H' (G, M) = K
0 — Ky := {(99,9) : g€ G}

der ersten Cohomologiegruppe von G mit Koeffizienten in M mit der Menge der Konju-
gationsklassen von Komplementen von M in M x G.

Beweis. Zeigen wir zunéchst, dafi Ky eine Untergruppe von M x G ist. Dazu geniigt es
zu zeigen, dal G — M x G, g (g0, g) ein Gruppenmorphismus ist. Fiir g, h € G ist
in der Tat

((gh)0,gh) = ((g9) - AhI),gh) = (g0,9)(ho,h) .
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Wegen M N Ky =1und MKy = M x G ist also tatséchlich Ky € K.

Um zu zeigen, dafl die behauptete Abbildung H!(G, M) — K wohldefiniert ist, geniigt
es zu zeigen, daf fiir 9 € Z' (G, M), fiir m € M und fiir g € G die Elemente (g0, g) und
(9(00n), g) via eines von g unabhingigen Elementes konjugiert sind. In der Tat wird

(9(90m),9) = ((99)(90m), g)
= (m~(g0)m,g)
= (m’,l)(ga,g)(m,l)
= (m,1)7(99,9)(m,1).

Zeigen wir die Surjektivitdt. Sei K € K. Wegen M N K = 1 gibt es fiir jedes g € G
hochstens ein m € M mit (m,g) € K. Denn aus (m, g), (m,g) € K folgt

(m, g)(m,g)” = (m,g)((* m)",g7) = (mm~,1).

Wegen MK = M x G gibt es fiir jedes g € G auch wenigstens ein m € M mit (m,g) € K.
Denn fiir gegebenes g € G ist (1,9) € MK, also (1,g9) = (m,1)(m,g) fiir ein m € M
und ein (m,g) € K. Daraus folgt aber ¢ = §. Insgesamt kénnen wir eine Abbildung

G -2+ M dadurch definieren, dafl wir (g0, g) € K verlangen. Zu zeigen bleibt, dafl es sich
um eine Derivation handelt. Nun ist fiir g, h € G aber ((gh)0, gh) € K, und, da K eine
Untergruppe ist, auch (g9, g)(hd,h) = ((90)%h0),gh) € K. Nach Definition von 0 ist
folglich (gh)0 = (g0) 9(h0).

Zeigen wir die Injektivitét. Seien Ky und Kj; konjugiert via (m,g) € M x G von links.
Fiir g € G erhalten wir als konjugiertes Element

(m. 9)(30,3)(m, )~ = (m*30)(*** m)~, %)

woraus

mYgo) (% m)” = ()0 = (99)%39)*(g~9) = (99)439)** ((99)")
folgt. Hieraus ergibt sich wiederum
(7 m)(g0)(* m)~ = 7 (g0)(9)% ((90)7),

und daraus

§(007) = (§0)(gd)~ = -
fir

Korollar. Sind M und G endlich, und sind dazuhin |M| und |G| teilerfremd, so sind alle
Komplemente zu M in M x G zueinander konjugiert.

Beuweis. Dies folgt aus vorstehendem Satz zusammen mit der Aussage, da H' (G, M) = 1;
cf. Aufgabe 39.(3). 5
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Beispiel.

(1)

(3)

Sei G = ((1,2)) < Ss, sei M = ((1,2,3)) < Ss. Die G-Operation auf M sei
durch die Konjugationsoperation innerhalb von Sz erkliart, was es uns ermoglicht,
S3 mit M x G vermoge ((1, 2,3)%, (1, 2)j) > (1,2, 3)%(1,2)? zu identifizieren, wobei
1, j € Z. Gemafl Korollar gibt es nur eine Konjugationsklasse von Komplementen
zu ((1,2,3)) in Ss. In der Tat sind die Komplemente ((1,2)), ((2,3)) und ((1,3))

zueinander konjugiert.

Sei M = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) < S84, sei G = ((1,2), (1,2,3)) < ;. Die
G-Operation auf M sei durch die Konjugationsoperation innerhalb von S, erklért,
was es uns ermoglicht, S, mit M x G vermoge Multiplikation der Eintrdge der
Elemente von M x G zu identifizieren.

Wir behaupten, dafl H/(G, M) = 1 fiir 7 > 1. Es ist M ein F,S3-Modul. Mit der
Bemerkung aus §2.1.2 ist als abelsche Gruppen H'(G, M) ~ H (G, M; Fy) fiir i > 0.
Es geniigt also zu zeigen, dal M injektiv iiber F»S3 ist. Wir behaupten, daf ein
endlich erzeugter F»S3-Modul genau dann injektiv ist, wenn er projektiv ist. In
der Tat ist (—)* eine kontravariante Autodquivalenz von F»S3;-mod, schickt also
injektive auf projektive und projektive auf injektive Moduln; cf. Aufgabe 37.(1).
Da aber F»2S; ~ (F2S;3)* via o+ (p—0,,), und da (—)* additiv ist, werden
geméfl Aufgabe 22.(1) projektive Moduln auch auf projektive abgebildet. Ist also P
projektiv, so ist P* auch projektiv, und damit P** ~ P injektiv. Ist umgekehrt [
injektiv, so ist I* projektiv, und also auch I** ~ [ projektiv. Somit geniigt es zu
zeigen, dafl M projektiv iiber F»S3 ist.

Nach Aufgabe 35.(4) ist der durch die Operation

(1,2) — (7372)
(1,2,3) +— (7371)

auf (Z9))? gegebene Z(5)Ss-Modul ein Summand von Z)Ss, mit zugehérigem Idem-
potent (0, (58) ,0) in den dortigen Bezeichnungen. Insbesondere ist dieser Modul
projektiv iiber Z)Ss. Also ist seine Reduktion modulo 2, gegeben durch die Ope-
ration
(1,2) — (%0)
123 — ()

auf (Fy)?, projektiv iiber F»S3. Diese Reduktion ist aber isomorph zu M vermdoge
(6) — (1,3)(2,4) und (?) = (1,4)(2,3). Diese Projektivitéit zeigt H/(G, M) = 1
fiir i > 1; insbesondere H'(G, M) = 1.

Also gibt es nur eine Konjugationsklasse von Komplementen zu
((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) in S4. In der Tat sind ((1,2), (1,2,3)), ((1,2), (1,2,4)),
((1,3), (1,3,4)) und ((2,3), (2,3,4)) alle zueinander konjugiert.

Sei Dg :=((1,2,3,4), (1,3)) < Ss. Ausgeschrieben ist
Ds = {1, (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2), (1,3), (1,2)(3,4), (2,4), (1,4)(2,3)} .
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Sei G = ((1,3)) < Dg, sei M = ((1,2,3,4)). Die G-Operation auf M sei durch die
Konjugationsoperation innerhalb von Dy erklart, und wir identifizieren Dg = M xG.
Die Menge K der Komplemente von ((1,2,3,4)) in Dg zerfillt in die Konjugations-
klassen {((1,3)), ((2,4))} und {{(1,2)(3,4)), ((1,4)(2,3))}. Also ist [H (G, M)| = 2,
und folglich H'(G, M) ~ C,.

3.1.3 Autostarrheit
Sei
eine kurz exakte Sequenz von Gruppen.

Fiir einen Automorphismus o von G, der N in sich iiberfiihrt, bezeichne o|g/n den auf
G/N induzierten Automorphismus.

Fiir z € G bezeichne o, den inneren Automorphismus G =+ G, g+ g*.

Seien
Aut(G, N) = {O' c At G : O”N = idN, U‘G/N = ldg/N}

Inn(G,N) = {o, : z€Z(N)}.

Ist z € Z(N), so ist 0|y = idy, und, wegen zN = 1- N, auch o.|¢/n = idg/n. Somit ist
Inn(G, N) < Aut(G, N).

Fiir p € AutG, 2z € Z(N) und g € G ist go.p = (¢°)p = (9p)*? = gpo.,. Daher ist
Inn(G, N) < Z(Aut(G, N)). Insbesondere folgt

Inn(G,N) < Aut(G,N) < AutG .

Die kurz exakte Sequenz N ¢ G—G/N heifle autostarr, wenn Inn(G,N) =
Aut(G, N). Diesenfalls ist ein Automorphismus auf G, der N in sich iiberfiihrt, bereits
bis auf (unvermeidliche) Konjugation mit Elementen aus Z(N) durch seine induzierten
Operationen auf N und auf G/N bestimmt.

Via Konjugation von links ist Z(/N) ein multiplikativ geschriebener Z(G/N)-Modul.

Satz. Wir haben einen Gruppenisomorphismus

ZNG/N,Z(N)) =~ Aut(G,N)
0 — (9—(99)g),

welcher zu einem Isomorphismus
BYG/N,Z(N)) =~ Inn(G,N)
einschrankt. Somit ist auch

H'(G/N,Z(N)) —~ Aut(G,N)/Inn(G,N).
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Insbesondere ist die kurz exakte Sequenz N C—~ G — G /N genau dann autostarr, wenn
HY(G/N,Z(N)) = 1.

Die Schreibweise g0 ist ein Mibrauch von Bezeichnungen; eigentlich miiite es (g/N)d
heiflen.

Beweis. Zeigen wir den behaupteten Isomorphismus Z!'(G/N,Z(N)) =~ Aut(G, N). Fiir
die Wohldefiniertheit der angegebenen Abbildung zeigen wir zunéchst, dafl fiir ei-
ne Derivation 0 die Abbildung g+ (g0)g ein Automorphismus von G ist. Wegen
((gh)0)(gh) = (g0)%h0)(gh) = (g0)g - (hd)h liegt ein Morphismus vor. Die Umkehr-
abbildung ist gegeben durch g+— (g0)~g; hierfiir bemerken wir ((g0)g)0 = g0. Es ist
Z'(G/N,Z(N)) — Aut(G, N) ein Gruppenmorphismus, da fiir 8, 9 € Z'(G/N,Z(N))

sich die Komposition zu

g — (90)g — (((99)9)0)((99)g) = (90)(90)g = (9(9D))g

ergibt.

Die Injektivitit von Z'(G/N,Z(N)) — Aut(G, N) ergibt sich aus der Konstruktion. Zei-
gen wir die Surjektivitat. Sei ¢ € Aut(G, N). Wir miissen zeigen, dafl gN +— (go)g~ in
ZY(G/N,Z(N)) liegt. Zunichst ist (go)g~ = (gn)o - (gn)~ fiir g € G und n € N, es ist
also gN +— (go)g~ eine wohldefinierte Abbildung von G/N nach G. Da go und ¢ nach
Voraussetzung an o dasselbe Bild in G/N haben, ist (go)g~ € N. Wir wollen zeigen, dafl
(go)g~ € Z(N). Tatséchlich wird fir n € N

n(go)g n~ = ((ng)o)g n~ = ((gn)o)g n~ = (go)n’g n~ = (go)g™ .

Bleibt also zu zeigen, dal gN —— (go)g~ eine Derivation ist. Fiir g, h € G wird in der
Tat ((gh)o)(gh)~ = (90)g~g(ha)h~g~ = (90)g~ - ¥((ha)h™).

Desweiteren wurde behauptet, da unser Isomorphismus B'(G/N,Z(N)) auf Inn(G, N)
abbildet. Fiir z € Z(N) kommt nun 9, auf g+ (¢0,)g = 2z~ %29 = 2z~ gz = go,. Umgekehrt
kommt fiir z € Z(N) der innere Automorphismus o, auf gN +——(go.)g~ = 27 gzg~ =
27 9% = g0,. 0

Bemerkung. Insbesondere ist Aut(G, N) abelsch.

Korollar. Fine kurz exakte Sequenz N C—~ G —~ G/N endlicher Gruppen, fir welche
|Z(N)| und |G/N]| teilerfremd sind, ist autostarr.

Beweis. Dies folgt aus vorstehendem Satz zusammen mit Aufgabe 39.(3). o

Autostarrheit ist ein typisches (co)homologisches Phénomen. Stellt sich in einer Situation
eine erhoffte Aussage als zu naiv heraus (hier: “alle kurz exakten Sequenzen sind auto-
starr”; im vorigen Abschnitt: “alle Komplemente sind konjugiert”), so ist manchmal ei-
ne nicht immer verschwindende (Co)Homologiegruppe daran schuld. Man sagt dann, die
(Co)Homologiegruppe stelle ein Hindernis oder eine Obstruktion gegen die Aussage dar.
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Beispiel.

(1) Sei G =Cy x Cy = (a:a*>=1) x (b:b* =1). Sei N = (a). Der Automorphismus
ar—a, b—ab von G ist in Aut(G, N), aber nicht in Inn(G, N) = 1. Also ist
die kurz exakte Sequenz Cy — Cy X Cy — (5 nicht autostarr. Aquivalent, es ist
H(Cy, Cy) # 1. In der Tat ist, da Cy isomorph zum trivialen F,Cy-Modul ist, sowie
gemafl Aufgabe 41,

Hl(CQ,CQ) ~ H1(02702;F2) >~ Hl(OQ,FQ) >~ FQ.

(2) Sei G = Sy, sei N = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) ~ Cy x Cy. Aus Beispiel (2)
in §3.1.2 wissen wir, dafl H'(G/N,N) = 1. Also ist die kurz exakte Sequenz
Cy x Cy C» §; — S3 autostarr. Eine direkte Rechnung ergibt, dafl Cg, (Cy x Cy) =
Csy x C5, was zusammen mit Aut S, = Inn S, diese Tatsache ebenfalls liefert. Vgl.
Aufgabe 62.(2).

3.2 H?

3.2.1 Erweiterungen mit abelschem Kern

Sei GG eine Gruppe. Sei

N %~ E- %G
eine kurz exakte Sequenz von Gruppen,; i.e. es ist ¢ injektiv, p surjektiv, und das Bild von
1 ist der Kern von p. Sei zunéchst N nicht notwendig abelsch.

Man kann auch eine Interpretation iiber Kern und Cokern analog zu Aufgabe 14 angeben,
obwohl (Gruppen) keine additive Kategorie ist.

Wir wollen dieser kurz exakten Sequenz einen Gruppenmorphismus
G— Out N := Aut N/Inn N

entnehmen. Hierbei bezeichnet Aut N die Automorphismengruppe, und Inn N :=
{r+—2a" : ne€ N} <Aut N darin den Normalteiler der inneren Automorphismen.

Zur Schreibvereinfachung betrachten wir ¢ als Inklusionsabbildung, i.e. wir schreiben
x = x € FE fir x € N. Zundchst einmal haben wir einen Gruppenmorphismus
E— AwtN, et (z+—2°), da N (genauer, Ni) ein Normalteiler in E ist. Da die-
ser Morphismus N auf Inn N abbildet, induziert er einen Gruppenmorphismus G ~
E/N — Aut N/Inn N = Out N.

Ist speziell N abelsch, so ist Out N = Aut N, und die Sequenz induziert einen Grup-
penmorphismus G —» Aut N. Dadurch wird N zu einem (multiplikativ notierten) ZG-
Rechtsmodul, welchen wir auf iibliche Weise zu einem ZG-Linksmodul uminterpretieren
konnen, viz. % :=nY fir g € G und n € N.
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Ausgeschrieben, und mit Bezeichnung des Morphismus ¢, erhalten wir diesenfalls die Ope-
ration eines Elementes ¢ € G von links auf einem Element n € N, indem wir ein e € E
mit ep = g wahlen, n? von links mit e konjugieren, und davon das eindeutige Urbild unter
i nehmen. Le. ()i = 9ni), vorausgesetzt, es ist ep = g.

Sei nun M ein gegebener multiplikativ notierter ZG-Linksmodul. Eine Erweiterung von
G mit M sei eine kurz exakte Sequenz von Gruppen

ML.ELG,

wozu die dem ZG-Modul M unterliegende abelsche Gruppe verwandt werde, derart, dafl
die von dieser Sequenz induzierte Operation von G auf M mit der gegebenen Opera-
tion iibereinstimmt. In anderen Worten, die resultierende Operation von G auf M sei
vorgeschrieben.

Zwei Erweiterungen (i,p) und (¢/,p’) von G mit M heiflen dquivalent, wenn es einen

Morphismus F Ny gibt, der das Diagramm

M-—t-F-t. @

X

M-—-FE -G
kommutativ macht, i.e. fiir welchen if =4’ und fp' = p ist.

Dies impliziert, dafl f ein Isomorphismus ist, wie wir nun kurz verifizieren wollen. Wir
behaupten die Injektivitdt. Sei e € F mit ef = 1 gegeben. Dann ist efp’ = ep = 1, und
also gibt es ein m € M mit e = mi. Somit ist mi’ = mif = 1, woraus wegen ¢ injektiv
m = 1, und schliellich e = mi = 1 folgt. Wir behaupten die Surjektivitat. Sei ¢ € F’
gegeben. Sei e € F mit ep = €'p’. Wegen (€¢/(ef)”)p' = (¢'p')(ep)” =1 gibt es ein m € M
mit mi’ = é'(ef)”. Es folgt ¢/ = (mi’)(ef) = ((mi)e)f.

In einer Modulkategorie folgte dies mit dem Schlangenlemma aus Aufgabe 20.(1), cf. Auf-
gabe 20.(2).

Die Aquivalenzklassen von Erweiterungen von G mit M heifien Erweiterungsklassen von
G mit M.

Eine spezielle Erweiterung ist durch das semidirekte Produkt
MxG = {(m,g9) : me M, ge G}

gegeben, welches mit der Multiplikation (m, g)(m/,¢') = (m9%m’, gg') ausgestattet ist;
namentlich ‘
M 2 MxGd 2 @
m +— (m,1)
(m,g) — g.
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Diese ganze Erweiterung (ig,pp) von G mit M werde ebenfalls als semidirektes Produkt
von G mit M bezeichnet.

Wir haben eine Coretraktion zu py, gegeben durch G —> M x G, g— (1, g). Liegt eine
Erweiterung (i, p) in der Erweiterungsklasse des semidirekten Produktes, so ist folglich p
eine Retraktion.

Wir behaupten umgekehrt, dafl eine Erweiterung
M B2 q,

fiir die es einen Gruppenmorphismus s mit sp = 1 gibt, zum semidirekten Produkt
dquivalent ist. In der Tat ist M x G — E, (m, g)— (mi)(gs) ein Gruppenmorphis-
mus, der das verlangte Diagramm kommutativ macht. Letzteres ist ersichtlich, verifizie-
ren wir ersteres. Fiir m, m’ € M und g, ¢ € G geht (m,g)(m/,¢') = (m9m/, gq’) auf
(m9m')i - (gg')s = mi - (9m')i - gs - ¢'s, was wegen (9m')i = \(m'i) in der Tat mit
mi - gs-m'i- g's iibereinstimmt.

Somit ist fiir eine Erweiterung (i,p) von G mit M genau dann p eine Retraktion, wenn
(,p) in der Erweiterungsklasse des semidirekten Produktes von G mit M liegt.

Da wir M multiplikativ notieren, notieren wir auch H?(G, M) multiplikativ. So werden
Zz(G, M) = Z2( ZG( BaI‘G7z, M))
= {GxG—=M : 4(h,k)2)(g,hk)z = (gh,k)z - (g9,h)=}
Bz(G, M) = BQ(Zg(Bal"G’Z,M))
(G % G4 M, (g,h) — (g,h)za == (hd) - (gh)d)~ - gd : G-+ M}
H(G,M) = Z2(G,M)/BYG, M) ,
cf. Beispiel (3) aus §2.3.2.

Satz. Die Menge der Erweiterungsklassen von G mit M steht in Bijektion zu H*(G, M).
Hierbei korrespondiert die Klasse des semidirekten Produktes zu 1 € H?(G, M).

Beweis. Sei
722G, M) = {z€Z*(G,M) : (g,1)z=1und (1,9)z = 1 fiir alle g € G} < Z*(G, M)

die Untergruppe der reduzierten 2-Cozyklen in Z?(G, M).
Wir behaupten, dafi der induzierte injektive Gruppenmorphismus

Z?ed(G7 M)/(BZ(G> M) N Z?ed(G7 M)) C—~ Z2<G7 M)/BZ(G7 M) - H2(G7 M)
auch surjektiv ist. In anderen Worten, wir behaupten, dafl jede Cohomologieklasse wenig-
stens einen reduzierten 2-Cozykel enthélt.

Sei z € Z*(G,M). Fiir g € G ist 9(1,1)z) = (g, 1)z, wie aus der 2-Cozykelbedingung mit
(g,1,1) anstatt (g, h, k) folgt. Ferner ist (1, 1)z = (1, g)z, wie aus der 2-Cozykelbedingung
mit (1,1, g) anstatt (g, h, k) folgt. Also ist Z2,(G, M) ={z € Z*(G, M) : (1,1)z = 1}.
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Sei nun z € Z*(G, M) ein beliebig gegebener 2-Cozykel. Sei G—d>M, gr—(1,1)z. Sei

2= z-z;. Es wird

(1,1)2 = (1,1)z-(1,1)z;
= (1,1)z 1(1d)_ (1-1)d- (1d)”
1,1)z-(1,1)2 - (1,1)z-(1,1)2~ = 1,

und folglich ist 2’ ein reduzierter 2-Cozykel. Nach Konstruktion reprasentieren 2z’ und z
dieselbe Cohomologieklasse.

Wir bemerken noch, dafl

BX(G, M)NZ2(G, M) = {zq : G- M, 1d=1} .

In Worten, wir haben gezeigt, dal wir uns von vorneherein auf reduzierte Reprisentanten
beschréanken diirfen.

Wir werden nun eine Abbildung von den Erweiterungen nach
H2<G7 M) = Z?ed<G7 M)/(B2<G M) N Zred<G7 M))

definieren, und werden sodann zeigen, dafy zwei Erweiterungen in derselben Erweiterungs-
klasse auf dasselbe Element abbilden. Das definiert dann eine Abbildung von den Erwei-
terungsklassen von G mit M nach H*(G, M).

Sel 4
M- E 2@,

eine Erweiterung von G mit M. Wihle eine Abbildung von Mengen G-+ E —im allge-
meinen kein Gruppenmorphismus — mit op = 1 und lo = 1. Fiir g, h € G ist

((9) - (he) - ((g)o) )p = g-h-hg™ =1,

und somit definiert (g, h)z% := go - ho - ((gh)o)~ ein Element (g, h)z7 € M.
Es mifit 27 die Abweichung der Abbildung o davon, ein Gruppenmorphismus zu sein.

Wir wollen verifizieren, dafl 2 ein reduzierter 2-Cozykel ist. Seien g, h, k& € G gegeben.
Es wird

(#(hk)=2) - (9. hk)= - (g, k)=)~ - (g, R)=")" )i

= gg(ha-ka- ((hk:)a)_) -go-(hk)o-((ghk)o)~- ((gh)a~ka~ ((ghk)a)_)_~ (ga-ha- ((gh)a)_)
= go-ho-ko-((hk)o)~-(go)~-go-(hk)o-((ghk)o)~-(ghk)o- (ko)™ ((gh)o)~-(gh)o-(ha)~
= 1.

“(g0)”
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Wir miissen die Unabhéngigkeit von der Wahl von ¢ nachweisen. Ist & eine weitere Ab-
bildung mit 6p = 1 und 16 = 1, so ist zu zeigen, daB (g, h) — (g, h)2" - ((g,h)z°)  ein

2-Corand ist. Wir setzen gdi := (go)(g

7)~ fir g € G und erhalten damit fir g, h € G

(9027 (9. 0)2") )i = (90) (ko) ((gh)o) ((9h)5) (h&)(957)

) (g90)(ha)(ha)~(95)"
di) (go)(hdi)(95)"

di)  9°(hdi)(go)(95)
di) - (Ahd))i

Seien nun (¢, p) und (i, p') in derselben Erweiterungsklasse, sei also ein Gruppenmorphis-
mus f mit if =i und fp' = p gegeben. Sei o eine Abbildung mit op = 1. Wahle o’ := o f.
Es werden (g, h)2%i = go-ho-((gh)o)™ und (g, h)27 i = go'-ho'-((gh)o’)~ fiir g, h € G.

Daraus folgt
(g, h)2""1 =

und also (g,h)z" = (g, h)z7 stets, i.e. 27

go' -

ho' -
(go - ho -
((g,h)z*
(9,

(
((gh )0) )
)

DECE

:ZU

Wundert man sich, daffi man sogar Gleichheit der 2-Cozyklen selbst erhélt, und nicht nur
ihrer Cohomologieklassen, so erinnere man sich daran, dafl wir die Bewegungsfreiheit mo-
dulo 2-Coréndern bereits im Nachweis der Unabhéngigkeit von der Wahl von ¢’ ausgeniitzt
haben, und wir hier ein spezielles o’ gewihlt haben.

Somit ist eine Abbildung von den Erweiterungsklassen von G' mit M nach H?*(G, M)

konstruiert.

Wir merken noch an, daf§ aus 0 Gruppenmorphismus folgt, dal 27 = 1. Die Erweiterungs-
klasse des semidirekten Produktes wird also, wie behauptet, auf 1 € H*(G, M) abgebildet.
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Nun wollen wir eine Abbildung von Z2 (G, M) in die Erweiterungen von G' mit M an-
geben. Sodann wollen wir zeigen, dafi zwei 2-Cozykel in derselben Cohomologieklasse
zwei Erweiterungen in derselben Erweiterungsklasse liefern, was dann eine Abbildung von
H%(G, M) in die Erweiterungsklassen von G mit M definiert.

Sei also z € Z2 (G, M). Definiere die Gruppe
Mx,G = {(m,g) : me M, ge G}

vermoge der Multiplikation

(mag) ’ (mlvg/) = (m - 9m’ - (g,g/>Z, gg/) :

Das Einselement ist gegeben durch (1, 1), da z ein reduzierter 2-Cozykel ist. Die Assozia-
tivitét folgt fiir (m,g), (m’,¢"), (m”,¢") € M x, G aus

((m, g)(m/,g"))(m", g") ~m’ - (g,9")z, g9')(m", g")

-9’ - (g,9)z - 99m" - (99',9")%, 99'9")
-9’ 99! (gq' 9"z - (9,9)%, 99'9")
o 99m” - (g, g")z) - (9,9'9")2 99'9")
Lg)m' - Im” - (¢, g")z, g'g")

m, g)((m’,g")(m",g")) .

3

3

3

3

(m
(
(
=
(
(

Das Inverse zu (m,g) € M x, G ist (m,g)" = (9 (m~) -9 ((9,97)27), g ). Wegen der
bereits gezeigten Assoz1at1v1tat geniigt es, hierfiir (m, g)(m,g)~ = (1,1) zu verifizieren.
Wegen 9 ((g,97)z) = (g, 9)z ist aber auch (m, g)~(m,g) = (1, 1) ersichtlich.

Wir haben eine kurz exakte Sequenz
M e Mx.G 2 G,

wobei mi, := (m, 1) fir m € M und (m, g)p, := g fiir (m,g) € M x, G. Ferner induziert
Konjugation mit dem Urbild (1, g) eines Elements g € G wegen

(Lg)m, 1)(1,9)” = (“m,9)(Y ((9,97)27), 97) = (“m-(9,97 )2 (9,9 )z 1) = (“m,1)

fiir m € M gerade die vorgegebene GG-Operation auf M. Diese nun konstruierte Erweite-
rungsklasse von G mit M sei das Bild von z.

Sei nun G %+ M so eine Abbildung, daf z; reduziert ist, i.e. so, daB 1d = 1. Sei Z := 2z- 2, .
Wir behaupten, dafl

Mx.¢ v Mx.c
(m,g) = (m-gd,g)
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ein Gruppenmorphismus ist. Seien (m, g), (m',¢') € M x, G. Dann ist

(m7g)f ’ (m/7g/)f -

.?
<
=
Q\

(m

(m

( .

( .gd.gm/.g(
(

(m

(

(m, g) - (m gNs -

Nach Konstruktion von f ist i, f = i; und fp; = p.. Wir haben also eine Abbildung von
H%(G, M) in die Erweiterungen von G mit M konstruiert.

Abschlieend miissen wir noch zeigen, dafl sich die Abbildung von den Erweiterungklas-
sen von G mit M nach H?(G, M) und die Abbildung in die entgegengesetzte Richtung
wechselseitig invertieren.

Sei z € Z*(G, M) ein reduzierter 2-Cozykel. Withle G —~ M X, G, g— (1, g). Dann ist

(9.:h)z%i, = go-ho-((gh)o)”
1, g)(1, h)( @~ (((gh (gh)7)2)7), (gh)7)

(9,h)z, gh)( "(((gh, (gh))2)7), (gh)™)

(9,h)z - (gh, ((gh)7)z)" - (gh, (gh)~)z, (gh)(gh)~)

(g,h)) 1)

(
(
(
(
(

fir g, h € G, ie. 27 =z.

Sei umgekehrt eine Erweiterung
M- B "G

gegeben. Wir wihlen eine Abbildung G 2+ F mit op = 1 und 1o = 1, und behaupten,
daf
Mx..G - E
(m,g) +— (mi)(go)

ein Gruppenmorphismus ist. Fiir (m, g), (m/,¢') € M X, G erhalten wir

((m.g)-(m'. g))f = (m-m' (9,927, 99')f
= mi- (m')i- ( ) i-(99")0
= mi-(m)i-go-go- ((99) )" - (99)o
= mi- 9(m'i)-go-g'o
= mi-go-mi-go

= (mag)f (m,ag/)f .

Nach Konstruktion von f ist i,of =i und fp = p,-. Somit ist das Bild (i,-,p.,-) von 27
in derselben Erweiterungsklasse wie (i, p). -
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Als Konsequenz erhalten wir “Schur-Zassenhaus mit abelschem Kern”.

Korollar. Se: .
N %+« E X @

eine kurz exakte Sequenz endlicher Gruppen. Sei N abelsch. Sind |N| und |G| teilerfremd,
so liegt diese Erweiterung in der Erweiterungsklasse des semidirekten Produktes. Insbe-
sondere ist dann p eine Retraktion.

Beweis. Statten wir N mit der von (i,p) induzierten Operation von G aus. Nach Aufga-
be 39.(3) ist H*(G, N) = 1. GeméfB unserem Satz gibt es nur die Erweiterungsklasse des
semidirekten Produktes von G mit N. o

Bemerkung. Ist G eine Gruppe und N ein Normalteiler in G, so ist der Restklassenmor-
phismus G 2. /N genau dann eine Retraktion in (Gruppen), wenn N ein Komplement

K in G hat. Hierbei ist K < G ein Komplement zu N, wenn NN K =1 und NK = G.

Denn ist p eine Retraktion, und s eine zugehorige Coretraktion in (Gruppen), so ist
K := (G/N)s ein Komplement zu N in G, da zum einen jedes Element g € G in der Form
(9(gps)~)(gps) mit (g(gps)”) € Kernp = N und gps € K geschrieben werden kann, und
da zum anderen fiir g € G aus gps € N folgt, dal gp = gpsp = 1, und also gps = 1 ist.

Umgekehrt, ist K ein Komplement zu N in G, so ist p|x : K — G /N ein Isomorphismus,
dessen Injektivitdt aus N N K = 1 und dessen Surjektivitit aus NK = G folgt. Das
Inverse dieses Isomorphismus, komponiert mit K C . G, ist eine Coretraktion zu p.

In dieser Allgemeinheit hat man bei Existenz eines Komplements K einen Isomorphismus
N x K =~ @, (n,k) — nk, wobei das semidirekte Produkt mittels der Operation von K
auf N zu bilden ist, die von der Konjugation innerhalb G resultiert.

3.2.2 Schur-Zassenhaus

Wir wollen die Giiltigkeit des Korollars aus §3.2.1 ohne die Voraussetzung an IV, abelsch zu
sein, erreichen.

Lemma (Frattini). Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G. Sei p prim. Sei P eine
p-Sylowgruppe von N. Dann ist Ng(P) - N = G.

Beweis. Es operiert die Gruppe N transitiv auf ihren p-Sylowgruppen. Daher gibt es fiir
jedes g € G ein n € N mit P9 = P". Also ist gn™! € Ng(P), und somit g € Ng(P) - N. o

Bemerkung (Modularitét). Sei G eine Gruppe. Seien H, K, L. < G. Sei H < L. Dann
15t

HKNL) = HKNL

als Teilmengen von G.
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Beweis. Seien h € H und k € K N L. Dann liegt hk in HK, und wegen h € L und k € L
auch in L. Seien umgekehrt h € H und k € K mit hk € L gegeben. Dann liegt k = h™(hk)
in L, da h™ in L enthalten ist, und somit ist hk € H(K N L). o

Sei GG eine endliche Gruppe.

Ein Normalteiler N <4 G mit |N| teilerfremd zu |G/N| heie ein Hall-Normalteiler oder
hallsch in G.

Ist N ein Hall-Normalteiler von G, und K < G eine Untergruppe von Ordnung |G/N/|,
so ist aus Elementordnungsgriinden N N K = 1, und daher auch |NK| = |N||K| = |G|.
Somit ist diesenfalls K bereits aus Ordnungsgriinden Komplement zu N in G.

Ferner werden wir des 6fteren verwenden, dafl ein Normalteiler N <G, der ein Komplement
K mit Ordnung |K| teilerfremd zu |N| hat, hallsch ist.

In Teil (i) des Beweises des folgenden Theorems geht eine Idee ein, die ich aus [12] kenne;
vgl. [13, 1.§18].

Theorem (Schur-Zassenhaus.) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N ein Hall-Normalteiler
in G.

(i) Es hat N ein Komplement in G.

(ii) Ist N oder G/N auflosbar, so sind alle solche Komplemente konjugiert in G.

Beweis. Ad (i). Wir nehmen an, es gibt eine endliche Gruppe, die einen Hall-Normalteiler
besitzt, fiir welchen (i) nicht gilt. Sei G eine solche endliche Gruppe minimaler Ordnung.
Sei N <G ein Hall-Normalteiler, welcher kein Komplement besitzt. Insbesondere ist N # 1.

Sei p ein Primteiler von |N|. Sei P eine p-Sylowgruppe von N. Wir behaupten, daf
P <G. Sei im Gegenteil angenommen, es sei Ng(P) < G. Mit Frattini ist G = Ng(P) - N.
Es ist Ny(P) hallsch in Ng(P), da der Quotient isomorph zu Ng(P)N/N = G/N ist.
Wegen der Minimalitét von |G| existiert ein Komplement K zu Ny (P) in Ng(P), isomorph
zu G/N. Da N hallsch in G ist, ist aus Ordnungsgriinden K ein Komplement zu N in G.
Wir haben einen Widerspruch; es folgt P I G.

Sei Z das Zentrum von P. Es ist Z # 1, da P eine nichttriviale p-Gruppe ist. Es ist Z
charakteristisch in P und also normal in G. Wegen der Minimalitdt von |G| hat N/Z
ein Komplement L/Z in G/Z. Es ist also NN L = Z und |N/Z||L/Z| = |G/Z], i.e.
INIIL] = 1G11Z].

Nun ist Z hallsch in L und abelsch, hat also nach dem Korollar aus §3.2.1 samt nachfol-
gender Bemerkung ein Komplement M in L. Insbesondere ist |M| = |L/Z| = |G/N|. Da

N hallsch in G ist, ist aus Ordnungsgriinden M ein Komplement zu N in G. Wir haben
einen Widerspruch.
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Ad (id).

(1)

Sei angenommen, es existiere eine endliche Gruppe G mit einem auflésbaren Hall-
Normalteiler mit zwei nicht zueinander konjugierten Komplementen. Wihle ein sol-
ches G minimaler Ordnung. Sei N < G darin ein auflosbarer Hall-Normalteiler mit
zwei nicht zueinander konjugierten Komplementen K und L. Es ist N # 1, und also
die Kommutatoruntergruppe N’ echt in N enthalten. Da N’ charakteristisch in N
ist, ist N' <9 G.

Sei K := KN'/N’ das Bild von K in G := G/N’. Sei L := LN'/N’. Beachte, da8
wegen KN N'=1und LN N’ =1 gilt, daB K ~ K ~ G//N. Aus Ordnungsgiinden
sind K und L Komplemente zum abelschen Normalteiler N := N/N’ in G. Mit dem
Korollar aus §3.1.2 gibt es somit ein z = 2N’ € G/N’ mit K = L. In anderen
Worten, es ist K*N' = LN'. Wir konnen somit K N’ = LN’ annehmen.

Nun ist N’ ein auflésbarer Normalteiler von K N’. Aus Ordnungsgriinden sind L
und K Komplemente zu N' in KN'. Wegen |KN'| = |K||N'| < |K||N| = |G] folgt
aus der Minimalitat von |G|, dafl L und K sogar bereits in KN’ konjugiert sind.
Wir haben einen Widerspruch.

Sei angenommen, es existiere eine endliche Gruppe G mit einem Hall-Normalteiler
mit zwei nicht zueinander konjugierten auflosbaren Komplementen. Wahle ein sol-
ches G minimaler Ordnung. Sei N <G darin ein Hall-Normalteiler mit zwei nicht zu-
einander konjugierten auflosbaren Komplementen K und L. Insbesondere ist N < G.
Da G/N auflosbar ist, gibt es ein N < M < G derart, dal [G : M] =: p prim ist.
Wiére N = M, so wéaren K und L zwei p-Sylowgruppen in G und daher konjugiert.
Also ist N < M.

Wegen Modularitat ist N(KNM) = M, und also ist K NM ein Komplement zu N in
M. Wegen der Minimalitét von |G| gibt es mithin ein m € M mit "KNM = LN M.
Somit kénnen wir K "M = LN M =: U annehmen. Es ist U ~ M/N % 1. Ferner
ist U normal in K und in L, i.e. es sind K und L in Ng(U) enthalten.

(a) Ist Ng(U) < G, so ist wegen Modularitédt K(N N Ng(U)) = Ng(U), und also
K ein Komplement zu N N Ng(U) in Ng(U). Dito L. Wegen der Minimalitét
von |G| sind K und L sogar bereits in Ng(U) konjugiert. Wir haben einen
Widerspruch.

(b) Ist N¢(U) = G, so ist U 9G. Aus Ordnungsgriinden hat UN/U (~ N) in G/U
die Komplemente K/U und L/U. Wegen der Minimalitét von |G| sind diese
konjugiert, und damit auch K und L. Wir haben einen Widerspruch. o

Beispiel. Ist G eine endliche Gruppe, p ein Primteiler von |G| und ist Syl,(G) = {P}
einelementig, so hat P ein Komplement in . Alle solche Komplemente sind konjugiert.
Falls |G| nur zwei Primfaktoren enthilt, folgt beides auch direkt aus den Sylowsétzen.

e Wir haben im Beweis von Schur-Zassenhaus in (ii.2) keine Verwendung fiir die Tat-
sache gehabt, dafi H!(G, A) = 1 fiir einen ZG-Modul A mit |G| und |A| teilerfremd.
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e FEIT und THOMPSON (Pac. J. Math. 13, 1963) zeigten, daf eine Gruppe ungerader
Ordnung auflésbar ist. Somit ist die Auflésbarkeitsbedingung in Aussage (ii) des Satzes
von Schur und Zassenhaus nicht erforderlich.

e FErsatzweise konnen wir statt des Satzes von Feit und Thompson auch die SCHREI-
ERsche Vermutung verwenden, um die Giiltigkeit der Aussage (ii) des Satzes von
Schur und Zassenhaus ohne die Auflésbarkeitsbedingung zu erhalten. Die Schreiersche
Vermutung besagt, daf§ die dufiere Automorphismengruppe Out G := AutG/Inn G
auflosbar ist fiir eine endliche einfache Gruppe G. Akzeptiert man die Klassifikation
der endlichen einfachen Gruppen (%), so gilt die Schreiersche Vermutung durch Nach-
priifen der darin angefiihrten Liste.

Skizzieren wir nun unter Verwendung der oben gezeigten Version von Schur-
Zassenhaus, wie man aus der Schreierschen Vermutung folgern kann, daf fiir eine
endliche Gruppe G und einen Hall-Normalteiler N in G alle Komplemente zu N in G
konjugiert sind.

Sei angenommmen, es existiere eine endliche Gruppe, die einen Hall-Normalteiler be-
sitzt, welcher zwei nicht zueinander konjugierte Komplemente hat. Sei G eine solche
Gruppe minimaler Ordnung. Sei N darin ein Hall-Normalteiler mit Komplementen K
und L zu N in G, die zueinander nicht konjugiert sind. Insbesondere ist N ¢ {1, G}.
Mehr noch, geméafl dem Korollar aus §3.1.2 ist N nichtabelsch.

o Wir behaupten, es ist G/N einfach. Sei angenommen, es existiere ein Normalteiler
M von G echt zwischen N und G. Wie in (ii.2) erhélt man durch Betrachtung
von K N M und L N M einen Widerspruch.

o Wir behaupten, es ist N ein minimaler Normalteiler in G, i.e. es gibt keinen
Normalteiler M von G echt zwischen 1 und N. Angenommen, dies sei doch der
Fall. Die Argumente von (ii.1) liefern nach Ersetzung von N’ durch M einen
Widerspruch.

o Lemma. Sei H eine endliche Gruppe. Sei V' ein minimaler Normalteiler von H.
Dann zerfillt V in ein direktes Produkt zueinander in H konjugierter einfacher
Gruppen.

Beweis. Sei Vj ein minimaler Normalteiler von V. Die Untergruppe
(™o : h€ H) von V ist normal in H. Wegen der Minimalitiit von V ist so-
mit V = (", : h € H).

Sei V1 ein Normalteiler von V', welcher maximal sei beziiglich der Eigenschaft,
fiir eine Teilmenge {1} C A C H in ein direktes Produkt

V1:HhV0

heA

zu zerfallen. Wir behaupten, dal V3 = V. Sei V; < V angenommen. Dann gibt
es ein h' € H mit hlVO £ V1. Es ist daher V3 N hIVE) ein in h/VO echt enthaltener
Normalteiler. Da mit Vg auch "'V, minimal ist, folgt V1 N "V = 1. Da sowohl
Vi als auch "V, normal in V sind, ist damit auch [Theaunn M/, ein direktes
Produkt, im Widerspruch zur Maximalitéit von V.

Bleibt zu zeigen, dafl V{ eine einfache Gruppe ist. Ein Normalteiler von V ist
aber wegen der genannten direkten Zerlegung von V auch ein Normalteiler von
V', und kann wegen der Minimalitat von Vg nicht echt zwischen 1 und Vj liegen.o
Insbesondere ist N' = [];c(; 4 M; ein direktes Produkt zueinander in G konju-
gierter einfacher nichtabelscher Gruppen M;.

3Diese Klassifikation baut auf Feit-Thompson auf. Sie wurde 1983 fiir vollendet erklirt. Es wurden
hierfiir 2004 die sog. quasidiinnen Gruppen gerader Charakteristik von ASCHBACHER und SMITH klassi-
fiziert (The classification of quasithin groups I, II, AMS Surveys and Monographs, vols. 111, 112). Die
sog. Revision der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen ist momentan, 2006, noch im Gange.
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o Lemma. Sei H = Hie[l’t] W, ein direktes Produkt nichtabelscher einfacher

Gruppen W;. Jeder Normalteiler H von H ist von der Form H = [Licr Wi
fiir eine Teilmenge T C [1,t]. o )
Beweis. Sei H<\H. Wir zeigen, dafl wenn h € H eine nichttriviale Projektion h;
auf W, hat, dann HnN W; # 1, und folglich HnN W; = W; ist. In der Tat ist wegen
W; nichtabelsch einfach das Zentrum von W; gleich 1, so daf es ein x; € W; so
gibt, daB 1 # [hs, z;] = [, 23] € H N W;. Wir kénnen also

T = {i€[1,t] : es gibt ein h € H mit nichttrivialer Projektion auf W;}

wahlen. o

Mit diesen beiden Lemmata folgt nun, dafl G via Konjugation auf den direkten
Faktoren M, von N transitiv operiert. Insbesondere ist, wenn wir noch M := M,
schreiben, s = [G : Ng(M)] die Anzahl dieser Faktoren.

Wir behaupten, es ist Cg(N) = 1. Wegen 9Cg(N) = Cg(9N) = Cg(N) fir g €
G ist C(N)<4G. Da N nicht abelsch ist, ist N nicht in Cg (V) enthalten. Wegen
der oben gesehenen Minimalitit von N folgt NNCg(N) = 1. In anderen Worten,
der Morphismus Cg(N) — G/N, c— ¢N, ist injektiv. Da C(N) <G, ist sein
Bild normal in der einfachen Gruppe G/N, und somit gleich G/N oder gleich 1.
Wire das Bild gleich G/N, so wiire Cg(N) ein Komplement zu N in G, welches
wegen Cg(N) <G eine direkte Zerlegung G = N x Cg(N) nach sich zdge. Die
Projektion von K nach N geméfl dieser direkten Zerlegung ist ein Morphismus,
der aus Elementordnungsgriinden trivial ist. Also ist K < Cg(N), und folglich
K = Cg(N). Genauso L = Cg(N), und wir haben den Widerspruch K = L.

Also ist das Bild gleich 1, i.e. Cg(N) < N, was Cg(N) = Co(N)NN =1 liefert.

Wir behaupten, dafl N eine einfache Gruppe ist. Angenommen, es ist
[G:Ng(M)]=s>1.

Sei p ein Primteiler von |M]. Sei P eine p-Sylowuntergruppe von M. Sei © €
Ng(P). Dann enthilt *M N M die nichttriviale Untergruppe *P = P, ist somit
selbst nichttrivial, und wegen der Einfachheit von M also gleich M. Also ist
Ng(P) < Ng(M).

Frattini, angewandt auf die Situation P < M < Ng(M), gibt Ny, ) (P) - M =
N (M), was wegen Ng(P) < Ng(M) auf Ng(P) - M = Ng(M) hinauslduft. A
fortiori ist Ng(P) - N = Ng(M).

Mit Aussage (i) von Schur-Zassenhaus hat Ny (P) ein Komplement C in Ng(P),
wobei C' ~ Ng(P)/Ny(P) = NNg(P)/N = Ng(M)/N. Aus Ordnungsgriinden
ist C' auch ein Komplement zu N in Ng(M).

Wegen Modularitit ist auch NNg (M) = N(K NNg(M)) = NKNNg(M) =
N (M), und somit Ng (M) ein Komplement zu N in Ng(M). Dito N (M).
Wegen der Minimalitét von |G| sind nun C, Ng(M) und Np(M) in Ng(M)
konjugiert. Wir kénnen also Ni (M) = N (M) = C < Ng(P) annehmen.

Sei {k; : i € [1, s]} ein Reprisentantensystem von K/Ng (M), und zugleich auch
von G /Ng(M). Sei die Numerierung so vorgenommen, dafl ¥:M = M; stets. Es

1st
Py = H kip < HMZ-:N
i€[1,s] i€[L,s]

eine p-Sylowgruppe von N. Da fiir kK € K ein 0 € S, existiert mit stets kk; =
kio ki fiir je ein k; € Ny (M), wird wegen Ny (M) < Ng(P)

e = [ ®tp = [[ *P = Px.

1€[1,s] 1€[1,s]



i.e. K < Ng(Pk). Analog konstruiert man eine p-Sylowgruppe Pr, von N mit
L < Ng(Pp). Sein € N mit Pg = "Pr. Dann ist "L < "Ng(Pr) = Ng("Pr) =
Ng(Pk).

Wir behaupten, dafl Px < G. Angenommen Ng(Pgx) < G. Es ist
N¢(Pr)/Ny(Pk) ~ NNg(Px)/N = G/N wegen K < Ng(Pg), und folglich
sind aus Ordnungsgriinden K und "L Komplemente zu Ny (Pg) in Ng(Pxk).
Wegen der Minimalitéit von |G| sind sie sogar schon in N¢g(Pg) zueinander kon-
jugiert, was aber nicht der Fall ist. Wir haben einen Widerspruch; es folgt P <JG.
Da N ein minimaler Normalteiler ist, folgt nun Px = N. Somit sind mit der
oben gezeigten Version von Schur-Zassenhaus, Aussage (ii) fiir auflosbaren Nor-
malteiler, die Komplemente K und L konjugiert. Wir haben einen Widerspruch.

Fassen wir zusammen. Es ist N einfach und Cg(N) = 1. Wir behaupten, daf der
Morphismus

K — OutN

E = (n+—nh)

injektiv ist. In der Tat, stimmen fiir ein n’ € N die Konjugierten n* und n™ iiberein
fiir alle n € N, so ist kn'~ € Cg(N) =1, also k € KN N, und folglich ¥ = 1. Da mit
der Schreierschen Vermutung Out IV auflosbar ist, gilt dies somit auch fiir K. Mit der
oben gezeigten Version von Schur-Zassenhaus, Aussage (ii) fiir auflésbaren Quotienten,
sind mithin K und L konjugiert. Wir haben einen Widerspruch; die Geisterjagd ist
zuende, ein solches G existiert nicht.
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Kapitel 4

Eine Verfeinerung

4.1 Spektralsequenzen

Wir folgen im wesentlichen [22, 11.4]; cf. auch [8, App.].

Wir werden fiir einen filtrierten Komplex X die Filtration stets in der Richtung
-+ C X(a) C X(a+1) C--- numerieren. Wir nehmen dabei in Kauf, dafl spiter bei den
Filtrationen des Totalkomplexes eines Doppelkomplexes im cohomologischen Fall negative
Zahlen als Indizes auftreten werden; cf. §4.2.1.1 und auch die Bemerkung aus §4.1.4.

Dariiberhinaus werden wir uns dort auf die Behandlung dieses cohomologischen Falls be-
schranken. Der homologische Fall folgt analog.

Sei R ein Ring.

4.1.1 Filtrierte Komplexe

Wir schreiben Z, fiir die linear geordnete Menge {—oo} LI Z LU {co}, wobei —oo resp. oo
ein formal zu Z hinzugefiigtes Element sei, das kleiner resp. grofler als alle Elemente von
Z sei.

Sei X ein Objekt von 1Z.,, C(R-Mod)1, i.e. ein Diagramm der Form Z., mit Werten
in den Komplexen von R-Moduln. Schreibe X (a) € Ob C(R-Mod) fiir das Objekt von

X an der Stelle a € Z, und schreibe, unter Mibrauch von Notation, X (a) — X ()

fiir den Diagrammorphismus zu a < 3, sowie X (a)° X ()™ fiir das Differential des
Komplexes X («) bei i € Z.

Ein punktweise split und endlich filtrierter Komplex von R-Moduln sei ein Objekt X in
[Z, C(R-Mod) 1, fiir welches die Bedingungen (SEF 1, 2, 3) gelten.

Manchmal spricht man auch vom von den Komplexen X («) filtrierten Komplex X (00).
(SEF 1) Esist X(—o0) = 0. (X normiert.)
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(SEF 2) Fiirallei € Zund alle o, f € Zy, mit o < §ist X ()" L X (B)" eine Coretraktion.
(X punktweise split filtriert.)

(SEF 3) Fiir alle ¢ € Z gibt es ein 8y € Z und ein oy € Z so, dafl X(a)iiZ»X(ﬁ)i
eine Identitdat ist fiir alle a, 8 € Z, mit a < f < [y oder ap < a < 0.
(X punktweise endlich filtriert.)

Angesichts von (SEF 3) ist der Sinn der Indizes —oo und oo einfach nur, problemlos auf den
Anfang und das Ende der Filtrierung zugreifen zu kénnen.

Sei X nun ein solcher punktweise split und endlich filtrierter Komplex von R-Moduln.

Fiir a € Z schreiben wir X () := Cokern (X (o — 1) = X(a)). Dieser Cokern ist punkt-
weise zu bilden. Insbesondere ist

o€]—00,a]

fir ¢ € Z und o € Z. Dies ist eine endliche direkte Summe, da fiir jedes i alle bis auf
endlich viele Summanden verschwinden. Wir identifizieren entlang dieses Isomorphismus.

Schreiben wir entsprechend fiir ¢ € Z

(X(oo)ii,X(oo)iH) - B x Lee P xe

€]—00,00] TE]—00,00[

mit d.  : X(0)" — X (7)™, so erhalten wir fiir v € Z wegen

X(a—1)7 2 X(@)) = (X(a-17 22 X(a—1) @ X(a)
( ) - )

und wegen des verlangten kommutativen Vierecks

X(a = 1) = X(a - 1) X(a—1) d X(a — 1)it!
xll ixi"'l == (10)i l(lo)
X () 4 X(a)t! X(a—-1)a X(a) X(a— 1) @ X (a)!

(%)

die Eintrdge dZ, = 0 fiir 0 < a. Kurz, es ist X (00)" — X(00)"*! eine untere Dreiecks-
matrix.
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4.1.2 Ein doppelt indiziertes Diagramm aus einem filtrierten
Komplex — das Spektralobjekt

4.1.2.1 Die zugrundeliegende Kombinatorik

Sei Zoo 1= Zoo X 7. Darin sei (o, k) < (3,¢) genau dann, wenn k < ¢ oder (k = /
und a < ). Es entsteht Z,, also durch Aneinanderreihen von Z Kopie_n von Z.,. Der
Querstrich deute diese Periodizitdt an. Wir schreiben auch a = (a,0) € Zy fir a € Z..

Fiir ¢ € Z haben wir auf Z., den Automorphismus 8 = (a, k) > (o, k + ¢) =: 3¢ linear
geordneter Mengen. Wir schreiben auch kurz 3~¢ = (=9 fiir £ > 0. Beachte, da} —oo™!
zu lesen ist als (—oo)™t.

Diese Automorphismen verwendet man in der Regel auch zur Bezeichnung der Elemente
von Z,, d.h. man schreibt a** = (a, k) fiir o € Zy, und k € Z.

Sei nun
2% = {(,B) €Zoo X Z0o : f'<a<B<a™}.

Schreibe auch f/a := (o, ). Dies ist ein Poset via f/a < /o’ falls a« < o und g < f'.
Es trigt den Posetautomorphismus

Bla r— (/)" =a'l/5.

Setzen wir A := {8/a € Z7% . —o00o < a < 8 < oo}, so ergibt sich schematisch folgendes
Bild von ZZ% .

So etwa befinden sich auf der horizontalen Linie von A die Elemente der Form 3 /—c0, und auf
der vertikalen die Elemente der Form co/a, wobei o, 8 € Z,. Gegeniiber, auf der vertikalen
Linie von A*!, befinden sich die Elemente der Form —oo*!/3. Auf der horizontalen Linie
von AT! befinden sich die Elemente der Form a*!/co. Usf.
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4.1.2.2 Die Objekte des Diagramms Sp(X)

Sei X ein punktweise split und endlich filtrierter Komplex von R-Moduln. Wir wollen
damit das Spektralobjekt Sp(X) € Ob[LZ# K(R-Mod)l von X konstruieren. Dies ist
also ein Diagramm der Form Z7# mit Werten in den Komplexen von R-Moduln, wobei die
Diagrammkommutativitdten nur bis auf Homotopie gelten. Die Objekte dieses Diagramms
Sp(X) sollen mit X (3/a), wobei /o € Z7 , die Morphismen alle einfach mit 2 bezeichnet
werden.

Seien «, B € Zy mit a < B. Dann ist §/a € Z% . Sei
X(B/a) = Cokern (X (c) i»X(B)) .
Dieser Cokern ist punktweise zu nehmen. D.h. es ist

X(B/a) = P X(o)

o€la,f]

fiir « € Z. Das Differential wird entsprechend

i d i o i dor), . ()i
(x0/a) - x@/7) = | @ Xy e @ K
o€la,f] T€]a,f
Es ist etwa X (a/ —o0) = X () fiir @ € Z; sowie X (a/a —1) = X(a) fiir a € Z.

Wir kénnen auch X (5/a) = X(8)/X («) schreiben. Dies erklire die Schreibweise 3/a.

Wir setzen nun noch

X(B/a)™ = X((B/a)™) = X(B/a)[k]

fir k € Z und a, 8 € Zy mit @ < . Damit sind alle Objekte von Sp(X) definiert.
Beachte, da8 X (a/a) = 0 und daher auch X (o™ /a) = X(a/a)™ = 0 fir a € Z,.

4.1.2.3 Die Morphismen des Diagramms Sp(X)

Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Abschnitts bei.

4.1.2.3.1 Definition der Morphismen in Sp(X)

Bezeichne fiir #/a, f'/a’ € Z# mit —0o < a < f < oo und —oo < o < B < oo, und
firicZ

[ . i . i i+1
Dﬂ/a,ﬁ//a/ = (dU,T)o’E}a,m,TE]a',ﬂ’] . X(ﬁ/@) — X(ﬁ//al)-i- )
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So z.B. ist D} Jau5)a das Differential des Komplexes X (8/a) an der Stelle i. Allge-
mein ist DB Jou B o “die passend ausgeschnittene” Teilmatrix der unteren Dreiecksmatrix

X (00) L X (00) .
Seien nun «, B, 7 € Zy mit a < B < v gegeben. Dann sind 8/a, v/a, v/3 € Z% . Fiir
i €Zist X(y/a)' = X(B/a)' @ X(v/B)". Setze

(e =+ X(rja)) = (X(8/a) U2 X(3/a) 0 X(2/5))
(x6rar == xGipr) = (xjr o xersr e xey)

(XW@ — X(a*/p)’ ( (/) Zpste, X(@/a)iﬂ)

Die ersten beiden setzen sich zu Komplexmorphismen X(3/a)— X(v/a) resp.

X(v/a) - X(v/B) zusammen, da di . =0 fiir o < 7. Verifizieren wir, da auch letztere

sich zu einem Komplexmorphismus X (v/8) — X (o™ /) = X (8/a)[1] zusammensetzen.
Wir haben dazu zu zeigen, dafl das Viereck

i Di/B,ﬂ/a i
X(v/B) ———"=X(B/a)*!
Di/ﬁ,w/ﬁl " l D, 8/a

D
X(y/B)+ —2= X (o) +?
fiir 7 € Z kommutiert. Nun ist (Dg/aﬁ/a 0 )
X( / )z — X(ﬁ/ )Z@X( /ﬁ)z Dz//ﬁ,ﬂ/aDzy/ﬁw/B X(ﬁ/ )i+1®X( /ﬁ)iJrl — X( / )iJrl
v/ a v a v v/a
gerade das Differential von X(y/a) an dieser Stelle, und die Differentialbedingung
'3 i+1
(D‘?/a’ﬁ/o‘ 0 ) (Dﬁ/“ plaJ > = (p0) fiir X(v/a) liefert insbesondere, daf

i i+1 i+1
D% s, 8/a Dlys,v8 D5 670 Doy e

7 7 7 +1 _
D5 8/0 Do o+ Doysinya Diig e = 0

Somit haben wir den folgenden Teil des zu definierenden Diagramms Sp(X) konstruiert.

X(y/B) =X (a™!/B)

Tx

X(B/a) == X(v/a)

Sei das Diagramm Sp(X) nun auch periodisch bis auf Shift beziiglich der Morphismen,
i.e. stipulieren wir

(X(B/a)““ — X(ﬂ’/o/)”“) = (X(ﬂ/a) — X(B’/o/))[k‘]
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fir k € Z und B/a, f'/o/ € Z% mit f/a < B'/a’. Dies legt alle Diagrammorphismen
fest.

4.1.2.3.2 Diagrammkommutativititen

Unter Verwendung der Periodizitdt geniigt es zur Konstruktion von Sp(X), fiir die ange-
gebenen Morphismen zu verifizieren, daf§ untenstehende Bedingungen (i-v) gelten. Denn
dann ist der Morphismus von einem Objekt im Diagramm zu einem Objekt im Diagramm
mit groBerem Index als Komposition entlang eines beliebigen aus horizontalen und ver-
tikalen Stiicken zusammengesetzten Weges im Diagramm definierbar, da diese Setzung
dann unabhéngig von der Wahl dieses Weges ist.

(i) Es ist

(X(30) 2= X (/o) 2 x( 5/a) (X(3/a) =~ x(6/a) )

in K(R-Mod) fiir —co< a<f<y<0<

8

(ii) Es ist
(X<6/a> L X(5/5) i»X(é/v)) _ (X(a/co iX(é/w)
in K(R-Mod) fiir —-co<a<<y<< 0.

(iii) Es ist
(X03/0) 2= X fo) 2 X(0)o) 2 X /o)) = (X(3/0) = X))

in K(R-Mod) fira<f<y< o< -0 <d<e<arl

(iv) Es kommutiert
X(VT/ﬁ) — X(?/ﬁ)
X(y/a) —== X(3/a)
in K(R-Mod) fiir —co<a <<y <0< o0.

(v) Es kommutiert

X(v/B) ——X(6/P)

X(v/a) —=X(0/a)
in K(R-Mod) fir 6 ' <a<f8<y<o00< —c0™ <d<att
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Zu (i). Bei i € Z ergibt sich
(e L2 x(/a) @ X1y P (30 @ X(0/5) 0 X0/ )
= (e 2 X(3/0) 0 XY @ X0/ )

Diese Kommutativitét gilt also bereits in C(R-Mod).
Zu (ii). Bei ¢ € Z ergibt sich

(X(ﬂ/oz)i ®X(y/B) @ X(0/7) Lz% X(v/B) @ X (3/7)" ), XWW)

- (X(ﬁ/av@xw/ﬁ)f@xw/v)i X(é/w‘) |

Diese Kommutativitét gilt also bereits in C(R-Mod).
Zu (iii). Bei i € Z ergibt sich

( * Dg/a,a/afl

*

(Xw/a)i S X(8/a) @ X(v/8) ) X(e /51 @ X(afety+t ) X(a/e‘lf“)
= (X(ﬂ/a)i M X(a/8—1>i+1).

Diese Kommutativitét gilt also bereits in C(R-Mod).
Zu (iv). Bei i € Z ergibt sich das kommutative Viereck

X(v/B) S X(v/8) & X (5/7)’
) ()
X(8/a) ® X (v/8) (618) X(B/a)i & X(v/B) & X(5/7) .

Diese Kommutativitét gilt also bereits in C(R-Mod).
Zu (v). Bei i € Z ergibt sich

(D)5 a/s-1 Piys.sra)

X(v/B) X(a/6~ 1+ @ X (8/a) !
(%) | (10)
X(8/a) & X (v/8) (#4i) X(a/a-1)i
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Fiir die Differenz (7%/ we 671 Di ’ ) konstruieren wir eine Homotopie wie folgt.
v/B, B/
(Dé/a.ﬂ/a 0 )
, , DYy, 870 Dy/s,y , ,
X(8/a) @ X (v/8)" — X(B/a)*1 @ X (v/B)i*!
()
(00)
X(a/671) @ X(B/a)’ ; X(afo7 )y @ X(B/a)*

;/5*1 a/s—1 0
l);/a,u/§71 l)é/ayﬁ/a
dies fortgesetzt fiir alle i € Z.

4.1.2.4 Stationires Verhalten

Fiir alle @ € Z gibt es so ein oy € Z, daf

(X (a/€) ™ HI(X(8/9))
eine Identitét ist‘fiir alle a, B, £ € Ziy mit oy < a < f und £ < a. Insbesondere ist dann
H'(X(a/€)) = H'(X(c0/¢)).

In der Tat geniigt hierfiir, dafi X (a/f)jiX (B/€)7 eine Identitdt ist fiir alle
jeli—1,ii+1}.

Dual, fiir alle ¢ € Z gibt es so ein 5; € Z, daf3

HI(X(n/a) 2L Hi(X(1/8))

eine Identitéat ist fiir alle a, 8, n € Z, mit a < § < [; und B < n. Insbesondere ist dann
H'(X(n/f)) = H'(X(n/—00)).

4.1.3 Ein vierfach indiziertes Diagramm aus einem Spektralob-
jekt — die Spektralsequenz

4.1.3.1 Die zugrundeliegende Kombinatorik

Seil
25 = {(v/a, 0/B) € ZE X ZE, : ' <a<f<y<i<atl).

Wir schreiben {iblicherweise §/5/v/a = (v/a, 6/05).
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Beachte in dem Ausdruck 6/3 7/« insbesondere die “verschriankten” Bedingungen 3 < «y
und § < ol

Es ist Z7# ein Poset via §/8//v/a < &' /B 7'/ falls v/a < +'/a/ und §/8 < &' /5.

Man mache nicht den Versuch, sich dieses Ungetiim Z%# als ganzes vorzustellen. In der
Praxis benttigt man immer nur einen kleinen Teil daraus.

Wir schreiben fiir k € Z und 6/8/v/a € Z%#

(/B /a)tt = (8/8)™")(v/a)th e Z#F .

4.1.3.2 Die Objekte des Diagramms E(X)

Sei X ein punktweise split und endlich filtrierter Komplex von R-Moduln. Wir haben
diesem in §4.1.2 das Spektralobjekt Sp(X) € Ob[Z%  K(R-Mod)1 zugeordnet.

Wir wollen ausgehend von diesem die Spektralsequenz E(X) € ObLZ## R-Mod 1 defi-
nieren. Setze dazu

T

E(5/8/v/a) = E(6/8)7/a)(X) = Im (HO(X(v/a) N X(é/ﬁ))) € Ob R-Mod

fir ihr Objekt an der Stelle §/8/y/a € Z##. Beachte hierzu, dafi der Funktor
0

K(R-Mod) —~ R-Mod wohldefiniert ist.

Wir schreiben fiir k£ € Z auch

E(3/B)v/a)t* = E((6/8)7/a)™*) = E((6/8)* ) (v/a)*™)

dabei bezieht sich also +k auf 6/3//~/a, nicht auf das Objekt E(6/8//~v/a) an dieser Stelle
— dies wire auch gar nicht moglich. Beachte, dafl E(y/a//v/a)™ = H¥(X (y/a)).

Sind §/8, v/a € Z#% mit v/a < §/8 gegeben, ohne daBl 61 < o < B <y <6 < atl gilt,
so ist der Morphismus X (/) = X (0/p) ohnehin gleich Null in K(R-Mod).

Beispiel. Scien o, 3, 7 € Zo mit a < 3 < v < a™! gegeben.

(i) Esist E(y/3//8/a) = 0. Denn der Morphismus X (8/a) — X (v/3), dessen Homo-
logie das Bild E(y/5//8/«) hat, faktorisiert iiber X (5/8) = 0.

(i) Es ist B(y/af/y") = 0. Denn der Morphismus X (8/77!) — X (v/a), dessen
Homologie das Bild E(y/a//3/v7") hat, faktorisiert iiber X (vy/y~!) = 0.
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4.1.3.3 Die Morphismen des Diagramms E(X)

Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Abschnitts bei.
Sei 6/8)v/a < 8 /B ) ) in Z## . Sei der Morphismus E(6/3)/v/a) — E(8' /5 )+ /)

charakterisiert durch das kommutative Diagramm

H° (X (v/)) —+=E(3/8v/a) —s—H (X (5/8))

Ho(m)i el Ho(x)l

H(X(y'/a')) ——=E(3'/8' 7 [a') ——=H(X(3'/5)) -

4.1.3.4 Eine kurz exakte Sequenz

Lemma 1 Wir haben eine lang exakte Sequenz

y -\ HO(X(,Y/B)A) 224({)
H(X(3/) = H(X(/a) T R(XG/p)

HO (X(ﬁ/a)“) Hl{)

fira < B <y <atl inZy.

Beweis. Da in der Folge
<y ey <t <P <

wenigstens drei aufeinanderfolgende Terme in Z., liegen, kénnen wir «, 3, v € Z, an-
nehmen.

Beachte nun, daf HO(X((e/8)™)) = H'(X(a/B)k]) = H(X(a/B)) fir
k€ Z. Da wir eine (punktweise split) kurz exakte Sequenz von Komplexen

X(B/a) = X (y/a) — X (v/B) haben, bleibt fiir eine Anwendung von Aufgabe 20.(1)
zu zeigen, dafl

H' ()

H'(X(v/8)) — H(X(8/a)") = HT (X (/)
fiir ¢ € Z gerade den in loc. cit. definierten Verbindungsmorphismus darstellt.

Reprisentiere hierzu w € X(v/3)" ein Element in H*(X(v/f)), i.e. verschwinde es un-
ter dem Differential. Als Urbild von w in X(y/a)" = X(8/a)' & X(v/B)" kénnen wir

0

; A D 0
5.8 )
D6, 870 Pys,/8 /BB e )

= wz in X(B/a)™ hat. o

Di
(0w) wihlen. Unter dem Differential ( ol il ) kommt dieses auf (wp:

welches in der Tat das Urbild wDZ7 /8,8/a
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Ein kommutatives Viereck
B/ v’ Cl
|
B—C

in R-Mod heifle weiches Quadrat, wenn die Sequenz

B pec Ul o

exakt bei B’ @ C ist. Elementweise ausgedriickt, sind m € B’ und n € C' so gegeben, dafl
mv’ = nc, dann gebe es ein k € B mit kb = m und kv = n.

Ist (B,C,B’,C") ein weiches Quadrat, so auch das gespiegelte kommutative Viereck
(B,B',C,C").

Weiche Quadrate werden auch mit einem Symbol + als solche gekennzeichnet.

Lemma 2 Gegeben sei

A o ;v /
— B —C

d ]

A—=B—=C

in R-Mod. Dann ist auch (A,C, A", C") ein weiches Quadrat.

Beweis. Seien s € A’ und t € C so, dal su’v’ = tc. Dann gibt es ein k € B mit kb = su’
und kv = t. Dann gibt es ein £ € A mit fu = k und fa = s. Insgesamt ist also fuv =t
und fa = s. o

Lemma 3 Sei ein kommutatives Diagramm

0—B =" - D

in R-Mod so gegeben, daff (A, C,0,C") und (B,0,B’, D) weiche Quadrate sind. Dann ist
auch (B,C, B',C") ein weiches Quadrat.

Beweis. Seien m € B’ und n € C so gegeben, dal mv’ = ne. Da mv'w’ = new’ = 0, gibt
es ein kg € B so, dafl kob = m. Da nun (kov — n)c = kobv' — mv’ = 0, gibt es ein £ € A so,
dafl fuv = kogv — n. Setzen wir k := kg — fu € B, so erhalten wir kb = kob — fub = m und
kv = kgv — fuv = n. a
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Lemma 4 Sind o, B, 7,6 € Zoo mit 6 < a < B <y << at! gegeben, so ist

H (X (7/6)) L HO(X(5/8))

HO (x) HO(z)
HO(X(7/a)) L H(X(6/0))

ein weiches Quadrat.

Beweis. Dies folgt unter Betrachtung von

HO (X (v/8)) L 10 (X (6/8)) UL HO (X (a*1 /)
HO(z) HO(x)
HO (x)

HO(X(5/a) 2 HO(X (/) T2 HO (X (5/)) ————0

mit Lemma 3, dessen Voraussetzungen nach Lemma 1 erfiillt sind. o

0

Lemma 5 Se:
0 B v ol

e

/

A =B s

| oo

A—-B—-(C
in R-Mod gegeben. Die auf den Bildern induzierten Morphismen liefern eine kurz exakte
Sequenz

Im(au'v") — Im(bv') — Im(bb'v") .

Beweis. Da au'v' = u(bv'), ist Im(aw'v') — Im(bv") monomorph. Da bb'v” = (bv')c, ist
Im(bv') — Im(bb'v") epimorph. Priifen wir, daf die Komposition verschwindet. Sei hierzu
¢ € A gegeben, und betrachte fau'v' = lubv’ € Im(au'v"). Wir bilden es ab auf sich selbst
in Im(bv'), und sodann nach lau'v'd = 0 in Im(bb'v”). Priifen wir schlieBlich die Exaktheit
in Im(bv'). Sei k € B, sei also kbv' € Im(bv'), und sei kbv'¢’ = 0, i.e. kved = 0. Nach
Lemma 2 ist (A, C,0,C") ein weiches Quadrat. Also gibt es ein ¢ € A mit fuv = kv. Nach
Lemma 2 ist (A4, B,0, B") ein weiches Quadrat. Also gibt es ein ¢/ € A mit 'u = fu — k.
Es folgt
(0 —auy' = (0 —0uve = kve = kbv' |

und somit liegt kbv’ in der Tat in Im(au'v’). 5

Satz. Fire ' <a<pB<vy<d<e<at! inZy haben wir die kurz exakte Sequenz

E(e/B)v/a) — E(e/B)6/a) —~ E(e/v/6/a)
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Sie heifie eine Fundamentalsequenz (in erster Notation) von E(X).

Beweis. Wir wenden Lemma 5 auf das folgende Diagramm an, welches nach Lemma 4 die
eingetragenenen weichen Quadrate enthélt.

0 X(5/’7)) H (X (¢/7))
x)T + THO

HO(X (v /6)) HO(X(6/8)) "L H(X(e/5)
HO(x) :E)T + THO

HO(X (7/@))*>H0 X(6/a)) LR (X (c/a))

Korollar. Fire ' <a <8< y<§<e<at! inZy haben wir die kurz exakte Sequenz

E(e/v/8/a) = E(e/v/5/8) ~+ E(a*'/v/s/)

Sie heifle eine Fundamentalsequenz (in zweiter Notation) von E(X).

Beweis. Wenden wir auf Sp(X) zuniichst den vom Shift n/& — ¢+ /n auf Z,, auf der
Kategorie [Z7  R-Mod 1 induzierten Funktor an; bemerken wir, da8 die Aussage von
Lemma 4 auch fiir dieses geshiftete Diagramm gilt; und bemerken wir, dafl dies geniigt,
um die Aussage des vorstehenden Satzes fiir das geshiftete Diagramm zu erhalten, so
ergibt sich die kurz exakte Sequenz

B3/ o) e BB /E JoH)8) S BT a8
fir &' <o/ < B <Y < < <atin Zo. Wir verwenden dies fiir a =: v/, 8 =: &,
y=:¢,0=:a und e =: 't o
Bemerkung. Wann immer die ersten beiden Indizes von E(d6/3//7/a) erhoht werden, ent-
steht ein Epimorphismus. Wann immer die letzten beiden Indizes von E(§//5//~v/«) erhoht

werden, entsteht ein Monomorphismus. Diese Folgerung aus der Fundamentalsequenz in
erster und zweiter Notation werden wir kommentarlos verwenden.

4.1.4 Spektralsequenzterme als Homologiemoduln

Sei X ein punktweise split und endlich filtrierter Komplex von R-Moduln. Wir betrachten
seine Spektralsequenz E = E(X).

Homologielemma. Sei 97! < a < <7 <6< e<(<n <V <att inZy
Sei k € Z. Die Homologie von

€ €

E@/¢/n/e)™ " — E(/6)e/7)*" — B(/8)~v/a)™!
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an der mittleren Stelle ist gegeben durch E(n/d)e/B)Tk.

Beweis. Wir diirfen £ = 0 annehmen. Beachte zunéchst, dal die Komposition der beiden
Morphismen verschwindet, da sie iiber E(n/97! Je/n~!) faktorisiert.

Die Fundamentalsequenz in zweiter Notation liefert

E(n/é)e/b)

\
/

E((/0/)/B) E(n/é/e/~)

/
\

E(C/97 e/n™) E(C/o/e/7) E(B*1 /0ot /)

\\ /./

E(¢/0)e/n7") E(B*!/5/e/v)

\
/

Beispiel. Sei r > 1. Sei k € Z. Sei a € Z. Die Homologie des Komplexausschnitts
E(a+2r—1/a+r—1/a+r/a)™F? — E(at+r—1/a—1ja/a—r)tF — E(a—1/a—r—1fa—r/a—2r)"F!

an der mittleren Stelle ist gegeben durch

E(a+r/a—1)aja—r—1)TF.
Bemerkung. Klassisch schreibt man wie folgt. Sei r > 1. Seien p, q € Z.

e Cohomologisch schreibt man

BP9 = B(—p—1+7r/—p—1)—p/—p—1r)7".

T

. . . . —_ J— & e —
Mit dem Lemma ist also E"Y; die Homologie von EZ~"4+" 1 —, Ep¢ — Fptma-r+l
i Epa
bei EP4.

e Homologisch schreibt man

E,, = Ep—-1+r/p—1)p/p—r)"".

: : r+1 ;3 3 T € T € T
Mit dem Lemma ist also Ej* die Homologie von £, ., —FE  —FE .

3 T
bei Equ.
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4.1.5 Eine Filtrierung der Homologie

Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Abschnitts bei.

Ist M ein R-Modul, so sei eine endliche Filtrierung von M eine endliche Kette von Teilm-
oduln von M, beginnend mit 0 und endend mit M. Das zugehorige Tupel der Quotienten
zweier aufeinanderfolgender Kettenglieder wird als eine Graduierung von M bezeichnet.

Filtrierungslemma. Sei k € Z. Seien o, v € Z C Z.

(1) Es gibt eine endliche Filtrierung von H* (X (v/a)) mit Graduierung
k
(B(v/p-148/0)™)
BEla]

(2) Ist X(0)t = X(o/o — 1)t =0 fiir alle 0 € Z\]a, 7] und alle ¢ € {k — 1, k, k + 1},
so gibt es eine endliche Filtrierung von H¥(X (00)) = E(oo/ — o0 f/oo/—o00)™ mit
Graduierung

(B =1ps/a)™) = (Eleo/s = 115/=00)™)

el Belan]

Ferner ist E(oco/f — 1//5/—oo)+k =0 fir p € Z\]a,7].

Beachte, daf fiir jedes k € Z Elemente «, v € Z wie in (2) existieren, da X punktweise
endlich filtriert ist.

Beweis. Zu (1). Wir diirfen £ = 0 annehmen. Wir haben die Filtrierung

E(y/afaja) C E(v/afatl/a) C -+ C E(v/afy-1/a) C E(y/afy/a) = H(X(y/a)).

Als Fundamentalsequenz in erster Notation erhalten wir fiir 5 €]a, 7]
E(y/aff —1/a) - E(v/ajf/a) =~ E(y/6—1/5/a).

Zu (2). Wir dirfen & = 0 annehmen. Unter den gemachten Voraussetzungen ist
X(00)! = X(y/a)t fiir £ € {—1,0,+1}. Also wird H*(X(c0)) = H(X (y/a)). Mit (1)
folgt die erste angegebene Graduierung.

Da HO(X (7/8-1)) = HO(X (o0/B—1)) und H* (X (8/a)) = H* (X (8/—o00)) fir 8 € Ja, 7],
stimmt die erste angegebene Graduierung mit der zweiten iiberein.

Da HO(X(oo/B — 1)) =0 fiir # > v und da HO(X(E/—OO)) = 0 fiir § < «, folgt auch
noch die abschliefende Verschwindeaussage. o

Diese Filtrierung der Homologie des filtrierten Komplexes X (c0) ist die in der Kapiteliiber-
schrift angesprochene Verfeinerung. Wir werden diese Verfeinerung noch in bestimmten
Situationen in der Gruppencohomologie wiederfinden, cf. §4.4.2 unten.
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Sei X LX’ ein Morphismus punktweise split und endlich filtrierter Komplexe von

R-Moduln; i.e. seien X und X’ punktweise split und endlich filtriert, und sei X Lox
ein Morphismus in [Z,,, C(R-Mod)1. Schreibe E = E(X) und E' = E(X’). Wir haben

einen induzierten Morphismus E Lw ; unter Milbrauch der Bezeichnung wieder nur mit
f bezeichnet.

Korollar. Gegeben seir > 1. Ist

E(B+r—1/8-1/8/8-7)" L E@B+r—1/8-1)8/8 )"

ein R-linearer Isomorphismus fir alle B € Z und alle k € Z, so ist auch
H* (X (00)) = E(oo/—00//00/—00)t —Lv E/(00/—o00 oo/ —o0)™ = HF(X'(c0))

fiir alle k € Z ein R-linearer Isomorphismus.

Beweis. Eine Anwendung des Homologielemmas aus §4.1.4 gibt

E(B+(r+1)=1/8=1)8/8—(r+1)" Lo BB+ (r+1)=1/8—-1)8/8—(r+1))™",

eine erneute Anwendung

E(B+(r+2)—1/8-1)8/8-(r+2))" L B(B++2)-1/8-1/8/8—(r+2))"",

und so fort. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir

E(00/8 — 18/ —00)™ Lo El(0o/8 — 1)/ —00)™

fiir alle 8 € Z. Der fragliche Isomorphismus folgt nun mit dem Filtrierungslemma und
einer iterierten Anwendung von Aufgabe 20.(2). o

Beispiel. Im Fall » = 1 ist fiir k£ € Z nach Definition

HY(X(8/8-1)) = E(8/8-1)B/B—1)",

und genauso fiir X’ und E’. Ist

HA(X (/8 — 1)) L HY(X'(8/8 - 1))

ein R-linearer Isomorphismus fiir alle § € Z und alle k € Z, so ist mit dem Korollar also

auch
H* (X (00)) —L+ HE(X'(o0))

ein R-linearer Isomorphismus fiir alle k € Z.

Dieser Spezialfall folgt nun ebenfalls aus einer iterierten Anwendung der lang exakten
Homologiesequenz aus Aufgabe 20.(1) auf die (punktweise split) kurz exakten Sequenzen

X(B-1) — X(B) — X(B/6-1),
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fiir 6 € Z, wobei fiir ein gewéhltes k£ bei einem hinreichend kleinem ( zu beginnen ist.

Bemerkung. Sei C C R-Mod eine volle Teilkategorie derart, daBl wann immer in einer
kurz exakten Sequenz X' — X — X" in R-Mod zwei der drei Terme X', X, X” in Ob(C
liegen, dann auch der dritte. Man sagt dann auch, C sei eine dicke Teilkategorie von
R-Mod.

Seir > 1. Ist
E(B+r—1/8—-1)8/8—7)" € ObC

fiir alle § € Z und alle k € Z, so ist auch
H*(X(c0)) € ObC

fiir alle & € Z. Dies folgt mit denselben Argumenten wie fiir das Korollar.

So konnte C etwa aus den noetherschen R-Moduln bestehen; oder aus den R-Moduln
endlicher Linge im Sinne von Jordan-Holder; oder aber auch aus den von einer Potenz
eines gewahlten Elements von R annullierten R-Moduln; oder aber aus den Moduln, auf
welchen die Multiplikation mit einem gewéhlten Element von R einen Automorphismus
abelscher Gruppen gibt. Ferner ist der Schnitt von dicken Teilkategorien wieder dick.

4.2 Zwei Spektralsequenzen eines Doppelkomplexes

Sei X € Ob CC-(R-Mod), i.e. sei X ein Doppelkomplex von R-Moduln mit X% = 0 fiir
1 < 0 oder 57 <O0.

Sein Totalkomplex tX tragt zwei Filtrationen. Die Differentiale eines punktweise split und
endlich filtrierten Komplexes sind allgemein, schreibt man sie beziiglich der Graduierung als
Matrizen, untere Dreiecksmatrizen. Stammt die Filtration wie hier von einem Totalkomplex,
so hat diese untere Dreiecksmatrix nichtverschwindende Eintrige nur auf der Haupt- und der
ersten unteren Nebendiagonalen. Dies fithrt dennoch nicht dazu, dafl die Spektralsequenz
ein besonders einfaches Verhalten aufweist. Cf. §4.1.1 und §1.6.2.2.

4.2.1 Die erste Filtrierung des Totalkomplexes
4.2.1.1 Definition der Filtrierung
Fiir n > 0 schreiben wir X ™* fiir den Doppelkomplex, der aus X durch Ersetzen von X%’

durch 0 fiir alle j > 0 und alle i € [0,n| hervorgeht. So etwa ist X** = X. Cf. Beweis
zum ersten Lemma in §1.6.2.4.
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X[Q’* X2’0 - X2’1 - X2,2 .

4 1 1
d d d
X[l’* Xl,O Xl,l _ X1,2 _
\ A
é 1) 1)
d d d
X[O’* XO’O XO,l XO,Q

Wir erhalten Morphismen von Doppelkomplexen, welche punktweise split monomorph
sind,
X[O,* - X[l,* - X[Z,* - ...

Anwendung des Totalkomplexfunktors liefert Morphismen von Komplexen, welche eben-
falls punktweise split monomorph sind,

X0 X e g X

Definiere mit diesen den punktweise split und endlich filtierten Komplex t;X, der

0 fiir « = —o0
t1 X (a) == { tX[** fiir o €]—00,0]
tX fir o € [0, o0

habe. Beachte, daf fiir k& < 0 stets t;X (a)* = 0, und daf fiir & > 0

0 fir a € [—o0, —k — 1]
@ X5 fiir a € [k, —1]
t1X ()" = i+j =k,
i€]—a, k]

(tX)*  fiir a € [0, o0

Schreibe
EI = EI(X) = E(tIX) .

Fassen wir diese Konstruktion einer Spektralsequenz Ej(X) ausgehend von einem Dop-
pelkomplex X € Ob CC-(R-Mod) zusammen.
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CC-(R-Mod)

t1

Er
Y

(punktweise split und endlich filtrierte Komplexe) C [Zy, C(R-Mod)]J

Sp
' voll _
B (Spektralobjekte) C [Z#, K(R-Mod)J
\\
N
voll _
* <Spektralsequenzen) C [Z%# R-Mod]

4.2.1.2 Verschwinde- und Identitédtsaussagen iiber Homologieterme

Seien «, € Ziy mit a < (. Sei k € Z.
Ist k < 0, so ist H*; X (8/a) = 0.

Sei also £ > 0. Es ist
H* X (8/a) = 0,

falls « > 0 oder < —k — 1.

Ferner ist

H* X (8/a) = Ht:X(8'/a),

falls o < a < =k —2 < 0 < B < B. Denn dann ist t1X(8/a)f = t;X(8'/a’)" fiir
tef{k—1,Fk k+1}.

So etwa ist H*t; X (0/—k — 2) = H*; X (c0/ —00) = HFt X.

4.2.1.3 Verschwinde- und Identitéitsaussagen iiber Spektralsequenzterme

Sei k € Z. Sei §/F)/v/a mit —oo < a < f < v <0 < oo gegeben.
Ist k < 0, soist Ex(6/8/)v/a)tk = 0.
Sei also £ > 0. Es ist
Ei(8/8)v/e)™ = 0,
falls Hot; X (/) = 0 oder falls H*t; X (§/8) = 0. Dies tritt ein, falls 8 > 0 oder v < —k—1.
Es ist
Ei(a™/y/5/8)* =0,

falls H ;X (6/8) = 0 oder falls H**1t; X (y/a) = 0. Dies tritt ein, falls 3 > 0 oder
vy< —k—2oder < —k—1.
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Ferner ist

Ei(6/8/8/a)™* = 0,
wie wir dem Beispiel aus §4.1.3.2 entnehmen konnen.
Lemma. Sei —co<a<f<y<i<e<o0 Sei k>0

Folgende Morphismen sind Identitdten.

e

Ei(e/B)v/a)**  — Eu(e/Bo/a)™™  falls v =0
Ei(e/B)6/a)t* = Eile/y)d/a)t*  fallsy < —k—1
Ei(e/y)5/a)™  — Ei(e/y/6/B)F  falls 8 < —k —2
Ei(0/8)y/a) = Eie/B)y/a)t  falls =0 .

Dieses Lemma werden wir stillschweigend verwenden, wann immer Indizes verschoben
werden sollen, ohne das Spektralsequenzobjekt zu dndern.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen mit den Vorbemerkungen aus der Fundamen-
talsequenz in erster Notation

Ei(e/B)v/a)™ — Eule/B)5/a)* =~ Ei(e/v/6/a)"

Die dritte Aussage folgt aus der Tatsache, daB H* X (§/a) = H*X (6/) fiir
Die vierte Aussage folgt aus der Tatsache, da H*X (6/8) = H*X (¢/13) fiir §
Noch ein kleiner Nachtrag zu §4.2.1.2.

Korollar. Sei —co<a<f<y<d< 0. Sei k>0

Es ist Ey(a™t/~/5/B)* =0 falls v > 0 oder B < k — 2.

Wir wenden voriges Lemma an auf die Fundamentalsequenzen in zweiter Notation

Ei(0/7/0/0)™ —w Bu(6/7/6/B)™ —= Ex(a™/v/3/8)*

und

Bi(y/af B/67) Y o Ei(v/afB/a) ™~ Ex(0/a)B/a) ™,

4.2.2 Die zweite Filtrierung des Totalkomplexes

Fiir n > 0 schreiben wir X*[* fiir den Doppelkomplex, der durch Ersetzen von X%/ durch
0 fiir 4 > 0 und j € [0,n] aus X hervorgeht. So etwa ist X*l0 = X
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5 5 P

X 1.0 d pe d X12 d
A A

) 1) 0

X0,0 d 0.1 d X702 d

X*,[2
X*,[l
X*’[O

Wir erhalten Morphismen von Doppelkomplexen, welche punktweise split monomorph
sind,
X*,[O - X*,[l - X*,[Q -

Anwendung des Totalkomplexfunktors liefert Morphismen von Komplexen, welche eben-
falls punktweise split monomorph sind,

t X0 X0 X2

Definiere mit diesen den punktweise split und endlich filtierten Komplex t;; X, der

0 fiir « = —o0
tnX(a) = ¢ tX* fiir a € ]—00,0]
tX fir o € [0, o0

habe. Beachte, daf fiir k < 0 stets tHX(oz)k =0, und daf fir £k >0

fir a € [—o0, —k — 1]
GB X" fiir a € [—k, —1]
tnX ()" = i+j=k,
€[~ K]
(tX)*  fiir a €[0,00]

Schreibe
EII = EH<X) = E(tHX) .
Aus Symmetriegriinden machen wir folgende

Feststellung. Sdimtliche Aussagen aus §4.2.1.2 und §4.2.1.3 fir t1X und E; gelten auch
fur tnX und Ey.
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4.2.3 Homologie horizontal und vertikal genommen

Sei k > 0. Nehmen wir die Homologie der vertikalen Differentiale d, so erhalten wir einen
Komplex

H*(d) H*(d) H*(d)

HF(X*) = <H’“(X*’0) HF (X HF(X*2) ) e C*(R-Mod)

Die Symbolik bedeute, daf8 die Stelle * zur Bildung von H* verwandt werde, und in die
Stelle — noch ein Spaltenindex eingesetzt werden kann. Wird auf den resultierenden Kom-

13 7

plex H*(X*~) abermals ein Homologiefunktor H angewandt, so gilt also “* vor — " in
der Auswertung von HH*(X*7).

Nehmen wir umgekehrt die Homologie der horizontalen Differentiale d, so erhalten wir
einen Komplex

HE () HE(6)

k
Hk<X_’*) — (Hk(XO,*) Hk(Xl’*) Hk(XQ’*) H*(5)

) € C*(R-Mod) ,
dessen Homologiegruppen mit H*H*( X ~*) bezeichnet werden, wobei k, ¢ € Z.

Fiir H*(X*~) nimmt man also vertikal Homologie und liuft horizontal. Fiir HF(X ~*)
nimmt man also horizontal Homologie und lduft vertikal.

Fiir o < 0 ist der Komplex t;X (o/a — 1) bis auf (*) Vorzeichen der Differentiale gleich
X~**[a]. Daher ist fiir k£ > 0 auch

H* (41X (a/a — 1)) = HFF(X~").
Ferner ist der Morphismus
ti1X(a/a—1) — tX(a—2)"/a—1)=tX(a—1/a—2)"

aus Sp(t;X) nach Definition aus §4.1.2.3.1 bis auf Vorzeichen gleich

X_a’*[oz] 4‘;’ X_a+1’*[oz].

Insbesondere ist fiir £ > 0
H (X (a/a 1)) — B (uX((@=2)"/a=1)) = B (14X (o - 1/a - 2))
bis auf Vorzeichen gleich

HF+a(5)
—_—

Hk+a (Xfa’*) Hk+a<Xfa+1,*) )

4, .. fiir die Homologie unwesentliches, und fiir I zufillig korrektes . ..
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Lemma. Sei k > 0. Sei a € [—k,0]. Es ist
Ei(a/a—1)a/a—1)TF(X) = HFe(X—o)
Eila+1/a—1)a/a—2)"*(X) = HoHF(X)
En(a/a—1ja/a—1)(X) = HFo(X*9)
En(a+1/a—1)a/a—2)T"(X) = HeHFe(X*7),
die Identifikationen jeweils natirlich in X.

Beweis. Betrachten wir die Aussagen beziiglich E;. Die erste Aussage wurde eben schon
bemerkt. Gemifi dem Homologielemma aus §4.1.4 ist Ej(a + 1/a — 1/a/a — 2)*F die
Homologie von

€ €

Er(a+1/afa+1/a)t* ! = Eia/a—1ja/a—1)"* — Ei(a—1/a—2)a—1/a—2)TF!

Wie aber vorstehend bemerkt, ist diese Sequenz bis auf Vorzeichen gleich

Hk;-‘roc(X—a—l,*) HEFe (5) Hk—l—a(X—a,*) HEFe(5) Hk—l—a(X—oc—‘rl,*)
und dies ist der Ausschnitt von H* (X ~=*) um die Position —a. 5

Lemma (Fiinftermsequenzen). Wir haben folgende exakte Sequenzen.
0 — HHX*) — H4%X — HHY(X*) — HHY(X*) — H%*X
0 — HWHX*) — H4%X — HHY(X*") — HHY(X*") — H*X

D.h. diese beiden Sequenzen sind bei allen Nichtendtermen exakt.

Siehe Aufgabe 81 fiir in Représentanten ausgedriickte Abbildungsvorschriften der ersten
dieser beiden Sequenzen.

Beweis. Wir wollen die erste Sequenz herleiten. Aus Fundamentalsequenzen in erster und
zweiter Notation konnen wir zunéchst folgende exakte Sequenz zusammensetzen.

0 — E(0/=3/-1/=3)"" — E(0/=3/0/=3)"" — Ei(0/-1/0/-2)"
— Ei(=1/-3)-2/-4)*> — Ei(0/—3/0/—4)*?

Mit dem Lemma aus §4.2.1.3, den Bemerkungen aus §4.2.1.2 und vorigem Lemma wird

E(0/=3/-1/=-3)* = E(0/-2/-1/-3)"" = H'H(X)
Ei(0/—3/0/—3)* = H'X(0/—3) = H'tX
Ef(0/—1/0/-2)* = E(1/-1/0/-2)"" = HHY(X™)
Bi(—1/—3)—2/—4)*2 — HHO(X )
E(0/—3/0/—4)*2 = E(0/-4)0/—4)"2 = HX*X .

Es kann etwa die erste Fiinftermsequenz via H2tX — E(0/—2//0/-3)"3 — H3H° (X —*)
exakt fortgesetzt werden, jedoch hat der Term E;(0/—2/0/—3)"3 keine mir bekannte Inter-
pretation auBer die definierende als Im (H3t;.X (0/—3) — H?t;X (0/—2)).
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4.3 Die Grothendieck-Spektralsequenz

Sei R ein Ring. Ein Morphismus X I Y von R-Moduln heifle spaltend oder split, wenn

XL m f, vz f split epimorph, und Im f N Y, y+—— 1y, split monomorph ist. Ein
Komplex K € C(R-Mod) heifle spaltend oder split, wenn alle seine Differentiale split sind.

Bemerkung. Ein Komplex K € C(R-Mod) ist genau dann split, wenn die kurz exakten
Sequenzen (B*K,ZF¥ K, H*K) und (Z*K, K* B*1K) fiir alle k € Z split kurz exakt sind.
Dies folgt aus der Tatsache, dafl in einer kurz exakten Sequenz der Kern genau dann split
monomorph ist, wenn der Cokern split epimorph ist; daraus, dafl der erste Morphismus in
einer Komposition zu einem split monomorphen selbst split monomorph ist; und daraus,
dal die Komposition zweiter split monomorpher Morphismen wieder split monomorph
ist; vgl. Aufgabe 21.(2).

Seien nun R, S und T Ringe. Seien
R-Mod S+ S-Mod -%+ T-Mod

linksexakte additive Funktoren.

R*F
Wir wollen der Frage nachgehen, was die Rechtsabgeleiteten R-Mod —— S-Mod,
R*G R*(GoF
S-Mod —— T-Mod und R-Mod (—>) T-Mod miteinander zu tun haben. Vgl

Aufgabe 26.(2).

Lemma. Gegeben sei ein Komplexr K € ObC(S-Mod). Es gibt einen Doppelkomplex
J € ObCH(C(S-Inj)) (i.e. J¥* =0 fiir k < 0) mit folgenden Eigenschaften.

(1) BEsist HOJ ~ K.
(2) Der Komplex J** ist eine injektive Auflisung von K* fir k € Z.

(3) Der Komplex H*(J—*) € Ob C*(S-Mod) ist eine injektive Auflisung von H*K fiir
keZ.

(4) Der Komplex J%* ist split fiir £ > 0 (i.e. J ist zeilenweise split ).
Ist K € ObC*(S-Mod), so kann dazuhin J € Ob CC-(R-Inj) gewdhlt werden.

Eine Doppelkomplex J mit den Eigenschaften (1,2, 3,4) heile Cartan-Filenberg-Auflosung
von K; cf. [7, XVIL§1].

Beweis. Betrachte
Hk:K Hk+1K

A 7

BkK—O—>ZkK BkJrlK—oe-ZkJrlK

N I

kal Kk Kk+1
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Lose zunichst B¥ K und H*K injektiv auf fiir alle k € Z. Wihle hierbei die Nullauflssung
fiir B K mit & < 0 und fiir H* K mit £ < —1. Wende nun das Hufeisenlemma aus §1.5.5 auf

die kurz exakten Sequenzen (B¥K,Z* K, H*K) an. Wende sodann selbiges Hufeisenlemma
auf die kurz exakten Sequenzen (Z*K, K* B*1K) an. o

Ein Objekt Y € Ob R-Mod heie F-azyklisch, falls (R*F)(Y) ~ 0 fiir k > 1. Die volle
Teilkategorie der F'-azyklischen Moduln in R-Mod werde mit R-Modg bezeichnet.

Es ist R-Modp eine volle additive Teilkategorie von R-Mod. Dariiberhinaus ist sie unter
Summanden abgeschlossen; i.e. ist X ~ X; @ X5, und ist X ein F-azyklisches Objekt, so
sind dies auch X; und Xs.

Etwa sind alle injektiven R-Moduln F-azyklisch, unabhéngig von der Wahl von F’; cf.
Aufgabe 26.(1).

Schreibe CT™0(R-Modp) C C*(R-Modp) fiir die volle Teilkategorie der Komplexe mit
verschwindender Homologie an Position > 1. Sei X € Ob R-Mod. Gibt es einen Quasiiso-
morphismus Konz X — A fiir ein A € Ob C™°(R-Modpr), so heiBe A eine F-azyklische
Auflosung von X.

Bemerkung. Ist Y € Ob R-Mod F-azyklisch, und ist I eine injektive Auflosung von
Y, so ist das Bild des zugehorigen Quasiisomorphismus KonzY — 1 unter F, viz.
Konz F'Y — F'I, ebenfalls ein Quasiisomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung an Y ist H*FI ~ (R*F)(Y) ~ 0 fiir k > 1. Da F linksexakt
ist, und da (Y — I9) ein Kern von (I°— I') ist, ist auch F(Y — I°) ein Kern von
F(I°—T1"). Also ist Konz F'Y — FI ein Quasiisomorphismus. o

Lemma. Ist X € Ob R-Mod, ist A eine F-azyklische Auflosung von X, und ist I eine
injektive Auflosung von X, so gibt es einen Quasiisomorphismus A — I, welcher unter
H° auf 1x abgebildet wird, und welcher unter F zu einem Quasiisomorphismus FA — FI
wird.

Insbesondere ist
(RFF)(X) ~ HF(FI)

12

HM(FA)
fir k > 0.
Kurz, wir konnen R*F mittels azyklischer Auflésungen berechnen.

Beweis. Da zwei injektive Auflosungen I und I’ von X isomorph in K(R-Mod) sind via
eines Isomorphismus, der die Identitédt auf X auflost, und da also auch die Bilder F'I und
FI’ isomorph in K(S-Mod) sind, geniigt es, eine injektive Auflésung I von X so zu finden,
daBl es Quasiisomorphismen A — I und FA — F'I gibt, wobei A — I die Identitét auf
X auflosen sollte.

Sei J € Ob CC-(R-Mod) eine Cartan-Eilenberg-Auflosung von A, existent nach vorigem
Lemma. Sei k& > 0. Da J** eine injektive Auflssung von A ist, ist mit voriger Bemer-
kung auch F Konz A¥ — FJ** ein Quasiisomorphismus. Nach dem Lemma aus §1.6.2.4
folgt aus einem spaltenweisen Quasiisomorphismus von Doppelkomplexen ein Quasiiso-
morphismus der Totalkomplexe, was uns den Quasiisomorphismus FA—tFJ = FtJ
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beschert. Mit demselben Lemma ist auch A — tJ ein Quasiisomorphismus. Durch Kom-
position von Quasiisomorphismen Konz X — A — t.J erkennen wir, daf§ t.J tatséchlich
eine injektive Auflosung von X ist, und dafl A —tJ die Identitdt auf X auflost. o

Sei X ein R-Modul.

Definition. Existiert ein A € ObC™(R-Modr) N ObCH(R-Modgor) mit
FA € ObC*(S-Modg) und H°A = X, so heie X ein (F,G)-azyklisch auflisbarer
R-Modul, und A eine (F, G)-azyklische Aufliésung von X.

In Worten, eine Auflésung A von X ist (F, G)-azyklisch, falls folgendes gilt.

e A ist eine F-azyklische Auflésung von X.
e A ist eine (G o F)-azyklische Auflésung von X.
o FA* ist G-azyklisch fiir alle k& > 0.

Beispiel. Fiihrt F' injektive R-Moduln in G-azyklische S-Moduln {iber, so sind vermittels
injektiver Auflésungen alle R-Moduln (F, G)-azyklisch auflosbar, und es sind alle injekti-
ven Auflosungen eines R-Moduls (F, G)-azyklisch.

Beispiel. Fiihrt F' injektive R-Moduln in injektive S-Moduln iiber, so sind alle R-
Moduln (F, G)-azyklisch auflésbar, und es sind alle injektiven Auflésungen eines R-Moduls
(F, G)-azyklisch. Dies ist ein Spezialfall des vorigen Beispiels.

Definition. Sei X ein (F, G)-azyklisch auflésbarer R-Modul. Sei A eine (F, G)-azyklische
Auflésung von X. Sei J € Ob CC-(S-Inj) eine Cartan-Eilenberg-Auflésung von FA. Wir
bilden beziiglich des Doppelkomplexes

GJ € ObCC-(T-Mod)
die Grothendieck-Spektralsequenz
Efy = Efa(X) = Ei(GJ) = E(uGJ)
beziiglich F' und G.

Bemerkung. Die Frage nach der Unabhéngigkeit bis auf Isomorphie der Spektralsequenz
Ef%(X) von den Wahlen der Auflésungen A und J wird in Aufgabe 76.(2) betrachtet.
Die Frage nach der Funktorialitét von Ef;(X) in X wird in Aufgabe 76.(1) behandelt.

Satz. Sei X ein (F,G)-azyklisch auflésbarer R-Modul. Seien A und J wie in der vorste-
henden Definition beschrieben. Fiir k > 0 ist

H"GJ = Ef;(c0/—00foo/—00)™" ~ (R¥(Go F))(X) .
Ferner wird fir k > 0 und « € [0, k]

E%TG(—oz—l—l/—oz— 1)—a/—a—-2)"" ~ (R*G)(RFF)(X) .
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Vergleiche dazu das Homologielemma aus §4.1.4, welches, iteriert angewandt, lie-
fert, daB E%fg(—a +1/—a—1)—a/—a—2)t* einen Subquotienten isomorph zu
Egrc (00/—a—1)/—a/—00)** hat. Vergleiche dann das Filtrierungslemma aus §4.1.5, wel-
ches eine Filtrierung von

H*GJ = Hk(tI(GJ)(oo)) = E%fG(oo/—oo//oo/—oo)H“

mit Subquotienten der Form E';(co/—a —1/—a/—00)** beinhaltet. Dies ist der eingangs
angesprochene Zusammenhang von (R*(Go F))(X) mit (R*G)(R**F)(X), vorausgesetzt,
es ist X auch (F, G)-azyklisch auflésbar, i.e. es existiert eine sowohl F-azyklische als auch
(G o F)-azyklische Auflosung A von X, fiir welche F'A aus G-azyklischen Termen besteht.

Beweis. Fiir k > 0 haben wir einen Quasiisomorphismus Konz F AF — J**. Wegen der
G-Azyklizitit von FA* ist mit obiger Bemerkung auch Konz GFA* — GJ** ein Qua-
siisomorphismus. Nach dem Lemma aus §1.6.2.4 folgt aus einem spaltenweisen Quasiiso-
morphismus von Doppelkomplexen ein Quasiisomorphismus der Totalkomplexe, was hier
den Quasiisomorphismus GFA — tGJ gibt.

Insbesondere ist nach vorigem Lemma fiir £ > 0
(RM(GoF))(X) ~ H'GFA ~ HMGJ .
Mit dem ersten Lemma aus §4.2.3 ist fur £ > 0 und « € [0, k|
ngG(—oz +1/—a—1)—a/—a—2)"" ~ HH(GJ ).

Da G split epimorphe resp. split monomorphe Morphismen in ebensolche iiberfiihrt, ist
fir ¢ > 0
Hk—a(GJZ,*) ~ G(Hk_a(ﬂ’*)) 7

und insgesamt auch

H=o(G) = G(H2(J)),
Da H*=%(J~*) eine injektive Auflosung von H*=%(F A) ~ (R¥=*F)(X) ist, liefert Anwen-
dung von H*

HH"*(GJ ") ~ H*GH"*(J ) = (R*G)(RF“F)(X).

Mit dem ersten Lemma aus §4.2.3 ist
En(—a/—a—1)—a/—a—1)*F ~ H-2(GJ") .

Da J*“ eine injektive Auflosung von FA® ist, folgt H*~*(GJ**) ~ (RF~*G)(FA%) ~ 0
fiir k — a > 1. Daher hat Ej; hier keine praktische Bedeutung.

Bemerkung. Ist X . X' eine R-lineare Abbildung, fiir die (R*F)(f) isomorph ist fiir
alle k > 0, so ist auch (R*(G o F'))(f) isomorph fiir alle k > 0. Dies folgt mit der Funkto-
rialitdt der Grothendieck-Spektralsequenz, cf. Aufgabe 76.(1), und wird in Aufgabe 76.(5)
abgehandelt.
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Korollar. Sei X € Ob R-Mod (F,G)-azyklisch auflosbar. Die Diagrammorphismen der

Grothendieck-Spektralsequenz Eng geben eine exakte Fiinftermsequenz

0— (R'G)(ROF)(X) — (R'(GoF))(X) — (R'G)(R'F)(X) —= (R2G)(R'F)(X) —= (R%(GoF))(X) .

Beweis. Das ist die erste Aussage des Fiinftermsequenzlemmas aus §4.2.3, angewandt auf

die Grothendieck-Spektralsequenz EF';; cf. den Beweis in loc. cit. o

4.4 Die Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralsequenz

Sei R ein kommutativer Ring. Sei GG eine endliche Gruppe, sei NV < G ein Normalteiler.

Sei RG-Mod —» R(G/N)-Mod, X — X". Da N auf XV trivial operiert, ist X"V in der
Tat ein R(G/N)-Modul.
Sei R(G/N)-Mod ~“~ R-Mod, Y — Y&/N.

Auf den Morphismen operieren F' und F” durch jeweiliges Einschranken von Abbildungen.

4.4.1 Azyklizitiaten

Sei RG-lat die Kategorie der RG-Gitter (engl. lattices), i.e. der endlich erzeugten
RG-Moduln, die als R-Moduln projektiv sind.

Beispiel. Ein endlich erzeugter projektiver RG-Modul ist ein RG-Gitter. Der triviale
Modul R ist ein RG-Gitter. Ist R ein Korper, so ist jeder als R-Vektorraum endlichdi-
mensionale RG-Modul ein RG-Gitter.

Mit Aufgabe 37.(1) haben wir eine Aquivalenz RG -lat — (RG-lat)°, X — X*. Es ist
RG =~ RG* via g+ (§+— 0,,5). Insbesondere ist mit Aufgabe 22.(1) der Duale eines
endlich erzeugten Projektiven wieder endlich erzeugt und projektiv.

Ist A ein azyklischer Komplex mit Eintrédgen in RG -lat, so gilt dies auch fiir A*, da sich A
aus iiber R split kurz exakten Sequenzen ByA — A, — By_1 A zusammensetzt, k € Z,
die unter (—)* in ebensolche tiberfiihrt werden.

Lemma.

(1) Ein endlich erzeugter projektiver RG-Modul ist F'-azyklisch.
(2) Pin endlich erzeugter projektiver RG-Modul ist (F' o F')-azyklisch.

Beweis. Es gentigt, (1) zu zeigen, (2) ist der Spezialfall N = 1. Ferner geniigt es zu
zeigen, da3 RG selbst F-azyklisch ist, da RG-Modg unter direkten Summen und direkten
Summanden abgeschlossen ist.
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Wir haben einen R(G/N)-linearen Isomorphismus

XN - g(R(G/N),X)
x — (9N — gx)

natiirlich in X € Ob RG-Mod, wozu R(G/N) als RG-R(G/N)-Bimodul aufgefafit werde,
cf. Aufgabe 13.(4).

Sei k > 1. Wir miissen zeigen, daf Ext%(R(G/N), RG) = 0.

Sei B eine projektive Auflésung von R(G/N) iiber RG mit Termen in RG -lat. Eine solche
existiert, da wir fiir den jeweils zu konstruierenden Epimorphismus von einem Projekti-
ven auf den jeweiligen Kern ein Epimorphismus von einem endlich erzeugt Projektiven
genommen werden kann, der als R-lineare Abbildung split epimorph ist.

Aufler an Position 0 hat B* iiberall verschwindende Homologie besitzt, wie man erkennt,
wenn man den um den Modul R(G/N) in Position —1 ergénzten azyklischen Komplex
dualisiert.

Somit wird

(RFF)(RG) =~ Exth,(R(G/N),RG)
H'f(RG(B RG@))

H* ( pe1ad B, RG))
H* ( rg 1 RG*, BY))
H* ( rg a1 RG, B))
= H*(rdRG,B"))

12

12

12

12
o

dank der Projektivitdt von RG iiber RG. o

Vgl. auch die Argumentation in Beispiel (2) aus §3.1.2.

Lemma. Das Bild eines endlich erzeugt projektiven RG-Modul unter F ist F'-azyklisch.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dal F(RG*) ~ (RG)N F'-azyklisch ist. Es ist [ der
Rechtsadjungierte des vollen und treuen Inklusionsfunktors R(G/N)-Mod ¢~ RG-Mod,
e es ist pem(X, YY) ~ po(X,Y), natirlich in ¥ € ObR(G/N)-Mod und in
X € Ob RG-Mod. Ferner bettet R(G//N)-lat nach RG -lat ein.

Sei C' eine projektive Auflosung von R iiber R(G/N) mit Eintragen in R(G/N)-lat. Fiir
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k > 1 erhalten wir

(RFF')((RG)™)

12

ExtR (G/N) ( (RG)N)

Hk( @ (C, (RG)Y))
H* (r(C, RG))

H* ( pe1ad C, RG))

H* ( peoa RG*, C7))

Hk(RG 1 RG,CY))

1 1R R

12
o

4.4.2 Spezialisieren von Grothendieck zu Lyndon-Hochschild-
Serre

Sei nun X ein RG-Gitter. Sei P eine projektive Auflosung von X* mit Werten in RG -lat.
Geméf dem ersten Lemma aus §4.4.1 ist P* eine sowohl F-azyklische als auch (F” o F)-
azyklische Auflssung von X (°). GeméB dem zweiten Lemma aus loc. cit. besteht F(P*)
aus F’-azyklischen Eintrigen.

In anderen Worten, jedes RG-Gitter ist (F, F”)-azyklisch auflosbar, und zwar mittels einer
aus RG-Gittern bestehenden (F, F”)-azyklischen Auflosung. Vgl. auch Aufgabe 84.(3).

Definition. Die Grothendieck-Spektralsequenz beziiglich F und F’ heifit Lyndon-
Hochschild-Serre-Spektralsequenz
EIéH]\Sf r(X) = ngF'(X)

beziiglich G und N, diber dem Grundring R.

Wir haben RG-Mod % R-Mod, X — XO. Also ist R¥(F' o F) = H¥(G, —; R) fiix

k> 0.

Sei RN-Mod HR Mod, X+ X", Da P|y eine projektive Auflosung von X*|y =
(X|n)* tiber RN ist, ist (PJ )* = P*|y eine F-azyklische Auflssung von X |y. Fiir k > 0
ist also

(RFF)(X)h =~ HY(PHM)h =~ HY((P'In)Y) =~ R'F)(X|v) ~ HY(N, X|x;R) .

In anderen Worten, es ist (RFF)(X) gegeben durch H*(N, X|y; R), ausgestattet mit
der von der R(G/N)-Modulstruktur der Eintrige von (P*|y)¢ induzierten R(G/N)-
Modulstruktur; cf. auch Aufgabe 85.

Satz. Fir k > 0 st
E¢iN,r(00/ —0offo0/ —00) (X)) ~ HMG, X; R) .

5Das * bei P ist hier nicht der Platzhalter fiir einen Index, sondern bezeichnet die Dualitéit.
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Ferner wird fir k > 0 und « € [0, k|

BgNp(—a+1/—a—1)~a/—a—2)"(X) ~ H(G/N,H*(N,X|v; R); R) .

Beweis. Wir spezialisieren die Aussagen des Satzes aus §4.3 iiber die Grothendieck-
Spektralsequenz zur Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralsequenz. 0

Bemerkung. Ist X Lo X' eine RG-lineare Abbildung, fiir die H*(N, f|y; R) isomorph
ist fiir alle & > 0, so ist auch H*(G, f; R) isomorph fiir alle & > 0. Das ist die letzte
Bemerkung aus 4.3 in unserer Situtation. Wir merken noch an, dafl diese Aussage fiir
N = G und fiir N =1 eine Tautologie ist.

Korollar. Sei X € RG-Mod. Die Diagrammorphismen der Lyndon-Hochschild-Serre-

Spektralsequenz geben eine exakte Fiinftermsequenz

0— H'(G/N, XV: R) —HY(G, X; R) — H'(N, X|y; R)/Y —H*(G/N, X", R) — H*(G, X; R) .

Beweis. Das ist das Korollar aus §4.3 in unserer Situtation. 0

In Aufgabe 83.(5) werden die Abbildungsvorschriften der Morphismen in einer zu dieser
Fiinftermsequenz isomorphen Sequenz auf reprisentierenden Cozyklen hergeleitet.

Beispiel. Sei X ein endlich erzeugter RG-Modul. Wir wollen H?(G, X; R) aus Spektral-

sequenztermen “zusammensetzen”. Der Einfachheit halber schreiben wir E := EEIS o (X).

Schritt 1. Das Filtrierungslemma aus §4.1.5 gibt die Filtrierung

H*(G, X;R) = E(co/—00//o0/—00)T?
= E(oo/—4//0/—0c0)t?

B(oo/=1/0/=00)*? = B(1/=1/0/—4)*
E(co/—4)=1/—00)** «

E(co/=2/—1/—00)*? = E(0/-2/-1/-4)*?

E(oo/—4/=2/—00)** «

E(co/=3/-2/—00)*t? = E(0/-3/-2/-4)*?

0 = E(co/—4)—3/—00)*? «

Schritt 2. Nun reduzieren wir die entstandene Graduierung vermittels des Homologielem-
mas aus §4.1.4. In E(§/8//~/a) ™ sollten wir die Differenzen 6 — 8 und v — « auf 2 bringen,
um eine Interpretation als Cohomologiegruppen zu ermdoglichen.
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Es ist E(1/—1//0/—4)"2 der Kern von
E(1/-1)0/-3)"* — BE(-1/-4/-3/-5)"".
Es ist E(0/—2//—1/—4)"2 der Kern von
E(0/—2/-1/-3)*" — E(-2/-4/-3/-5)"" .
H1(G/N,H1EJFV,XJN;R);R)J ) HS (G/N, HO(N, X | i R): )

Es ist E(0/—3//—2/—4)*2 der Cokern von
T T

g

HO(G/N, H' (N, X|n;R);R) H2(G/N,HO(N,X|n;R);R)

Schritt 3. Wir wenden das Homologielemma auf die noch nicht interpretierten Terme an.
Es ist E(1/—1//0/—3)"2 der Kern von
E(1/-1)0/-2)"* — E(-1/-3)-2/—4)%* .
HO(G/N, HQz]rV,XJN;R);I;) ) H2(G/N, HY (N, X | i R); ) ’
Es ist E(—1/—4/—3/—5)" der Cokern von
B(0/—2)~1/-3)" — E(-2/-4/-3/-5"" .

HI(G/N, HL (N, X |niR): ) HS (G/N, HO(N, X | i R): )

Insbesondere haben wir folgendes gesehen.
E(oco/—1/0/—00)™  ist ein Subquotient von HY(G/N, H?(N, X|n; R); R)
E(oco/—2/—1/—00)™? ist ein Subquotient von H'(G/N, H'(N, X|y; R); R)
E(oco/—3//—2/—00)™® ist ein Subquotient von H?*(G/N, H°(N, X|n; R); R)

In Aufgabe 86 wird dieses Beispiel im Falle R=Z, n>1,n=m-d,G=C,, N =C,
durchgerechnet.
Beispiel. Wir setzen voriges Beispiel unter der zusétzlichen Voraussetzung fort, es seien

H(NV, X|y; R) ~ 0 und H*(N, X|y; R) ~ 0. Dann verschwinden alle Terme der Graduie-
rung auler moglicherweise E(oo/—2/—1/—o00)™2. Also wird

H*(G,X;R) ~ E(co/—2)—1/—00)™?
= E(0/-2/-1/-4)"
= E(0/-2/-1/-3)"
~ Hl(G/N, Hl(N, X|y;R);R) .
Allgemein gesprochen erkennen wir, dafl einem die Lyndon-Hochschild-Serre-
Spektralsequenz erlaubt, eine Graduierung von H*(G, X; R) zu berechnen, i.e. H*(G, X; R)

bis auf Erweiterungsfragen seiner Graduierungsstiicke zu bestimmen, sofern man die
Cohomologie von G/N und von N hinreichend im Griff hat.



Anhang A

Aufgaben und Losungen

A.1 Aufgaben

Die Zuordnung der Aufgaben zu den Abschnitten ist nicht immer monoton wachsend und

nicht immer genau eingrenzbar.

Aufgabe 1 (§1.1.1) Sei C eine Kategorie, mit Abbildungen s¢, ic und t¢ und der Kom-
position fg= f-cg.

Bestehe die entgegengesetzte Kategorie C° (engl. opposite) aus (C°)y = Cp, (C°); = Cy,
sco 1= t¢, teo =S¢, ico i=icund g -co f = fc g

Zeige, daf es sich bei C° wieder um eine Kategorie handelt, und daf8 (C°)° = C.

Gegeben ein kategorieller Begriff, so heifit dieser Begriff, angewandt auf C°, der jeweils
duale Begriff, und wird manchmal durch die Vorsilbe “Co” kenntlich gemacht. So z.B.
ist die Coretraktion der duale Begriff zur Retraktion, da f € C; = (C°); eine Retraktion
beziiglich C° genau dann ist, wenn f eine Coretraktion beziiglich C ist.

Finde die dualen Begriffe zu folgenden Begriffen. Monomorphismus, Isomorphismus,
initiales Objekt, Nullobjekt.

Aufgabe 2 (§1.1.2) Sei C eine Kategorie. Sei X ¥ ein Morphismus darin. Zeige oder
widerlege.

(1) Ist X Ly eine Coretraktion, so ist es ein Monomorphismus.
(2) Ist X oY ein Monomorphismus, so ist es eine Coretraktion.
(3) Ist X oV ein Monomorphismus und eine Retraktion, so ist es ein Isomorphismus.

(4) Ist X Lo ¥ ein Monomorphismus und ein Epimorphismus, so ist es ein Isomorphis-
mus.

148
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(5) Sind X Ly % Zin C, und ist fg ein Monomorphismus, so auch f.

Aufgabe 3 (§1.1.2)

(1) Sei X Ly e Morphismus in (Mengen) mit X # (). Zeige, dafl f monomorph ist
genau dann, wenn es Coretraktion ist, und genau dann, wenn es injektiv ist.

(2) Sei X ¥ ein Morphismus in (Mengen). Zeige, dafl f epimorph ist genau dann,
wenn es Retraktion ist, und genau dann, wenn es surjektiv ist.

(3) Sei R ein Ring. Zeige, dafl in R-Mod ein Morphismus genau dann monomorph ist,
wenn seine zugrundeliegende Abbildung injektiv ist.

(4) Sei R ein Ring. Zeige, dal in R-Mod ein Morphismus genau dann epimorph ist,
wenn seine zugrundeliegende Abbildung surjektiv ist.

(5) Zeige, daB in (Gruppen) ein Morphismus genau dann epimorph ist, wenn seine
zugrundeliegende Abbildung surjektiv ist.

Aufgabe 4 (§1.1.3) Bestimme in der Kategorie C ein initiales und ein terminales Ob-
jekt. Existiert ein Nullobjekt?

(1) C = (Mengen).

(2) C = (Ringe).

(3) C = R-Mod, wobei R ein Ring sei.
Aufgabe 5 (§1.1.3) Zeige.

(1) Sei R ein Ring. Sei n > 0. In R-Mod ist R™ projektiv.

(2) Sei k ein Korper. Jeder k-Modul ist bijektiv.

(3) Sei R ein Hauptidealbereich. Ein R-Modul @ heile divisibel, falls es fiir alle ¢ € Q)
und alle » € R~ {0} ein ¢ € @ mit r¢ = ¢ gibt. Zeige, daf divisible R-Moduln
injektiv sind. (Hinweis: Zorn auf die halbgeordnete Menge

{(Y,9) : QCY C X Teilmodul, ¥ -2~ Q Morphismus mit g|o = 1}
anwenden. )

Aufgabe 6 (§1.2.1) Seien G und H Gruppen. Konstruiere in (Gruppen) :

(1) GnH,
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(2)

G1 H. (Hinweis: Verwende eine freie Gruppe auf G U H.)

Ist (Gruppen) eine additive Kategorie?

Aufgabe 7 (§1.2.2) Sei C eine additive Kategorie.

(1)

Zeige, daB fiir je zwei Objekte X und Y die Menge o X,Y’) mit der Operation (+)
eine abelsche Gruppe bildet. (Hinweis: Die Assoziativitdt haben wir in der Vorlesung
bei der Herleitung des Matrixkalkiils mit gezeigt, aber die hier zu zeigende Tatsache
nicht verwandt. Also braucht Assoziativitdt nicht nochmals gezeigt werden, und
ferner darf der Matrixkalkiil hier verwandt werden.)

! g
Zeige, daBl fir X —Y — Z die Distributivitét
! g

(f+f9+9) = fo+fd+ fa+fd
gilt.

Zeige, dafl fiir jedes Objekt X € ObC die Menge Ende X zusammen mit der Ad-
dition und der durch die Komposition von Morphismen gegebenen Multiplikation
einen Ring bildet.

Aufgabe 8 (§1.2.2) Sei C eine additive Kategorie. Zeige, dal Summanden projektiver
Objekte wieder projektiv sind.

Aufgabe 9 (§1.3.1) Sei C eine Kategorie. Wir haben einen Funktor (—, =) von C nach
[C°, (Mengen)l, der X nach (—, X) schickt.

(1)
(2)

(3)

Definiere (—, =) auf Morphismen in C (in natiirlicher Weise).
Sei F' € Ob[IC°, (Mengen) 1. Zeige, dafl die Abbildungen

(=, X),F) -~ FX
a —— (a)e = (1x)(aX)
(diX')xrcone = d SLE

beide wohldefiniert sind und sich wechselseitig invertieren, wobei
4X (X, X) — FX', (X' LX) — ()(FF).

Zeige, daf (—,=) : C —[C°, (Mengen)l voll und treu ist. Ist (—,=) dicht?
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Aufgabe 10 (§1.3.2.3)

(1) Seien ¢ D und D% ¢ Funktoren. Zeige, dafl F' 4 G genau dann, wenn es

Transformationen 1o — G o F (die Einheit) und F o G —~ 1p (die Coeinheit) gibt
mit

(€GY)(GT]Y) = lgy firalleY € ObD
(FeX)(nFX) = 1lpx fiiralle X € ObC.

(2) Sind C . D und D -5+ € sich bis auf Isotransformation invertierende Aquivalenzen,

i.e. gibt es ¢ —~ G o F und F o G—f» 1p, so ist F' - G. Gib eine Formel in «, £, F
und G fiir Einheit und Coeinheit an.

Aufgabe 11 (§1.3.2.3) Es gibt den Funktor des Abelianisierens

(Gruppen) i (AbGruppen)
G — G* = G/G.

(1) Gib eine geeignete Definition von (—)? auf den Morphismen.

(2) Zeige, da der Funktor (—)*" linksadjungiert zum Inklusionsfunktor
(AbGruppen) C— (Gruppen) ist. Gib Einheit und Coeinheit an.

Aufgabe 12 (§1.3.2.1) Seien G und H Gruppen, aufgefafit als Kategorien.
Beschreibe die Isoklassen in LG, H 1.

Aufgabe 13 (§1.4.1) Seien R und S Ringe. Ein R-Rechtsmodul ist ein R°-Linksmodul,
und dito die Morphismen. Ist M = (M, ¢) ein R-Rechtsmodul, so schreibt man in der
Regel (m)g(r) =: mr, da dann m(rr’) = (mr)r’ gilt, wobei m € M und r, 7" € R. Die
Kategorie der R-Rechtsmoduln wird mit Mod-R bezeichnet.

Ein R-S-Bimodul besteht aus den Daten M = (M, ¢, 1), wobei (M, ¢) ein R-Linksmodul,
(M, 1)) ein S-Rechtsmodul, und (rm)s = r(ms) gelte fir alle r € R, m € M und s € S.
Zum Beispiel ist jeder R-Linksmodul ein R-Z-Bimodul.

(1) Sei M ein R-Rechtsmodul. Sei N ein R-Linksmodul. Sei A eine abelsche Gruppe.
Eine Abbildung M x N o A heiit R-bilinear, falls
(mr,n)f = (m,rn)f,
(m+m';n)f = (m,n)f+(m n)f,
(m,n+n)f = (m,n)f+ (m,n)f
gelten fiir alle m, m’ € M, n,n' € N und r € R.

Sei M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul. Konstruiere eilr)le abelsche
Gruppe M ®g N zusammen mit einer R-bilinearen Abbildung M x N — M ®gr N,
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(m,n) —m®n derart, daB es fiir jede R-bilineare Abbildung M x N L Ain eine

abelsche Gruppe A genau eine Z-lineare Abbildung M ®r N oA gibt mit bf = f.
Es heifit M ®r N dann das Tensorprodukt von M und N iiber R.

(2) Ist M ein R-Rechtsmodul, und ist N ein R-S-Bimodul, so ist M ®g N ein
S-Rechtsmodul. (Ust.)

(3) Ist M ein R-Rechtsmodul, N ein R-S-Bimodul und P ein S-Linksmodul, so ist

(M ®r N) ®s P — M ®r (N ®s P)
(m ® n) ® p +— m & (n ® p)

ein Z-linearer Isomorphismus. (“Das Tensorprodukt ist assoziativ.”)
(4) Ist N ein R-S-Bimodul, so ist

N®S

S-Mod — R-Mod
X — N®sX

nach geeigneter Definition der Operation auf den Morphismen ein additiver Funktor,
linksadjungiert zu gV, —) := gpod(N, —). Wobei fiir letzteren Funktor noch die S-
Modulstruktur auf g N,U) fiir U € Ob R-Mod zu erkléren ist.

(5) Sei M ein R-Rechtsmodul. Sei N ein R-Linksmodul. Zeige oder widerlege.
(a) Esist M x N2 M ®pr N eine surjektive Abbildung (cf. (1)).
(b) Ist R = k ein Korper, und sind M und N endlichdimensional, so ist

(¢) Sind M 220 und N %0, so ist auch M ®r N 2 0.

Aufgabe 14 (§1.5.3.1) Sei A eine additive Kategorie. Sei XLy ein Morphismus
in A.

Ein Morphlsmus Ky '+ X heiBt Kern von fs falls tf = 0 und es fiir alle Morphismen
T — X mit tf = 0 genau einen Morphismus TH K mit t'i =t gibt.

Manchmal bezieht man sich mit dem Begriff des Kerns auch nur auf das Objekt K.

Dual der Begriff des Cokerns Y 2 Crzu X Ly

(1) Seien K ' X und K "+ X Kerne zu X 2V Zeige, dafl es genau einen Isomor-

phismus K —» K’ mit ki’ = i gibt.

(2) Zeige, dafl jeder Kern in A ein Monomorphismus ist.
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(3) Sei R ein Ring. Zeige, dafl jeder Morphismus in R-Mod einen Kern und einen Cokern
besitzt.
(4) (i) Zeige, dafB es in A einen induzierten Morphismus vom Cokern des Kerns in den
Kern des Cokerns eines Morphismus gibt, so alle vier existieren.

(i) Zeige, daB in Z-free jeder Morphismus Kern und Cokern hat, dafi aber der
induzierte Morphismus aus (i) nicht immer ein Isomorphismus ist.

(iii) Sei R ein Ring. Zeige, daB in R-Mod der induzierte Morphismus aus (i) stets
ein Isomorphismus ist.

(5) Sei R ein Ring. Eine Sequenz X' x4 X7 von Morphismen in R-Mod heift
exakt in X, falls

(x'LoxLox7) = 0
und (K, —X >Cf) = 0.
Das ist eine selbstduale Charakterisierung. Zeige, dafi diese damit dquivalent ist,
dafl der Kern von g und das Bild von f als Teilmoduln von X iibereinstimmen.

Aufgabe 15 (§1.4.2) Sei C eine additive Kategorie. Sei N C C eine volle additive Teil-
kategorie.

(1) Zeige, daBl C/N eine additive Kategorie ist, und daB der Restklassenfunktor
C—Q>C/./\/' additiv ist.

(2) Zeige, dafl der Restklassenfunktor C ‘e JN die in §1.4.2 behauptete universelle
Eigenschaft hat.

Aufgabe 16 (§1.5.1) Sei A eine additive Kategorie. Ein Morphismus X Lyin C(A)
heile nullhomotop, falls es ein Tupel von Morphismen (XiLY"_l)iez gibt, genannt
Homotopie, mit hid + dhi™ = f fiir alle i € Z.

Zeige, dafl ein Morphismus X Loy in C(A) genau dann iiber ein Objekt in Cgpa,(A)
faktorisiert, wenn er nullhomotop ist.

Aufgabe 17 (§1.5.3.3) Seien R und S Ringe. Sei R-Mod L\ S-Mod ein additiver Funk-
tor.

(1) Hat F einen Rechtsadjungierten, so zeige, daf§ F' rechtsexakt ist. Kurz: Linksadjun-
gierte sind rechtsexakt. Dual, Rechtsadjungierte sind linksexakt.

Insbesondere sind kovariante Homfunktoren linksexakt, und der Funktor N ®¢ —
aus Aufgabe 13.(4) ist rechtsexakt.

(2) Zeige, daB auch kontravariante Homfunktoren von (R-Mod)® nach Z-Mod der Form
A—, M) mit M € Ob R-Mod linksexakt sind.
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(3)

Gib ein Beispiel fiir einen Rechtsadjungierten zwischen Modulkategorien, der nicht
exakt ist, und ein Beispiel fiir einen Linksadjungierten, der nicht exakt ist.

Aufgabe 18 (§1.2) Sei R ein Ring.

(1)

Zeige, dafl es zu jedem Diagramm der Form

Y/

!

Xty

in R-Mod ein kommutatives Diagramm

mit folgender universeller Eigenschaft gibt. Sind T'— X und 7 —» Y’ Morphismen

in R-Mod mit uf = vy, so gibt es genau einen Morphismus 7 —» X mit wz = u und
wf" = wv. Zeige, dafl diese universelle Eigenschaft den Pullback X’ bis auf eindeutige
[somorphie bestimmt. Der Haken im Diagramm links oben deute den Pullback an.

Zeige, daf§ f monomorph f’ monomorph impliziert. Zeige, dafi f epimorph f’ epi-
morph impliziert.

. . . . k . .
Zeige, dal der auf den Kernen induzierte Morphismus Ky — K ein Isomorphis-

mus ist. Zeige, dafl der auf den Cokernen induzierte Morphismus C' LCf ein
Monomorphismus ist. Zeige unter Vorwegnahme von Aufgabe 20, dafl umgekehrt
ein kommutatives Viereck genau dann ein Pullback ist, wenn auf den Kernen ein
[somorphismus und auf den Cokernen ein Monomorphismus induziert wird.

Zeige, dal ein R-Modul P genau dann projektiv ist, wenn gP,—) :
R-Mod — Z-Mod ein exakter Funktor ist. (Hinweis: Ist P, —) exakt, so trans-
formiert er insbesondere einen Epimorphismus X — P in einen Epimorphismus.
Umgekehrt, ist P projektiv, und ein Epimorphismus X —+=Y gegeben, so haben
wir zu zeigen, dafl jeder Morphismus P — Y iiber X —+ Y faktorisiert. Bilde hier-
zu einen Pullback.)

Der duale Begriff zum Pullback ist der des Pushouts. Dualisiere (1-4). Zeige insbe-
sondere, dafl ein R-Modul I genau dann injektiv ist, wenn g—, I') exakt ist.
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Aufgabe 19 (§1.2, §1.3) Sei R ein Ring.

(1) Sei I eine Indexmenge (moglicherweise unendlich). Sei (M;);cr ein Tupel von R-
Moduln. Konstruiere das Produkt [].., M; und das Coprodukt [, ., M;. (Hinweis:
Letzteres in ersterem.)

(2) Zeige, daB A[[;c; Mi, =) =~ [Lic; #M;, —), wobei die Funktorialitdt der rechten
Seite geeignet zu definieren sei. Zeige damit und mit Aufgabe 18.(4), dal aus M;
projektiv fiir alle i folgt, daf [[,., M; projektiv ist. Zeige dual, ist M; injektiv fiir
alle i, so ist [ [,; M; injektiv.

(3) Sei X ein R-Modul. Zeige, dafl es einen Projektiven P und einen Epimorphismus
P —++ X gibt.

(4) Sei fiir den Moment R = Z. Zeige, daB es fiir jeden Z-Modul X einen Injektiven [
und einen Monomorphismus X — I gibt. (Hinweis: Mit Aufgabe 5.(3) sind Q und
Q/Z injektiv. Sei x € X. Ist () endlich, so gibt es (z) -~ Q/Z, ist (x) ~ Z, so gibt
es (x) — Q. Wir konnen jeweils zu einem Morphismus X LN Q/Z resp. X N Q

fortsetzen. Diese Morphismen zusammengenommen bilden einen Morphismus in das
Produkt.)

(5) Sei wieder R beliebig. Zeige, dafl es fiir jeden R-Modul X einen Injektiven I und
einen Monomorphismus X —e~ [ gibt. (Hinweis: Wende (4) auf X|z an. Zeige und
verwende dann, daf fiir einen injektiven Z-Modul I auch z(R,I) ein injektiver

R-Modul ist.)

Aufgabe 20 (§1.5.3.4) Sei R ein Ring.

2

(1) Sei X' -~ X -2~ X" eine kurz exakte Sequenz in C(R-Mod), ie. sei

’ik k
X* e Xk 2L X7 kurz exakt fiir alle k € Z. Zeige, daB es eine lang exakte
Sequenz

H*; k1

HF ok HAF1 H
A Hk:X/ HkX p HkX// HkJrlX/ HkJrlX HkJrlX/l .

. . or .
gibt, wobei der Verbindungsmorphismus HE X" — H*+1 X' wie folgt reprisentanten-

weise erklart ist.

Sei 2" € ZFX". Sei x € X* gewihlt mit xp® = 2”. Sei 2/ € X'*! mit
2/ = ad. Es ist 2’d = 0, also 2/ € ZF"'X'. Es reprisentiert 2’ in
H1 X' das Bild unter 0¥ des von z” in H* X’ reprisentierten Elementes.
(2) Sei
X/ *1>X i}X//

bk

VY Ly
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ein Morphismus kurz exakter Sequenzen in R-Mod (Morphismus in [ Ay, R-Mod 1).
Zeige, dafl aus f' und f” isomorph folgt, dafl f isomorph ist.

(3) Sei
Xt Xt X

RN

e e

ein Morphismus kurz exakter Sequenzen in R-Mod. Zeige die Existenz einer exakten
Sequenz

0 — Kern f' — Kernf — Kern f” — Cokern f’ — Cokern f — Cokern f' — 0,

i.e. einer Sequenz, welche in allen Nichtendtermen exakt ist.

N

(4) Sei

ein kommutatives Dreieck in R-Mod. Zeige die Existenz einer lang exakten Sequenz
0 — Kern f — Kern(fg) — Kerng — Cokern f — Cokern(fg) — Cokerng — 0,

(Hinweis: Um (3) zweimal anwenden zu konnen, fiige man das Bild von f ein.)
Aufgabe 21 (§1.5.4, Aufgabe 20) Zeige oder widerlege.

(1) Seien R und S Ringe. Sei R-Mod L, $-Mod additiv. Es ist K(F)oPRes ~ PResoF.

(2) Sei R ein Ring. Sei X'+ X 2o X" cine kurz exakte Sequenz in R-Mod. Es ist
(7,p) split kurz exakt genau dann, wenn 7 Coretraktion ist, und auch genau dann,
wenn p Retraktion ist.

Aufgabe 22 (Aufgabe 19) Sei R ein Ring. Ein R-Modul isomorph zu einem R-Modul
der Form [[,.; R fiir eine Indexmenge I heifle frei (auf I).

(1) Zeige, daB X € Ob R-Mod genau dann projektiv ist, wenn X ein direkter Summand
eines freien Moduls ist. (Genauso folgt, dafl X genau dann endlich erzeugt und
projektiv ist, wenn X direkter Summand eines endlich erzeugten freien Moduls ist.)

(2) Zeige, daB ein direkter Summand von R isomorph zu einem Modul von der Form Re
mit einem Idempotent e € R ist, i.e. einem Element e von R, welches e? = e erfiillt.
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Aufgabe 23 (§1.5.4)

Sei
QQQ 1a1,2 a1 .
R = (0 QQ) = {(Zﬁ%;g;g) :a;; = 0 fiir ¢ > j} - Q3X3 .

00Q as,1 a3,2 a3,3

(1) Gib drei paarweise nichtisomorphe projektive Summanden von R an.
(Hinweis: Isomorphe Moduln haben dieselben Annullatorideale.)

(2) Gib drei paarweise nichtisomorphe Injektive von R-Mod von Q-Dimension < 3 an.

(Hinweis: Zeige zunéchst, dafl R-Mod ~ [Ay, Q-Mod 1.)
(3) Lose die Projektiven aus (1) injektiv und die Injektiven aus (2) projektiv auf.
Aufgabe 24 (§1.5.3.3) Sei R ein Ring. Sei P ein projektiver Modul in Mod-R. Zeige,

dafl P ®p — exakt ist. (Hinweis: Reduziere zum Fall P = [[; R fur eine Indexmenge I.
Zeige, daB8 (][, R) @r M ~ [[,(R®r M).)

Aufgabe 25 (§1.6.1)

(1) Sei p > 0 prim. Sei k > 1. Zeige, da8 Z/p”* injektiv ist in (Z/p*)-Mod.
(Hinweis: die Losung zu Aufgabe 5.(3) kann teils zitiert, teils imitiert werden.)

(2) Berechne die lang exakte Sequenz der Rechtsabgeleiteten von

G = z/16(Z/4,—) : (Z/16)-Mod — (Z/8)-Mod

auf der kurz exakten Sequenz Z/4 2 Z/8 L Z)/2.

(3) Berechne die lang exakte Sequenz der Rechtsabgeleiteten von

H = z56(—2Z/4) : ((Z/16)-Mod)® — (Z/8)-Mod
auf der kurz exakten Sequenz Z/4i Z/8 . Z)/2.

Aufgabe 26 (§1.6.1) Seien R, S und 7' Ringe. Gegeben seien ferner linksexakte additive
Funktoren R-Mod —» S-Mod —» T-Mod. Zeige oder widerlege.

1) Ist I € Ob R-Mod injektiv, so ist R‘FT ~ 0 fiir 4 > 0.

(1)
(2) Esist (R'G) o (R'F) ~R™ (G o F) fiir i, j > 0.

(3) Ist F linksexakt, so ist auch RF linksexakt fiir 4 > 0.
(4)

4) Ist F rechtsexakt, so ist R'F ~ 0 fiir 4 > 0.
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Aufgabe 27 (§1.6.1) Sei R ein Ring. Seien X, Y € Ob R-Mod. Betrachte die Men-
ge der kurz exakten Sequenzen mit Kern X und Cokern Y. Zwei solche kurz exakten
Sequenzen heiflen dquivalent, wenn sie in [A,, R-Mod 1 isomorph sind vermége eines Dia-
grammisomorphismus, der auf X und auf Y die Identitéit stehen hat. Sei exth(Y, X) die
Menge der Aquivalenzklassen.

Sei auf der anderen Seite F' := g(—, X) : R-Mod — Z-Mod. Wir wollen wie folgt eine
Bijektion ® von der abelschen Gruppe R'FY zur Menge exth(Y, X) konstruieren. Sei
P := PResY. Sei P! 2+ X mit dz = 0 ein Repriisentant eines Elements von R*FY. Sei
BoP X die Faktorisierung von z. Sei X —~ E der Pushout von By P —+ P, entlang z’.
Sei X —~ F —++Y das Bild von z unter ®.

Zeige, daB @ eine wohldefinierte Abbildung ist. Konstruiere die Umkehrbijektion ®~1.

Aufgabe 28 (§1.6.2.4) Sei p > 0 prim.

(1) Berechne Extf(Z/p', Z/p™) und Tor?(Z/p', Z/p™) fiir k > 0 und I, m > 1 auf je 3
Weisen (wie im Korollar aus §1.6.2.4 beschrieben).

(2) Berechne Extzs(Z/p®, Z/p) und Tor2z/p3(Z/p2,Z/p) auf je 2 Weisen. Vergleiche
mit (1).

Aufgabe 29 (§1.6.2.4) Sei R ein kommutativer Ring. Sei A ein Ring. Sei R —»Z(A)
ein Ringmorphismus in das Zentrum Z(A) == {z € A : za = az fiir alle a € A} von A.
Man sagt auch, (A, ¢) ist eine R-Algebra. Oft schreibt man fiir (A, ¢) kurz nur A. So z.B.

ist jeder Ring auf eindeutige Weise eine Z-Algebra, da Z initial in der Kategorie der Ringe
ist (vgl. Aufgabe 4.(2)).

Zeige durch Betrachtung der jeweiligen Konstruktion, daB Ext%(X,Y) fir X, Y ¢
Ob A-Mod und Tor(X,Y) fiir X € ObMod-A und Y € Ob A-Mod in natiirlicher Weise
eine R-Modulstruktur tragen, funktoriell in X und Y. Formal gesprochen, man zeige, dafl
Ext’,(—, =) und Tor:*(—,=) iiber den treuen Vergifunktor R-Mod C— Z-Mod faktori-
sieren.

Aufgabe 30 (§1.6.2.4) Sei R = (?%é). Wir verwenden die Bezeichnung der Losung
zu Aufgabe 23. Berechne
dimgq Exth,(I;, P))

fir 4,5 € [1,3] und & > 0 (eine Berechnungsweise geniige; vgl. Aufgabe 29 fiir die
Q-Vektorraumstruktur).

Aufgabe 31 (§1.6.2.3) Seien A und A" additive Kategorien. Seien U, V' € ObC*(A).

Sei U-1+V ein nullhomotoper Morphismus in C(A) (vgl. Aufgabe 16). Sei U’ €
Ob CH(A). Zeige, daB tFC(f,U’) nullhomotop ist. (Hinweis: Gib eine Homotopie an.
Hierzu diirfen Indizes bei Morphismen unterschlagen werden.)
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Aufgabe 32 (§2.1.1) Sei R ein kommutativer Ring, sei G eine Gruppe. Zeige, daf} es
einen Monoidmorphismus G % RG gibt, natiirlich in G. Zeige, daf es fiir eine R-Algebra

A und fiir einen Monoidmorphismus G-Ioa genau einen Ringmorphismus RG -1 A
derart gibt, dafl

@ <% ra L4y = GLoa).

Aufgabe 33 (§1.6.2.4) Sei R ecin kommutativer Ring. Sei S C R eine multiplikative
Teilmenge (d.h. ein Teilmonoid von (R,-)). Sei SR die Lokalisation von R an S. Als
Menge ist ST'R = {%f : r € R, s € S}, wobei . fiir die Aquivalenzklasse von Paaren
(r,s) € R x S steht, fiir die Aquivalenzrelation (r,s) ~ (1’,s'), falls es ein ¢t € S mit
ts'r = tsr’ gibt. Es ist S7!R ein Ring vermoge der iiblichen Bruchrechenregeln. Es gibt
einen Ringmorphismus R e SR ri— 7. Jeder Ringmorphismus R — U, der S in die
Einheiten von U abbildet, faktorisiert eindeutig iiber 1.

(1) Fiir einen R-Modul M setze man S™'M = {2 : m e M, s € S}, wobei 2 fiir
die Aquivalenzklasse von Paaren (m,s) € M x S steht, fiir die Aquivalenzrelation
(m,s) ~ (m/,s'), falls es ein t € S mit ts'm = tsm’ gibt. Zeige, daB S™'M ein
S~!R-Modul ist. Sei A eine R-Algebra. Zeige, dal S™'A eine S~!R-Algebra ist.

(2) Sei A eine R-Algebra (z.B. A = R). Definiere einen Funktor

AMod — (S7'A)-Mod
M +— S7'M,

und zeige, da8 er exakt ist. (Hinweis: Zeige Rechtsexaktheit mittels S™'M ~
ST1A®a M.)

Ist p € R ein Primideal, und ist S = R ~\ p, so schreibt man auch R, := S™'R,
M, := S™'M fiir einen R-Modul M, und speziell auch A, := S7'A, und spricht von
der Lokalisierung von R, M bzw. A an p.

(3) Sei A eine R-Algebra. Sei S C R eine multiplikative Teilmenge. Sei i > 0.

Sei 1]\4 ein  A-Rechtsmodul, sei N ein A-Linksmodul. Zeige, dafl
Tor?™ A(S~'M,S™'N) ~ S~ Tor(M, N) als S~*R-Moduln.

)

Seien M und N A-Linksmoduln. Falls A ein noetherscher Ring und M endlich er-
zeugt iiber A ist, so zeige, daBl Extly_1,(S™'M,S™'N) ~ S~ Ext", (M, N) als S~'R-
Moduln.

(Hinweis: Zeige, dal aus M projektiv iiber A folgt, dal S™'M projektiv iiber S~ A
ist. Zeige dann die jeweilige Aussage zunéchst im Falle i = 0. )
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Aufgabe 34 (§1.6.2.4) Sei R ein Ring.

(1) Seien U € ObC~(R-Mod), sei V'€ Ob C*(R-Mod), sei k > 0. Schreibe fU,V) :=
FCO(U,V) fiir F = §(—,=). Zeige, daB cpmoa(U, V[k]) = Z* (U, V). Zeige, daB
K(R—Mod)(Ua VIk]) ~ HktR(U, V).

(2) Seien X, Y € Ob R-Mod, sei k > 0. Zeige unter Verwendung von (1), dafl

Extlp(X,Y) k(Mo (PRes X, IResY [k])
K(R_Mod)(KOIlZ X, IResY []C])

K(r-Mod)(PRes X, (Konz Y)[k]) .

1 R

In der Homotopiekategorie K(R-Mod) wird also “ Ext wieder zu Hom ”.

Aufgabe 35 (§2.1.1)

(1) Zeige, daBl

7S, = {(a,b))€ZXZ : a=,b} C ZxZ

einen Isomorphismus von Ringen (i.e. von Z-Algebren) definiert.

(2) Zeige, dafl

7S; {(a7(fl§)7f)€Z><Z2X2><Z:aEQf,aE3b,eE3f,dE3O}QZXZQXQXZ
(172) — (17<_§_%>a_1)
(1,2,3) = (L(371).1)

einen Isomorphismus von Ringen (i.e. von Z-Algebren) definiert.

(3) Gib eine Beschreibung von Z S, und von Z)S, fiir p prim, p > 3, unter Verwen-
dung von wy .

(4) Gib eine Beschreibung von Z)Ss und von Z3)Ss unter Verwendung von ws .

Zerlege Z(3S3 in eine direkte Summe zweier nichtverschwindender projektiver
Z3)S3-Moduln.

Aufgabe 36 (§2.1.2) Sei R ein kommutativer Ring. Sei GG eine endliche Gruppe. Ver-
wende |G| via Z — R auch als Element von R.

7

(1) Sei M’ —~ M -+ M" eine kurz exakte Sequenz von RG-Moduln, in welcher M"”

als R-Modul projektiv sei. Zeige, dafl es eine RG-lineare Abbildung M’ LM mit
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(2) Seien M und N RG-Moduln. Sei M projektiv iiber R. Zeige, da8
|G| - Exth, (M, N) ~ 0 fiir k > 1.
(Hinweis: Ein Repriisentant in Z*(P, N) faktorisiert iiber B;_; P — N. Kann man
mit Hilfe von (1) noch weiter gehen?)

(3) Sei M € ObMod-RG. Sei N € Ob RG-Mod. Sei M projektiv iiber R. Zeige, da8
|G| - Torf“(M,N) ~ 0 fir k > 1. (Hinweis: Verwende (1) und betrachte
Bi1P ®pg N — Pp—1 ®re N — By_1P Qpa N.)

4) Zeige, dafl in (2 Exth M,N) ~0 fiir k > 1 und daBl in (3 Lorlt© M, N) ~ 0 fiir
RG k
k > 1, falls |G| in R invertierbar ist.

Aufgabe 37 (§2.2.1) Sei R ein kommutativer Ring. Seien M und N RG-Moduln.

(1) Zeige, daBB M M ein [somorphismus ist, falls M endlich erzeugt projektiv iiber

R ist.
(2) Zeige, daBl M* @r N pticlad) RM, N) ein Isomorphismus ist, falls (i) oder (ii) erfiillt
ist.

(i) Esist M endlich erzeugt projektiv iiber R.

(ii) Es ist R noethersch, es ist M endlich erzeugt iiber R, und es ist N projektiv
iiber R.

Aufgabe 38 (§2.3.1) Sei R ein kommutativer Ring. Sei n > 2.
Bezeichne C,, = (¢ : ¢" = 1) die zyklische Gruppe von Ordnung n.

(1) Gib eine periodische projektive Auflosung P von R iiber RC,, an.

(2) Gib Morphismen von Komplexen Barc,.r N P und P -2~ Barg,.r an, welche in
K(RC,-Mod) sich gegenseitig invertierende Isomorphismen darstellen.
(Hinweis: Aus Ho(f) = Ho(g) = 15 folgt bereits, dafi sich f und ¢ bis auf Homotopie

invertieren, da K—°(RC,,-Mod) . RC,-Mod eine Aquivalenz ist.)

Aufgabe 39 (§2.1.2, Aufgabe 36) Sei G eine endliche Gruppe. Sei M ein ZG-Modul.

Zeige oder widerlege.

(1) Ist M ein endlich erzeugter ZG-Modul (i.e. gibt es einen Epimorphismus
(ZG)F — M fiir ein k > 0), so sind HY(G, M) und H;(G, M) endlich fiir i > 1.

(2) Sind M und G als Mengen endlich, und sind |M| und |G| teilerfremd, so ist
HY(G, M) = 0 oder H;(G, M) = 0 fiir i > 0.
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(3) Sind M und G als Mengen endlich, und sind |M| und |G| teilerfremd, so ist
HY(G,M) =0 und H;(G, M) =0 fiir i > 1.

Aufgabe 40 (§2.1.2, Aufgabe 35)

(1) Lose Z) projektiv iiber Z9)Ss auf mittels einer periodischen projektiven Auflosung.
(Hinweis: 35 (4).)

(2) Lose Z3) projektiv iiber Z3)Ss auf mittels einer periodischen projektiven Auflésung.
(Hinweis: 35 (4).)

(3) Sei k > 0. Berechne H*(S3; Z(5)). Berechne H*(Ss; Z3)). Berechne
H*(S3) .
(Hinweis: Aufgabe 33.(3), Aufgabe 36.(2).)
(4) Sei k > 0. Berechne Hy(Ss3; Z(2)). Berechne Hy(S3;Z(3)). Berechne
Hy(Ss) -
(Hinweis: Aufgabe 33.(3), Aufgabe 36.(3). Verwende eine Auflosung in zweiter Va-
riablen.)

Aufgabe 41 (§2.4) Sei n > 2. Wir verwenden die Bezeichnungen von Aufgabe 38.

(1) Berechne den Cohomologiering H*(C,,).
(2) Berechne den Cohomologiering H*(C,,; Z/n).

(3) Sei G eine Gruppe. Sei R ein kommutativer Ring. Sei k > 0.
Zeige oder widerlege : Ist y € H*T1(G; R), so ist Y U x = 0.

Den Cohomologiering zu berechnen, heifle hierbei, H*(C,,) resp. H*(C,,; Z/n) fiir k > 0 zu
berechnen und Produkte fiir Z-lineare Erzeuger auszuwerten.

(Hinweise: Verwende Aufgabe 38.(1) zum Bestimmen von Z-linearen Erzeuger von H*(C,,),
verwende die Standardauflésung zum Berechnen derer Produkte, und verwende Aufga-
be 38.(2) zum Wechseln zwischen beiden Interpretationen. Ahnlich fiir H*(C,; Z/n). Bis
zu einem gewissen Punkt lassen sich (1) und (2) auch gemeinsam lsen.)

Aufgabe 42 (§2.5.2) Der ZS3-Modul M habe die Z-lineare Basis (e, e, e3) und sei mit
der Operation
T-e = ey

ausgestattet fiir 0 € S3 und i € [1, 3].

(Dieser Modul wird auch als natiirlicher ZS3-Modul bezeichnet, nicht zu verwechseln mit
dem reguliren ZS;-Modul ZSs .)

Berechne H*(S3, M) und Hy(Ss, M) fiir k > 0.
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Aufgabe 43 (§2.5.2) Sei G eine Gruppe. Sei H < G eine Untergruppe mit [G : H| < oc.
Sei R ein kommutativer Ring. Sei X ein RG-Modul. Sei Y ein RH-Modul. Sei £ > 0.
Zeige folgende Isomorphien von R-Moduln.

HY(H, (Y, X|u); R) ~ HMG, {Y1%, X); R)
Hiy(H, /Y, X]| ) R) ~ Hy(G, {Y1% X):R)
H*(H,Y ®r X|g;R) ~ HFG,Y" ®p X:R)
Hy(H,Y ®r X|g;R) ~ Hi(G,Y1" ®p X:R)

Aufgabe 44 (§2.5.4) Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Seien
L<H<KG mit [G: L] < oco. Selen X und X' zwei RG-Moduln. Sei k& > 0. Zeige,
daf3

Tr]f Tr]g
—_—
G

(Ext’};L(XJL,X'JL) Excth (X i, X)) 2 Exth (X, X'))
- (EXtIf-zL(XJLaX/JL) 2 EXt];%G(X’X/)>

Aufgabe 45 (§2.5.4) Sei n > 1. Sei m ein Teiler von n. Sei R ein kommutativer Ring.
Sei k > 0. Berechne

Tng&

H*(C,,; R) —> H*(C,; R)

und L

H*(C,,; R) Y HYCs R) .

Bestétige die Formel fiir deren Komposition. (Hinweis: Verwende Aufgabe 41.)

Aufgabe 46 (§2.5.5.1) Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe.
Sei L < H < G mit [G : L] < oo. Seien X und X’ zwei RG-Moduln. Sei k£ > 0.
Zeige, daf3

H
Tl porRE (X, X’JL))

T (5
—_

G

( TorfC (X, X") % TorfH (X |7, X' 1)
- (TOrEG<X, X'y Tk TorffL(XJL,X’JL))

Aufgabe 47 (§2.5.5.1) Sein > 1. Sei m ein Teiler von n. Sei R ein kommutativer Ring.
Sei k > 0. Berechne

Trjgz

und
Can]g

Hk(Cm,R) — k(Cn,R) .

Bestiétige die Formel fiir deren Komposition.
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Aufgabe 48 (§2.5.4, §2.5.5.1) Sei k > 0. Sei G eine Gruppe. Sei H < G eine Unter-
gruppe von endlichem Index. Sei R ein kommutativer Ring. Sei M ein RG-Modul. Zeige
oder widerlege.

Camg

(1) Esist Hy(H, M|g; R) — Ho(G, M; R) surjektiv.
Resjg

(2) Esist H¥(G, M; R) — H*(H, M|g; R) injektiv.

Aufgabe 49 (§2.5.4) Sei G eine endliche Gruppe. Wir betrachten die ZG-Moduln Z
und Q, auf denen jedes Element von G identisch operiere.

(1) Sei R ein kommutativer Ring. Sei A eine R-Algebra. Seien X, X' € Ob A-Mod.
Seien r, 1’ € R so, dafi die Multiplikation mit r resp. " einen Automorphismus
auf X resp. X’ induziert. Sei k > 0. Zeige, dafl die Multiplikation mit rr’ einen
Automorphismus auf Ext® (X, X’) induziert.

(2) Zeige, daB H¥(G, Q) = 0 fiir k > 1. (Hinweis: (1), sowie Korollar zu Transfer.)

(3) Zeige unter Verwendung der kurz exakten Sequenz Z—Q— Q/Z, daf
H*¥(G) ~ H*Y(G,Q/Z) falls k > 2, und dal HY(G) = 0.

(4) Sei A eine abelsche Gruppe, welche vermittels identischer Operation aller Elemente
von G zu einem ZG-Modul werde. Zeige, daB H' (G, A) ~ (ApGruppen)(G™, A). Zeige
so erneut, daf H'(G) = 0.

Aufgabe 50 (§2.5.5.2.1)

(1) Sei A ein Ring. Seien I und J Ideale in A. Zeige, da8
Tord(A/I,A)J) ~ (INJ)/(I-J).

(Hinweis: Die kurz exakte Sequenz J — A — A/J zeigt, daB Tor{'(A/I, A)J) ~
Kern(A/I ®4 J — A/I). Der Morphismus kurz exakter Sequenzen von
IJ—J—A/I®,4 J nach I — A— A/I zeigt dann die Behauptung.)

(2) Sei G eine Gruppe, sei R ein kommutativer Ring. Wende (1) an fiir A := RG und
I :=J := Augg., um erncut zu folgern, da H,(G; R) ~ Augg.p/Augs.p -

Aufgabe 51 (§2.5.5.2.1) Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Schreibe
I :=Augq.p.

(1) Sei M ein RG-Modul, welcher iiber R projektiv ist. Zeige, daBl Hy(G, M;R) ~
kal(G,M(gR [, R) fur k 2 2.
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(2) Sei M ein RG-Modul. Zeige, daB Hy(G, M;R) ~ Kern(I ®pe M~ M), wobei

(1 ®@m)p :=1m.

(3) Zeige, daB Hy(G; R) ~ Kern(I®#+D @i I Lo 18E-D) fiir k > 1, wobei die Tensor-
potenz mit ® := Qg zu bilden sei.

Aufgabe 52 (§2) Sei R ein Hauptidealbereich. Bezeichne proj-R die Kategorie der end-
lich erzeugten projektiven R-Moduln. Wir unterschlagen an einigen Stellen die Notation
von R als Index. Seien P € Ob C(proj-R) und M € Ob R-Mod. Sei Z(P) der Komplex
mit (Z(P))r = Zi(P) und d = 0 stets. Sei B(P) der Komplex mit (B(P))r = Bx(P) und
d = 0 stets.

(1) Wir haben eine kurz exakte Sequenz von Komplexen Z(P) — P — B(P)[1].

(2) Fiir k € Z haben wir eine exakte Sequenz

Z(P)oM  — H(P®M) — B, (P)oM

ZoA(P)©M — Hy (P@M) — BpoP)@M |
in welcher (zxd ® m)0y = x,d ® m fir x;, € P, und m € M.
(3) Fiir k € Z haben wir eine exakte Sequenz

0 — Tor; (Hy_1(P), M) — By_1(P)®M —» Zy_1(P)@M —H,_,(P)®M — 0.
(4) Fir k € Z haben wir eine split kurz exakte Sequenz
Hy(P)® M —» Hp(P® M) -+ Tor;(Hx_1(P), M) .
(5) Analog, fiir k£ € Z haben wir eine split kurz exakte Sequenz

Ext!(Hy_1(P), M) —— H*((P,M)) = (Hy(P), M) .

Aufgabe 53 (§2.5.5.2.3) Sei G eine Gruppe. Sei H < G von endlichem Index. Sei
G

g € G. Berechne das Bild von g unter G*" A fgab it dem Lemma aus §2.5.5.2.3.

(1) =8, H={((1,2,3), g =(1,2).

(2) G=8, H=1{(1,2,3,4),(1,3)), g = (1,2).
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Aufgabe 54 (§2, Aufgabe 52) Sei R ein Hauptidealbereich. Sei G eine endliche Grup-
pe mit |G| # 0 in R. Sei M ein RG-Modul, auf welchem jedes Element von G identisch

operiere. Sei k > 1. Zeige die Existenz der split kurz exakten Sequenzen in (1-4) mittels
Aufgabe 52.

(0) Sei T ein endlich erzeugter R-Torsionsmodul. Berechne, dafl

Extp(T,M) ~ T®r M
Tor® (T, M) ~ KT, M).

1) Hpa (G R) @g M — Hpya(G, M5 R) — g(Hy,

Y

2) HY(G;R) ®x M — H*Y(G,M;R) — gHF

Y

(G R), M)
(G; R), M) .
(G; R), M) .
4) H¥(G; R) 9p M — H,_1(G, M;R) — {HF1(G;R), M)

Y

(1)
(2)
(3) Hy(G;R) @ M — H"(G,M; R) — f(Hyp
(4)
(5)

5) Sei R = Z. Zeige unter Verwendung von H;(G) ~ G® erneut, dafl
H' (G, M) 2 (AbGrappen)(G™, M) ; vgl. Aufgabe 49.(4).

(6) Sei R = Z. Zeige, dal Hy(G) ~ H*(G,Q/Z) ~ H1(@Q).
Insbesondere ist H*(G) ~ G#P.

(7) Ist M ein endlich erzeugter R-Torsionsmodul, so ist Hy(G, M; R) ~ H*(G, M; R).

Aufgabe 55 (§2.5.5.3) Gibt es eine einfache Gruppe der Ordnung 306 ?

Beantworte dies mit einer Betrachtung

(1) der 3-Sylowgruppen;
(2) der 17-Sylowgruppen.

Aufgabe 56 (§2.5.5.3) Sei G eine endliche Gruppe ungerader Ordnung, deren Ordnung
Gl = 11, primpVP“G‘) die Bedingung v,(|G|) < 2 fur alle p prim erfiillt; i.e. sei G von
kubusfreier Ordnung.

Zeige, dal G auflosbar ist. Zeige genauer, dafl G eine Subnormalreihe
1 =Gy <Gy < - <Gy G =G

besitzt mit [Gz . Gifl] prlm fir ¢ c [1, ]{I], und mit [Gl . Gifl] < [Gifl . GZ',Q] fir ¢ S {2, ]C]

(Hinweis: Sind die Sylowgruppen abelsch? Sei p der kleinste Primteiler von |G|, und
betrachte den Index einer p-Sylowgruppe in ihrem Normalisator unter der Annahme, es
gebe keinen Normalteiler von Index p in G. Dann Induktion iiber |G].)
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Aufgabe 57 (§2.5.5.3) Sei p > 0 eine Primzahl. Sei K eine p'-Gruppe; i.e. eine endliche
Gruppe von Ordnung teilerfremd zu p. Sei M ein als Menge endlicher Z ) K-Modul. Es
habe M keinen Teilmodul, der als Untergruppe von Index p ist. Dann ist M% = 0.

(Hinweis: M ist eine endliche abelsche p-Gruppe. Gibt es in M x K einen Normalteiler
von Index p?)

Aufgabe 58 (§2.4, §2.5.6) Sei p > 3 eine Primzahl. Fiir unsere Zwecke ist es giinstig,
S, auf der Menge [O p — 1] operieren zu lassen.

(1) Zeige, daB P := ((0,1,...,p — 1)) eine p-Sylowgruppe von S, ist. Berechne
N :=Ng, (P).

(2) Sei allgemein G eine Gruppe, H < G eine Untergruppe und R ein kommutativer

Ring. Zeige, dal H*(G; R) IE» H*(H; R) ein Morphismus graduierter R-Algebren

ist; i.e. ein Morphismus von R-Algebren, der homogene Elemente in homogene Ele-
mente gleichen Grades abbildet.

(3) Wir verwenden die Bezeichnungen von Aufgabe 41. So etwa ist H*(P;F,) =~
F,[X,Y]/(Y?), wobei X Grad 2 und Y Grad 1 haben. Verwende diesen Isomor-
phismus als Identifikation. Bestimme "X und ™Y fiir Erzeuger n von N.

(4) Berechne den Cohomologiering H*(S,; F,) als graduierte F,-Algebra.
(5) Berechne unter Zuhilfenahme von (4) den Cohomologiering H*(S,+1 ; F,) als gradu-
ierte F,-Algebra.

(Hinweis: [3, p. 68]; Korollar aus §2.5.6 mit G = S,,).

Aufgabe 59 (§2.5.6) Sei G eine Gruppe. Seien H, K < G Untergruppen von endlichem
Index. Sei R ein kommutativer Ring. Sei M ein RK- Modul. Sei N ein RH-Modul. Zeige
oder widerlege.

(1) Esist MIZIG ~ D,e e (“M)locnnlogon als RH-Moduln.
(2) Sei K = H. Es ist M1 @z N5 ~ (M ®r N)15 als RG-Moduln.

(3) Fiir k > 0 ist TorfS (M1, N15) ~ D,c e Tora (M) ok, Nlion) als
R-Moduln.

Aufgabe 60 (§3.1) Sei (Mengen®) die Kategorie der punktierten Mengen, die als Ob-
jekte Paare (X, x) hat, wobei X eine Menge ist und x € X, und die als Morphismen

(X, z) — (X’ ") Mengenabbildungen X Iy hat, fiir die zf = 2'. Eine Sequenz
(X', 2") — i (X,z)— T (X", 2") heile exakt bei (X,z), wenn (X')f" = f"~({«"}). Wir
schreiben (X, z) =1, falls X = {z}.
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Seien A und G Gruppen. Sei G —2» (Aut(Gruppen) A)° €in Gruppenmorphismus. Es hei-
Be A = (A,p) eine G-Gruppe. Schreibe (a)(gy) = % fir a € A und g € G. Ein

G-Gruppenmorphismus ALe A st ein Gruppenmorphismus, fiir den stets (%)f =
Yaf) ist. Die Kategorie der G-Gruppen werde (G-Gruppen) geschrieben. Eine Sequenz

A Lo ALl A7 von G-Gruppenmorphismen heifit kurz exakt, falls sie als Sequenz von
Gruppenmorphismen kurz exakt ist, i.e. falls f’ injektiv, falls f” surjektiv ist, und falls

(A)f = f~({1}).
Sei HY(G,A) = ({a € A : % = afiir alle g € G}, 1).

Sei Z'(G, A) := {GiA : (gh)0 = 9h0) - (g0) fur alle g, h € G}. Darauf definieren
wir eine Aquivalenzrelation durch @ ~ 0, falls es ein a € A gibt mit g0’ = %(gd)a~
fiir alle g € G. Die Aquivalenzklasse von 0 € Z'(G, A) werde [0] geschrieben. Umge-
kehrt ist fiir a € A und 9 € Z'(G, A) die Abbildung G — A, g+ %(gd)a", wieder in

Z1(G, A). Sei G2 A, g 1.
Sei H1<G7A) = (Zl(GaA)/Nv [81])

(1) Gib Funktoren H (G, —) von (G-Gruppen) nach (Mengen*) an fiir 7 € {0,1}. Sei

A Lo AL A7 ine kurz exakte Sequenz von G-Gruppen. Gib einen Verbindungs-
morphismus d so an, daf} die Sequenz

1 — HO(G A/)H (G,f") (G A)H (Gf) (G A//) (G A/) NG, 1(G,A)H1(Gfu) Hl(G,AH)

an jeder Stelle exakt wird.

(2) Sei n > 1. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung von Korpern mit Galoisgruppe
G. Durch 7S := (s;,;07);; wenn S = (s;,)i; € GL,(L) und o € G wird GL, (L)
zu einer G-Gruppe. Zeige, da H'(G,GL,(L)) = 1 und H(G,SL, (L)) = 1. (Fiir
n = 1 ist ersteres ‘Hilbert 907, i.e. der Satz Nr. 90 in Hilberts Zahlbericht. Hinweis:
20, X.1].)

(3) Sei A € K™ symmetrisch. Sei Op(A) := {S € GL,(L) : SAS®* = A}. Auf den
symmetrischen Matrizen in K™*™ sei ~g resp. ~p, definiert durch B ~g B’ resp.
B ~p, B’ genau dann, wenn es ein S in GL,,(K) resp. in GL, (L) gibt mit B’ = SBS".
Sei die Aquivalenzklasse von B mit [B]x resp. [B]y, bezeichnet. Sei

Fibyc(A) = <{[B]K . B € K™ symmetrisch, [B];, = [A]}, [A}K>

die Faser (engl. fibre) von [A]r. Zeige, daB H'(G,OL(A)) und Fibyk(A) als punk-
tierte Mengen isomorph sind. (Hinweis: [B]g mit A = TBT" auf o+ T - T~
fiir umgekehrte Richtung gewinne mit (2) aus 0 ein U € GL,(L) und bilde auf
[U-A(U™)"k ab.)
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Aufgabe 61 (§3.1, Aufgabe 60)

(1) Sei G = Gal(C|R). Zeige, daB H (G, Oc(E,)) genau n + 1 Elemente enthiilt.
(Hinweis: Verwende den Sylvesterschen Trégheitssatz. )

(2) Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung von Kérpern mit Galoisgruppe G. Schrei-
be K* := GLi(K) etc. Auf {-1,+1} < L* operiert jedes Element von G
identisch. Zeige, daf H! (G,{—1,+1}) als punktierte Menge isomorph ist zu

(7 (o) /57, 1))

Aufgabe 62 (§3.1.2, §3.1.3) Sei G eine Gruppe. Sei N < G.

Berechne Aut(G, N)/Inn(G, N) direkt. Vergleiche mit H' (G/N,Z(N)). Ist die kurz exakte
Sequenz N C G — G/N autostarr?

(1) Seien G = S3 und N = ((1,2,3)).
(2) Seien G = S, und N = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)).
(3) Seien G = Dg = ((1,2,3,4), (1,3)) < Sqund N = ((1,2,3,4)).

(Hinweis: H'(G/N,Z(N)) aus Beispiel aus §3.1.2.)

Aufgabe 63 (§3.1.2, §3.1.3) Sei G eine Gruppe, sei M ein ZG-Modul. Schreibe H :=
M x G. Zeige, dafl jedes Komplement zu M in H von der Form Go ist fiir ein o €
Aut(H, M).

(Hinweis: Verkette die Korrespondenz von Aut(H, M) zu Z' mit der Korrespondenz von

Z' zu den Komplementen.)

Aufgabe 64 (§2.5.5.3) Sei G eine endliche Gruppe. Sei p ein Primteiler von |G|. Sei H
eine abelsche p-Sylowgruppe von N von Breite r. Sei N der Normalisator von H in G.

(1) Ist H < Z(N), so gibt es einen surjektiven Gruppenmorphismus von G auf H.
(Hinweis: Ein Lemma in §2.5.5.3.)

(2) Ist H < Z(N), soist G~ M x H fiir ein M < G. Dies ist ein Satz von BURNSIDE.

(3) Sei p der kleinste Primteiler von G. Ist r = 1, soist H < Z(N). Ist r =2 und p > 3,
so ist H < Z(N). In beiden Féllen ist H also ein Komplement in G.
(Hinweis: Warum operiert N/H in beiden Féllen trivial auf H ?)

Aufgabe 65 (§3.1.3, §3.2.1) Sei p > 0 prim.

(1) Sei M ein als Menge endlicher (additiv geschriebener) ZC,-Rechtsmodul. Es ist
HY(C,, M)| = |H*(C,,, M)] fiir alle k > 1.
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(2)

(3)

Es enthélt Aut Dg ein Element, welches in Out Dg die Ordnung 2 hat, und welches
auf Z(Dg) zur Identitdt einschrankt.

Sei N — G — H eine kurz exakte Sequenz von Gruppen. Diese definiert einen
Morphismus H — Out N. Seien N —— G — H und N - G’ "+ H zwei kurz ex-

akte Sequenzen von Gruppen, die denselben Morphismus H — Out N liefern. Diese
definieren ein Element in H2(H,Z(N)). Dieses verschwindet genau dann, wenn es

einen Isomorphismus G —f» G' mit 1 =/ und I’ = 7 gibt.

Sei P eine p-Gruppe. Ist U < P, so ist U < Np(U). Ist U eine maximale echte
Untergruppe von P, so ist U ein Normalteiler von Index p.

Sei M ein (additiv geschriebener) ZC,-Modul von Ordnung |M| = p” fiir ein r > 1
derart, daf [M : M®] = p, und derart, dal M als abelsche Gruppe nicht zyklisch
ist. Ist H*(C),, M) = 0, so ist | M| = 4.

Sei P eine nichtabelsche p-Gruppe. Zeige, daf} es ein Element in Aut P gibt, dessen
Bild in Out P die Ordnung p hat, und welches auf Z(P) zur Identitét einschrinkt.
Dies ist ein Satz von GASCHUTZ [9]. Insbesondere zeigt dieser, da§ |Out P| # 1;
genauer, dafl p ||Out P].

Hinweise zu Aufgabe 65. Wir folgen im wesentlichen SCHMID [19].

(1)
(2)

(3)

Verwende Aufgabe 38.
Vgl. Aufgabe 62.(3).

Wihle fiir beide Erweiterungen dieselbe mengentheoretische Hebung H —“+ Aut N. Wihle eine

mengentheoretische Coretraktion H G so, daf diese ¢ induziert. Analog H —+ @', Setze

HxH v 7(N)
(B) e (hR)f = ((hs)(s)((BR)S) o ((hs') (s ((HR)) ") o

wobei +~ und /= inverse partiell definierte Abbildungen seien. Zeige, dafl bei fest gewihltem ¢ die
beiden Erweiterungen f in H2(H, Z(N)) eindeutig bestimmen. Ist f nun inner via einer Abbildung
u: H—7(N), so setze (nt - hs)¥ := (hu - n) - hs'. Ist umgekehrt ein ¥ gegeben, so wihle s’
passend zu s.

Induktion nach |P|. Unterschreide die Félle Z(P) < U (verwende Induktionsvoraussetzung) und
Z(P) £ U (verwende Z(P)U < Np(U)).

Verwende Aufgabe 38, um H?(C,, M) = 0 als Gleichheit von M® zum Bild eines Differentials
zu interpretieren. Zeige, dal MC» /pM©» eindimensional ist. Folgere, da8 M©»[p] eindimensional
ist, im Gegensatz zu M [p]. Verwende ein m € M[p] ~ M [p], um auf |M| = p? zu schlieBen. Da
C, = (c) auf M/MC» aus Ordnungsgriinden trivial operiert, konnen wir mc = m + m’ mit einem
m’ € MS» schreiben. Da m unter einem Differential nicht verschwinden darf, und da wir dieses
unter Zuhilfenahme von mc = m + m’ berechnen kénnen, folgt durch Betrachtung des Resultats
dieser Rechnung schliefllich p = 2.
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Sei das Gegenteil angenommen. Sei P ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Sei @ ein Nor-
malteiler von P von Index p, welcher Z(P) enthilt. Falls moglich, wihle @ nichtabelsch. Wire
7Z2(Q) < Cp(Q), so wire P = QCp(Q), Cp(Q)/Z(Q) zyklisch, Cp(Q) abelsch, und also Cp(Q) <
Z(P), im Widerspruch zu Z(P) < Z(Q). Wire H(P/Q,Z(Q)) # 1, so gibe es nach §3.1.3 ein
a € Aut(P, Q)/ Inn(P, Q) nichttrivial, und damit auch eines von Ordnung p. Wegen Cp(Q) = Z(Q)
wére « nicht durch Konjugation mit einem Element aus P gegeben, und P wire kein Gegenbei-
spiel, Widerspruch. Mit (1) ist H?(P/Q,Z(Q)) = 1. Mit Aufgabe 49.(4) kann man Z(P) = Z(Q)
ausschlieBen.

Falls @ nichtabelsch ist, so betrachte die Operation von P auf Out @) via Konjugation mit inne-
ren Automorphismen von P, eingeschrinkt nach @. Sei U die Untergruppe von Out @, die von
Elementen reprisentiert wird, die trivial nach Z(Q) einschréinken. Wegen der Minimalitit von P
enthilt U ein Element der Ordnung p. Représentiere v € Aut @ einen nichttrivialen Fixpunkt von
P auf U. Dank H*(P/Q,Z(Q)) = 1 kénnen wir mit (3) v zu einem Automorphismus & von P
heben. Die Ordnung des Bildes von § in Out P ist durch p teilbar, also o.E. gleich p. Da ferner
S|z(py = idz(py, so dafl P kein Gegenbeispiel gewesen sein kann.

Falls @ abelsch ist, so gibt es mit §3.2.1 ein Komplement K zu @ in P. Sei R als maximale Z(P)K
enthaltende echte Untergruppe von P gewéhlt. Da R die gleichen Voraussetzungen wie @ erfiillt,
konnen wir durch Wiederholung dieser Wahl annehmen, dafl sowohl @ als auch R nichtzyklisch
ist. Es ist Q N R = Z(P), und also [Q : Q¥] = p. Dank H?(K, Q) = 1 folgt mit (5), da} |Q| = 4,
und also P ~ Dg. Mit (2) erhalten wir einen Widerspruch.

Aufgabe 66 (§3.2.1) Sei p > 3 prim.

(1)
(2)

Sein > 2. SeiacZ. Ist a’? =, 1, so ist a =pn-1 1.

n—2

Sei n > 3. Seien Cpo-1 = (¢) und C, = (d) geschrieben. Zeige, da§ ¢+ c'*P
einen Automorphismus o von Ordnung p von Cpn-1 definiert. Sei das semidirekte
Produkt Cpn-1 x4 C), via d+—— o definiert. Zeige, dal ein beliebiges semidirektes
Produkt der Form Cpn-1 x C), zu genau einer der beiden Gruppen Cpn-1 X, C), und

Cpn—1 x €, isomorph ist.

Sei n > 3. Sei P eine Gruppe von Ordnung p", die eine zyklische Untergruppe
von Index p besitzt. Zeige, dal P isomorph ist zu genau einer der Gruppen Cyn,
Cpnfl X Cp und Cpnfl Na Cp.

Sei P eine p-Gruppe, welche genau eine Untergruppe von Ordnung p besitzt. Zeige,
da3 P zyklisch ist. Dies ist ein Satz von BURNSIDE.

(Hinweis: Betrachte Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Sei @) ein Normalteiler von
Index p in P; cf. Aufgabe 65.(4). Verwende (3).)

Aufgabe 67 (§3.2.1) Sei

(*)

N —G-—H

eine kurz exakte Sequenz von Gruppen mit N und H abelsch. Es definiert diese Sequenz
eine ZH-Modulstruktur auf V. Sei diese trivial, i.e. operiere jedes Element von H als Iden-
titét auf N. Sei ferner vorausgesetzt, dafl (x) keine semidirekte Erweiterung ist (diesenfalls
wire G ~ N x H). Zeige oder widerlege.
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(1) Esist G abelsch.

(2) Es ist G nichtabelsch.

Aufgabe 68 (§2.5.5.3) Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 168.
Zeige, dal G ~ PSLy(F;) (:= SLo(¥7)/Z(SL2(F7)) ). (Hinweis: [21, 7.6].)

Aufgabe 69 (§2.5.4, §3.2.1; vgl. §3.2.2) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G ein
abelscher Normalteiler. Sei N < H < G derart, daf§ |[N| und |G : H| teilerfremd sind.

Zeige, dal N genau dann ein Komplement in G hat, wenn N ein Komplement in H hat.
Dies ist ein Theorem von GASCHUTZ.

Aufgabe 70 (§4.3)

(1) Sei R ein Ring. Sei X ein punktweise split und endlich filtrierter Komplex von
R-Moduln. Sei E = E(X) seine Spektralsequenz. Sei k& > 1. Sei

H™"(X(a/a—1)) = 0

fiir alle m € Z und alle o« € Z mit m+a € [1,k—1]. Seien o, § € Zoound 3, v € Z
mit 67! <a < B <y << att gegeben. Zeige, dafl

E(3/B/v/a)™ = 0

fals0 <m+8<m+y< k-1

(2) Seien R, S, T Ringe. Seien R-Mod L 5-Mod —% T:Mod linksexakte Funktoren.
Sei X ein (F,G)-azyklisch auflssbarer R-Modul. Sei k > 1. Sei (R*F)(X) = 0 fiir
¢ € [1,k — 1]. Dann gibt es eine exakte Sequenz

0— R*G)RF)(X) — (R¥(G o F)) (X) — (R°G)(R"F)(X) — (R*G)(R°F)(X) — (R*(G o F)) (X)

Vgl. [17, X1.§11, Ex. 3]; vgl. zweites Korollar in §4.3.

(3) Sei p > 0 prim. Sei P eine p-Gruppe. Sei M ein ZP-Modul (additiv geschrieben).
Sei |M| = p" fiir ein 7 > 0. Sei HY(P, M) = 0. Zeige, da H*(Q, M|g) = 0 fiir alle
@ < P und alle k£ > 1. Dies ist ein Satz von GAscHUTZ. Vgl. [13, III, Satz 19.5].
(Hinweis: Mit Aufgabe 65.(4) wird die Finftermsequenz anwendbar, um
HY(Q,M|g) = 0 zu zeigen. Wende dann (2) und Induktion iiber |P| an, um
H*(P, M) = 0 zu folgern.)
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Aufgabe 71 (§4.1.5) Sei R ein Ring. Sei X L.y ein Morphismus punktweise split und

endlich filtierter Komplexe von R-Moduln. Es bezeichnet E(X) B, E(Y') den induzierten

Morphismus auf den Spektralsequenzen. Schreibe a < 3 fiir o, 3 € Z, falls a < 3 oder
a=pB¢e{oo™ : ke Z}U{—oo™ : ke Z}.

Sei E(a + 1/a — 1/a/a — 2)**(f) ein Isomorphismus fiir alle o € Z und alle k € Z.

Zeige, daB E(0/8)/v/a)™(f) ein Isomorphismus ist fiir alle a, 8,7, € Zs mit
S 1<a< B<y<d<at!; cf Korollar aus §4.1.5.

(Hinweis: Verwende Fundamentalsequenz fiir eine Induktion, die zunéchst
E(v/B —1)B/a)t*(f) isomorph fir —co<a<f-1<fB<y<+oco und ke€Z
zeigt.)

Wir schreiben noch
Zfo# = {§/B)v/a € Zt* : ' <a<pf<y<s<a}.

Schreibe ' .
B(X) = B(X)| ¢ € [Z%7, R-Mod ]

fiir die Einschrinkung; analog fiir die Morphismen. Es heifie E(X) die eigentliche Spek-
tralsequenz von X.

Die Aufgabe kann also auch wie folgt formuliert werden. Zeige, dafl aus

E(a+1/a—1Ja/oa—2)"(f) Isomorphismus fiir alle « € Z und alle k € Z folgt, daB

der induzierte Morphismus auf den eigentlichen Spektralsequenzen E(X) B, E(Y) ein

Isomorphismus ist.

Aufgabe 72 (§4.3) Sei R ein Ring. FEine kurz exakte Sequenz von Komplexen
X' X 2o X7 in C(R-Mod) heiBe rein kurz ezakt, wenn in ihrer Homologiesequenz

. . . . . 1
alle Verbindungsmorphismen verschwinden. Ein Monomorphismus X' — X von Kom-
plexen heifle rein, falls er via Cokerns zu einer rein kurz exakten Sequenz ergénzbar ist.

Dual, ein Epimorphismus X L. X" von Komplexen heifle rein, falls er via Kerns zu einer
rein kurz exakten Sequenz ergénzbar ist. Ein Morphismus X — Y von Komplexen heifle
rein, wenn er Komposition von einem reinen Epimorphismus, gefolgt von einem reinen
Monomorphismus ist.

Vgl. [17, XIL11].

Um Doppelbezeichnungen mit § als Differential und als Element von Z., zu vermeiden,
schreiben wir hier vertikale Differentiale als 0; dieser Buchstabe stehe hier also nicht fiir
das Kronecker-Delta.

(1) Sei X' X P X" eine kurz exakte Sequenz von Komplexen. Zeige die Aquivalenz
folgender Aussagen.

(a) Esist X’ 1 X P+ X rein kurz exakt.
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(b) Es ist B*X’ 2% BEX 22 BEX” kurz exakt fiir alle k € Z.

k
(c) Esist ZFX 2P, 7k X" epimorph fiir alle k € Z.

(2) Sei X' — X — X" eine kurz exakte Sequenz in C(R-Mod). Sei X" azyklisch. Zeige,
da X' — X — X" rein kurz exakt ist.

(3) Sei X' '+ X ein Monomorphismus von Komplexen. Zeige, dafl ¢ genau dann rein
monomorph ist, wenn das kommutative Viereck (B*X’, X’* B*X, X*) ein Pull-

back ist fir alle k& € Z. Dual, sei X -2+ X" ein Epimorphismus von Komple-

xXen.

(X!

4) ()

Zeige, dafl p genau dann rein epimorph ist, wenn das kommutative Viereck

L BrFX, X"k=1 BFX") ein Pushout ist fiir alle k € Z.
Sei
x—t.y
L]
X/%Y/

ein kommutatives Viereck in C(R-Mod).

Ist es punktweise ein Pushout, und ist x rein monomorph, so zeige, dafl auch
y rein monomorph ist. Ist dazuhin f’ rein epimorph, so zeige, daf§ auch f rein
epimorph ist.

Ist es punktweise ein Pullback, und ist y rein epimorph, so zeige, dal auch =
rein epimorph ist. Ist dazuhin f rein monomorph, so zeige, dafl auch f’ rein
monomorph ist.

Sei
X/ - X - XN

Ao
Y,HYHY”

ein Morphismus kurz exakter Sequenzen in C(R-Mod). Sind f’ und f” rein
monomorph, so auch f. Sind f/ und f” rein epimorph, so auch f.

(5) Sei I € ObC(R-Inj) split; vgl. eingangs §4.3. Zeige, dafi der Homfunktor (—,I)
rein kurz exakte Sequenzen von Komplexen in kurz exakte Sequenzen von Moduln
iiberfithrt. Man sagt auch, I sei relativ injektiv.

Relativ injektiv, da injektiv nur relativ der rein kurz exakten Sequenzen. Injektive sind
stets relativ injektiv. Daher redet man auch nicht von “rein Injektiven”, da dies die
umgekehrte Implikation nahelegte.

(6) Sei X € C(R-Mod). Eine relativ injektive Aufliosung von X sei ein Komplex
I € CT(C(R-Mod)), welcher sich wie folgt als Aneinanderfiigung rein kurz exak-
ter Sequenzen in C(R-Mod) schreiben 148t.

X o> I 4o B'JT e+ ' 4+ B%] o~ I? 4+ B o> ...
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Ein solcher Komplex von Komplexen kann als Doppelkomplex aufgefafit werden.

Zeige, dafl eine relativ injektive Auflosung von X dasselbe ist wie eine Cartan-
Eilenberg-Auflosung von X.

Insbesondere folgt mit dem Lemma in §4.3, dal es fiir jeden Komplex
X € ObC(R-Mod) einen reinen Monomorphismus X — 1 in einen spaltenden
Komplex I € Ob C(R-Inj) gibt.

(7) Sei X' —+ X -2+ X" eine rein kurz exakte Sequenz. Sei I’ eine relativ injektive

Auflosung von X', sei I” eine relativ injektive Auflosung von X”. Zeige, dafl es
eine punktweise split kurz exakte Sequenz von Doppelkomplexen I’ — [ — " in
CT(C(R-Inj)) gibt, welche unter H ((—)*~) auf X' — X — X" abgebildet wird,
und in welcher auch I eine relativ injektive Auflosung von X ist. (Hinweis: Genauso
wie in §1.5.5.)

(8) Sei X 1LY ein Morphismus in C(R-Mod). Sei I resp. J eine relativ injektive
Auflésung von X resp. Y. Zeige, daf} es einen Morphismus I L Jin C*(C(R-Mod))
gibt mit H° (f**> = f. Es heifit f dann eine Cartan-Filenberg-Auflésung von f; cf.

(6). (Hinweis: Genauso wie fiir gewohnliche Komplexe.)

(9) Sei K(C(R-Mod)) die Homotopiekategorie der additiven Kategorie C(R-Mod); cf.
§1.5.1.

Sei KT(C(R-Mod)) € K(C(R-Mod)) die volle Teilkategorie der Komplexe mit Wer-
ten in C(R-Mod), deren Eintridge an Position i verschwinden, falls i < 0.; cf. §1.6.2.3.

Sei K+ CE(C(R-Inj)) € KT(C(R-Mod)) die volle Teilkategorie der Cartan-
Eilenberg-Auflosungen, i.e. der relativ injektiven Auflosungen; cf. (6).

Zeige, daf3 die nullte Homologie beziiglich der vertikalen Differentiale
Of(_\*,—

c(C(B-Mod)) ) (RMod)

X — HY(X*)

Of(_\*—
einen Funktor K(C(R-Mod)) ()

valenz

C(R-Mod) indugziert, welcher zu einer Aqui-

K™ “®(C(R-Inj)) M C(R-Mod)

einschriankt. (Hinweis: Wie im Satz aus §1.5.4.)

(10) Ein horizontal split azyklischer Doppelkomplex in CC(R-Mod) sei darin ein Dop-
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pelkomplex isomorph zu einem der Form

00

Ti+Li it L+l (10) . TiHLIHL i+ Li+2 —

(65) (55)

(10)
Ti,j @Ti,j—&-l R S S Tz‘,j—f—l @Ti’j+2

Ein vertikal split azyklischer Doppelkomplex in CC(R-Mod) sei darin ein Doppel-
komplex isomorph zu einem der Form

(04)

i1 @ Ti+2 o TiHLI+1 g Ti+2i+1 ——

(10) (10)

do
T @i+ (5a)

Thd 1 it L+l -

Sei CCgpaz(R-Mod) die kleinste volle additive Teilkategorie von CC(R-Mod), die
alle darin liegenden horizontal und alle vertikal split azyklischen Doppelkomplexe
enthalt. In anderen Worten, ein Objekt in CCygpa,(R-Mod) ist isomorph zu einer
direkten Summe aus einem horizontal split azyklischen und einem vertikal split
azyklischen Doppelkomplex in CC(R-Mod). Sei

KK(R-Mod) := CC(R-Mod)/CCqpa.(R-Mod)
die Homotopiekategorie der Doppelkomplexe mit Eintragen in R-Mod.

Ein Morphismus X LY in CC(R-Mod) heile ein Doppelhomotopismus, wenn er
in KK(R-Mod) einen Isomorphismus représentiert.

“Doppel” soll hierbei nur daran erinnern, daf§ f ein Morphismus von Doppelkomplexen
ist.
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(12)
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Sei I 2+ J ein Morphismus in CC(R-Mod).

(i) Zeige, daf I L genau dann iiber einen horizontal split azyklischen Dop-
pelkomplex in CC(R-Mod) faktorisiert, wenn es fiir k, { € Z Morphismen

IR JRE1 gibt fiir die hd + dh = f und 9h = h stets.

(i) Zeige, dafBl I Ny genau dann iiber einen vertikal split azyklischen Dop-
pelkomplex in CC(R-Mod) faktorisiert, wenn es fiir k, { € Z Morphismen
IRE X0 Jh=LE it fiir die xO + Oy = f und dy = xd stets.

(ili) Zeige, daB I g genau dann in KK(R-Mod) verschwindet, wenn es fiir k, ¢ €
Z Morphismen [t gt ynd R X gheLe gibt, fiir die Oh = hO, sowie
dx = xd und (hd + dh) + (x0 + dx) = 0 stets.

(Hinweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es, (i) zu zeigen. Cf. Aufgabe 16.)

Seien A, B additive Kategorien. Sei A . B ein voller und dichter additiver Funktor.
Seien M C A und N C B volle additive Teilkategorien derart, da M C N. Sei
fiir alle N € ObB ein M € Ob A existent mit FM ~ N i.e. sei die Einschrankung
von F' zu einem Funktor von M nach N dicht. Faktorisiere ferner jeder Morphismus

in A, der unter F' auf den Nullmorphismus abgebildet wird, iiber ein Objekt aus
M.

Zeige, dal der induzierte Funktor

A/M LN
eine Aquivalenz ist.
Schreibe
CC*(R-Mod) := C*(C(R-Mod))

fiir die volle Teilkategorie von CC(R-Mod) von Doppelkomplexen, die in den Zei-
lenpositionen < 0 nur Nulleintrédge haben.

Sei KK*(R-Mod) das volle Bild von CC*(R-Mod) in KK(R-Mod).

Sei KK+ “¥(R-Inj) € KK*(R-Mod) die volle Teilkategorie der Cartan-Eilenberg-
Auflésungen.

Zeige, daf die nullte Homologie beziiglich der vertikalen Differentiale

co®-Inj) ) o(RMod)

J — H(J")

0 VK, — .
einen Funktor KK(R-Inj) M K(R-Mod) induziert, welcher zu einer Aquiva-
lenz

0((_\%—
KK-P(R-In) ") K(R-Mod)
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einschrankt; cf. [7, XVIL.§1, Prop. 1.2].

Insbesondere sind zwei Cartan-Eilenberg-Auflosungen in CC(R-Inj) ein und dessel-
ben Komplexes X € Ob C(R-Mod) isomorph in KK* “F(R-Inj), oder, dquivalent
hierzu, isomorph in KK(R-Mod).

Aufgabe 73 (§4.3) Sei R ein Ring.

(1)

Sei X Lo X' ein Morphismus in C(R-Mod). Zeige, dafi es einen split azykli-

schen Komplex A in C(R-Mod) und einen Morphismus X 2+ A so gibt, daB

X Ja) X' @ A punktweise split monomorph ist. Ist X* = 0 fiir 4 < 0, so kénnen

wir A € CT(R-Mod) wéhlen. (Hinweis: Aufgabe 16.)
Sei I € Ob CT(R-Inj).

(i) Zeige, daB jeder Morphismus von einem azyklischen Komplex X in C(R-Mod)
nach I in K(R-Mod) den Nullmorphismus reprisentiert.

(i) Ist I azyklisch, so zeige, dal I split azyklisch ist.

Sei L' — L — L eine punktweise split kurz exakte Sequenz in C(R-Mod). Sei L”

split azyklisch. Zeige, dafl diese Sequenz isomorph zu
0

10) LI @ L/l Q» L/l

L/(

ist, und zwar vermittels eines Diagrammisomorphismus, der auf dem ersten und dem
dritten Term eine Identitdt stehen hat.

Sei I L+ I’ ein Quasiisomorphismus in C*(R-Inj). Zeige, daB8 f ein Homotopismus
ist. (Hinweis: Mit (1) diirfen wir annehmen, dafl f punktweise split monomorph ist.
Wende nun (2) auf den Cokern von f an, und dann (3).)

Sei
X ==Y
zl ly
X/ # Y/
ein punktweise genommener Pushout in C(R-Mod). Seien s punktweise split mo-

nomorph und quasiisomorph. Zeige, dafi dann auch s’ punktweise split monomorph
und quasiisomorph ist. (Hinweis: Trage Cokerne ein, beachte Aufgabe 18.(5).)

Sei X —»Y ein Quasiisomorphismus in C*(R-Mod). Sei X L Tein Quasiisomor-

phismus mit I € Ob C*(R-Inj). Zeige, dafl es einen Quasiisomorphismus Y’ = Iso
gibt, dafl das Dreieck
X —=Y

1A

I
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in K(R-Mod) kommutiert.
(Hinweis: Bilde Pushout und 16se diesen nochmals auf.)

Aufgabe 74 (§4.3) Sei R ein Ring. Ein Morphismus X LY in C(R-Mod) heifle zeilen-

k,*x
weiser Homotopismus, falls der Morphismus von Komplexen X** R Y*#* ein Homoto-
pismus ist fiir alle k € Z. Er heifle zeilenweiser Quasiisomorphismus, falls der Morphismus

k,*
von Komplexen X** I yhe cin Quasiisomorphismus ist fiir alle k¥ € Z. Ferner heifie
X zeilenweise split azyklisch, wenn X** split azyklisch ist fiir alle k& € Z.

Ein zeilenweiser Homotopismus ist insbesondere ein zeilenweiser Quasiisomorphismus.

Zeilenweise Homotopismen sind nicht mit Doppelhomotopismen zu verwechseln; cf.
Aufgabe 72.(10).

(1) Ist X € ObC(R-Mod) azyklisch, und J € Ob CC*(R-Inj) eine Cartan-Eilenberg-
Auflésung von X, so zeige, daf J in KK(R-Mod) isomorph zu einer zeilenweise split
azyklischen Cartan-Eilenberg-Auflosung ist. Warum geniigt es zu zeigen, daf} eine
zeilenweise split azyklische Cartan-Filenberg-Auflésung von X existiert?

(2) Sei X X" ein Quasiisomorphismus in C(R-Mod). Sei J resp. J' eine Cartan-
Eilenberg-Auflosung von X resp. X'. Sei J L7 eine Cartan-Eilenberg-Auflosung
von X LX’; cf. Aufgabe 72.(8).

Zeige, daB sich J L J" als Komposition von Doppelhomotopismen und von zeilen-
weisen Homotopismen schreiben 1a83t.

Aufgabe 75 (§4.3) Wir erinnern zunéchst an die Definition
Z#F = (5/B)rja e Tt 5T <a<f<yLi<atl).

aus Aufgabe 71.

Sei R ein Ring. Ist Y ein punktweise split und endlich filtrierter Komplex von R-Moduln,
und ist E(Y") seine Spektralsequenz, so erinnern wir an die Schreibweise

E = B(Y) = E(Y)| g € [ZF, R-Mod]

fiir die eigentliche Spektralsequenz von Y; cf. loc. cit. Analog entstehen die eigentlichen
ersten Spektralsequenzen Er und Epp eines Doppelkomplexes durch Einschrinken von yAisa

nach Z##.

Sei KK-(R-Mod) das volle Bild von CC-(R-Mod) in KK(R-Mod). Analog, sei KK"(R-Inj)
das volle Bild von CC*(R-Inj) in KK(R-Inj).
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(1) Zeige, dafl
KK“(R-Mod) = CC-(R-Mod) /(CCqpa,(R-Mod) N CC-(R-Mod)) ;
cf. Aufgabe 72.(10).

(2) Seid ' <a< B <y<I<attinZy. Zeige, daB ein zeilenweiser Quasiisomorphis-

mus X 2+ ¥ in CC-(R-Mod) unter dem Funktor E;(§//3/~v/«) einen Isomorphismus
liefert.

(3) Zeige, daB der Funktor E;, der von CC-(R-Mod) nach [Zfo#, R-Mod 1 lauft, tiber
KK"(R-Mod) faktorisiert.

(4) Zeige, dafl der Totalkomplexfunktor CC-(R-Mod) N C*(R-Mod) einen Totalkom-

plexfunktor KK“(R-Mod) LK*(R—Mod) induziert, welcher mibréuchlicherweise
denselben Namen trage.

Aufgabe 76 (§4.3) Seien R, S und T Ringe. Gegeben seien ferner linksexakte ad-

ditive Funktoren R-Mod L S-Mod -&- T:Mod . Die eigentliche Grothendieck-
Spektralsequenz Eng entstehe aus der Grothendieck-Spektralsequenz Eng durch Ein-

schrianken von Z## nach Z##.

Sei R-Mod(f, ). die volle Teilkategorie der (F,G)-azyklisch auflésbaren R-Moduln in
R-Mod.

(1) Konstruiere einen Funktor
G

R-Mod(p gpa, —&5% [Z## TMod 7,

der in sinnvoller Weise die in §4.3 beschriebene Abbildung auf den Objekten fort-
setzt, das Bilddiagramm eingeschrinkt von Z## nach Z##. Sinnvoll heife, so, daf
zumindest die nachfolgenden Teilaufgaben (3,4) losbar sind.

(2) Zeige, daB ngF(X ) bis auf Isomorphie von der Wahl der Auflésungen A und J in
§4.3 unabhéngig ist.

(3) Sei k > 0. Zeige, dafl
58t (00/ —00 o0/ —00)™* = RH(G o F)
als Funktoren von R-Modr, @)-,u. nach 7-Mod.
(4) Sei k > 0. Sei v € [0, k|. Zeige, dafl
Egp(—a+1/—a—1)-a/—a=2)" ~ (R*G)o (R"F)

als Funktoren von R-Modr, )zu. nach 1T-Mod.
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(5) Seien X und X’ zwei (F,G)-azyklisch auflosbare R-Moduln. Sei X Lo X' eine
R-lineare Abbildung, fiir welche (R¥F)(f) fiir alle k¥ > 0 isomorph ist. Zeige, dafl
(R¥(G o F))(f) ein Isomorphismus ist fiir alle k& > 0; einmal unter Zuhilfenahme
eines Spektralsequenzargumentes, und einmal direkt unter Verwendung der Kon-
struktion zu (1).

(6) Zeige oder widerlege. Seien X und X' zwei (F, G)-azyklisch auflésbare R-Moduln,

sei k > 0. Sei X L+ X' eine R-lineare Abbildung, fiir welche (R*F)(f) isomorph
ist. Dann ist (R*(G o F)))(f) ein Isomorphismus.

Aufgabe 77 (§4.3) Seien R, R', S und T Ringe. Sei R-Mod x R'-Mod L, §-Mod ein

biadditiver Funktor. Sei S-Mod G T:Mod ein additiver Funktor. Sei X € Ob R-Mod. Sei
X" € Ob R'-Mod.

Es sollen folgende Eigenschaften gelten.

(a) Esist F(—, X’) : R-Mod — S-Mod linksexakt.
(a') Esist F(X,—): R-Mod — S-Mod linksexakt.
(b) Esist G linksexakt.

(¢) Es hat X eine (F(—, X'), G)-azyklische Auflésung A € Ob C*(R-Mod).

() Es hat X’ eine (F(X, —), G)-azyklische Auflosung A’ € Ob C*(R'-Mod).
(d) Das Bild des Quasiisomorphismus Konz X — A unter F'(—, A%) ist ein Quasiiso-
morphismus fiir alle k£ > 0.

(d') Das Bild des Quasiisomorphismus Konz X’ — A’ unter F(A*, —) ist ein Quasiiso-
morphismus fiir alle & > 0.

Zeige, dafl die eigentlichen Grothendieck-Spektralsequenzen E%EXﬁ)’G(X’) und

Egl(l,X'),G(X) isomorph sind in [Zfo#, T-Mod 1.

Aufgabe 78 (§4.3) Seien R, S, S’ und T Ringe. Sei R-Mod L, StMod ein additiver

Funktor. Sei S-Mod x S“Mod G, T:Mod ein biadditiver Funktor. Sei X € Ob R-Mod. Sei
Y € Ob S-Mod. Sei B € Ob C*(S-Inj) eine injektive Auflésung von Y.

Es sollen folgende Eigenschaften gelten.

(a) Esist F' linksexakt.
(b) Esist G(Y, —) linksexakt.
(c¢) Es hat X eine (F, G(Y, —))-azyklische Auflosung A € Ob CT(R-Mod).
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(d) Esist G(B*,—) ein exakter Funktor fiir alle k& > 0.
(e) Ist I’ € Ob S’-Inj, dann ist G(—, I’) exakt.

Zeige, daf} die eigentliche Grothendieck-Spektralsequenz E%}"G(Yﬁ)(X ) und die eigentliche
erste Spektralsequenz EI(G(B, FA)) isomorph sind in [ng#, T-Mod 1.

(Hinweis: Reduziere via Aufgabe 71. Verwende in offensichtlicher Weise zu definierende
Tripelkomplexe, wie z.B. G(B, J') mit einer Cartan-Eilenberg-Auflosung J'.)

Aufgabe 79 (§4.3; cf. [5, Th. 3.4]) Seien R, S und T Ringe.

Seien R-Mod — S-Mod —“~T-Mod linksexakte additive Funktoren. Sei X € R-Mod
ein (F,G)-azyklisch auflosbarer Modul. Sei A € ObC*(R-Mod) eine (F,G)-azyklische
Auflésung von X.

Sei B € Ob CC-(S-Mod) ein Doppelkomplex mit folgenden Eigenschaften.

(a) Esist H(B*~) = FA und H*(B*~) = 0 fiir k > 1.

(b) Der durch vertikale Differentiale gegebene Morphismus B** — B*1* yon Kom-
plexen ist rein fiir alle £ > 0.

(c) Das Objekt BY(B**) ist G-azyklisch fiir alle k, ¢, > 0.
(d) Das Objekt Z‘(B**) ist G-azyklisch fiir alle k, ¢, > 0.

Zeige, daf3 die eigentliche Grothendieck-Spektralsequenz E%TG(X ) isomorph ist zur eigent-
lichen ersten Spektralsequenz Er(GB) in [Z## T-Mod 1.

(Hinweis: G fiihrt eine kurz exakte Sequenz mit G-azyklischem Kern in eine kurz exakte
Sequenz tiber.)

Wir diirfen demnach auch im zweiten Schritt der Definition der Grothendieck-
Spektralsequenz azyklische statt injektiver Moduln verwenden.

Aufgabe 80 (§4.4.2; cf. [5, Th. 3.5]) Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine endli-
che Gruppe. Sei N <G ein Normalteiler. Sei M ein RG-Gitter. Schreibe auch G := G/N
und g := gN fiir g € G.

Betrachte den Doppelkomplex D = D™~ := pa((Barg.g)- , rnv((Bargr)—, M)).
Zeige, daB die eigentliche Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralsequenz ES1, (M) isomorph
ist zur ersten eigentlichen Spektralsequenz EI(D) des Doppelkomplexes D.

(Hinweis: Aufgaben 77 und 78. Wie dies bisher auch schon Usus war, darf die entgegen-
gesetzte Kategorie einer Modulkategorie wie eine Modulkategorie behandelt werden, da
die verwendeten Argumente alle dualisierbar sind.)
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Aufgabe 81 (§4.2.3) Sei R ein Ring. Sei X € Ob CC-(R-Mod). Seine horizontalen Dif-
ferentiale schreiben wir d, seine vertikalen 6. Wir wollen die exakte Fiinftermsequenz der
ersten Filtrierung t;.X des Totalkomplexes tX von X direkt herleiten, und a posteriori die
Ubereinstimmung mit der theoretisch gegebenen Fiinftermsequenz herleiten; cf. zweites
Lemma in §4.2.3. Insbesondere wollen wir so die Abbildungen der Sequenz aus loc. cit.
repriasentantenweiseweise angeben.

Ein Element in H'HY(X—*) wir représentiert von einem Element z € X' mit zd = 0
und zd = 0.

Ein Element in H'(tX) wird représentiert von einem Element (y,z) € X% & X0 mit
(v,2) (§5-a-5) = 0.

Ein Element in H°H!(X ~*) wird repriisentiert von einem Element y € X% mit yd = 0
und yé = ud fiir ein u € X0,

Ein Element in H*H°(X —*) wir reprisentiert von einem Element z € X%*° mit zd = 0
und 2z = 0.
Ein Element in H?(tX') wird reprisentiert von einem Element (v, w, 2) € X*?@® X1 @ X20

_ d 5§ 00
mit (v,w,z)(g—g—g g) = 0.

Wir wollen wie folgt Abbildungen repriasentantenweise definieren.

HH(X—*) e 1)

r +— (0,z)

HU(tX) - HOHY(X )
(y,x) +— y
f3

HOHY(X—*) = H2HO(X )
y > —ud, wobei yd = ud

2HO(X ) % H2(tX)
z +— (0,0,2)

(1) Zeige die Wohldefiniertheit der Abbildungen fi, fo, f3 und fj.
(2) Zeige die Exaktheit der Sequenz

(+) 0 — H'HO(X—*) % H'(eX) 2 ot (x—) 2 m2HO(x—) 2% H2(6X)

an jeder Stelle.

(3) Zeige die Ubereinstimmung der Sequenz () mit der ersten Fiinftermsequenz aus
dem zweiten Lemma in §4.2.3.
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Aufgabe 82 (§2.5.3) Sei G eine Gruppe. Sei H < G eine Untergruppe von endlichem
Index; i.e. [G : H] < oo. Sei RG —~ RH eine wie in §2.5.3 definierte RH-lineare Abbil-

dung; i.e. sei fiir ein gewéhltes, die Eins enthaltendes Reprisentantensystem von F\G die
Abbildung o dadurch bestimmt, dafl alle dessen Représentanten auf 1 abgebildet werden.

Wir haben sich gegenseitig in K(RH-Mod) invertierende Morphismen von Komplexen

(BarG;R)JH = BaI'H;R

und, vermoge der Inklusion RH C+ RG,

Barg.r — (Barg.r)lm
h[o,m] — h[()’m}

Deren Komposition bezeichnen wir wieder mit (Barg.g)ly —» (Barg.z)|y. Finde ei-
ne konkrete RH-lineare Homotopie fiir 1 — «; i.e. gib RH-lineare Abbildungen

RGEm+D) X RGEMHD) fiir m > 0 so an, daf
yd+dy = 1—a : RG®™H) . pGem+1)

fiir m > 1, und
xd = 1—a : RG®' — RG®'.

Aufgabe 83 (§4.4.2) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G. Schreibe G := G/N und
g := gN fiir g € G. Sei R ein kommutativer Ring. Sei M ein RG-Gitter.

Sei ein Représentantensystem in G fiir die Nebenklassen modulo N gewihlt, welches die 1

enthalte. Wir erinnern an die diesbeziiglich definierte R/N-lineare Abbildung RG %~ RN,
welche allen Elementen dieses Représentantensystems die 1 zuordnet. Diese Abbildung
wird in den Losungen eine Rolle spielen.

Eckige Klammern um Gruppenelemente resp. um Paare von Gruppenelementen sollen in
dieser Aufgabe zur Kenntlichmachung der Argumente von 1- und 2-Cozykeln und weiterer
Abbildungen mit Werten in M dienen.

(1) Esist gy(Barg.g, M) ein Komplex von RG-Moduln; cf. Lésung zu Aufgabe 80, dor-
tiger Funktor U. Infolgedessen erhalten MY und H'(N, M) (:= H'(N, M|y)) iiber
einen Strukturtransport ebenfalls jeweils die Struktur eines RG-Moduls. Beschreibe
diese element- resp. reprisentantenweise. (Hinweis: Ein 1-Cozykel 7 sollte unter
Multiplikation mit # € G' modulo 1-Corénder auf [n]+— z - [n*]y kommen.)

(2) Es ist t(Barg.r ®r Barg,r) eine projektive Auflésung von R. Gib Isomorphismen
zwischen Barg,r nach t(Barg.p ® Barg,g) in K(RG-Mod) an, die unter Hy auf die
Identitat auf R abgebildet werden.
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(3) Wir haben den Doppelkomplex

D = D7 = R@((Bar@;R),, RN((BarG;R):,M))

wie in Aufgabe 80. Via G — G ist Barg.p auch ein Komplex von RG-Moduln.
Somit haben wir auch den Doppelkomplex

D = D77 = po((Bargp)- ®r ((Bargn)=, M) .

Zeige, daB D ~ D in CC-(R-Mod).

(4) Sei D der Doppelkomplex aus (3). Fiir die Darstellung von Elementen aus

H'H/(D~*) resp. aus H'(tD) fiir gewisse i, j > 0 verwenden wir Reprisentanten
wie in Aufgabe 81.

(i)

(iii)

Ein Element in H' (G, M) werde repriisentiert durch einen 1-Cozykel G — M,
g+ [g]y mit Werten in M™Y. Le. es gelte [n]y = 0 fiir n € N und

g [hly —[ghly +[g]ly = 0

fir g, h € G. Beachte, dafl dann auch [gn]y = [g]y + ¢ - [n]y = [g]y und
nlgly = [ngly — n[y] = [g]y fiir g € G und n € N ist.

Gib sich gegenseitig invertierende R-lineare Isomorphismen zwischen
HY(G, MY) und H'H(D~*) reprisentantenweise an.

Ein Element in H'(G, M) werde repriisentiert durch einen 1-Cozykel G M,
g [g]7. Le. es gelte
g-[hly —lghly +[gly = 0

fir g, h € G.

Gib sich gegenseitig invertierende R-lineare [somorphismen zwischen HY(G, M)
und H!(tD) reprisentantenweise an.

Ein Element in H'(N, M)% werde reprisentiert durch von G fixierten 1-Cozykel
N o M; cf. (1). Le. es gelte

n- ']y —[nn'ly +[n)y = 0
fiir n, n’ € G, ferner gebe es eine Abbildung G M , g [g]t mit

g- [y —Inly = n-[glt —[g]t

fiir alle g € G und alle n € N.
Gib sich gegenseitig invertierende R-lineare Isomorphismen zwischen

HY(N, M)% und H°H'(D~*) repriisentantenweise an.



186

(iv) Ein Element in H?*(G,M?") werde repriisentiert durch einen 2-Cozykel
G x G-~ M, (§,h) — [g, h]n mit Werten in MY Le. es gelte

g - [h, kIn —[gh, kln + [g, hkln — [g, hln = 0

fir alle g, h, k € G, und ferner [ng,n'¢’|n = [g,9'In = n - [g,¢']n fir alle
g, ¢ € Gund allen, n” € N.

Gib sich gegenseitig invertierende R-lineare Isomorphismen zwischen
H%(G, M) und H?2H®(D~*) reprisentantenweise an.

(v) Ein Element in H?*(G, M) werde reprisentiert durch einen 2-Cozykel
G x G-~ M, (g,h) — [g, h]n. Le. es gelte

g - [h, k]n — [gh, kIn + [g, hk]n —[g,hln = 0

fiir alle g, h, k € G.

Gib sich gegenseitig invertierende R-lineare [somorphismen zwischen H%(G, M)
und H?(tD) reprisentantenweise an.

(5) Verwende die Beschreibungen der Isomorphismen aus (4) fiir eine isomorphe Er-

setzung der exakten Sequenz aus Aufgabe 80.(2), um so eine représentantenweise
Beschreibung der Fiinftermsequenz

0— HY(G, MN) Lo 1i(q, M) Lo vV, MG 2@, M) 2, i
aus Aufgabe 80.(2) zu erhalten. Zeige im einzelnen folgende Abbildungsvorschriften.

(i) Zeige /
(G, MY) I "G, M)
v o (lgl—1g]7)

Dies ist, formal gesprochen, die Komposition von « mit G — G von links und
mit M . M von rechts.

(i) Zeige
HYG, M) - HY(N,M)C
Y o vl

(iii) Zeige zunéchst, daf es ein G L M mit

g’y —Inly = n-[glt —lglt = (n—1)-[g]t
und mit
[gnlt = [glt +g-[nly
fiir alle ¢ € G und alle n gibt. Zeige nun die mittels eines solchen ¢ gebildete
Vorschrift
HY(N, M) Lo w2 (@, M)
v = ([g. Pl — g W]t +[gh]t — [g]t)
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(iv) Zeige
H2(G, MY) L m2 (G, M)
n = (lg.h]— —lg, hln)

Dies ist, formal gesprochen, die negierte Komposition von n mit GxG — G'xG
von links und mit M” C_, M von rechts.

Somit haben wir eine Fiinftermsequenz wie im zweiten Korollar zu §4.4 représentantenwei-
se beschrieben. Ob dies die Beschreibung ist, die auch aus der Lyndon-Hochschild-Serre-
Spektralsequenz (also der aus der Grothendieckschen abgeleiteten) resultiert, wissen wir
nicht. Zu vermuten ist es, evtl. bis auf Vorzeichen, schon. Wir wissen aber, daf3 die hier
in Aufgabe 83 beschriebene Fiinftermsequenz zur in §4.4 beschriebenen isomorph ist, da
alle Terme zur jeweiligen eigentlichen Spektralsequenz gehoren (vgl. Aufgabe 71, §4.2.3,
§4.2.1.3), und wir somit Aufgabe 80 anwenden kénnen. Das ausstehende Problem ist, die
Kompatibilitit des Isomorphismus aus Aufgabe 80 mit den interpretierenden Isomorphis-
men von den Spektralsequenztermen zu den 5 Cohomologiegruppen iiberpriifen zu miissen.
Dazu miifite der Isomorphismus aus Aufgabe 80 auf den involvierten Spektralsequenztermen
elementweise nachvollzogen werden.

Aufgabe 84 (§4.4.2) Sei G eine Gruppe, nicht notwendig endlich. Sei N < G. Schreibe

G =

(1)

G/N und g := gN fiir g € G. Sei R ein kommutativer Ring.

Zeige, dafl der Funktor

RG-Mod -~ RG-Mod
X — XV
rechtsadjungiert zu _
RG-Mod -~ RG-Mod
Y — Y

ist, wobei ein RG-Modul Y via G — G als RG-Modul aufgefait werde.

Verifiziere ferner, daB F exakt ist.

Seien S und 7' Ringe. Seien

U
SMod — T-Mod
%

Funktoren mit V' - U, d.h. V linksadjungiert zu U; und mit V' exakt. Sei I ein
injektiver S-Modul. Zeige, dafl U ein injektiver T-Modul ist.

Sei F wie in (1) und F’ := (—)¢ : RG-Mod — R-Mod. Sei X ein beliebiger RG-
Modul. Zeige, daBB X ein (F, F’)-azyklisch auflésbarer Modul ist. Zeige genauer, daf3
jede injektive Auflosung von X eine (F, F')-azyklische Auflosung ist.
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Aufgabe 85 (§4.4.2) Sei G eine endliche Gruppe. Sei N < G. Schreibe G := G/N
und g := ¢gN fiir ¢ € G. Sei R ein kommutativer Ring. Sei M ein RG-Gitter. Schreibe

RG-Mod -2+ RG-Mod, X — X~ und RG -~ R-Mod, Y — Y©.
Sind X und Y zwei RG-Moduln, so ist auf gy X,Y) durch (z)(g - f) = g((g72)f)

fir f € pM(X,Y), 5§ € G und z € X eine RG-Modulstruktur definiert; cf. Losung zu
Aufgabe 80.

(1) Sei X ein RG-Modul. Zeige, dal X~ und gn(R, X) als RG-Moduln isomorph sind.

(2) Seien A und A’ zwei F-azyklische Auflosungen von M. Zeige, dal grnp(R,A)
und gy(R, A') in K(RG-Mod) isomorph sind. Insbesondere kann der RG-Modul
HY(N, M) bis auf Isomorphie mit einer beliebig gew#hlten F-azyklischen Auflosung
berechnet werden; cf. §4.4.2.

(3) Sei I eine injektive Auflosung von M. Sei P eine projektive Auflésung von R. Zeige,
daf} es Quasiisomorphismen

RN(P7M) D tRN(Pal) - RN(RaI)
von Komplexen von RG-Moduln gibt.

Aufgabe 86 (§4.4.2) Sein > 1. Sei m ein Teiler von n. Schreibe n = m-d. Sei C,, = (c).
Dann ist darin C,, = (c?) eine Untergruppe. Schreibe ¢ := ¢C,,. Es ist C; = (¢) ein
Quotient von C, .

(1) Sei k > 0. Berechne H*(C,,) als ZCy-Modul. (Hinweis: Verwende Aufgabe 45.)
(2) Berechne H°(Cy,H?*(C,,)), HY(Cy, H(C,,)) und H?*(Cy, H(C,y,)).

(3) Sei E = Egl'%, (Z) die zugehérige Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralsequenz. Zei-
ge vermittels der Uberlegungen im ersten Beispiel von §4.4.2 und mittels (2), daB

E(oo/—=1//0/—00)™ =~ HC4,H*C,))
E(oo/—2)/—1/—0)™ ~ HY(Cy,HY(C,))
E(oo/—=3)/—2/—0)™ ~ H2(Cy,H(C,)) .

(4) Bestitige die Resultate in (2) und (3) vermittels einer direkten Berechnung der
Terme von E unter Zuhilfenahme eines geeigneten Doppelkomplexes.
(Hinweis: Aufgabe 80, Aufgabe 83.(3), periodische Auflésungen. Matrixrechnungen
pars pro toto fiir d = 3 durchfiihren.)

Aufgabe 87 (§1.6.1) Sei R ein Ring. Betrachte die Funktoren
[A;, R-Modl — R-Mod

Kern

(X—Y) +— Kemn(X—Y)

(X —Y) " Cokern(X —Y).
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1) Zeige, dafl LA, R-Mod 1 dquivalent zu (gg)—Mod ist. (Hinweis: Vgl. Aufgabe 23.)

2) Beschreibe die injektiven Objekte in LA, R-Mod 1.

(1)
(2)
(3) Zeige, dafl Kern linksexakt ist. Bestimme R Kern.
(4) Bestimme R’ Kern fiir i > 2.

(5)

5) Zeige, daB R! Kern ~ Cokern.

Aufgabe 88 (§4.1.3.4) Sei R ein Ring. Sei X ein punktweise split und endlich filtrierter
Komplex von R-Moduln. Sei E = E(X) seine Spektralsequenz. Sei r > 1.

(1) Schreibe D% := E(—i/—o00//—i—r+1/—00)*. Sei das r-te Masseydreieck gegeben
durch das Diagramm
Did . Di-Litl _, Ritr-2j-r+2 | pitr-li-r+2 | [i+tr—2j-r+3
wobei die Morphismen aus E stammen.

Zeige, dafl das Masseydreieck als azyklischer Komplex aufgefafit werden kann.

Zeige, dal das Bild von D/ — Di~19+! darin gleich D!717*! ist.

(2) Schreibe D/ := E(co/—i—1//oo/—i—r)t*. Sei das r-te alternative Masseydreieck
gegeben durch das Diagramm

Df;j D:’,—l,j—&-l Ei—l—r—l,j—r—&—Z D:Lﬂ-i—r—Lj—r—i—Q D:’ﬂ+r—2,j—r+3

wobei die Morphismen aus E stammen.

Zeige, daf} das alternative Masseydreieck als azyklischer Komplex aufgefafit werden
kann.

Zeige, dal das Bild von D/ —» Di~19+! darin gleich D17+ ist.

Aufgabe 89 (§4.1.3.4) Sei R ein Ring. Sei X ein punktweise split und endlich filtrierter
Komplex von R-Moduln. Sei E = E(X) seine Spektralsequenz. Seien

I <a< <P <y <i<at!
in Z., gegeben. Zeige, da das kommutative Viereck

B/ /) —=E(6/8/' /)

| |

E(6/8' v/ ) —=E(6/8' [ )

welches aus Morphismen aus E besteht, sowohl Pullback als auch Pushout ist.
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Aufgabe 90 (§4.2.3)

(1) Sei R ein Ring. Sei P € Ob C™(R-Proj). Sei M € Ob R-Mod. Zeige, dafl es eine
Spektralsequenz E gibt mit

E(oo/—o00//00/—00)*
E(—a+1/—a—1)/—a/—a—2)*F

HY( (P, M))
Ext? (Hy_o(P), M)

~
~

fir £ > 0 und a € [0, k.

(2) Sei R ein kommutativer Ring. Sei G eine Gruppe. Sei M € Ob R-Mod, auch als
RG-Modul mit trivialer G-Operation aufgefafit. Zeige, daf es eine Spektralsequenz
E gibt mit

E(oco/—o0 oo/ —o00)* ~ H¥G,M;R)
E(—a+1l/—a-1)—a/—a-2)"" ~ Ext%(H,_o(G;R), M)
fir k> 0 und « € [0, k].

(3) Spezialisiere (2) zu einem Hauptidealbereich R. Zeige, dafl es fiir & > 0 eine kurz
exakte Fundamentalsequenz

Ext'(Hu(G; R), M) — HF"Y(G,M;R) — rH;1(G;R), M)

gibt. Vgl. Aufgabe 54.(3).

Aufgabe 91 (§1.5.1, Aufgaben 16, 21) Sei R ein Ring.

(1) Sei X' — X —» X" eine split kurz exakte Sequenz in R-Mod. Sei Y/ —Y — Y
eine kurz exakte Sequenz in R-Mod. Sei 7 ein Morphismus der ersteren in letztere,
sei p ein Morphismus der letzteren in erstere. Sei ip = 1. Zeige, dafl X' — X — X"
split kurz exakt ist.

(2) Sei X ein azyklischer Komplex in C(R-Mod). Sei Y ein Komplex in C(R-Mod).
Seien Y —» X -2+ Y Morphismen von Komplexen mit ip = 1. Zeige, dafl Y split
azyklisch ist.

(3) Sei Y € Ob C(R-Mod). Zeige, dafl Y genau dann in K(R-Mod) isomorph zu 0 ist,
wenn Y split azyklisch ist.
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A.2 Losungen

Aufgabe 1.

o Wir wollen zeigen, daf} es sich bei C° wieder um eine Kategorie handelt.
Es ist s¢o 0i¢ce =tc 0i¢ = 1¢,, und genauso tco 0 ico = s¢ 0i¢c = lg,.

Beachte, dafi ¢o(X,Y) = (Y, X). Kurz gesagt, die entgegengesetzte Kategorie wird durch “Um-
kehren aller Morphismenrichtungen” erhalten.

Ferner ist fiir Objekte X, Y, Z von C° die Abbildung

Co(X, Y) X CO(Yv Z) — CO(X, Z)
(f ) g) S f ‘ce g
gegeben durch
C(YvX) X C(Zv Y) - C(ZaX)
f 5 9 — gcf.

h h
Es folgt fiir X —+ Y —o Z —o W in C°, ie. fiir X ~— Y ~— Z <~ W in C, die Assoziativitit

(fcog)coh = hc(gcf)
= (hcg)c
= fc(gcoh)-

1
Beachte, dafl wegen i¢co = i¢ der Morphismus Y —+ ¥ sowohl in C als auch in C° die Identitit auf
Y darstellt. Daher folgt fiir X —f> Y -2+ Zin Ce, i.e. fir X <L Y ~~ Zin C,

fcoly = 1lycf
= f7

Iy cog = g-cly
= g'

Somit ist C° eine Kategorie.

e Da C° aus C durch Vertauschen der Rolle von Start- und Zielobjekt und durch entsprechendes
Vertauschen der Kompositionsreihenfolge hervorgeht, stellt zweimaliges jeweiliges Vertauschen die
urspriingliche Kategorie wieder her. Es ist also (C°)° = C.

e Wir behaupten, dafl der Begriff des Epimorphismus dual zum Begriff des Monomorphismus ist.

Sei X I, Y in C° gegeben. Wir behaupten, dafl X I, Y in C° genau dann ein Epimorphismus

f
ist, wenn X <— Y in C ein Monomorphismus ist.

f i f i
Sei X —Y 7 T in C° gegeben, i.e. X «—Y T T in C.

Aus f ot = f -co t folgern zu kénnen, daff ¢t = t’ ist nach Definition von (-¢/) aber dquivalent
dazu, aus t-¢ f =t -¢ f folgern zu konnen, dafl ¢ = ¢’. Damit ist f in C° ein Epimorphismus genau
dann, wenn f in C ein Monomorphismus ist, wie behauptet.

e Wir behaupten, dafl der Begriff des Isomorphismus ein selbstdualer Begriff ist.

Sei X—f>Y in C° gegeben, d.h. XFfY in C. Es gibt genau dann ein Y -4+ X in €° mit

fcog=1x undg-cof:1y,WennesquiYinCeinYiXinCmitg-cf:1X und
f-c g =1y gibt — ndmlich dasselbe g.
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Wir behaupten, dafl der Begriff des initialen Objekts dual zu dem des terminalen Objekts ist.

Sei X € Cy. Es ist X genau dann initial in C°, wenn # ¢o(X,Y) =1 fiir alle Y € (C°)q ist. Wegen
(C°)o = Cp und wegen ¢o(X,Y) = (Y, X) ist dies dquivalent dazu, daBl # (Y, X) = 1 fiir alle
Y € (y ist, i.e. dazu, dafl X ein terminales Objekt in C ist.

Wir behaupten, dafl der Begriff des Nullobjekts selbstdual ist.

Sei X € Cy. Es ist nach vorstehender Uberlegung X genau dann initial und terminal in C°, wenn
es terminal und initial in C ist.

Aufgabe 2.

(1)

(2)

(5)

t
Die Aussage ist richtig. Denn sei fg = 1x, und seien T X mit tf = t'f gegeben. Dann folgt

t=tfg="tfg=1t. ¢
2
Die Aussage ist falsch. Sei z.B. C = Z-Mod, und sei (X—f>Y) = (Z/2Z — Z/4Z). Die f
t

zugrundeliegende Abbildung ist injektiv. Also folgt aus Ty X mit ¢tf = t'f, d.h. aus (m)tf =
t/
(m)t' f fir alle m € T, dal (m)t = (m)t’, und also, dafi ¢ = t’. Somit ist f monomorph. Dahingegen

ist zMod(Z/4Z,Z/2Z) = {0,1} ~ Z/27Z, und keiner der beiden Morphismen in die Gegenrichtung
ist eine Retraktion zu f. Somit ist f keine Coretraktion.

f
Die Aussage ist richtig. Sei X — Y monomorph, und gebe es ein X <~ ¥ mit gf = 1ly. Dann
ist fgf = f, und wegen f monomorph auch fg=1x.

Die Aussage ist falsch. Sei z.B. C = (Ringe), und sei (X I Y) = (Z — Q) die Inklusionsabbil-

dung, die 2z nach % schickt. Da die zugrundeliegende Abbildung injektiv ist, liegt ein Monomor-

phismus vor (vgl. das Argument zu (2)). Wir behaupten, daf} ein Epimorphismus vorliegt. Seien
t

Q H,. T zwei Ringmorphismen, und sei ft = ft’; in anderen Worten, sei t|z = t'|z. Sei ¢ € Q.

t
Wir haben zu zeigen, da8 (%)t = (%)t’. Zunéchst ist nach Voraussetzung ({)t = ({)t’, so daBl es
zu zeigen geniigt, daf ($)t = (3)t’. Nun ist aber

(Pt = (BT (DY = (DU = (Pt

Die Aussage ist richtig. Denn sei T . X mit tf = t'f gegeben. Es folgt tfg = t'fg, und wegen
fg monomorph in der Tat, dafl ¢t = ¢

Aufgabe 3.

(1)

Sei X I Y eine Abbildung von Mengen. Wir wollen fiir f folgende Implikationen zeigen.
monomorph = injektiv = Coretraktion = monomorph

Coretraktion = monomorph. Siehe 2 (1).

Monomorph = injektiv. Seien z, ' € X mit (z)f = (2’) f gegeben. Sei T = {m} eine einelemen-
tige Menge, und sei (m)t := 2 und (m)t' ;= 2'. Da (m)tf = (z)f = (@) f = (m)t'f, ist tf =t'f,
und daher ¢ = t' wegen f monomorph. Dies bedeutet aber gerade, dafl x = m(t) = (m)t’ = '.

Injektiv = Coretraktion. Sei X I, Y injektiv. Wir wollen eine Abbildung Y 2+ X konstruieren
mit fg = 1x. Sei g € X beliebig gewéhlt. Sei
vy 5 X
x  falls (z)f =y
y o { xo fallsy & (X)f.
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Sei X I, Y eine Abbildung von Mengen. Wir wollen fiir f folgende Implikationen zeigen.
epimorph = surjektiv = Retraktion = epimorph
Retraktion = epimorph. Dual zu 2 (1).

t t/
Epimorph = surjektiv. Sei Y — {0,1} dadurch erkldrt, dal (y)t = O stets. Sei Y — {0,1}
dadurch erklért, da8 (y)t’ = 0, falls y € (X)f, und (y)t’ = 1 sonst. Nun ist ft = ft’, also, wegen
f epimorph, auch ¢t = ¢/, was aber gerade besagt, dafl Y ~ (X)f = 0.

f
Surjektiv = Retraktion. Sei X — Y surjektiv. Wir wollen eine Abbildung Y’ 2+ X konstruieren
mit gf = 1y. Dazu withlen wir fiir jedes y € Y aus der nichtleeren Menge f~1({y}) ein Element
g(y) aus, unter Verwendung des Auswahlaxioms.

Ist die zugrundeliegende Abbildung injektiv, so ist der Morphismus monomorph, wie man durch

f
Einsetzen von Elementen sieht. Zu zeigen bleibt die umgekehrte Richtung. Sei also X — Y ein
Monomorphismus von R-Moduln. Wir wollen zeigen, dafl f injektiv ist. Sei K der Kern von f, sei

i 0
K — X seine Inklusion nach X, und sei K — X die Nullabbildung. Dann ist if = 0 = 0f, und
also, wegen f monomorph, ¢ =0, d.h. K = 0.

Ist die zugrundeliegende Abbildung surjektiv, so ist der Morphismus epimorph, wie man durch

Einsetzen von Elementen sieht. Zu zeigen bleibt die umgekehrte Richtung. Sei also X —f> Y ein
Epimorphismus von R-Moduln. Wir wollen zeigen, dal f surjektiv ist. Sei C' := Y/(X)f der

0
Cokern von f, sei Y s O die Restklassenabbildung, und sei Y — C' die Nullabbildung. Es ist
fn=0= f0, und also, wegen f epimorph, n =0, d.h. C' = 0.

Ist die zugrundeliegende Abbildung surjektiv, so ist der Morphismus epimorph, wie man durch
Einsetzen von Elementen sieht. Zu zeigen bleibt die umgekehrte Richtung. Wir folgen der Anleitung

in [18, p. 21, Ex. 5]. Sei G I H ein epimorpher Gruppenmorphismus. Schreibe M := (G)f fiir
sein Bild.

Ist [H : M] =1, so ist f surjektiv und wir sind fertig.

Ist [H : M] = 2, so ist M < H. Komposition von f mit der trivialen Abbildung nach H/M

und mit der Restklassenabbildung nach H/M zeigt, dal f nicht epimorph sein kann, und die
Fallvoraussetzung hat einen Widerspruch zur Folge.

Bleibt der Fall, in welchem [H : M] > 3 ist, zu betrachten. Bezeichne Sy die Gruppe der Bijek-
tionen von H auf sich, mit der Komposition op als Multiplikation von o, p € Sg.

Sei H —C>SH der Gruppenmorphismus, der h auf die Bijektion H — H, x+— xh schickt
(Cayley-Injektion).
Definieren wir nun ein o € Sy wie folgt. Seien a, b € H mit #{M,aM,bM} = 3. Setze

H - H
ba='h fir h € aM
h ab~'h fir h € bM
h fir he M ~ (MaU Mb) .

Es hat o die Ordnung 2. Sei nun H i>$H der Gruppenmorphismus, der h auf die Bijektion
o(x = zh)o schickt.

Wir behaupten, dal fc” = fc, und wegen f epimorph dann also ¢” = ¢. Sei m € M. Wir haben
zu zeigen, dafl mc” = me. Sei x € H. Wir haben zu zeigen, dal x(mc®) = x(mc). Nun aber ist

x(mc?) = zo(x——xzm)o = (xo)mo ,
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wohingegen
x(me) = xzm .

Zu zeigen ist also, dafl (xzo)m = (zm)o. Da aber z und xm in derselben Linksnebenklasse modulo
M liegen, multipliziert o dasselbe Element zu = wie zu zm von links dazu, und die beiden Elemente
stimmen in der Tat {iberein.

Nun bildet ¢ aber a € H auf (z —— za) ab, wohingegen ¢’ das Element a € H auf o(x — za)o
schickt. Die Bijektion (a)c € Sy schickt demgemifl 1y auf a, wihrend die Bijektion (a)c® € Sy
das Element 15 auf ((1g)o - a)o = (a)o = b schickt. Da a # b ist also (a)c # (a)c?, daher ¢ # ¢,
und die Fallvoraussetzung endet in einem Widerspruch.

Aufgabe 4.

(1)

(2)

(3)

“Das” terminale Objekt in (Mengen) ist durch “die” einelementige Menge {*} gegeben (es ist nur
bis auf eindeutigen Isomorphismus bestimmt), das initiale Objekt durch die leere Menge (). Da
initiales und terminales Objekt nicht isomorph sind, gibt es kein Nullobjekt.

Das initiale Objekt ist der Ring Z, da die Abbildungsvorschrift 1z —— 1 stets einen Ringmor-
phismus von Z in einen beliebigen Ring R definiert, und 1p auch das einzige mogliche Bild von
1z ist. Das terminale Objekt ist der Nullring 0 = {0} = {1}. Da initiales und terminales Objekt
nicht isomorph sind, gibt es kein Nullobjekt.

Das Nullobjekt in R-Mod ist durch den Nullmodul 0 = {0} gegeben.

Aufgabe 5.

(1)

Sei X I, R™ ein Epimorphismus in R-Mod. Wir haben fiir die Projektivitit von R eine Core-
traktion g zu f zu konstruieren. Sei z; € X gewihlt mit (z)f = e; fiir ¢ € [1,n], wobei (e;); die

Standardbasis von R™ iiber R sei. Setze (e;)g := z;. Dies definiert einen Morphismus R" e x
vermoge (D rie;)g = Y. iz, fir r; € R, und es ist wegen stets (e;)gf = (z;)f = e; auch gf = 1.

Sei V ein Vektorraum iiber k.

f
Wir haben zu zeigen, dafl jeder Epimorphismus W — V eine Retraktion ist. Sei (x;);cr eine Basis
von V. Sei (y;)ier mit y; € W derart, daf y; f = x; stets. Definiere V' Low vermoge (z;)g := y;
fiir alle ¢ € I. Dann ist wegen (z;)g9f = (y;)f = ; stets auch gf = 1, wie verlangt.
Wir haben zu zeigen, dafl jeder Monomorphismus V' — W eine Coretraktion ist. Sei (z;);er eine
Basis von V, und sei (z;f)ier U (y;)jes (Konkatenation der Tupel, das Resultat ist also indiziert
iiber T U J) eine Basiserginzung von (;f);cr. Definiere W A (x;f)g :=a; fir allei € T

und y;g := 0 fiir alle j € J. Dann ist in der Tat fg = 1.

Sei @ g, X ein Monomorphismus in R-Mod. Wir haben zu zeigen, daf3 er eine Coretraktion ist.
Wir identifizieren @ mit Qf und sehen Q C— X als Teilmodul. Betrachte die Menge

F = {Y,9) : Q€Y C X Teilmodul, ¥ - @ Morphismus mit glg = 1o}

von Faktorisierungen. Es ist F ein Poset vermége (Y, g) < (Y, ¢') genau dann, wenn Y C Y’ und
Jgly =g

Wir behaupten, dafl F zorngeordnet ist, i.e. dal jede Kette ein maximales Element enthélt. Sei I
eine totalgeordnete Menge und ((Y;, g;))ier eine Kette in F, i.e. i < ¢ impliziert (Y7, ¢;) < (Yir, gir)

stets. Wir miissen zeigen, dafl diese Kette eine obere Schranke besitzt. Sei Y := [, Y;. Sei Y’ . Q
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definiert durch yg := yg; , falls y € Y; . Das ist wohldefiniert, da zum einen ein ¢ mit y € Y; existiert,
und da zum anderen fiir y € Y; C Yy auch yg; = y(gs|y,) = ygsr ist.

Mit dem Lemma von Zorn existiert also ein maximales Element (Y, g) in F. Wir miissen zeigen, dafl
Y = X ist. Angenommen, es gebe ein x € X \Y. Wir wollen Y + Rx 2, Q mit (Y, g) < (Y+Rz,¢)
konstruieren, i.e. mit ¢’'|ly = g. Sei, unter Verwendung der Hauptidealbereichseigenschaft von R,

a € R so, daf

Ra = {reR:rzeY}.
Ist a = 0, so ist Y N Rz = 0, also Y & Rz direkt, und es existiert ein ¢’ wie verlangt, indem wir
J'ly := g und ¢'|r, := 0 setzen.

Ist a # 0, so beachten wir zunéchst, daf axz € Y, und wir also ¢ := (ax)g € Q bilden kénnen. Sei
q" € Q mit aq’ = ¢, unter Verwendung der Divisibilitdt von ). Wir behaupten, dafl

Y+Rr — Q
y+rr > yg+rq

fir y € Y und r € R wohldefiniert ist, und dann auch R-linear. Sei y+rz =y’ +r'zmity, ¢y € Y
und r, ¥’ € R. Dann ist (y —y') = (+' — r)z, und also ' — r = as fiir ein s € S. Somit wird

(yg+rd)—Wg+r'd) = (y-y)g— (" -1
= (y—v')g—asq
= (y—9y)g—sq
= (y—9)g— s((ax)g)
= ((y—vy')—sax)g
= é(y —y') = (r' = r)x)g

Somit ist Y 4+ Ra —» Q wohldefiniert, und insgesamt (Y, g) < (Y + Rz, ¢') konstruiert, im Wider-
spruch zur Maximalitédt von (Y, g).

Aufgabe 6.

(1)

Wir behaupten, dafl G x H, zusammen mit 7g : (¢, h) — g und 7y : (g, h) — h, das Produkt
GTI H von G und H darstellt.

t
Seien Gruppenmorphismen 7' S Gund T—G gegeben. Setze T G x H, x+— (xs,xt).
Dies ist ein Gruppenmorphismus, er erfiillt urg = s und ury = t, und er ist hierfiir die einzige
mogliche Wahl.

Wir konstruieren wie folgt eine Gruppe G * H, genannt das freie Produkt von G und H. Sei (F,-)
die freie Gruppe auf der Menge G LI H. Sei

GxH = F/<gl'92:gng, hi-ho = hihy : g1, g2 € G, hl,hg S H>F

Seien G — > G+xH,g+——g, H A G+ H, h+—— h, was wegen der G* H definierenden Relationen
Gruppenmorphismen sind.

Wir behaupten, dal G « H, zusammen mit ¢ und ¢y, das Coprodukt G1I H von G und H dar-

s t v
stellt. Seien dazu Gruppenmorphismen G — T und H — T gegeben. Setze zundchst FF — T,
g gs fiir g € G C F, h+— ht fiir h € H C F. Der Relator (g1g2) - g5 " - gy " mit g1, g2 € G
wird unter v definitionsgeméfl abgebildet auf

(9192)s (92 ")s (91 s
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was aber wegen s Gruppenmorphismus dasselbe ist wie

(915)(925)(g28) (grs) ™" = 1.

Genauso verfahrt man mit den anderen Relatoren, und erhilt eine Faktorisierung

(F—T) = (F— G+ H—>T)
iiber den Restklassenmorphismus F' — G x H. Es werden gigu = gu = gs und hegu = hu = ht
stets, womit tqu = s und tyu = t.

Da GU H die Gruppe F erzeugt, erzeugt das Bild von GU H in G * H die Gruppe G * H. Somit ist
ein Morphismus G * H — T schon bestimmt, wenn man ihn auf Gitg und Huy festlegt. Daraus

ergibt sich die Eindeutigkeit von G « H 7 beziiglich tqu = s und tgu = t.

Da fir G = H = Z das Produkt Z x Z abelsch, das Coprodukt Z % Z aber isomorph zu einer freien
Gruppe auf 2 Elementen und damit nichtabelsch ist, sind in diesem Fall Produkt und Coprodukt nicht
isomorph. Mithin kann (Gruppen) keine additive Kategorie sein.

Aufgabe 7

(1)

Assoziativitdt kennen wir aus der Vorlesung. Beachte, dafl wir, mangels Kenntnis der Kommu-
tativitit von (+), den Matrixkalkiil bislang nur mit der vorgeschriebenen Summandenreihenfolge
verwenden diirfen.

0
Wir wollen zeigen, dal X — Y ein neutrales Element ist. Es wird

f+0 = (£o)(1)
(110)(%)

b

Il
-

und dito 0+ f = f.

f
Zeigen wir die Kommutativitiat. Seien X —) Y gegeben. Es wird, unter Verwendung der Neutra-
litdt der O, f

rfo= oo ()
= @) (52)eH )
= (59
= f'+f.

Zeigen wir, dafl f + (—1x)f = 0. Es ist
fH(1x)f = (11)<(71{¢)f) = (11)((7}X))f =0f =0.

Es wird unter Verwendung des Matrixkalkiils

(f+Mg+9) )

(11) ) (%
= (11) f f’/’) (%)
= (fotfd fati'e) (1)
fo+fgd+fg+fg.

Es ist (End X, +) mit (1) eine abelsche Gruppe. Es ist nach Definition Kategorie (End X, -) ein
Monoid (d.h. () assoziativ, Existenz eines beidseitig neutralen Elements beziiglich (-)). SchlieSlich
gilt nach (2) das Distributivgesetz.
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Auf diese Weise treten Ringe in der Natur auf.

uv)
~

Aufgabe 8. Sei P € Ob(C projektiv. Sei P(—>X @ Y. Wir haben zu zeigen, dal X projektiv ist. Sei

f
T — X ein Epimorphismus. Wir haben zu zeigen, daf} es sich um eine Retraktion handelt.
f0

. - , . 01
Sei (‘2) = (uv) ! ie. seien (uv) (i) =1 und (i) (uv) = (é?) Nunist T®Y (—Z X ®Y ebenfalls
ein Epimorphismus (wie alle direkten Summen zweier Epimorphismen), und somit ist (6(1)) (f) eine

ab

Retraktion. Sei P Leb), TaY eine zugehorige Coretraktion, i.e. sei afs+bt = 1p. Dann ist s(afs—+bt)u L
(sa)f 2 s+ 1p-u = 1y, mithin ist sa eine Coretraktion zu f.

Aufgabe 9.
(1) Fir X I Y in C definieren wir (—, X) =) (—,Y) durch

(- f) = (X, x) 2 (x vy

X’eObC?

wobei (X', f) : s — sf schickt. Sei X’ I, Y’ gegeben. Um zu zeigen, dafl (—, f) eine Transfor-
mation ist, haben wir zu zeigen, dafl (X', £)(f',Y) = (f/, X)(Y’, f) ist. Und in der Tat werden fiir

X - X

(s)(X", N)(f,Y) (sHUSY) = f(sf)
X0 ) = () = (F's)f,

was wegen der Assoziativitdt der Komposition iibereinstimmt.

(2) Es ist e wohldefiniert, da aX : (X, X) — FX in der Tat die Identitéit 1x auf ein Element in FFX
abbildet.

Ff
Um zu zeigen, dafl d wohldefiniert ist, merken wir zunichst an, dal F X’ «<— FX in der Tat nach
FX’ abbildet. Bleibt zu zeigen, dafl das angegebene Tupel (X'd,) x’cobc eine Transformation von

(—,X) nach F ist. Sei X’ L vime vorgegeben. Es ist zu zeigen, da8 (f/, X)(d, X') = (d.Y')(F f')
ist. Wir erhalten in der Tat fiir Y/ — X

() X)(d X)) = (f's)(dX) = (O)(F(fs))
()dY)Ff) = ( = 5)) .

Zeigen wir, dafl ed = 1((_ x),r). Sei a € ((—, X), F), und sei X' N X. Wir haben zu zeigen, dafl
(f)(aX’) = (f)(d@)eX"). In der Tat wird

(Nd@)eX") = (Nldagyex)X) = (Ax)(@X)(Ff) = (Ix)(f, X)(aX') = (flaX".

Zeigen wir, dafl de = 1px. Seit € FX. Esist (d¢)e = (1x)(d:X) = (t)(Flx) = (t)1px = t.
(3) Wir wollen zeigen, da8 fiir alle X, Y € ObC die Abbildung

(XaY) - ((_aX)7<_7Y))
f S (_’f)

bijektiv ist. Mit (2) geniigt es zu zeigen, daf§ die Komposition f+— (—, f) —— (—, f)e bijektiv
ist. Und in der Tat ist (—, fle= (1x)(X, f)=1x f = f.

Wir behaupten, dafi (—, =) i.a. nicht dicht ist. Sei G % 1 eine Gruppe, aufgefafit als Kategorie
auf einem Objekt {*}. Ein Funktor F' von G nach (Mengen) korrespondiert zu einer G-Menge,
namentlich zu F'(x). Die G-Menge, die zu (—, *) korrespondiert, ist (*, ), i.e. G aufgefait als G-
Menge. Nun gibt es aber auch noch die triviale, einelementige G-Menge, welche zu dieser nicht
isomorph ist. Also ist (—, %) nicht dicht.
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Aufgabe 10.

(1) Sei F' 4G, ie.sei (F(—),=) —f» (—, G(=)) eine Isotransformation von Funktoren von C° x D nach
(Mengen). Schreibe der Ubersichtlichkeit halber ®x y := ®(X,Y"). Beachte, dafl die Transforma-

tionseigenschaft fiir X' I, XinCundY —>Y" in D gerade besagt, daf3

Ox v

p(FX,Y)

C(X7 GY)
(Ff)(—)gi if(—)(Gg)
(PX/‘Y/
p(FX")Y') —= X', GY")

kommutiert, i.e. daB fir FX —» Y stets (Ff)sg)®x: vy = f((s)Px,y)(Gyg) ist.
Fir X € ObC setzen wir ¢X = (1px)®x rx : X — GFX. Wir haben zu zeigen, da§ ¢ :=

(eX)xcobc eine Transformation ist. Sei hierzu X I X' vorgegeben. Wir haben zu zeigen, dafl
f(eX') = (eX)(GFf). In der Tat wird

feX') = f(lpx)®x/ rx
(Ff)lpx )®x rx
lpx(Ff)®x rx:
lrx)®x,rx(GFf)
eX)(GFY) .

(
=
=

(

Fiir Y € ObD setzen wir nY = (lgy)®gyy : FGY — Y. Mit dem dualen Argument zu ¢ ist
auch 7 := (nY)ycobp eine Transformation.

Nun berechnen wir fiir Y € ObD

(eGY)(GnY) (1ray)®ay,ray)(GnY)

(
= (lray(nY))®cvy
(

Dual ergibt sich auch (FeX)(nFX) = 1px fir X € ObC.
Seien nun umgekehrt ¢ und 7 mit stets (eGY)(GnY) = lgy und (FeX)(nFX) = 1px vorgegeben.

Fiir X € ObC, Y € ObD und FX —» Y in D setzen wir

(s)Pxy = (¢X)(Gs) .

Umgekehrt setzen wir fiir X L GY inC
)y = (Ft)(nY).

Wir haben zu zeigen, dafl sich ®y y und @’ ;- wechselseitig invertieren (daf} also 'y y = D),
und daB @ := (®xy)(x,v)econ(coxp) eine Transformation ist.

Zunéchst wird
(8)Pxy)Pxy = ((X)(Gs)Pyy
= (FeX)(FGs)(nY)
(FeX)(nFX)s

- S .

Dual dazu ist auch ((t)®y y)®xy = t.
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Seien nun X’ I, XinC, Y Y inDund FX —~Y in D gegeben. Wir erhalten

(F'f)sg)®xr v (eX")(GFf)(Gs)(Gy)
f(eX)(Gs)(Gy)
f((S)‘I’X,Y)(GQ) .

Fiir X € ObC und Y € ObD haben wir eine Bijektion

dxy

p(FX,)Y) —> X,GY)
s > (aX)(Gs)
da aX ein Isomorphismus ist und G voll und treu ist. Wie in der letzten Rechnung unter (1)

sieht man, dafl ® := (®x y)(x,v)cob(coxp) eine Transformation ist, denn hierfiir wurde dort nur
gebraucht, dafl € eine Transformation ist.

Wie in (1) erhalten wir nun aus ® die Einheit € mit
EX = (1FX)(I)X,FX = (CVX)(G].F)() = aX 5
fir X € Ob(C, also € = a; und
nY = (lay)®gyy

Y
fiir Y € ObD, d.h. es ist nY der wegen G voll und treu wohldefinierte Morphismus FGY 2 Y,
der unter G' nach (aGY)~! abgebildet wird. Um nun eine Formel fiir 7 zu bekommen, er-
innern wir uns an das Argument aus §1.3.2.2, wieso eine Aquivalenz voll und treu ist. Dort

findet sich allgemein als Urbild eines Morphismus GY’ N GY unter G die Komposition
-t F Y
(v’ (RSN FGY’ LA FGY o Y), und speziell als Urbild von (aGY)~! also die gesuchte Formel
nY = (BEGY) Y (FaGY) Y(BY) .

Es sind also weder ® noch das Paar (g,7n) eindeutig durch F' und G bestimmt — sie bestimmen sich
nur gegenseitig. In der Tat hdtten wir mit n = 8 anfangen konnen, und so i.a. ein anderes ¢ und ein
anderes € erhalten.

Aufgabe 11.

(1)

Sei G—f> H ein Gruppenmorphismus. Es ist G’ = {[a,b] : a,b € G) = (a"'b"1ab : a,b € G).
Somit ist G'f = ([af,bf] : a,b€ G) < ([c,d] : ¢,d € H) = H'. Dies zeigt, dafi der Morphismus

ab
Gab:G/G/ f;» H/H/:Hab

9G" = (9)fH’
ein wohldefinierter Gruppenmorphismus ist.

Wir kénnen mit 10 (1) direkt mit Einheit und Coeinheit anfangen. Wir unterschlagen die Notation
des Inklusionsfunktors.

. . . . ! .
Fiir G eine Gruppe sei €G : G — G2 die Restklassenabbildung. Ist G — H ein Gruppenmor-
phismus, so ist nach Definition von f2P

(G)(f*) = f(eH),
und somit ¢ := (¢G)Geob (Gruppen) €ine Transformation.
Sei ferner fiir A eine abelsche Gruppe nA : A — A die Identitéit, nach Identifikation von A und
A2b,
Fiir eine abelsche Gruppe A wird (¢A4)(nAd) = 14. Fiir eine beliebige Gruppe G wird

(eG)*(n(G?P)) = 1gav. Somit sind die beiden verlangten Identititen erfiillt, und (—)*" in der
Tat linksadjungiert zum Inklusionsfunktor der abelschen Gruppen in die Gruppen.
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Aufgabe 12. Wir erinnern uns, daf§ H, aufgefaflit als Kategorie, aus einem einzigen Objekt * besteht,
und aus den Morphismen (x,*) = H, mit der Komposition gegeben durch die Multiplikation.

Ein Funktor von G nach H ist ein Gruppenmorphismus G %+ H. Seien also zwei Gruppenmorphismen
a

G T H gegeben. Eine Transformation von a nach b ist ein Tupel, bestehend aus einem einzigen Element

b
h von H, derart, daf die Bedingung (ga)h = h(gb) fiir alle g € G erfiillt ist; i.e. derart, daB gb = h=(ga)h.
Ist dies erfiillt, so ist h automatisch eine Isotransformation, mit dem Inversen h~!.

Die Gruppe H operiert via H — Inn H < Aut H auf der Menge (Gruppen)(G,H) = ObLG, HI durch
Komposition von rechts. Nennen wir die Bahnen dieser H-Menge Konjugationsklassen von Morphismen,
so sind die Isoklassen in [G, H1 gerade die Konjugationsklassen.

Aufgabe 13. Wir vereinbaren, dal m € M, n € N etc., sollte dies nicht extra spezifiert sein.

(1) Sei
Mo N = Z{M x N)
' (mr,n) — (m,rn) : meM,neN, reR "’
(m+m/,n)—(m,n)—(m',n) : mm € M,neN
(m,n+n')—(m,n)—(m,n) : meM, nn €N

wobei Z{M x N) die freie abelsche Gruppe auf der Menge M x N bezeichne. Werde die Restklasse
eines Erzeugers (m,n) in M ® g N mit m ® n bezeichnet, und sei
b
M x N — M ®r N
(m , n) — m & n.

Nach Konstruktion ist b R-bilinear.

Unter m ® n darf man sich ein “noch nicht ausgewertetes Skalarprodukt” von m und n vorstellen.

Das Bild von b enthélt ein Z-lineares Erzeugendensystem von M ®@gr N, was die Eindeutigkeit

der Z-linearen Faktorisierung M ®@pr N N A einer bilinearen Abbildung M x N I, A in eine
abelsche Gruppe A sichert.

Zur Existenz. Die universelle Eigenschaft der freien abelschen Gruppe gibt eine Faktorisierung

’

(MxN-1v4) = (MxNCa Z(MxN) —~ 4).

mit einer Z-linearen Abbildung f’. Die universelle Eigenschaft des Quotienten von abelschen Grup-
pen liefert dann wegen der R-Bilinearitdt von f die gewiinschte Faktorisierung

(MxN 1o 4) = (MxN C v Z{MXN) —> M®N —» A) = (MxN —» MopN —» A) .

Diese universelle Eigenschaft von M ®r N wird folgendermafien zur Konstruktion von Z-linearen
Abbildungen aus dem Tensorprodukt verwandt. Es ist

M ®r N — A

m ® n > (m®n)g

wohldefiniert, falls g additiv in m und n ist, und falls stets (mr ® n)g = (m ® rn)g ist. Man “kennt”
das Tensorprodukt weniger iiber die Elemente, die es enthilt — Z-Linearkombinationen von Element-
artensoren der Form m @ n — als iiber diese Eigenschaft. Will man z.B. wissen, daB m @ n # m’ @ n/,
so empfiehlt es sich, eine Abbildung aus dem Tensorprodukt heraus anzugeben, fiir die sich die Bilder
dieser beiden Elementartensoren unterscheiden.
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Um zu zeigen, dal M ®gr N ein S-Rechtsmodul ist, haben wir zu zeigen, daf} fiir ein s € S die
Abbildung

M ®r N Qi M ®r N

m & n — m ® ns

wohldefiniert ist. Die Vertriglichkeitseigenschaften dieser Multiplikationsoperation ergeben sich
dann aus der R-Bilinearitét von (m,n) ——m & n.

Nun ist die fragliche Abbildung additiv in m und n, und ferner ist in der Tat mr®ns = m®r(ns) =
m ® (rn)s fiir r € R, unter Verwendung der Bimoduleigenschaft von N.

Mit “usf.” ist {ibrigens gemeint, dal man in der entsprechenden Situation auch auf der linken bzw.
auf beiden Seiten eine Moduloperation erhilt.

Wir miissen zeigen, dafl

(M ® N) ®s P — M ®p (N ®s P)
(m ® n) ® p = m & (n @ p

wohldefiniert ist. Mit einem analogen Argument sieht man dann, daf§ auch die Riickrichtung
(m®n)@p<+—m® (n®p) wohldefiniert ist; diese beiden Abbildungen invertieren sich dann
in beiden Richtungen.

Zur verlangten Wohldefiniertheit. Wir definieren zunéchst eine Abbildung

(M ®; N) x P — M ®r (N ®s P)
(m ® n , p == m ® (n ® p).

Sei p € P fixiert. Dann ist m @ n — m ® (n ® p) wohldefiniert, da additiv in m und n, und da
fir r € Rgilt, daB mr @ (n@p) =m@r(n®p) =m® (rn @ p).

Beachte, daf8 die Definition dieser Abbildung impliziert, daB (3, m; ® n;, p) auf >, m; ® (n; ® p)
abgebildet wird.

Nun ist auch die urspriinglich zu betrachtende Abbildung wohldefiniert, da diese in m ® n und in
p additiv ist, und da wir fiir s € S erhalten, dal m ® (ns ® p) = m ® (n ® sp).

Fiir eine S-lineare Abbildung X I, Y zwischen S-Linksmoduln definieren wir

N ®¢ X Yo5[ N g v

n ® x — n ® «xf.

Dies ist wohldefiniert, da additiv in n und z, und dans®@ zf =n ® s(zf) =n® (sz)f fir s € S.
Ferner ist diese Abbildung R-linear, da r(n® z) = rn @ zf —>rn @ 2 f = r(n ® xf), beidmalig
nach Definition der R-Modulstruktur.

Die Funktoreigenschaft von N ®¢ — folgt unmittelbar.

Fiir die Additivitéit dieses Funktors haben wir zu zeigen, daf} sich

(N®sbx)
N®sty
(NesX)d (N®sY)

N@s(XaY)

(N®stx N®s7y )
o s

(Nos X))o (N®sY) N®s(XaY)

gegenseitig invertieren. Es geniigt, Z-lineare Erzeuger zu betrachten.

Schicken wir (n®x,0) € (N®g X)® (N ®sY) durch beide Abbildungen, so erhalten wir zunéchst
n® (z,0), und dann wieder (n ® x,0). Analog fiir (0,n ® y).

Schicken wir umgekehrt n ® (x,0) € N ®g (X @ Y) durch beide Abbildungen, so erhalten wir
zunéchst (n ® z,0), und dann wieder n ® (z,0). Analog fiir n ® (0, y).
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Analog ist auch — ®g N : Mod-R —* Mod-S ein additiver Funktor.

Fiir einen S-Linksmodul U wird die abelsche Gruppe g(N,U) vermoge sf : n (ns)f fiir
r

s€ S und f € g(N,U) zu einem S-Linksmodul, da sf wegen (rn)(sf) = ((rn)s)f = (r(ns)f) =
r((ns)f) = r(n(sf)) in der Tat eine R-lineare Abbildung ist, und da wegen n((ss’) f) 2]

((ns)5)f = (n3)(s' f) = n(s(s')) auch (s5')f = s(s'f) ist.
Fiir die Adjunktion geniigt die Angabe von Einheit und Coeinheit.

Fiir einen S-Linksmodul X sei

eX
X - R(N7N®SX)

z > (nF—nQx).

Esist (2)(£X) R-linear, es ist e X S-linear, und es ist (¢X) g(N, N ®g f) = f(¢Y) fiir eine S-lineare
Abbildung X —» Y.

Fiir einen R-Linksmodul U sei

nU
N ®sg R(N, U) — U

n ® g > ng

Es ist nU wohldefiniert, da additiv in n» und g, und da (ns)g = n(sg) fiir s € S, und es ist nU auch
R-linear. Ferner ist (N ®g f)(nV) = (nU)f fiir eine R-lineare Abbildung U I, V.
Schlieflich werden fiir g € g(N,U)

N,U NU
M» (n——n®yg) M» (n——n®g—+ng) = g

und fiir n’ @z € N ®g X

N®gseX nNN®sX

n ®x n®@nmFH>n®r) Y nF—n®zx) = n'®@z,

und wir haben unter Verwendung von 10 (1) die Adjunktion N ® ¢ — 4 g(N, —) verifiziert.

Es ist auch moglich, und auch nicht aufwendiger, die Adjunktion direkt vermége der Definition zu
iiberpriifen. Die Bijektion ist gegeben durch

s(X, rRIN,U)) —> R(N®sX,U)
f = ez n)((=)f)) .

Die Aussage ist falsch. Seien z.B. R = Q, M = N = Q? = Q(ey,e2). Es hat wegen der
Additivitdt des Tensorproduktes aus (4) das Tensorprodukt Q? ® Q? die Q-lineare Basis
(e1 ® ey, €1 ® ea, €3 @ €1, €2 @ e3) (wozu Q? als Q-Q-Bimodul angesehen werde). Im Bild
von b liegen genau die Elemente

{(u1e1 + ugez) ® (vier + vaea) : w1, ug, v1, v2 € Q}
= {(wmvi)er ®er + (u1v2)er ® ea + (ugv1)ea @ e1 + (ugva)es @ eg @ U1, Uz, V1, V2 € Q},

so dafl wy 2e1 ® €1 + w1261 @ ea + wa 12 ® €1 + W 22 ® ex mit w; ; € Q nur im Bild von b
liegen kann, wenn w; sws 1 = wi,1w2 2 gilt. Insbesondere liegt z.B. e ®e1 +e1 ®ex +e2 @ ey
nicht im Bild von b.

Beachte, daf§ ein k-Vektorraum als k-k-Bimodul aufgefafit werden kann, und die Fragestellung
so einen Sinn erhalt.



203

Die Aussage ist richtig. O.E. ist M ~ k™ und N ~ k™ fiir gewisse m, n > 0, und somit wird
mit der Additivitét aus (4)

Krenk ~ | @ k|en| P k| ~ P k®yk .

i€[1,m] i€[1,n] i€[l,m], j€[1,m]

Beachtet man noch, dal R® M ~ M via r ® m —— rm fiir einen R-Linksmodul M, wobei
der Tensorfaktor R als R-R-Bimodul aufgefat werde, dann sieht man, dal £ ®j k ~ k, und
sich somit ein k-Vektorraum der Dimension mn ergibt, wie behauptet.

(c) Die Aussage ist falsch. Sei z.B. R = Z, seien ¢ > p > 0 Primzahlen, sei M = Z/qZ und
N = Z/pZ. Wir haben zu zeigen, dafl ein Z-linearer Erzeuger von M ® g N der Form u ® v
mit u, v € Z verschwindet.

Seien s, t € Z mit sq+ tp = 1. Es wird mit Z-Bilinearitat

uv = ((sg+tp)u) ®v = squURV+ilpuRv = squRuv+uRtpr = 0QV+u®0=0.

Aufgabe 14.

(1)

(4)

k
Da if = 0 ist, und da 4’ ein Kern ist, gibt es genau ein K — K’ mit ki’ = . Bleibt zu zeigen,
daf} k ein Isomorphismus ist.

k/
Da ' f = 0 ist, und da 7 ein Kern ist, gibt es genau ein K/ — K mit k’¢ = i’. Wir behaupten, daf3
kk' = 1k, und, symmetrisch dazu, dann auch ¥’k = 1g- ist. Da if = 0, und da ¢ ein Kern ist, gibt
es genau einen Morphismus K —+ K mit i = . Nun ist aber 1xt =4, und auch kk'c = ki/ =1,
also kk' = u = 1k.
Dual ist auch der Cokern bis auf eindeutigen Isomorphismus bestimmt, sofern existent.

t
Sei K — X ein Kern, sagen wir, von X —f> Y. Seien T % X gegeben mit ¢ = ¢'i. Dann ist
(t —t')i = 0, und also insbesondere ((¢t — t')i)f = 0. Folglich gibt es genau einen Morphismus

T —+ K mit ui = (t —t')i. Danun auch 04 = (¢t —t')i, ist t =t/ = u = 0.
Sei X —f> Y eine R-lineare Abbildung zwischen R-Moduln.

Sei Ky :=Kernf ={r € X : zf = 0} der Kern von f, und sei Ky —+ X die Inklusion. Wir

t
behaupten, daff 7 ein Kern von f ist. In der Tat, ist T — X eine R-lineare Abbildung mit ¢f = 0,
so ist das Bild von ¢ in Ky enthalten; in anderen Worten, so faktorisiert ¢ iiber i. Die Eindeutigkeit
folgt aus der Injektivitdt von 4.

Sei Cy := Cokern f = Y/Bild(f) = Y/X f, und sei Y —» Cy, y — y + X f die Restklassenabbil-

t
dung. Wir behaupten, dafl p ein Cokern von f ist. In der Tat, ist Y — T eine R-lineare Abbildung
mit ft =0, so ist t|x; = 0, und die Faktorisierung y + X f —— yt iiber p damit wohldefiniert. Die
Eindeutigkeit folgt aus der Surjektivitdt von p.

(i) Sei X I, Y ein Morphismus in A, sei K —» X sein Kern, sei Y L+ O sein Cokern, sei

X L I der Cokern von i, sei J I, Y der Kern von j, wobei alle vier als existent voraus-
gesetzt werden.
Wegen f Cokern von i und if =0 gibt es nun ein u mit fu = f. Da f epimorph ist, und da
fup = fp = 0ist, ist up = 0. Wegen f Kern von p und up = 0 gibt es nun ein w mit wf = u.
Wir konnen dieses w wie folgt selbstdual charakterisieren. Es ist fwf = fu = f. Und wegen
f epimorph und f monomorph ist w der einzige Morphismus mit fwf = f.
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Y

J

(ii) Jeder Morphismus in Z-free hat mit (3) einen Kern in Z-Mod. Nun liegt dieser Kern aber

bereits in Z-free, ist also a fortiori dort ein Kern.
Fiir den Cokern brauchen wir folgende Vorbemerkung. Sei A eine additive Kategorie. Seien

f I
X —Y und X' — Y’ Morphismen in A derart, dafl es Isomorphismen X %» X’ und
YV —ZLo Y mit zf' = yf gibt. Sei ferner angenommen, es existiere ein Cokern p zu f.

f p

X—Y ——C

IJJZ yiz
! f/ A
X ——Y

t
Dann ist y~!p ein Cokern zu f’. Denn sei Y/ — T mit f’t = 0, dann ist auch f(yt) =
zf't = 0, so daf} es ein C—>T gibt mit pu = yt, d.h. (y~!p)u = t. Die diesbeziigliche
Eindeutigkeit von u folgt aus der Epimorphie von y~'p.

(Kurz: Isomorphe Morphismen haben isomorphe Cokerne, so man Morphismen in 4 als
Objekte in [Aq, Al auffaft.)
Damit geniigt es mit dem Elementarteilersatz, Morphismen der Form D :=

diag(dy,...,dg,0,...,0) zwischen Z"™ und Z™ zu betrachten, wobei k& < min{m,n}, und
wobei d; € Z~o mit dy | d2 | -+ | dg. Wir behaupten, dazu ist
0
Em—k )

zm mek
ein Cokern. In der Tat, ist DT = 0 fiir ein T' € Z™*!, so ist T = (TO,> = (En?fk) T', was die
Existenz einer Faktorisierung zeigt. Die Eindeutigkeit folgt aus der Surjektivitét.

Der Cokern eines Morphismus in Z-free stimmt also im allgemeinen nicht mit dem Cokern des-

2
selben Morphismus in Z-Mod iiberein. So z.B. hat Z —> Z den Cokern 0 in Z-free, und den
Cokern Z/2Z in Z-Mod.

2
Nun ergibt sich der induzierte Morphismus w aus (1) fiir den Morphismus Z — Z wegen

Z
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2
zu w = (Z — Z), was kein Isomorphismus ist.

(iif) In der Bezeichnungsweise von (i) werden X L rx— X/ Kern(f), v > z+Kern(f),

und J N Y zu Bild(f) — Y, y+——y. Somit erhalten wir X/Kern(f) = Bild(f),
x4+ Kern(f) — = f wegen der Bedingung fwf = f. Nach dem Homomorphiesatz ist dies
ein Isomorphismus.

Sei X’—f>X—g>X” mit (X’—f>X—g>X”) = 0 und (XK, $XLCf) = 0 gegeben. Wir
wollen zeigen, daff Bild(f) = Kern(g) ist. Sei x € Bild(f), sei etwa x = 2/f fiir ein 2’ € X'.
Es ist dann zg = 2’/ fg = 0, also « € Kern(g). Sei umgekehrt 2 € Kern(g). Es ist zip = 0, d.h.
o+ Bild(f) = 0 + Bild(f), d.h. z € Bild(f).

Sei umgekehrt X’ I, X Lo X7 mit Bild(f) = Kern(g) gegeben. Dann erhalten wir zum einen

(X’ Tox i»X”) =0 wegen Bild(f) C Kern(g), und zum anderen (K, —x Cp) =0
wegen Bild(f) 2 Kern(g).

Aufgabe 15.

(1)

Wir wissen schon, daf es sich bei C/N um eine Kategorie handelt, wobei Morphismen représen-
tantenweise komponiert werden.

Da es von jedem gegebenen Objekt in das Nullobjekt 0 von C genau einen Morphismus in C gibt,
ist dies auch in C/N der Fall; genauso gibt es in C/N auch nur einen Morphismus aus 0 heraus in
ein gegebenes Objekt. Damit ist 0 auch ein Nullobjekt in C/N.

Seien X, Y Objekte von C/N, i.e. Objekte von C. Wir behaupten, dal X &Y, zusammen mit den
Restklassen von ¢x und ty, ein Coprodukt von (X,Y) ist. Gegeben zwei Morphismen X — T
und Y — T, so vererbt sich die Existenz des induzierten Morphismus X & Y — T aus C. Zu
zeigen ist nur die Eindeutigkeit. ( )

Mit einer Differenzbildung ist man darauf reduziert, zu zeigen, dafl ein Morphismus X @Y ——
bereits dann in C/N verschwindet, wenn ¢y (ﬁ) =u und ¢y (',f) = v in C/N verschwinden. Seien
also Faktorisierungen

(X —%T) = (X —=N—=1T)
Y —>T) = (Y—>M—>T).
mit Objekten N und M von A gegeben. Dann aber faktorisiert auch

(4) (%2) ()

(XaY ~57T) = (XaoYy —¥ NoM-~%T)

iiber das Objekt N & M von N.

Dual folgt, dal X @ Y, zusammen mit den Restklassen von wx und my, ein Produkt ist. Die
gewiinschten Kompositionen tx7x =1, txmy = 0, tymx = 0 und ty7my = 1 vererben sich von C

nach C/N.

Q
Auf diese Weise haben wir zugleich gezeigt, daf3 der Restklassenfunktor C — C/N die in der
Definition geforderten Eigenschaften (0, 1, 2) eines additiven Funktors besitzt (wobei wir uns fiir
(2) auf das duale Argument zu (1) stiitzen).

F
Sei C — D ein additiver Funktor, fiir den FN ~ 0 fiir alle N € ObA ist. Wir haben zu zeigen,
dafl

N Lop
f Ff
(X -1+v) — (FX-—>FY)
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ein wohldefinierter Funktor ist. Denn dann ist F = F o Q; und damit ist F, da @ auf den Morphis-
men surjektiv ist, auch eindeutig bestimmt. Wegen der in (1) gesehenen Konstruktion der direkten
Summe ist F' dann auch additiv.

Hierzu muf} gezeigt werden, daf verschiedene Repréasentanten desselben Morphismus dasselbe Bild
in D erhalten. Vertriglichkeit mit Komposition und Identitéiten vererbt sich dann aus C.

Wegen der Additivitédt von F' geniigt es mit Bildung einer Differenz zu zeigen, da§ ein Morphismus
der Form (X — N —Y), mit N € ObN, nach Anwendung von F' verschwindet. Nun ist aber

F(X—N—Y) = (FX— FN —FY)
und FN ~ 0 in D.

Aufgabe 16. Sei X J, Y ein Morphismus in C(A), der iiber einen split azyklischen Komplex N fakto-
risiere. Wir erhalten

o xir @ X d xi+t 4
(571 41) (s°4°) (st eit)
. @ T lpT? @ Ti@Ti“(ﬂ T+l pTi+2? @)
(u7) (%) (u5)
d d d d

Yi—l Y’L Yi+1

Insbesondere sind ds* = ¢t~ ! und u* = v*~1d stets. Sei h? := stvi~ ! : X* — Y~ fiir 4 € Z. Es wird

sivi=1d 4+ dsitly
stut + thot

Sei nun umgekehrt X L Y ein nullhomotoper Morphismus in C(A), sei also f* = hid+dh**! stets. Wir

hid 4+ dhi*!

konnen X I, Y wie folgt faktorisieren.

L4 xit d Xi d i+l __d
(1d) (1d) (1d)
.@Xifl@Xi @X@X”l @X”“@Xi”&u.
(") (i) ()
oty d yi d yitl __d
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Aufgabe 17.

(1)

f
Sei G rechtsadjungiert zu F', F 4 G. Sei Y 2. C ein Cokern von X — Y in R-Mod. Wir wollen
F F t
zeigen, dafl FY 4 FCYy ein Cokern von F'X LN FY in S-Mod ist. Sei hierzu FY — T mit
(Ff)t =0 gegeben.
Es werde die Adjunktionsbijektion stets

S(FU,V) —» {U,GV)

geschrieben. Beachte, dafl ® ein Morphismus abelscher Gruppen ist, wie man anhand von Einheit
und Coeinheit und der Additivitdt von F' erkennt. In der Tat ist, in den Bezeichnungen von

Aufgabe 10, w®~! = (Fw)(nV) fiir einen Morphismus U —+ GV. Und da &~ ein Morphismus
ist, gilt das auch fir ®.

Es ist f(t®) = (Ff)t)® = 0& = 0. Also gibt es ein Cfi»GT mit pu = t®. Es wird
(Fp)(u®~!) = (pu)®~! = t. Fiir die universelle Eigenschaft des Cokerns bleibt die Eindeu-
tigkeit zu zeigen. Es geniigt zu zeigen, dal Fp epimorph ist. Sei (Fp)s = 0. Dann ist auch
p(s®) = ((Fp)s)® = 0, und also wegen p epimorph auch s® = 0, und folglich s = 0.

Somit ist gezeigt, dafl aus F' rechtsexakt ist, falls F' linksadjungiert ist.
Mit den dualen Argumenten sieht man, dafl F' linksexakt ist, falls F' rechtsadjungiert ist.

f
Wir wollen zeigen, dafi p(—, M) linksexakt ist. Sei X — Y ein Morphismus in R-Mod, und

M
sei Y —» Cy ein Cokern von f. Wir miissen zeigen, daf (Y, M) 20 (C¢, M) ein Kern von
M
x, 00 L2 v s

Es ist (p, M) injektiv, da p epimorph ist. Gehen wir elementweise vor, und zeigen, daf} ein Ele-
ment, welches von (f, M) annulliert wird, bereits im Bild von (p, M) liegt. Sei also Y’ s M ein

Morphismus mit m(f,M) = fm = 0. Dann gibt es wegen p Cokern zu f ein Cy 2 M mit
m =pm’ =m/(p, M), wie zu zeigen.

Es ist z(Z/2Z, —) rechtsadjungiert zu Z/27Z ®z —.

2 1
Die kurz exakte Sequenz Z — Z — Z /27 wird unter z(Z/2Z,—) zu 0 — 0 — Z/27Z, das
Bild des Cokerns ist also kein Cokern des Bildes. Somit ist der Funktor z(Z/2Z, —) nicht exakt.

2 1 0 1
Die kurz exakte Sequenz Z — Z — Z /27 wird unter Z/2Z®z — zu Z/2Z — Z/2Z — Z./27Z,
das Bild des Kerns ist also kein Kern des Bildes. Somit ist der Funktor Z/2Z ®z — nicht exakt.

Aufgabe 18.

(1)

Sei
X' = Kemn (/) = {(mn)eXaY : mf=ny} C XaY'.

Es ist X’ ein R-Teilmodul von X @ Y’. Seien

X — X
(m,n) +——> m
X/ i» Y/

(m,n) > n

erklirt. Dann ist in der Tat zf = f'y.



208

Uberpriifen wir die universelle Eigenschaft. Seien T % X und T—> Y’ mit u f = vy gegeben.

Dann kénnen wir
w

T — X
t —  (tu,tv)

setzen, was wegen (tu)f = (tv)y wohldefiniert ist, und erhalten wz = u und wf’ = v. Zu zeigen
bleibt die Eindeutigkeit von w. Nach Bilden einer Differenz geniigt es zu zeigen, daf§ aus wx = 0
und wf’ = 0 folgt, dafl w = 0. Sei t € T. Ist twf’ = 0 und twz = 0, so bedeutet dies gerade, dafl
die beiden Eintrdge im Tupel tw verschwinden, wie zu zeigen.

Man kann hierzu auch die universelle Eigenschaft des Kerns heranziehen.

Die Eindeutigkeit des Pullbacks bis auf eindeutige Isomorphie zeigt sich wie folgt. Sei X’ ein
konkurrierender Pullback. Dann gibt es einen Morphismus von X "nach X’ und einen Morphismus
von X’ nach X', beide kompatibel mit den beiden jeweiligen Morphismen nach X und nach Y’. Die
Komposition X’ — X’ — X’ ist also ebenfalls kompatibel mit den beiden Morphismen nach
X und nach Y’, daher in Konkurrenz zur Identitit, und folglich gleich der Identitéit. Dito die
Komposition X' — X' — X',

Sei f monomorph. Wir haben zu zeigen, dafl f/ monomorph ist. Sei (m,n) € X' mit (m,n)f’ =n =
0. Dann ist mf = ny = Oy = 0, und also m = 0 wegen f monomorph. Insgesamt ist (m,n) = (0,0),
wie zu zeigen.

Man hétte hierfiir auch direkt mit der Definition der Monomorphie argumentieren kénnen.

Sei f epimorph. Wir wollen zeigen, dafl f’ epimorph ist. Sei n € Y’ vorgegeben. Wir miissen ein
m € X so finden, dal (m,n) € X', da dann in der Tat (m,n)f’ = n ist. Wir miissen also ein
m € X so finden, dal mf = ny. Dies ist wegen f epimorph aber mdoglich.

k
Wir wollen zeigen, da8 die Einschrénkung von z auf einen Morphismus Ky — K ein Isomor-
phismus ist. Es ist

Ky = {(mn) e XY : mf=ny, (mn)f'=n=0} = {(m,0)e XY : mf=0}.

Die Einschrankung von x projiziert nun (m,0) auf m. Ein inverser Isomorphismus Ky — K/
kann durch m —— (m,0) angegeben werden.

Wir wollen zeigen, dafl der von y auf Cy s Cy induzierte Morphismus monomorph ist. Sei
n+ X'f € Cy mit ny + Xf = 0 gegeben. Wir miissen zeigen, da n + X' f’ = 0 ist. Sei also
ny = mf fiir ein m € X. Dann ist (n,m) € X’, und insbesondere (n,m)f’ =m, wasn+ X'f' =0
nach sich zieht.

Hieraus folgt nun iibrigens auch nochmals (2).

Sei nun umgekehrt ein kommutatives Viereck

X/L>Y/

1"

X4f>Y

mit einem induzierten Isomorphismus K 7 — Ky und einem induzierten Monomorphismus
Cyr — Cy gegeben.

Mit der universellen Eigenschaft des Pullbacks erhalten wir ein kommutatives Dreieck
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Der induzierte Morphismus von K [ e Ky ist ein Isomorphismus, da sich komponiert mit dem
Isomorphismus K¢ — K¢ der Isomorphismus K Ky ergibt, wie man nach Kiirzen des

Monomorphismus Ky —+ X erkennt.

Der induzierte Morphismus auf den Bildern von f "und f', I e I, ist der induzierte Morphis-
mus auf den horizontalen Kernen des kommutativen Vierecks

X/ *>sz

|

X/*>Cf/ .

Konnen wir zeigen, daf3 Cf, — C} isomorph ist, so folgt daher auch I j» — Iy isomorph.

Esist C [ e Cy+ epimorph, da er als zweiter zu einem Epimorphismus X’ — C'y» komponiert. Er
ist auch ein Monomorphismus, da er als erster zu einem Monomorphismus C e C'y komponiert,
wie man nach Kiirzen des Epimorphismus X — C 7 erkennt. Zusammen ist C [ ns C'yr isomorph

Somit haben wir einen Morphismus kurz exakter Sequenzen

Mit Aufgabe 20.(2) ist also auch der induzierte Morphismus X’ —» X' ein Isomorphismus. Insbe-
sondere ist auch das kommutative Viereck (X', Y', X, Y) ein Pullback.

f
Sei g(P, —) exakt. Sei X —+ P ein Epimorphismus. Wir miissen zeigen, dafi f eine Retraktion ist.
Nun ist (P, —) exakt, transformiert also insbesondere die kurz exakte Sequenz

f
Kf —> X > P

in eine kurz exakte Sequenz

(P.f)
(P,Ky) - (P,X) + (P,P).
Speziell ist (P, f) surjektiv. Sei y € (P, X) mit y(P, f) = 1p. Das aber heifit gerade, dafl yf = 1p,
wie verlangt.
Sei umgekehrt P projektiv. Es ist zu zeigen, dafl (P, —) kurz exakte Sequenzen in kurz exakte
Sequenzen abbildet. Denn dann bringt er insbesondere Monomorphismen in Monomorphismen

und Epimorphismen in Epimorphismen. Damit folgt jeweils durch Einsetzen des Bildes, daf} er
auch Kerne und Cokerne bewahrt.

Mit 17 (1) bildet (P, —) kurz exakte Sequenzen in Sequenzen ab, deren linker Morphismus Kern
des rechten ist. Es bleibt also zu zeigen, dal (P, —) Epimorphismen auf Epimorphismen abbildet.

f
Sei also X —+Y ein Epimorphismus, und sei y € (P,Y). Zu zeigen ist, daf es ein h € (P, X) mit
h(P, f) = hf =y gibt.

P
|
.
{.y

X ——
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Wir bilden unter Beachtung von (2) den Pullback.

X/

Fo

P
iy
Y
Wegen P projektiv gibt es also einen Morphismus P 2 X mit ¢ f = 1p. Mit h := ¢’z wird
hf=gzf =g f'y=1y wie verlangt.

X

Uberall, wo mit Elementen argumentiert wurde, kénnen wir die Argumente nicht einfach dualisie-
ren.

Die Konstruktion des Pullbacks benutzte nur eine direkte Summe und einen Kern, ist also duali-
sierbar.

Wir wollen sie trotzdem angeben, dual zu (1). Sei ein Diagramm

X/ L_ YI
X

in R-Mod gegeben. Wir setzen
Y = Cokern(z —f') .

Seien
f (10) ) ,
(X—Y) = (X—X&Y — Cokern(=z —f))
01
v -Ly) = v xey — Cokem (s -1)).

f
In anderen Worten, es bezeichne X M» Y die Restklassenabbildung in den Cokern.
Dann ist xf = f'y, da ein Element m’ € X’ unter xf — f'y auf
m'zf —m'f'ly = (m'z,0) = (0,m f)+Im(z ') = m' (2 —f')+Im(z —f') = 0+Im (= —f)

abgebildet wird. Wir erhalten also ein kommutatives Rechteck

—f+—>P
!
_
—

f

X/
X

in welchem der Haken rechts unten den Pushout andeutet.
Zeigen wir die universelle Eigenschaft, diesesmal unter Verwendung des Cokerns. Seien Morphismen

X —> T und Y/ — T mit zu = f'v gegeben. Dann ist (= —f') () = 0, und also gibt es eine

eindeutige Faktorisierung (’,f) = (5) w. Die Charakterisierung iiber diese Kommutativitét bedeutet
aber gerade die Charakterisierung iiber die beiden verlangten Kommutativititen fw = wu und

yw = v. Damit sind Existenz und Eindeutigkeit gesichert.
Die Eindeutigkeit des Pushouts bis auf eindeutige Isomorphie zeigt dual zu der des Pullbacks.

Dual zu (2) wollen wir nun zeigen, dafy f* epimorph f epimorph impliziert. Wir argumentieren im
Unterschied zu oben einmal nicht mit Elementen. Sei also ft = 0. Wir miissen zeigen, dafl ¢ = 0.
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Nun folgt aber aus f'yt = zft = 0 wegen f’ epimorph, dafl yt = 0. Da sowohl yt = 0 = y0 und
ft =0 = 0t, folgt mit der Eindeutigkeit des durch den Pushout Induzierten, dafl t = 0.

Ebenfalls dual zu (2) wollen wir nun zeigen, daf§ f’ monomorph f monomorph impliziert. Seim € X
mit mf = 0 gegeben. Le. sei (m,0) € Im (= ). Sei also m’ € X’ derart, da} (m/z, —m/f’) =
(m,0). Dann aber ist m’ f’ = 0, was wegen f’ monomorph impliziert, dafl m’ = 0, woraus schliellich
m =m/z = 0 folgt.

Dual zu (3) wollen wir zeigen, dafl der auf den Cokernen induzierte Morphismus Cy — C ein
Isomorphismus ist. Dazu geben wir einen Umkehrmorphismus an, ndmlich

Cr = XoY'/(Im(z )+ X) — Y'/Imf' = Cp
(m,n) +— n'.

Fiir die Wohldefiniertheit miissen wir zeigen, dafl Im (= —f')+ X unter dieser reprisentantenweisen
Definition verschwindet. Fiir X trifft dies zu. Fiir (m/z, —m/f’) fiir ein m’ € X’ ist ebenfalls das
Bild m/f" € Im f’, und damit Null.

Wir haben den Morphismus (0,n') <— n’ zu invertieren, der uns in umgekehrter Richtung vorge-
geben ist. In der Tat ist (m,n’) = n'+— (0,n’), und die Differenz (m,0) ist in X, verschwindet
also. Die andere Komposition ist n' — (0,n’) — n’, und damit ebenfalls die Identitt.
Ebenfalls dual zu (3) wollen wir zeigen, dafi auf den Kernen ein Epimorphismus Ky — K
induziert wird. Sei also m € X mit mf’ = 0, i.e. mit (m,0) = (m'z,—m/f’) fiir ein m’ € X’
gegeben. Dann ist m’z = m, und m/f’ = 0, i.e. m’ € Ky, und wir haben ein Urbild von m in K
gefunden.

Die abschliefende Aussage von (3) dualisiert sich dazu, dafl ein kommutatives Viereck, welches
auf den horizontalen Kernen einen induzierten Epimorphismus und auf den horizontalen Cokernen
einen Monomorphismus hat, bereits ein Pushout ist. Dies wurde elementfrei gezeigt, so dafl sich
auch der Beweis dualisiert.

Auch in (4) wurden nur dualisierbare Argumente angefiihrt, also ist hier nichts mehr zu zeigen.
Halten wir nur noch einmal fest, dal I injektiv ist genau dann, wenn (—, I) exakt ist.

Aufgabe 19.

(1) Sei [[;c; M; das cartesische Produkt der Mengen M;, ausgestattet mit der eintragsweise erklirten
R-Modulstruktur, sowie mit den Projektionen m; auf die Komponenten. Zur universellen Eigen-

t;
schaft. Ist (T'— M;);cr ein Tupel von Morphismen, so kénnen wir

t
r — HieI M;
z > (zti)ier
setzen. Das ist eine R-lineare Abbildung, die tm; = ¢; fiir i € I erfiillt. Umgekehrt 148t uns diese
Bedingung auch nur diese Wahl fiir ¢.
Sei
HMi :={(my;)ier : m; =0 fiir alle bis auf endlich viele i € I} C HM‘ ,
i€l iel

zusammen mit den Injektionen M; s 11
Es ist [[,.; M; ein Teilmodul von []

ier Mi, v (0; jx)ier (Kroneckerdelta).

el ser M, und die Injektionen ¢; sind R-linear. Zur universellen

tq
Eigenschaft. Ist (M; — T);c; ein Tupel von Morphismen, so kénnen wir
t
Hviel M; T
(mi)ier B Y ;crmili

setzen. Dies ist als endliche Summe zu lesen. Es ist ¢ R-linear, und es ist ¢;t = ¢; fiir ¢ € I. Ferner
148t uns diese Bedinung zusammen mit der verlangten R-Linearitét auch keine andere Wahl fiir ¢.
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(2)

Beachte, da wir auf [];c; M; keinen von (t;);cs induzierten Morphismus gefunden hétten, da wir
nur iiber endliche Summen verfiigen.

Die universelle Eigenschaft des Coproduktes 148t sich gerade als Isomorphismus

(L M, T) 2> LM, T)
t (Lit)i

fiir jedes T' € Ob R-Mod lesen. Definieren wir nun fiir einen Morphismus T I, T’ den Bildmor-
phismus

IT,(M:,f)
— LM, T)
(ti): — (tif)i,
so ist wegen t(¢T') [[,(M;, f) = (vitf)i = t(11, Ms, f)(@T") das Tupel (¢T')r eine Isotransformati-
on.

Sei nun M; projektiv fiir alle ¢ € I, d.h. sei (M;, —) exakt stets. Dann ist auch [[,(M;, —) exakt
stets, da ein Produkt kurz exakter Sequenzen in Z-Mod wieder kurz exakt ist. Mit der eben
gezeigten Isotransformation ist also auch ([, M;, —) exakt, i.e. [, M; prjektiv.

Alle Argumente kénnen dualisiert werden. Wir fiithren dies trotzdem einmal durch. Die universelle
Eigenschaft des Produktes ldt sich gerade als Isomorphismus

(T I M;) o [L(T, M)

t (tﬂ'i)i

fiir jedes T' € Ob R-Mod lesen. Definieren wir nun fiir einen Morphismus 7' S T’ den Bildmor-
phismus

I (f, M)
[L(T, M) ———— [T, M)
(ti)i — (fti)i
so ist wegen t(YT) [[,(f', M;) = (ftm;); = t(f, ][], M;)(T") das Tupel (T)p eine Isotransforma-
tion zwischen kontravarianten Funktoren.

Sei nun M; injektiv fir alle ¢ € I, d.h. sei (—, M;) exakt stets. Dann ist auch [[,(—, M;) exakt stets,
da ein Produkt kurz exakter Sequenzen in Z-Mod wieder kurz exakt ist. Mit der eben gezeigten
Isotransformation ist also auch (—,[], M;) exakt, i.e. [, M; injektiv.

Wir haben einen Epimorphismus

f
H.’EEX R
Ty)w >

P

Dou T2l .

Mit (1) und wegen (R, —) =~ 1p.moa exakt ist [[ . R projektiv.

Mit Aufgabe 5.(3) sind Q und Q/Z injektiv.

Sei z € X \ {0}.

Ist (z) endlich von Ordnung n > 2, so gibt es einen Monomorphismus

() —> Q/Z=:1,
— 1/n,

fa
der sich wegen Q/Z injektiv zu einem Morphismus X — Q/Z fortsetzen 148t.
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Ist dagegen (x) ~ Z, so gibt es einen Monomorphismus

() ——> Q=:1,
r 1,

fl'
der sich wegen Q injektiv zu einem Morphismus X — Q fortsetzen 14f3t.

Dies gibt einen Monomorphismus

(f2)a
X —o I, ,

x

und mit (2) ist [, I, in der Tat injektiv. Die Monomorphie ergibt sich daraus, da8 y(f;).my =
yfy # 0 fir y € X ~ {0}, und also auch y(f;). # 0.

!
(5) Sei I ein injektiver Z-Modul und X |z — I ein Monomorphismus von Z-Moduln. Interpretieren
wir X|z = zRr ®r rX, so erhalten wir per Adjunktion den R-linearen Morphismus

X i’ 2 zRR, zI)
x = (r—(ro)f),

vgl. Aufgabe 13.(4). Aus zf = 0 folgt mit r = 1, daf (1z)f = 0, also wegen f monomorph, dafl
2 = 0. Damit ist auch f monomorph. Bleibt zu zeigen, dal z( zRr, zI) injektiv ist. Mit Adjunktion
ist aber

= ZzRRr, zl)) ~ zZ(zRr ®r —, I) = Z()|z, I),

und da sowohl der Einschrinkungsfunktor (—)|z als auch, nach Voraussetzung an I, der Homfunk-
tor z(—, ) exakt sind, gilt dies auch fiir ihr Kompositum.

Aufgabe 20.

(1) Zeigen wir zuniichst die Wohldefiniertheit des Verbindungsmorphismus 0*. Zunichst ist in der
beschriebenen Konstruktion p¥ epimorph, also existiert ein Element z mit zp® = 2. Ferner ist
xdpF*tt = zpFd = 2”7d = 0, also gibt es genau ein Element 2/ € X'**1 mit z/i**! = zd. Wie
behauptet ist wegen 2'di**? = 2/i*+1d = xdd = 0 und i monomorph in der Tat 2'd = 0.

Bleibt uns, die Unabhéngigkeit von den Wahlen zu zeigen. Die R-Linearitéit ist dann durch nahe-
liegende solche Wahlen einfach zu sehen.

Was die Wahl von z angeht, sei € X* mit 2p*¥ = 0 gegeben. Wir wollen zeigen, dafl dann
2’ € BF1 X' Es gibt ein y € X'**1 mit y'i* = 2. Wegen (y'd)i*+! = y/i*d = xd konnen wir in
der Tat 2’ = y'd wihlen.

Was die Wahl des Reprisentanten 2’ angeht, sei "/ € B¥ X" gegeben. Wir wollen zeigen, da dann
2’ € BFt1 X', Schreibe 2" = 4/d fiir ein 3" € X*~1. Sei y € X*~! mit yp*~! = 3. Wir konnen
z = yd wihlen. Nun wird zd = ydd = 0, womit sich sogar ' = 0 ergibt.

Damit ist 9* wohldefiniert. Wir haben die Exaktheit der Sequenz bei H*X, bei H* X" und bei
HEHL X' zu zeigen.

Exaktheit bei H* X . Zunichst ist (H*3)(HFp) = H¥ (ip) = 0.

Sei nun € Z* X mit xp® € B¥X"”. Wir haben zu zeigen, da8 es ein 2’ € Z*¥ X’ mit 2/i* — 2 € BFX
gibt. Sei also xp* = y"d fiir ein y” € X"*~1. Sei y € X*~1 mit yp*~! = ¢”. Dann ist (z — yd)p* =
y"d — ydp* = y"'d — yp*~'d = 0, und also gibt es ein 2’ € X'* mit 2/i* = 2 — yd. Bleibt zu zeigen,
daB 2’ € Z*X'. Es geniigt wegen T monomorph zu zeigen, dafl z’di**! verschwindet. Es wird
in der Tat 2/di**! = 2/i*d = (x — yd)d = xd — ydd = 0.

Exaktheit bei H* X", Sei zuniichst € Z¥ X. Wir haben zu zeigen, da (zp* + B¥)0"* verschwindet.
In der Tat verschwindet bereits das bei der Berechnung des Bildes unter 0% auftretende zd.
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Sei nun z” € ZFX" mit (2 + B¥X")9% = 0. Wir haben zu zeigen, daB es ein x € ZFX' mit
xpk — 2’ € BFX" gibt. Sei # € X* mit #p¥ = 2’ beliebig gewihlt. Wegen (z” + B*¥X")0F = 0
muB #d = 2'i**1 mit einem 2’ € B¥T1 X’ sein. Sei y € X'* mit y'd = 2’. Dann ist (¢ — y'i*)d =
&d — y'di* ' = &d — 2'i**1 = 0, also z := & — ¢/i* € ZFX. In der Tat ist nun sogar xp* =
(if o y’lk)pk — jpk = 2.

Exaktheit bei H*+1 X', Sei zunichst 2 € ZF X”. Wir haben zu zeigen, daf8 (z”/ + B* X))ok (H*14)
verschwindet. Das Bild von z”” + B*¥X” in Z*T1 X’ wird durch ein 2’ € Z**' X’ reprisentiert, fiir
welches ein 2 € X* gibt mit zd = 2/i**! und xp* = 2. Da insbesondere 2'i**+! = xd, verschwindet
das Bild in H**1 X aber wie verlangt.

Sei nun 2/ € ZFt1 X’ mit 2/i*t' € B*1X. Wir haben zu zeigen, daB es ein z” € Z¥X" mit
(z" + BEX"oF = o' + BF1X’ gibt. Sei € X* mit 2d = 2/i**1. Setze 2" = zp*. Wegen
2"d = xpPd = xdp*+! = 2/i*T1pk+l = 0 ist in der Tat 2" € Z¥X". Nach Konstruktion 9" ist aber
auch z’ + BFt1 X’ das Bild von 2’ + B¥ X" unter 9.

Betrachte das Diagramm als kurz exakte Sequenz von Komplexen, konzentriert jeweils in den

Graden 0 und 1. Wir erhalten nach Voraussetzung H°(X’ i>Y’) = 0, H}(X' fHY’) = 0,

HO (X" A Y"”) =0, HY(X" i Y”) = 0. Die lang exakte Homologiesequenz aus (1) hat in den
Graden 0 und 1 die Gestalt

0 — X -y) >0 -—+0—HX>v) — 0.

Es folgen HO(X—f>Y) = Kern f = 0 und Hl(XLY) = Cokern f = 0, ie. es folgt, dal
X —f> Y ein Isomorphismus ist.

Wie in (2) betrachten wir das Diagramm als kurz exakte Sequenz von Komplexen, konzentriert je-
weils in den Graden 0 und 1. Es ist H? (X’ i Y’) = Kern f’ usf.; es ist H' (X’ N Y’) = Cokern f’
usf. Ferner sind H2(X’ L Y’) = 0und H- (X" i Y") = 0. Mit (1) folgt die behauptete exakte
Sequenz.

Sei I das Bild von f, und sei f = f f iiber I faktorisiert. Wir erhalten zwei kommutative Dreiecke
in

Der Morphismus kurz exakter Sequenzen

liefert mit (3) die exakte Sequenz
0 — Kernf — Kern(fg) — Kern(fg) — 0.
Der Morphismus kurz exakter Sequenzen

I ——Y > Cokern f

l i

L ==7——0
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liefert mit (3) die exakte Sequenz
0 — Kern(fg) — Kerng —» Cokern f —» Cokern(fg) —» Cokern(g) — 0.

Aneinanderfiigen dieser beiden Sequenzen gibt eine exakte Sequenz wie behauptet.

Behandelt man abelsche Kategorien, so geht man in der Regel von (4) iiber (3) zu (1). Dies ist einer
der (Zeit-)Griinde, warum wir auf die Behandlung allgemeiner abelscher Kategorien verzichtet haben.

Aufgabe 21.

(1)

Die Aussage ist falsch. In anderen Worten,

R-Mod —X~ §-Mod

PReS\L lPRes
(F)

K(F
K(R-Mod) — K(5-Mod)
ist nicht kommutativ, auch nicht bis auf Isotransformation.

Die Nichtkommutativitidt dieses Diagramms gibt Anlafl zur Definition der abgeleiteten Funktoren.
Denn in der Definition des, sagen wir, Linksabgeleiteten tritt die Komposition K(F') o PRes auf. Wire
diese isomorph zu PRes o F, so wire Ly F' = Hy 0o K(F') o PRes = Hy o PRes o F' ~ 0 fiir £ > 0.

Nehmen wir also an, die Aussage sei zutreffend im Falle R =S = Z und F = Z/pZ ®z —, wobei
p > 0 prim sei. Dann ist insbesondere fiir alle X € Ob Z-Mod auch K(F)PResX ~ PResF'X, und
also auch HiK(F)PResX ~ HiPResFX. Fiir X = Z/pZ selbst ergibt sich aber

H,K(F)PRes(Z/pZ) ~ HK(F)(-- —»0—>Z—»17)
~ Hy(- —0—»Z/pZ —> Z/pZ)
~ Z/pZ,

wobei wir die Nullen an den unten indiziert negativen Positionen im Komplex nicht notiert haben.

Dahingegen mufl per Konstruktion

H,PResF(Z/pZ) ~ H,PResZ/pZ
~ Hy( —>0—>Z—>17)
~ 0

sein. Da Z/pZ # 0, erhalten wir den gewiinschten Widerspruch.

Die Aussage ist richtig.

Wir zeigen, dafl aus i Coretraktion folgt, dal die Sequenz split kurz exakt ist, oder aufspaltet,
wie man auch sagt. Sei iu = 1x,. Wir haben einen Morphismus kurz exakter Sequenzen (i.e. in
[LAs, R-Mod 1)

P

X X//

X' !
o) i(”) (9)
X/ X/ @ X/l X//

Mit Aufgabe 20.(2) liegt auch in der Mitte ein Isomorphismus (u») vor.

Wir kénnen auch einen inversen Isomorphismus angeben. Es ist i(1x — ui) = 0, also gibt es ein

X" —+ X mit 1 —ui = pv. Damit ist auch (up) (}) = 1x. Somit wissen wir wegen (up) isomorph
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bereits, dafl (,’,) (up) = ((1) (1)) Priifen wir dies ad hoc nach. Zu zeigen sind vu = 0 und vp = 1.
Ersteres folgt mit pvu = (1 — ui)u = 0 und p epimorph. Letzteres folgt mit pvp = (1 —ui)p = p

()

und p epimorph. Letzteres zeigt auch, dal der Morphismus X’ ® X" — X in obiges Diagramm
eingetragen beide entstehenden Rechtecke kommutieren 148t.

Mit den dualen Argumenten folgt aus p Retraktion, daf die Sequenz (7, p) aufspaltet, i.e. split kurz
exakt ist.

Ist umgekehrt (4, p) split kurz exakt, so ist 4 Coretraktion als in [L A1, R-Mod 1 zu einer Coretraktion
isomorpher Morphismus.

In der Tat, ist allgemein ¢ isomorph zu j vermoge eines kommutativen Rechtecks

Xt o x

I

vy oy,

und ist jt = 1y, dann ist (iftf'~1)f =ift = f'jt = f', und also iftf'~1 = 1.

Dual dazu ist diesenfalls auch p eine Retraktion.

Aufgabe 22.

(1)

Jeder freie Modul ist wegen R projektiv (z.B. da (R, —) ~ 1g.Modq exakt, oder wegen Aufgabe 5.(1))
und wegen Aufgabe 19.(2) projektiv.

Ist X direkter Summand eines freien Moduls, so ist X als direkter Summand eines Projektiven
selbst projektiv, geméfl Aufgabe 8.

Ist X projektiv, so wihlen wir wie in der Losung zu 19 (3) einen freien Modul F und einen
Epimorphismus F' —— P. Da P projektiv ist, ist dieser Epimorphismus eine Retraktion. Ergénzen
wir noch den Kern und wenden Aufgabe 21.(2) an, so erkennen wir, daf§ P ein Summand von F

ist.

. _— ) N
Sei P ein Summand von R, i.e. sei P ® @ —= R. Sei (st) ein inverser Isomorphismus, i.e. seien
su+tv =1 und (ﬁf’jﬁ) = ((1)(1))

Wir haben einen Ringisomorphismus

R =+ g(R,R)
r —  (z——ar)
1f ~— f.

Sei e das Urbild von su unter diesem Ringisomorphismus, i.e. sei e := 1su. Wir haben Morphismen

Re =<— P
re FH—— rs
ru <+ T

Hierbei ist re - rs wohldefiniert, da re = 0 impliziert, dal 0 = res = r(lsu)s = rsus = rs ist.
Es ist zu <— = wohldefiniert, da zue = zu(lsu) = zusu = zu.

Es ist re — rs —rsu = r(1su) = re, und es ist & — xu = xue — zrus = x. Somit invertieren
sich die Morphismen gegenseitig.

Ferner ist in der Tat e? = (1su)(1su) = ((1su)l)su = lsusu = lsu = e.
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Aufgabe 23.

(1)

) 100 000 000 ) Q Q
Seien e; = (888), ey = (8[1)8) und e3 = (88?). Schreibe P, = (8) := Rey, P, = (‘3) := Rey
und P3 = (§> := Res. Es ist R = Re; © Res & Res, da die Summe dieser Teilmoduln R ergibt,
und da Re; N (Re; + Rey) = 0 fir {4, 4,k} = {1,2,3}.

Gegeben ein  R-Modul M, so definieren wir sein  Annullatorideal vermoge

AmmpM:={reR : rm=0firalleme M}. Ist M Tf> N ein Epimorphismus von R-
Moduln, so folgt aus r € Anng M, dal r(mf) = (rm)f = 0 fiir alle m € M, und also, wegen f
surjektiv, r € Anng N, insgesamt also Anny M C Anng N. Folglich haben isomorphe R-Moduln
dieselben Annullatorideale.

0QQ
Das Annulatorideal von P; ist aber Anng Py = R(es + e3) = (8 %2 8), das Annulatorideal von P,

. 00Q . . .
ist Anng P, = Reg = (888), und das Annulatorideal von Ps ist Anng Ps = 0. Also sind Py, P,
und P3 paarweise nichtisomorph.

Die Nichtisomorphie hitte man auch mittels der unterschiedlichen Q-Dimension sehen kénnen. Die

Annullatoridealmethode ist besser, da nichtisomorphe Moduln iiber einer Q-Algebra manchmal die-
selbe Dimension haben.

Wir beschreiben zunéichst einen allgemeinen R-Modul M. Als Q-Vektorraum zerféllt M als M =
010
eitM @ eaM @ esM. Der Ring R ist als Q-Algebra erzeugt von e;, ez, e3, 512 = (888) und

001
S9.3 1= )
2,3 (000)

f f
Sei nun M — N eine R-lineare Abbildung. Diese ist durch drei Komponenten e; M — e1N,

f: f; . f100 ]
ea M LN eaN und es M == e3N bestimmt, also f = ( 81 ng ]9 ), wenn gesehen als Q-lineare Ab-
3

bildung. Dies folgt aus der Vertriglichkeit von f mit e1, e; und es.

Schreiben wir die Abbildung, die durch Linksmultiplikation mit s; 2 von eaM nach e; M geht, als
s1,2;m etc., so liefert das Tripel fi, f2, f3 genau dann eine R-lineare Abbildung M — N, wenn

81,2;Mf1 = f251,2;N7 82,3;Mf2 = f352,3;N»

wie aus der Tatsache folgt, dafl s;12 und sy 3 auf den jeweils anderen Komponenten von M wie
Null operiert, und daraus, da§ mit s; o und s 3 nun alle Q-Algebrenerzeuger beriicksichtigt sind.

Eine R-lineare Abbildung von M nach N kann also dargestellt werden durch einen Morphismus
in A5, Q-Mod 1, nédmlich

52,3; M S1,2; M

esM eaM et M
lfa lf’z ifl
63N SN 62N Ly 61N .

Somit erhalten wir einen Funktor

R-Mod — [Ay, Q-Mod ]

52,3;M 51,2, M

M +— (63M —_— 62M —_— €1M)
f - (f13f27f3)7

von dem wir eben gekldrt haben, daff er voll ist (jedes mit s; 2 und sz 3 kommutierende Tripel
(f1, f2, f3) gibt einen Morphismus), und daf er treu ist (f 1a8t sich aus (f1, fo, f3) rekonstruieren).

t t
Er ist auch dicht, da jedes Diagramm (V3 =25 Vs -5 V1) in Q-Mod via M :=V; & V5 & V3 einen
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1y, 00

R-Modul ergibt, wenn wir die Multiplikation mit e; als ( §1 0 8), die Multiplikation mit es als
000 . T . 00 0 . e . 0t120

(0 lv, 0), die die Multiplikation mit e3 als (0 0 0 ), die Multiplikation mit s; o als (0 0 0) und
0 00 00 1y, ’ 000

00 0
die Multiplikation mit sg 3 als (8 0 tzo.,:s) definieren.

1 1 1
Nun sehen wir mit Linearer Algebra, dafli (Q —Q—Q), (Q—Q—0) und
(Q — 0 — 0) injektiv sind. In der Tat ist z.B. ein Monomorphismus

Q—>Q——=0

N

t2,3 t1,2
Vg ——=Vo ——= V7,

ie. f1, fo und f3 injektiv, eine Coretraktion. Hierzu wéhle man sich zu f; eine Retraktion, und
ergénzt zu einer Retraktion in [ As, Q-Mod 1.

Nach R-Mod zuriickiibersetzt, erhalten wir die Moduln I3 := P3 = <8>7 I, = (é) = P3/P, =

(8)/(3) wa = (3) = rim— (8)/ () )

Es sind Anng I3 = 0, Anng Iy, = ( ) und Anng I, = (

paarweise nichtisomorph.

oo
[=]=¥3]
oo
[=l=¥3)
Sls)s)

%), also sind I, Ir und I3

Die Annullatormethode liefert nun auch P> % Iz und P; % I;, was aus einer Betrachtung der Q-
Dimension noch nicht folgt.

Ein R-Modul heile unzerlegbar, wenn er nur triviale Summanden zuldfit. Es sind Py, P> und P3 alle
unzerlegbaren projektiven R-Moduln, und I, Iz und I3 alle unzerlegbaren injektiven Moduln. Warum
dem so ist, wollen wir hier nicht weiterverfolgen.

Es sind P;, P> und P3 schon aus Q-Dimensionsgriinden keine freien R-Moduln, wohl aber sind sie
projektiv.

Gib drei paarweise nichtisomorphe Injektive von R von Q-Dimension < 3 an.

Die Injektiven wurden in (2) quasi schon projektiv aufgelost. Wir unterschlagen hierzu die Null-
objekte an den unten indiziert negativen Positionen im Komplex. Ferner sollen die auftretenden
Indizes nicht die Position im Komplex bezeichnen. Es werden

PRes(I3) ~ (- —0—>0— P3)
PRes(ls) ~ (--+ —0— P —> P5)
PRes(y) ~ (- —=0—> Py, —>PF3),

die Isomorphismen in K=°(R-Proj) zu lesen.

Losen wir die Projektiven injektiv auf. Um sich dies herzuleiten, kann man auch [A,, Q-Mod
heranziehen. Wir unterschlagen die Nullobjekte an den oben indiziert negativen Positionen im
Komplex.

i

Res(P) ~ (I3—=0—v0—» )
IRes(PQ) (I3+>Il—>04> )
Res(P) =~ (Is—= Iy —>0—> ---)

~
~

Die Auflésungen haben also alle endlichen Triager. Das ist aber nicht immer der Fall, wie etwa das
Beispiel R = Z/4Z und PRes(Z/2Z) resp. IRes(Z/2Z) zeigt — beachte, dal in Z/4Z-Mod der Modul
Z/AZ projektiv und injektiv ist.
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Aufgabe 24. Mit Aufgabe 22.(1) ist P ein direkter Summand eines Moduls der Form []; R fiir eine
Indexmenge I, d.h. es gibt einen weiteren (dann ebenfalls projektiven) R-Rechtsmodul @ mit P & Q ~

11, R

Da ein beliebiges Coprodukt von Epimorphismen in abelschen Gruppen epimorph ist, und da R ®p —
isomorph zum exakten Vergiffunktor R-Mod — Z-Mod ist, geniigt es also zu zeigen, dafl ([ [; R)®@rM =~
[[,(R®g M), natiirlich in M. Zeigen wir allgemeiner fiir ein Tupel (X;);c; von R-Rechtsmoduln, daf8

M
(I, X)) er M — J[(X; @r M)
ein Isomorphismus ist. Natiirlichkeit in M, ie. (fM)(]1[;(X; ®r w)) = ((II; Xi) ®r uw)(fM') fiir eine

R-lineare Abbildung M —+ M’ ist dann ersichtlich — auf beide Weisen resultiert (z; ® mu); als Bild von

Esist fM ein wohldefinierter Morphismus abelscher Gruppen, da zunéchst in (z; ®m); alle bis auf endlich
viele Eintrige verschwinden, sofern dies fiir (x;); der Fall ist, und da dann noch (z;);r ® m = (x;r); @ m
und (z;); ® rm dasselbe Bild besitzen.

Li®rM

In die umgekehrte Richtung induzieren die Morphismen X; @ p M
universelle FEigenschaft des Coproduktes einen Morphismus gM .

(I, Xi) ®r M iiber die

Um zu sehen, dal (fM)(gM) = 1, geniigt es, dies auf einem Z-linearen Erzeuger zu testen. Sei also
(2;0;,:)i ®m (Kronecker-Delta, leicht mifibrauchlich verwandt) gegeben, mit j € I, 2; € X; und m € M.
Es wird (2;0;,:)i(fM)(gM) = ((z; @ m)0;:)i(gM) = (2; @ m)u;(gM) = (2;05:);-

Um zu sehen, dal gf = 1, geniigt es, ¢;9f = ¢; zu zeigen fiir j € I. Dies geniigt es, auf einem Z-linearen

Erzeuger zu testen. Sei also x; ® m mit z; € X; und m € M gegeben. Es wird (z; ® m);(gM)(fM) =
(wje; @m)(fM) = ((x; ©m)0;i)i = (27 @ m);.
Ein Modul M € ObMod-R mit M ®p — exakt heiit auch flach. Wir haben also gezeigt, dafl projektive
Moduln flach sind. Die Umkehrung gilt nicht - z.B. ist Q flach, aber nicht projektiv iiber Z. So z.B. ist der
Epimorphismus X := ]_[i>1 Z — Q, e; > 1/i, wobei e; das i-te Standardbasiselement darstelle, keine

Retraktion. Denn wire f eine Coretraktion, so wire 1f # 0. Es gébe also ein Element m > 1 mit 1f € mX,
im Widerspruch zu 1f = m((1/m)f) € mX.

Aufgabe 25.

(1) Schreibe R := Z/p*, und beachte, daB jedes Ideal in R von der Form p? R mit j € [0, k] ist.

Sei @ := Z/p" (als R-Modul). Sei Q —+ X ein Monomorphismus in (Z/p*)-Mod, gelesen als
Inklusion eines Teilmoduls. Wie in der Losung zu Aufgabe 5.(3) definieren wir F und weisen

nach, daf} es zorngeordnet ist. Sei (Y,Y 2, Q) ein maximales Element in F, sei also insbesondere
glo = lg. Angenommen, es gébe z € X \ Y.

Ist RzNY =0, so ist die Summe Rz + Y direkt; wir kénnen also g zu () fortsetzen und erhalten
so einen Widerspruch zur Maximalitét.

Ist ReNY # 0, so gibt esein j € [1,k— 1] mit YR={r € R : rz € Y}, also pP Rx = RxNY.
Sei ¢ := (p’x)g € Q.

Sei m > 0 minimal mit p™z = 0. Dann ist m € [j + 1,k — 1], da X ein (Z/p*)-Modul ist, und da
px #0.

Es ist p™ I q = (p™x)g = 0. Folglich ist ¢ € p*~ ("= Q = p*~(m=9)(Z/p*). Beachte k — (m — j) €
[7+ 1,k — 1]. Somit gibt es ein ¢’ € Q mit p/q’ = q.

Wir behaupten, dafl

Y+Rr - Q
y+rr > yg+rq
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fir y € Y und r € R wohldefiniert ist, und dann auch R-linear. Das Argument aus der Losung
zu Aufgabe 5.(3) geht mit a := p’ wortlich durch. Insgesamt (Y, g) < (Y + Rz, ¢’) konstruiert, im
Widerspruch zur Maximalitidt von (Y, g).

(2) Wir l6sen injektiv auf. Das Hufeisenlemma liefert

7/16 "2 716 & Z/16 ) Z./16
4 (38) o 8
7/16 % 7/16 & Z/16 ) Z/16
4 (_‘1“2)) o 2
7/16 % 7/16 @ Z/16 ) Z./16
’ (40) s
7/16 % 7/16 @ Z/16 ) Z./16
) (4) )

0
(10) (1)
716 "2 7/16 & 2/16 ~2~ 7./16

4 (28) 8

Z/4 Z/8 Z/2

Abschneiden der unteren Zeile und Anwenden von G = z,14Z/4, —) ergibt

0
Z/4&z/4@z/4ﬁ,z/4
0 (99) 0 0
7/4 % 207/ s 74
0 (-99) 0 2
7/4 % 207/ s 74
0 (99) 0 0
7/4 % za 074 s 74
0 (-99) 2

(10) (1)

Z)4—>7/4® L4 —> 74



221

Homologienehmen resultiert in der folgenden lang exakten Sequenz der Rechtsabgeleiteten zu G.

— Z/4 —

2 1 0
— Z/4 — Z/2 — Z)2
2 1 0
— Z/4 — Z/2 — Z/2
2 1 0
— Z/4 — Z/2 — Z/2

0 — Z/4 — Z/4 — 1Z/2

Fiir dieses Ergebnis spielt es iibrigens keine Rolle, ob man in (Z/8)-Mod rechnet wie angegeben,
oder aber in (Z/4)-Mod.

(3) Wir losen projektiv auf. Das Hufeisenlemma liefert

0
(10) (1)
7/16 2% 7/16 & 2/16 2> 7/16
40
4 (10) ) (7) 8
/16 s 7/16 @ 2/16 -2~ 7 /16
40
4 (10) 43 (7) 2
7/16 " 2s 716 @ 2/16 -2~ 716
40
"o SRORE
/16 s 716 @ 2/16 -2~ 7 /16
40
"o By
Z/16 —=Z/16 @ Z/16 ——=Z/16
1 (%) 1

Z/4

Z/8 Z/2
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Abschneiden der unteren Zeile und Anwenden von H = z/14(—, Z/4) ergibt

Homologienehmen resultiert in der folgenden lang exakten Sequenz der Rechtsabgeleiteten zu H.

0

o sy :
0 (8(2)) 0

(o)

(o)

(o)

Z/A<—Z/ADZ/A<——17/4

(68)

Z/A<—Z/ADZ/4<—17/4

Z/A<~—Z/AGZ/A<~—Z/4

(01)
0

(01)

(01)

0 (072) 2
Z/4 W Z/4A® Z/4<W Z/4

72 -
Z/4 <~ 72 7/2
Z/4 <~ 72 7/2
Z/4 <~ 72 7/2
Z/A ~— 7Z/4 Z/2 <~— 0

Beachte, dal die untere Zeile gerade das Bild unserer kurz exakten Sequenz unter H darstellt.

Aufgabe 26.

(1) Die Aussage ist richtig. Denn als injektive Auflosung diirfen wir Konz(I) verwenden. Darauf F
angewandt, erhalten wir Konz(FI). Darauf wiederum H’ angewandt ergibt fiir i > 1 jeweils ein
Nullobjekt. Also ist R*FI = 0 fiir ¢ > 1.

(2) Die Aussage ist falsch. Seien etwa R = S = T := Z/16. Seien F := z,3(Z/8,~) und G :=

z/16(Z/4,—). Seien i = j := 1.
Es ist

4 4 4 4

7/16 — Z/16 —» Z/16 — Z/16 — - --

eine injektive Auflésung von Z/4. Anwenden von F liefert den Komplex

4 4 4 4

Z/8 — 7Z/8 — Z/8 — Z/8 — ---

Zunéchst liefert nun Anwenden von G auf diesen Komplex den Komplex

0 0 0 0
Z/4 — Z)A — Z)4 — Z)4 — .-
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und also (R'TY(G o F))(Z/4) ~ Z /4.
Nun entnehmen wir zuniichst (R'F)(Z/4) ~ Z /2 aus vorstehendem Komplex. Nun ist

2 8 2 8
7)16 — Z/16 — Z/16 —> Z/16 —> - -

eine injektive Auflésung von Z/2. Anwenden von G liefert den Komplex

7/4 2 Z)a e Zja e 7js e
und mithin (R'G) o (R'F))(Z/4) ~ (R'G)(Z/2) ~ Z/2.
Insgesamt ist also ((R'G) o (R'F))(Z/4) ~Z/2 # Z/4 ~ (R* (G o F))(Z/4), und daher
(R'G)o (R'F) ¢ R'"HGoF).

Wie dieser Defekt “repariert” werden kann, kann man dem Vorwort zu Verdiers Dissertation entneh-
men (Astérisque 239, S. 6; vgl. auch das Vorwort zu Hartshorne, SLN 20; oder “Catégories dérivées
et dualité, travaux de J.-L. Verdier”, L. Illusie, Enseign. Math. 36, S. 376, 1990).

(3) Die Aussage ist falsch. Der Losung zur Aufgabe 24.(2) entnimmt man, in den dortigen Bezeich-
2 1
nungen, dafl zwar G linksexakt ist, dal aber R'G die kurz exakte Sequenz Z/4 — Z/8 — Z /2

1 0
auf die Sequenz Z/4 — Z/2 — Z/2 abbildet, die zwar in der Mitte exakt ist, aber links keinen
Monomorphismus stehen hat (und rechts keinen Epimorphismus.)

(4) Die Aussage ist falsch. Sei etwa R = S := Z/4, und sei F' := Z/2 ®z,4 —. Es ist I rechtsexakt.
Berechnen wir (R'F)(Z/2). Es ist

2 2 2
Z/4 — ZJA —> ZJ4 —> ...

eine injektive Auflésung von Z/2. Anwendung von F liefert den Komplex

7/2 e 72 e Z)2 e .l

Somit ist (R'F)(Z/2) ~ Z/2 fiir alle i > 0. Die behauptete Aussage ist also sogar fiir kein i > 0
zutreffend.
Da aber i.a. ROF ¢ F fiir F nicht linksexakt, finden die Rechtsabgeleiteten eines nicht linksexakten

Funktors meines Wissens keine Anwendung.

Als duales Beispiel hierfiir, sogar mit LoF ~ 0, wohingegen F' linksexakt und nicht isomorph zu 0
ist, kann man z(Z/2,—) : Z-Mod — Z-Mod heranziehen. Lafit man z(Z/2, —) eintragsweise auf
eine projektive Auflésung einer abelschen Gruppe los, so erhidlt man den Nullkomplex, da projektive
Moduln als Summanden freier Moduln torsionsfrei sind.

Aufgabe 27. Sei R ein Ring. Seien X, Y € Ob R-Mod. Sei F := g(—,X) : R-Mod — Z-Mod. Sei
P := PResY.

Wir wollen eine Abbildung ® von R'FX nach exth(Y, X) konstruieren. Sei dazu P* —+ X mit dz = 0
ein Reprisentant in Z!( g(P, X)) eines Elements von R'FX = H!( g(P, X)). Da P exakt bei Py ist, ist

d d z z
P, —+ By P Cokern von P, — P;. Da nun (P, — P — X)) =0, gibt es ein eindeutiges BoP — X
mit
d 2 z

Wir konstruieren nun mithilfe Aufgabe 18.(1,2,3,5) den folgenden Morphismus kurz exakter Sequenzen.

BoP —> Py —4>Y

4

X—esF —+-Y
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wobei wir fiir £’ die Standardkonstruktion des Pushouts verwenden, und wobei der Cokern E/ —+ Y der
unteren Sequenz wegen der universellen Eigenschaft des Pushouts auch eindeutig bestimmt ist.

sich als Standardcokern von X — E’, komponiert mit dem Inversen des dann eindeutig induzierten
Isomorphismus von Y in diesen Cokern, ergibt.

Wir miissen zeigen, daf} fiir einen alternativ gewéhlten Représentanten derselben Homologieklasse die

h
resultierende kurz exakte Sequenz dquivalent zur eben konstruierten ist. Sei also Py — X eine R-lineare
Abbildung, und sei z” := z’ + ¢h. Sei E” der mittels 2" anstelle von 2’ konstruierte Pushout.

Nun ist £/ = Py @ X/Im (# i), mit den Abbildungen X —— E', x > (2,0) + Im (¢’ i) und Py — E’,
w k= (0, w) +Im (2" ).

Genauso ist E” = Py @ X/Im (#'+ih i), mit den Abbildungen X —s— E’, - (2,0) + Im (2'+ih i) und
PO — Eﬂ7 w (0,’1/_)) +Im(z'+ih Z)

Setze nun

E L E"

(,w)+Im(2'i) > (z+wh,w)+Im(2'+in i)
Da fiir b € BoP gilt, dal mit (bz/,bi) € Im (2’ ¢) auch (bz" + bih,bi) € Im (2'+in ) liegt, ist die Abbildung
wohldefiniert.

Mit vertauschten Rollen von 2’ und z” erhalten wir in der anderen Richtung

E/I 9 E//

(z,w) +Im(z'+ini) +— (z—wh,w)+Im(z'+ir i) ,

und es sind fg = 1 und gf = 1. Ferner gelten die eingangs verlangten Kommutativitdten. Fiir das Bild
eines x € X ist das ersichtlich. Ein w € Py wird auf (0,w) + Im (2’ <) und weiter mit f auf (wh,w) +
Im (#'+ih i) abgebildet.

Wir behaupten, dafl (E’ —f» E" —+—Y) = (E' —+Y). Vorschalten von X — E’ gibt auf beiden Seiten
0, wie man anhand eines Elementes x € X testet. Bleibt mit der universellen Eigenschaft des Pushouts
zu zeigen, dafl auch Vorschalten von Py — E’ auf beiden Seiten dasselbe Resultat hervorbringt. Wir
testen dies elementweise. Sei w € Fy. Auf der linken Seite bilden wir w nach (0,w) + Im (2’ i), dann
weiter nach (wh,w) + Im (2'+ih ), und schlielich nach wp. Auf der rechten Seite bilden wir w nach
(0, w) 4+ Im (2'+ih i) ab.

Konnen wir zelgen daf es einen Isomorphismus E' =+ E” mit (Py — E' =+ E") = (Py — E") und
(X ->FE =+F'") = (X—>E") gibt, so gilt auch fiir die jeweiligen Induzierten, daf}
(B! =+ E'"—+4=+Y) = (E' —+Y). In der Tat ist letztere Gleichung nach Vorschalten von X —e— E’
und Py — E’ giiltig, und trifft somit mit der universellen Eigenschaft des Pushouts auch selbst zu.

Nun zur Definition einer Abbildung ® von exth(Y, X) nach R'FX. Sei eine kurz exakte Sequenz
X —> F —4—Y gegeben. Mittels Projektivitit von Py und Epimorphie von E ——Y finden wir ein
Py — E mit (Po — E—4=Y) = (Py —+Y). Die universelle Eigenschaft der Kerne induziert einen

Morphismus BoP — X, und der gesuchte Zykel ist dann gegeben durch (P; - BoP — X).

Wir miissen die Unabhéngigkeit von der Wahl von Py —— F einsehen. Die Differenz zweier solcher
h

Wahlen komponiert mit E —+Y zu 0, faktorisiert also iiber einen Morphismus Py — X. Es stellt

h
(BoP —e—+ Py — X)) die Differenz der auf den Kernen induzierten Morphismen BoP — X dar, da sich
nach Komposition mit dem Monomorphismus X —s— E eine Gleichheit ergibt. Somit ist die Differenz der
resultierenden Zyklen ein berandender Zyklus.

Wir miissen die Unabhéingigkeit von der Wahl der reprisentierenden kurz exakten Sequenz einsehen.
Verwendet man einen anderen Reprisentanten X —e—+ E/ —+ Y, so kann man die Wahl von Py — F
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mit F —+ E’ aus dem dann ja gegebenen Diagrammisomorphismus mit Identitéiten auf X und auf Y
komponieren. Man erhélt durch diese Wahl von P — E’ denselben Induzierten Bg — X fiir die zweite
wie fiir die erste reprisentierende kurz exakte Sequenz.

Fiir ®® = 1 ist nur zu bemerken, daf das bei der Konstruktion von ® verwandte Diagramm zur Berech-
nung des Bildes unter ® der unter ® entstandenen kurz exakten Sequenz verwandt werden kann, um die
Wahl von Py — E zu treffen, und so zum urspriinglichen Zykel zuriickzukommen.

Fiir ®® = 1 miissen wir zwei Dinge einsehen. Zum einen, daf bei der fiir ® bendtigten Konstruktion
(BoP, Py, X, E) in der Tat ein Pushout ist; zum zweiten, dafl das Bild unter ® nicht von der Wahl des
Pushoutes abhingt.

Zu ersterem. Sei allgemein ein Morphismus kurz exakter Sequenzen

M —s MY M

/]

N —a > N —%= M7

in R-Mod gegeben. Seien M T und N’ —> T mit iu = f'v gegeben.
f
Wir behaupten zunichst, dafl M & N’ Q» N epimorph ist. Das zeigt die Eindeutigkeit, wenn auch
noch nicht die Existenz des Induzierten. Sei n € N. Sei m € M mit mp = ng. Wegen (n —mf)qg = 0 gibt
eseinn’ € N mit n'j =n —mf.
Bleibt zu zeigen, daf3
N — T
n'j+mf +—— nv+mu

wohldefiniert ist, denn die R-Linearitdt folgt dann leicht.

Betrachten wir eine Differenz. Sei also n’j + mf = 0. Zu zeigen ist, dal n’v + mu = 0. In der Tat folgt
aus mp = mfq = —n'jqg =0, daBl es ein m’ € M’ mit m'i = m gibt. Es ist m’f'j = m/if = mf = —n'j,
also m'f = —n’. Insgesamt wird n'v + mu = —m/ fv + m’iu = 0.

Zu zweiterem. Seien E’ und E” zwei Pushouts. Dann gibt es einen Isomorphismus E' —+ E” mit
(Py—> E' =+ E") = (Py— E") und mit (X —» E/ =~ E") = (X — E"). Vorschalten von
Py — E’ und von X — E’ zeigt, daB auch (E' = E’" —Y) = (E' —Y). Somit sind die re-
sultierenden kurz exakten Sequenzen dquivalent.

Das Korollar aus §1.6.2.4 gibt uns die Interpretation R'FX ~ Ext}%(Y, X). Wir haben also eine Bijektion

>
Ext}%(Y, X) — ext}%(Y7 X)) erstellt. Da Ext}%(Y, X) eine abelsche Gruppe ist, kann auf ext}{(Y7 X)) mittels
Strukturtransport via & ebenfalls die Struktur einer abelschen Gruppe definiert werden. Dies lduft auf die
sogenannte Baersumme hinaus.

Aufgabe 28.

(1) (i) Wir losen jeweils in erster Variablen auf.

1
p

Wir lésen Z/p' projektiv auf und erhalten PRes(Z/p') ~ (- —=0—>Z —Z) in
K(Z-Mod).
l
Anwenden von z(—,Z/p™) gibt (--- ~—0~—27Z/p™ S Z/p™).
Wir erhalten also Exti (Z/p!, Z/p™) ~ 0 fiir k > 2, und

Z/p™ firl>=m
k ! my ~
Exty(Z/p', Z/p™) ~ { Z/pt  firl<m,
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fiir k € {0, 1}, wobei Exty(Z/p',Z/p™) ~ Z/p' @7 Z/p™.

1
Anwenden von — ®z Z/p™ gibt (--- —»O—»Z/pmi»Z/p’”). Also erhalten wir
TorZ(Z/p!, Z/p™) ~ 0 fiir k > 2, und

Z/p™ firl>=m
Z l my =z
Tzt 2oy = { G
fiir k € {0,1}, wobei TorZ(Z/p!, Z/p™) ~ Z/p' @7 Z/p™.
(ii) Wir 16sen jeweils in zweiter Variablen auf.
Wir 16sen Z/p™ injektiv auf und erhalten IRes(Z/p™) ~ (Q/Z L, Q/Z—0— ---)in

K(Z-Mod) Anwenden von zZ/p', =) gibt (Z/p' Z. Z/pt — 0 — ---). Wir erhalten also
EXt]%(Z/Pl7 Z/p™) ~ 0 fiir k > 2, und ferner

& . my | Z/pE firm >
EXtZ(Z/p 7Z/p ) - { Z/pr fllI' m < l ,
fiir k € {0,1}.
Fir die Torsionsgruppen losen wir Z/p™  projektiv.  auf und erhalten

m

PRes(Z/p™) ~ (- —» 0 —> Z — Z) in K(Z-Mod).

Anwenden von Z/p'eg = gibt (- —=0—=2Z/pf R Z/p'). Also erhalten wir
TorZ(Z/p!, Z/p™) ~ 0 fiir k > 2, und

Z/pt  firm >1

Z l MY A =

Tor, (2/p’, 2/p™) = { Z/p™ fiir m <1
fir k € {0,1}.

(iii) Nun wollen wir direkt die Definition verwenden, und die Erweiterungs- und Torsionsgruppen
iiber einen Doppelkomplex berechnen.

Einsetzen der projektiven Auflssung von Z/p' aus (i) in die erste, und der injektiven
Auflssung von Z/p™ aus (ii) in die zweite Variable von z(—, =) gibt den Doppelkomplex

Q/z- Q)7 — 0 —> .

p' p!

Qz--Q/Z— 00—

in Ob CC*(Z-Mod). Sein Totalkomplex in Ob C*(Z-Mod) ergibt sich zu

()

Q2" qzs /Y Qiz 0 — -

Das zweite Differential ist epimorph, also verschwinden alle Homologiegruppen ab der zwei-
ten. Die nullte Homologiegruppe ergibt sich zu Z/p' fiir [ < m, und zu Z/p™ fiir m < .
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Falls m > [, dann errechnet sich der Kern des zweiten Differentials zu

(4=3)

z/p' ez Y Q/z0Q/z,

1
woriiber das erste Differential vermoge Q/Z (04;;2 Z/p' © Q/Z faktorisiert. Es ergibt sich
die erste Homologiegruppe Z/p.

Falls [ > m, dann errechnet sich der Kern des zweiten Differentials zu

(1 pl—m
0 p—nl

Q/ZaZ/p" " —" Q/Z8Q/Z,

™0
woriiber das erste Differential vermoge Q/Z (#79) Q/Z ®Z/p™ faktorisiert. Es ergibt sich
die erste Homologiegruppe Z/p™.

Einsetzen der projektiven Auflésung von Z/p' aus (i) in die erste, und der projektiven

Auflssung von Z/p™ aus (ii) in die zweite Variable von z(—,=) gibt den Doppelkomplex
0 0 0
Z<—17 0
' P!
Z<—17 0

Sein Totalkomplex ergibt sich zu

(et zeaz<i’l"l) z

.0 — Z

Da das zweite Differential (von rechts gesehen) monomorph ist, verschwinden alle Torsions-
gruppen ab der zweiten.

Die nullte Homologiegruppe ergibt sich zu Z/p!, falls I < m, und zu Z/p™, falls m < [.

(et 1)

Der Kern des ersten Differentials ergibt sich zu Z ‘'——’ Z & Z, falls | < m, und zu

l—m
7z 7oz fallsm < L.
ol
Tm ersten Fall faktorisiert das zweite Differential iiber diesen Kern via Z — Z, im zweiten

m

Fall via Z —~ Z.
Die erste Homologiegruppe ergibt sich also zu Z/p', falls I < m, und zu Z/p™, falls m < [.
Dies stimmt mit der Berechnung der Torsionsgruppen in (i) und (ii) iiberein.

Wir 16sen jeweils in zweiter Variablen auf.

Als injektive Auflosung von Z/p diene uns

p p> p
Z/p® — Z/p° — Z[p® — Z[p’ — ---

(vgl. Aufgabe 25.(1)). Anwenden von z,,:(Z/p?, =) liefert

P 0 P
Z/p* —Z/p* — Z|p* — Z[p* — -
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und so insbesondere
Ext%/pg(Z/pQ,Z/p) ~ Z/p.

Als projektive Auflésung von Z/p kénnen wir

p p? p
- —Z/p° — Z[p° — Z/p® — Z/p°

verwenden. Anwenden von Z/p?*®y, /p3 = gibt

ez e 2 e 2 ez
und so insbesondere )
Torg/ps(Z/pz7 Z/p) ~ Z/p.
Diese beiden Gruppen verschwinden iiber dem Grundring Z, wie in (1) gesehen.

Der Ubergang von einem Grundring zu einem Quotienten dieses Grundrings ist also i.a. nicht
durch entsprechende Quotientenbildung von Erweiterungs- resp. Torsionsgruppe zu erreichen.

(ii) Wir 16sen jeweils in erster Variablen auf.
Anwenden von g /,3(—, Z/p) auf die projektive Auflésung

p’ p p’
- —Z/p* — Z)p® — Z/p® — Z/p’
von Z/p? gibt
0 0 0
- ~— Z/p ~— Z/p ~— Z/p ~— ZJp,

und so erneut
Ext%/pg(Z/pQ,Z/p) ~ Z/p.

Anwenden von — ®z /3 Z/p auf die eben angefiihrte projektive Auflésung von Z/ p? gibt
0 0 0
+—Z/p — Z/p — Z/p — Z/p

und so erneut _
Tors'” (Z/p*, Z/p) ~ Z[p.

Aufgabe 29. Es ist eine R-Algebra A = (A, ¢) gegeben. In der Regel schreibt man ra := ¢(r)a fiir r € R
und a € A.

(i) Betrachten wir die Erweiterungsgruppen.

Wir wollen auf 4(X,Y') eine R-Modulstruktur erkléren. Fiir h € 4(X,Y) und r € R sei rh erklart
durch z(rh) := r(zh) = (rz)h.

In anderen Worten, man verwendet die R-Rechtsmodulstruktur auf X, um 4(X,Y) zu einem R-
Linksmodul zu machen, oder wahlweise die R-Rechtsmodulstruktur auf Y, um 4(X,Y) zu einem
R-Rechtsmodul und also einem R-Linksmodul zu machen; alles unter starker Benutzung dessen, dafl
R kommutativ ist.

Seien A-lineare Abbildungen X' —f>X und Y —2- Y7 gegeben. Die induzierte Abbildung

F(=):
AX,Y) A A(X',Y") ist R-linear. So erhalten wir einen biadditiven Funktor a(—,=) mit Werten

in R-Mod.

Komponiert mit dem exakten Vergififunktor R-Mod LV» Z-Mod erhalten wir den biadditiven
Funktor, dessen rechtsabgeleitete Funktoren per Definition die Erweiterungsgruppen darstellen.
Seii > 0. Da V exakt ist, ist VoH? = H o K(V). In anderen Worten, der i-te Rechtsabgeleitete des
biadditiven Funktors 4(—,=) mit Werten in R-Mod ergibt nach Komposition mit V' den Funktor
Ext% (—,=), wie verlangt. Unter MiBbrauch der Notation schreiben wir fiir den vorgenannten
Rechtsabgeleiteten mit Werten in R-Mod ebenfalls Ext’ (—, =).
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(ii) Betrachten wir die Torsionsgruppen.

Wir wollen auf X ®4 Y eine R-Modulstruktur erkldren. Fir r € R, x € X und y € Y sei
rx@y) = (zr) @y =z @ (ry).

In anderen Worten, man verwendet die R-Linksmodulstruktur auf X, um X ® Y zu einem R-
Linksmodul zu machen, oder wahlweise die R-Rechtsmodulstruktur auf Y, um X ® 4 Y zu einem
R-Rechtsmodul und also einem R-Linksmodul zu machen; alles unter starker Benutzung dessen, daf}
R kommutativ ist.

Seien A-lineare Abbildungen X —f>X’ und Y -2 V7 gegeben. Die induzierte Abbildung

f®
XY Y x ®a Y’ ist R-linear. So erhalten wir einen biadditiven Funktor —®4 = mit

Werten in R-Mod.

Komponiert mit dem exakten Vergififunktor R-Mod LV» Z-Mod erhalten wir den biadditiven
Funktor, dessen linksabgeleitete Funktoren per Definition die Torsionsgruppen darstellen. Sei ¢ > 0.
Da V exakt ist, ist VoH; = H;oK(V). In anderen Worten, der i-te Linksabgeleitete des biadditiven
Funktors —® 4 = mit Werten in R-Mod ergibt nach Komposition mit V' den Funktor Tor’y(—, =),
wie verlangt. Unter Miflbrauch der Notation schreiben wir fiir den vorgenannten Linksabgeleiteten
mit Werten in R-Mod ebenfalls Tor:(—, =).

Aufgabe 30. Da I3 = P; bijektiv ist, werden

dimg Exth (I, P;) = dimqExth(Iy, P3) = dimg Ext% (I3, P3)
dimg Ext} (I3, P,) = dimqExth(I3,P) = 0 .

In der Tat verschwindet eine Erweiterungsgruppe, sobald in erster Variablen ein projektiver, oder aber
in zweiter Variablen ein injektiver Modul steht (vgl. Aufgabe 26.(1)).

Berechnen wir Ext%([l,Pl). Eine injektive Auflosung von P; ist nach Aufgabe 23.(3) gegeben durch
Is =I5 (um Nullen ergiinzt). Die Diagramminterpretation aus Aufgabe 23.(2) zeigt, dafi Anwenden
von (I1,=) den Komplex

0— 0,
und also dimq Ext%(I1, P1) = 0 fiir alle k > 0

Berechnen wir Ext’f%(ll,Pg). Eine projektive Auflésung von I; ist nach Aufgabe 23.(3) gegeben durch
Py, —— P3;. Anwenden von (—, P») gibt den Komplex

Q‘ioa

und also dim Ext% (I, P) = 0 fiir k € N ~ {1}, und dim Extk(I;, P,) = 1.

Berechnen wir Ext% (I, P;). Eine injektive Auflssung von P; ist nach Aufgabe 23.(3) gegeben durch
I3 —+ I. Anwenden von (I2, —) gibt den Komplex

OHQa

und also dim Ext,(Iy, P1) = 0 fiir k € N ~ {1}, und dim Ext} (I, P;) = 1.

Berechnen wir EXt%(IQ,PQ). Eine projektive Aufldsung von I ist nach Aufgabe 23.(3) gegeben durch
Py —— P3. Anwenden von (—, P») gibt den Komplex

Q<707

und also dim Ext% (I, Py) = 0 fiir k € N ~ {1}, und dim Extk (I, P,) = 1.
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Aufgabe 31. Wir unterschlagen Indizes bei Morphismen.

Zum Zwecke der Notationsvereinfachung etwas allgemeiner formuliert, seien uns zwei Doppelkomple-
xe X (in der Anwendung FCC(U,U’)) und Y (in der Anwendung FCC(V,U’)) in CC-(A) gegeben,

.. h . .
ein Morphismus X —f> Y, sowie ein Tupel von Morphismen (X*? —»Yz_l’])i,j (in der Anwendung
N o ' . . )
(X0 —w Yi=L3) = (F(U, U") —10s) | pyiet 177)) mit
f = hi+dh
hd = dh

tf .
stets. Wir haben zu zeigen, dafl tX — tY" nullhomotop ist. Beachte noch, dafl wegen Y17 = 0 noch
(X% Loyory = (x09 2h x1a e y0i)
stets gilt.

Wir erinnern daran, da (tX)* = X% @ XM=l q...¢ X¥0 fiir £ > 0, und (tX)* = 0 fiir k < 0.

Als Homotopie verwenden wir das Tupel

Auf der anderen Seite wird damit
0 e O e
+h d 0 )
—h 9 s _ hd RS
+h L9, = hd hé

Die Summe gibt wie erwiinscht

5h ¥
0 6h+hd f
0 OSh+hé f
0 Sh+hs = f = tf.

Aufgabe 32. Zunichst bemerken wir, dal R(—) : G+ RG zu einem Funktor von der Kategorie der

f
Gruppen in die Kategorie der R-Algebren wird, indem wir einem Morphismus G — H von Gruppen

den Morphismus
Rf
RG — RH

dec reg FH— deG rq(9.f)

von R-Algebren zuordnen.

G
Schicke G —» RG schlicht g g. Dies ist ein Gruppenmorphismus, und es wird ¢ = (¢G)¢ eine Trans-
formation vom Inklusionsfunktors der Gruppen in die Monoide nach R(—). In der Tat schickt sowohl ein

f Rf
Gruppenmorphismus G — H als auch RG — RH das Element g auf gf.
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Sei nun eine R-Algebra und ein Monoidmorphismus G g, A gegeben. Setze
f
RG — A
Zg r!]g Zg Tg(gf)

Es liegt ein R-Algebrenmorphismus vor, da ein Ringmorphismus vorliegt wegen insbesondere
//)]?

f)
)

(g ra9) (g s9d N = Qg R ggmgr Tg54')9
= Zg (Zgg’—g” TgSg’ )(9
= (Zgrg(gf))@  Sg’ (ng
= (Zg r99)f (Zg’ sg9')f

und da f das Element r = r - 1g nach r = r - 1 abbildet.

Da f auf G C RG zu f |¢ = f einschriinkt, und da G den Gruppenring RG R-linear erzeugt, ist f durch f
auch eindeutig festgelegt, dieweil ein Morphismus von R-Algebren insbesondere eine R-lineare Abbildung
ist.

Allgemeiner kann man fiir ein Monoid M den Monoidring RM definieren. Man erhiilt einen Funktor R(—)
von den Monoiden in die R-Algebren. Mit den angefithrten Argumenten kann man einsehen, dafl dieser
linksadjungiert zum Vergififunktor von den R-Algebren in die Monoide ist.

Alternativ dazu zeigen diese Argumente auch, daf§ der Funktor R(—) von den Gruppen in die R-Algebren
linksadjungiert zu dem Funktor von den R-Algebren in die Gruppen ist, der jeder R-Algebra ihre Einhei-
tengruppe zuordnet.

Aufgabe 33.

(1) Im folgenden bezeichnen r, 7 etc. Elemente aus R; s, ', t t' etc. Elemente aus S; m, m etc.
Elemente aus M; a, a’ etc. Elemente aus A.

Man kénnte zum Beweis diverser Wohldefiniertheiten verwenden, da die Aquivalenzrelation (m, s) ~
(m/,s") <= 3t tms’ = tm’'s von der transitiven und reﬁexwen Relation (m,s) =~ (m/,s’
3t m' = tm, s’ = ts erzeugt wird.

Wir haben zu zeigen, dal die durch o4 B o= S/LST”/ definierte Addition wohldefiniert ist.
Seien also % = % und ":—,/ = Also 1st tsm = tsm und t's'm’ = t'’m/. Dann ist auch
s'm+sm’ — §'m+sm’ da

ss’ 58’ ?

tt'(38")(s'm + sm/) = tt'(ss")(s'm + 5m') .

Assoziativitit, Kommutativitit und additiv Inverses sind ersichtlich. Somit ist (S™!M,+) eine
abelsche Gruppe.

Wir haben zu zeigen, dafl die durch % - %7 := 7 definierte Multiplikationsabbildung SR x
S='M — S~'M wohldefiniert ist. Seien also £ = £ und % = 2. Also ist t5r = ts7 und t/5'm =
t's'm. Dann ist aber auch 2% = 22t da ¢t/ (W’)(r )=t ( "(rm).

ss” s

] %z

Die Modulgesetze sind ersichtlich. Zum Beispiel folgt eine Distributivitit mit

’ ’ ’
(1 + L) m _  s'r+sr’ m
S S// /SS/ /S//
(s'r+sr')m
ss’s"

srm srm
///+ 1ol

ss’s ,S8's

_ m r'm
SS// S/ "

- 9 s// + 9/ 9// .

Somit ist S~ M ein S~ R-Modul.
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Sei nun A eine R-Algebra. Mittels %‘;—: = ‘;g,/ werde auf ST'A eine Multiplikation erklirt. Zur
Wohldefiniertheit dieser Multiplikation benstigen wir, daf das Bild von R in Z(A) liegt. Es ist S~!A
ein S~!R-Modul, triigt also insbesondere eine Addition. Das Distributivititsgesetz ist ersichtlich.
Also ist S7'A ein Ring. Wir haben einen Ringmorphismus S™'R — S71A, Z— =1 der 574
schlieBlich zu einer S~!R-Algebra macht.

Wir setzen
571(=) -1
A-Mod (S71A)-Mod

(M—f»N) — (S—lM S S—1N> ,

wobei (Z)S71f = 2L,

Es gibt einen Ringmorphismus A — S™14, a — ¢, mittels welchen S ~1A insbesondere zu einem
A-Rechtsmodul wird.

Sei fir M € Ob A-Mod

STIM <«—— S§714 ®XKa M
T
5 s ® m
Zeigen wir Wohldefiniertheit in beide Richtungen.
Sei 7 = %, sei also tsm = tsm. Dann ist
1 ts 1 _ 1 - ts - 1
- ®m = —@m = —Ritsm = — QRQism = — Qm = - Qm
s tss tss tss tss ]
Sei ¢ = %, sei also tsa = tsa. Dann ist
am  tsam _ tsam  am
s tés  tds 3

Die A-Bilinearitét ist dann ersichtlich.
Beide Richtungen sind S~!A-linear und natiirlich in M. Also ist S™(—) ~ ST'R®p —.

Insbesondere ist S~1(—) rechtsexakt. Fiir die Exaktheit geniigt es nun zu zeigen, da Monomor-

f
phismen bewahrt werden. Sei also M — N ein Monomorphismus, und sei (%)S “1f =0, ie. sei

t(mf) = 0. Dann aber ist (tm)f = t(mf) = 0, also wegen f injektiv auch ¢tm = 0, und folglich
o =0.

S

Es ist also S™!A ein flacher A-Modul, aber i.a. nicht projektiv.

Zeigen wir, dal aus P projektiv iiber A folgt, daB auch S™'!P ~ S~14 ®4 P projektiv iiber
S~14 ist. Denn P ist Summand eines Moduls der Form []; A fiir eine Indexmenge I, und es ist
S7TMUA @A J]; A ~ [[; S7'A. Wegen der Additivitét von S™'A ®4 — ist also auch S™!'A @4 P
Summand von [, S™'4.

Da dazuhin S~!(—) exakt ist, folgt, daB fiir einen A-Modul M und eine projektive Auflosung P
von M auch S~'P (punktweise Anwendung von S~!) eine projektive Auflésung von S~1M {iber
S—1A ist.

Zu Tor. Wir haben einen Isomorphismus

S_l(M ®a N) -~ S_lM ®S—1A S_lN
sim ® n) 2 ® T
(ss)71(m ® n) < 7 ® =
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Sei P eine projektive Auflésung von M. Losen wir e.g. in erster Variablen auf, so wird

R

S~ Tor (M, N) STH!(P @4 N)

exakt

H!S™1(P®a N)
Hi(S_IP ®g-14 S_lN)
TorS A(S~1M,SIN) .

19}
|
-
—
|
-

R

12

Hierbei werde — ® 4 N punktweise auf P angewandt, etc.

Zu Ext. Wir behaupten, daf3

S1 A(]\f7 N) — Sf1A(S_1M, S_lN)
L (3%

s's

ein Isomorphismus ist. Wohldefiniertheit ist ersichtlich, und genauso die Natiirlichkeit in M und
N.

h
Wiihle Al —2» A¥ —~+ M mit h Cokern von g. Dies ist moglich, da M endlich erzeugt und A
noethersch ist.

Die eben konstruierte Transformation liefert das Diagramm

S, Ny — 20 g-rqk Ny 20D g-1an
(5101, 51Ny BN gk g1y B98N g g1y

von S~!R-Moduln, in dessen Zeilen der jeweils linke Morphismus ein Kern des rechten ist. Unsere
Transformation ist ein Isomorphismus bei M = A, und wegen Additivitéit also auch bei M = AF
und M = A'. Somit sind der linke und der mittlere vertikale Morphismus in unserem Diagramm
Isomorphismen, und folglich auch der rechte.

Da M endlich erzeugt ist, konnen wir eine projektive Auflésung P von M iiber A mit endlich
erzeugten Termen finden.

Losen wir in erster Variablen auf, so wird

S—1ExtYy (M, N) ~ STIH! 4(P,N)
—1/_ x )
S—1( :)e akt Hig-1 A(P, N)
~ H S{—lA(Silp,SilN)
~ EXt:Lg71A(S_1M,S_1N) .

Hierbei werde 4(—, N) punktweise auf P angewandst, etc.

Aufgabe 34.

(1) Fiir k > 0 ist unter Beachtung der Kontravarianz im ersten Faktor

trU V) = @ UV = @ UL V).

itj=k i€[—k,0]

Beachte hierbei, dafl U? = 0 fiir ¢ > 0.
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Es liegt ein Tupel (U* i VHk)z'e[—k,o] genau dann in Ztr(U, V), wenn dft = fi=1d stets (die
verschwindenden Differentiale an den “Réndern” mitberiicksichtigt), wie aus der Bedingung

(=d  d(=)
- - —(-)d  —d(-)
(fovf 17"'af k) (=) d(-)

[I-=
o

(=)
hervorgeht. In anderen Worten, es bildet das Tupel (Ul(—)> VitF),, erginzt um Nullen, genau

dann ein Komplexmorphismus, wenn (f%); in ZFtg(U, V) liegt, i.e.
ZktR(Uv V) - C(R-Mod)(U7V[kD .

Das Vorzeichen ist wegen des eingefiigten Vorzeichens (—1)* vor den Differentialen in V[k] erfor-
derlich.

Das Bild des Tupels ((=1)'h"); € (rU V)" = @i piio #KULVF) in
(tr(U,V))F = @ie[—k,o] AU, V+F) unter dem Differential des Totalkomplexes ist gegeben durch
(dh® + hi='d); (am Anfang kiinstlich eingefiigtes Vorzeichen). Unter dem verwandten Isomorphis-
mus kommt dieses Tupel auf

(=D*(dn' + 1 =td)), = (A(=1)"h) + (=D DR ((-1) ), -

d.h. zu einem nullhomotopen Komplexmorphismus, beriicksichtigt man das Vorzeichen der Diffe-
rentiale in V[k]. Und umgekehrt, jeder nullhomotope Komplexmorphismus kann auf diese Weise
gewonnen werden. Also induziert unser Isomorphismus einen Isomorphismus

HktR(U, V) — K(R—Mod)(U7V[k]) :

Es ist
Extf(X,Y) = H*t y(PResX,IResY)
1
(N—) K(R_Mod)(PReSX, IResY[k]) .
Ferner ist
Ext*(X,Y) =~ HFz(X,IResY)
= H*t g(Konz X, IResY)
1
(N—) K(R—Mod)(KonZ X, IReSY[k‘D 5
sowie analog
Ext"(X,Y) H* p(PResX,Y)

1

H*t r(PResX, KonzY)
K(R—Mod)(PReSXa Konz Y[k]) .

—~
—
~—

1

Aufgabe 35.

(1) Um allgemein einen Morphismus eines Gruppenalgebra RG einer Gruppe G, die durch Erzeuger

und Relationen gegeben ist, in eine R-Algebra A zu konstruieren, mufl man einen Monoidmorphis-
mus von G nach A konstruieren. Ein solcher schrankt im Bild zu einem Gruppenmorphismus von
G in die Einheitengruppe ein. Also mufl man Bilder der Erzeuger von G in der Einheitengruppe
von A so angeben, daf} die Relationen auch im Bild erfiillt sind.

Da Sy <= (0 : 02 =1), (1,2) ~— o, muB fiir einen Morphismus ZS, 2+ 7 x Z wie angegeben
nachgepriift werden, daf das Bild ¢’ von ¢ eben ¢/? = 1 = (1, 1) erfiillt. Dies ist der Fall.
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Beziiglich der Z-linearen Basen (1, (1,2)) von ZS; und ((170)7 (0, 1)) von Z x Z wird dieser Mor-
phismus von der Matrix (% _%) beschrieben, wenn wir mit Zeilenvektoren arbeiten. Diese Matrix
hat Rang 2 iiber Q, also ist ¢ injektiv.

Es muf} noch gezeigt werden, dafl das Bild von ¢ von der angegeben Form ist.

Nun erfiillen alle Zeilen dieser Matrix die angegeben Kongruenzen — der Eintrag in der ersten
Spalte ist jeweils kongruent zum Eintrag in der zweiten Spalte modulo 2. Bleibt also zu zeigen,
daB der Index des Bildes von ¢ in Z x Z gerade 2 ist. In der Tat ist aber |det (% ,%)’ =2.

Da S« {(o,p : o> =1, p® =1, opo = p?), (1,2) =, (1,2,3) < p, miissen fiir einen

Morphismus ZS3 7 %722 %7 gerade diese Relationen fiir die Bilder ebenfalls erfiillt sein.
Dies rechnet man mittels Matrixmultiplikation nach. Z.B. ist (‘?, _é) (‘% _%) (‘§ _é) = (,% ,%) =

—92_-1\2
(7571)"
Beziiglich der Z-linearen Basen
(1, (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3), (1,3,2))
von ZS3 und

((L (88) 70), (Oa ((1)8> ,0)7 (07 (8(1)) 70)7 (0’ (

hat dieser Morphismus die Matrix

—o
(o)}
~
(e
~—
—
o
—~
oo
=}
~—
=]
=
—~
=)
—~
oo
oo
~—
—
~—
~—

wenn wir mit Zeilenvektoren arbeiten. Diese Matrix hat Rang 6 iiber Q, also ist ¢ injektiv.
Es muf} noch gezeigt werden, dafl das Bild von ¢ von der angegeben Form ist.

Nun erfiillen alle Zeilen dieser Matrix die angegeben Kongruenzen: Dritte Spalte =3 0, erste Spalte
=3 zweite Spalte, fiinfte Spalte =3 sechste Spalte, und schliefflich erste Spalte =5 sechste Spalte.

Bleibt also zu zeigen, da8 der Index des Bildes von ¢ in Z x Z2*2 x Z gerade 2 - 3% ist. In der Tat
ist aber |det Q3| =2 - 33.

Allgemein, ist X C Z" durch Kongruenzen modulo p;*’ erklért, fiir verschiedene i und j, wobei

p; prim sei und «; ; > 1, so haben wir eine kurz exakte Sequenz
X—2"— (Z/py" @ Z/p"" © - D L/py" )
Lokalisieren wir an (p;), so entsteht eine kurz exakte Sequenz

Z?Pi

X(py) y— (Z/pi e Z/p o)

die anderen Summanden des Cokerns iiber Z verschwinden iiber Z(p¢)~

In anderen Worten, aus der Beschreibung iiber Z mittels Kongruenzen erhélt man eine Beschrei-
bung der Lokalisation an (p), indem man nur noch Kongruenzen modulo p-Potenzen behilt.

LieBe man die nun weggefallenen Kongruenzen stehen, so wére dies kein Fehler, aber etwas redun-
dant, da in Z,) stets a =, b gilt, so p und g zwei verschiedene Primzahlen sind.

So werden
w2,(2)
2,(2)

Z(2)82 {(a,b) € Z(g) X Z(g) La =9 b}

w2, (p

)
Z4,)S2 =¥ L) X Ly
fir p > 3.
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(4) Wie in (3) erhalten wir
w3,(2) c —
ZySs 2 {(a, (82) ) € Zy x 2P X By ¢ 0= £}
w3,(3) c _ _ —
Z5Ss 22 {(a, (3) ) €Ty X TR X Dy - a=3b, e =5 f, d=30}.
Wir kénnen also unter Unterschlagung von Nulleintrégen in der Notation

Z3Ss ~ {(a, (3)) €Zy x 2%y : a=sb, d=3 0} ® {((2).f) € By x Zgz) : =3 f}

=: P =:Q
direkt in Linksideale zerlegen, welche daher als direkte Summanden des projektiven Moduls Z3)S3

selbst projektiv sind.

Aufgabe 36.

(1) Die kurz exakte Sequenz (i, p), gesehen als Sequenz von R-Moduln, ist wegen M" projektiv split
kurz exakt. Sei M g, M’ eine R-lineare Abbildung mit if = 1. Setze

M L

mo = Yead(lgTim)f) -

Es ist f dann R-linear. Um zu zeigen, daf f auch RG-linear ist, geniigt es h(mf) = (hm)f fir
h € G zu wissen. In der Tat wird

(hm)f = Y,eq9((ghm)f)
TS e ha(G m) )
= hmf).
Ferner wird fiir m’ € M’
mif = Yeeq9lgTim')

)
IR e o (a7 mNi )

Zf = 1pm _

=M Y eq9llgim))

= ZQGG m/

- [cl-w,
woraus wir if = |G| - 15y erschen.

(2) Sei P eine projektive Auflosung von M iiber RG. Dann ist Ext%. (M, N) = H*( (P, N)). Sei ¢ €
d
78 Rl P, N)), ie. sei Py —> N RG-linear mit (Pys1 — Py — N) = 0. Wegen P azyklisch in
k > 1 und wegen der universellen Eigenschaft des Cokerns faktorisiert ¢ eindeutig als (P . N) =
d 3

(Pk —_— Bk-_lp — N)

Wenden wir nun (1) auf die kurz exakte Sequenz

d
(*¥k—1) By_1P — Py_1 — Z)_,P

an. Hierbei ist Z{P = M und Z) P = Bj,_oP fiir k > 2 zu beachten.
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In der Tat sind nun wegen M projektiv iiber R die kurz exakten Sequenzen (x;_1) fiir & > 1 split
kurz exakt und bestehen aus projektiven Termen iiber R. Somit kénnen wir (1) anwenden und

finden eine RG-lineare Abbildung By_1 P <L Pj,_1 mit df =|G| - 1p,_,p-

Es wird |G|¢ = d(f¢), und somit |G|¢ = d(f€) € B¥( re(P, N)), i.e. |G| reprisentiert das Nullele-
ment in H*( po(P, N)).

Sei P eine projektive Auflésung von M in Mod-RG. Es ist
RG d®N
TOI"k (M, N) = Hk(P RRrG N) = Kern(Bk_lp Rrag N — Pi._1 ®gra N) .
¥ .
Wie in (2) erhalten wir eine RG-lineare Abbildung By_1 P ~— P;_1 mit df = |G| - 1p,_,p.

Sei ¢ € Kern(d ® N). Dann ist auch ¢ € Kern((d ® N)(f ® N)) = Kern(|G| - 1g,_, pgpen)- In
anderen Worten, es folgt |G| - £ = 0.

Ist in (2) |G| invertierbar in R, so folgt aus |G| Extho (M, N) ~ 0, daB
Extho(M,N) = |G|~ }G|Exthq(M,N) ~ 0.
Ist in (3) |G| invertierbar in R, so folgt aus |G| Torf® (M, N) ~ 0, daf
Torf¢(M,N) = |G|7YG| TorfY(M,N) ~ 0.
Wihlen wir z.B. R = K, mit K ein Kérper, dessen Charakteristik |G| nicht teilt (z.B. char K = 0),

so verschwinden alle Ext% - und Torf ©-Vektorraume fiir k > 1, da die in (2) und (3) vorausgesetzte
Projektivitdat von M iiber K selbstvertédndlich ist.

In (3) hitte man natiirlich auch N projektiv iiber R voraussetzen kénnen

Aufgabe 37.

(1)

Es geniigt, die Behauptung fiir R-Moduln zeigen. Es ist (evM)arcob r-Mod €ine Transformation
von IR—Mod nach (7)**

Da allgemein

v 0 evY
_evixey) | (XaY)") ~ (XaY ‘

10 01
fir X, Y € R-Mod, wie man unter Verwendung von X uo, X@&Y und Y on, X @Y sieht,
geniigt es zunéchst, die Behauptung fiir M endlich erzeugt frei zu zeigen. Mit demselben Argument
ist man dann sogar auf den Fall M = R reduziert.

*

Nun st R— R*, 1 > ¢ := (1+—1) ein Isomorphismus, und folglich auch R** “ R,
A A = (1—>¢)). Da (evR)p* = ¢, folgt, daf evR ein Isomorphismus ist.

Es geniigt, die Behauptung fiir R-Moduln zeigen. Da N projektiv iiber R ist, ist — @ g N exakt
mit Aufgabe 24.

Es ist d = (d(M, N))(a1,N)e0b((R-Mod)° x R-Mod) €ine Transformation von (—)*®g = nach g(—,=).
In der Tat wird fiir M < M’ und N v N’ R-linear
(fen)d(M,N)(e(-)y) = (m'+=—((m'ef) n))

= (m' = (m'(f¢")) - (ny))
(fe* @ny)d(M',N) .

(i) Wir sind wie in (1) auf den Fall M = R reduziert. Wir haben, in der Bezeichnung von (1),

die Isomorphismen N —» R* ®z N, n—c®n, und N —» r(R,N), n— (1——n). Da
u-d(R,N) = v, ist auch d(R, N) ein Isomorphismus.
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(ii) Esist — @z N exakt nach Aufgabe 24 (und mehr werden wir von N auch nicht verwenden
miissen). Wir werden nur letztere Eigenschaft benotigen. Sei Py — Py —+ M so, dafi M
der Cokern von P; — P ist, und so, da3 Py und P; endlich erzeugt projektiv iiber R sind.
Fiir letzteres bendtigen wir M endlich erzeugt und R noethersch.

Da nun zudem (—)* und g(—, N) linksexakt sind, erhalten wir den Morphismus von Sequen-
zen

M*@r N —e> P} @ N —> P; @r N
d(M,N)i d(Po,N)i d(PhN)l
RM,N) —e— g(Py, N) — r(P1,N),

in welchen der jeweilig linke Morphismus Kern des rechten ist. Nach (i) sind aber nun
d(Py, N) und d(P;, N) Isomorphismen. Da Isomorphismen auf den Kernen einen Isomor-
phismus induzieren, ist auch d(M, N) ein Isomorphismus.

Aufgabe 38.

(1) Sei RC, = RC,, 1+ +ct +---+ L Sei RC, s RC,, 1 ¢ — 1. Wir wollen zeigen,
daB

P = (--- — RC, —» RC,, —» RC),, —» RC),, —» RCy,)
eine projektive Auflosung von R iiber RC,, ist.

Da das Bild von v als RC,,-Modul isomorph zu R ist vermége R — Imu, 1 —> c®+cl+-- -+,
geniigt es zu zeigen, dafl

. — RC,, —> RC, —» RC,, —» RC,, —+ RC,, —» RCy, —» RCy, —> ---
ein azyklischer Komplex ist. Es ist ein Komplex, da
luv = (P +c 4+ "o = (P +ct+ " He-1) =0

und
lou = (c—=Du = (c=D( +c 4+ 4+ =0,

und also uv = 0 und vu = 0.

Ferner ist
Z rict — Z ric ] — Z rict | = (rn_1—ro)c®+ Z (ri_1—ri)ct = 0
i€[0,n—1] i€jo,n—1] i€[0,n—1] i€[l,n—1]

genau dann, wenn r; = r;y; fiir alle ¢ € [0,n — 1], was aber Zie[o 1] rict =1 Zie[o.n—l] ¢t =
rou € Imu nach sich zieht.

Schliefflich ist
e R IS Y
i€[0,n—1] i€[0,n—1] j€[0,n—1]

genau dann, wenn Eie[o,nq] r; = 0, was dazu fithrt, daf

Imv > Z (™t ) e = Z ri(c'—1) = Z rict | — Z | = Z rict.

i€[l,n—1] i€[0,n—1] i€[0,n—1] i€[0,n—1] i€[0,n—1]
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Konstruktion eines Morphismus P =, Barc, :r.
Sei £ := Zz‘e[o,n—l} ARt Esist EAO=ENL = Zie[o,nq] ¢ und c£ = &.
Schreibe £8% := ¢ ® -~ @ E.

—_———

k Faktoren
Setze fiir k >0

92k

RC, 25  RC®EHD
1 > 1®®

und
g2k-+1 ®(2k+2)
RC, — RCy
1 — 1®co%.
Dann wird
lgokt1d = (1®@c®®)d = (c—1)®E&*
lvgary = (c—1)gax = (c—1)(1®) = (c—1) "
und
lgokrod = (1@ ¢2HFH))d = ¢®k+1) _
lugarir = (Ticpon-1)920 = (Licon-yc)(1®c®EF) = £ 5.

fiir kK > 0. Somit ist ¢ = (g;); ein Morphismus von Komplexen. Ferner ist Ho(g) = 1g.

f
Konstruktion eines Morphismus Barc,,rg — P.
Fiir i € [0,n — 1] schreiben wir ¢l = D sef0,i-1] €

Fiir k € Z schreiben wir k = n -k + k mit k € [0,n — 1] (“k geteilt durch n gibt k& mit Rest
E 77).

Fiir k > 0 und ein Tupel (i1,...,42x) schreiben wir

(41, .. 02%) = (i1 +d2) - (i34 4a) - (lok—1 + fok) -

Nach Multiplikation mit n erkennt man, dafl 71 + io + i3 — i1 + o + i3 = io + i3 — i1 + io.
Folglich ist

ZjE[l,Qk](_l)j (Zl, ceeyly + 41y ,12k+1)

= iep o (s oo imma, dom1 + o1, 2141, doig2, - s dogn) — (B1, - d2—2, du—1, 020 + d2141, i21+2,...,i2k+1))
=2 iep g (oo, dor oy, doiga, - s dopgn) — (i1, - G212, d2i—1, %21, i2z+2,---7i2k+1))

_(i27 cee 77;2k+1) + (ila e ai2k5) .

Setze nun fir k> 0

RC®(2k+1) ﬂc’ RC
[Cil,...,cizk] p— (il,...,igk)

und

fak
RS B o
[Cha cee 012k+1] — C[O,“[w

wobei jeweils i; € [0,n — 1].
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Sei wieder £ > 0. Zum einen stimmen

[C“ o cier]dfo
= (e, ] 4 (de[l o (=17 [e, it -,Cm“]) — [, m]) fok
= 0“(12,-~ vizkt1) + (X jeqon (17 (i1, 35 +ij+17~-~,i2k+1)) = (i1, -, d2k)
= ¢ (22, L. 722k+1) -+ 7(1‘2, - ,i2k+1) + (il, L. ,igk)) - (il, e igk)
= (" =1)(ig, ..., i2k41)
und
[Cil e 7Ci2k+1]f2k+1’0
= (c%ul(iy, ... igpir))v
= (Cil — 1)(i2,...7i2k+1)

iiberein. Zum anderen stimmen

[ zl . l2k+2]df2k+1
_ g z2k+2} 4 (de[l 2k+1]( )j[cil,“_7cij+ij+1’...’ci2k+2]) +[ci1)...7ci2k+1}) f2k+1
clits 11—&-22[

12k+2)

)

[0, “"'W[M

(0] (Zj€[2,2k+1](_1)j(i27 ol i, ,i2k+2)>
C[O’“[(ZQ, .. i2k+1)
[é
[0,

)

+ o+

clits Z1+12[( -,i2k+2)

cloil ((is, oy dogya) — (i2, .. -,i2k+1))

(clOintial _ cl0intialy (5,
clonl

+ o+

-y l2ky2)
11 —+ ’LQ (ig, ey i2k+2)
C[O’n[ (’Ll, 19, 23, e ,i2k+2)

und

[, ..., ci2e+2] for  ou
(i1,.. ., 92k 42)u
(i1, - ioppa)clOnl

iiberein. Somit ist f = (f;); ein Morphismus von Komplexen. Ferner ist Ho(f) = 1g.

Aufgabe 39.

(1) Die Aussage ist richtig.
Sei M endlich erzeugt iiber ZG. Da G endlich ist, und da mithin ZG endlich erzeugt als Modul
iiber Z ist, ist M auch endlich erzeugt {iber Z.

Es ist auch jeder Objekteintrag ZG®*+1) @75 M des Komplexes Barg.z ®z¢M endlich erzeugt
iiber Z, da als Z-Modul isomorph zu einer endlichen direkten Summe von Kopien von M.

Ferner ist auch jeder Objekteintrag z(ZG®*, M) des Komplexes zg(Barg.z, M) endlich erzeugt
iiber Z, da als Z-Modul isomorph zu einer endlichen direkten Summe von Kopien von M.

Also sind HY (G, M) und H;(G, M) als Homologiegruppen eines Komplexes aus endlich erzeugten
abelschen Gruppen wieder endlich erzeugt. Beachte hierbei insbesondere, dafl eine Untergruppe U
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einer endlich erzeugten abelschen Gruppe A endlich erzeugt ist, wie man mittels eines Pullbacks
entlang U C— A einer freien Auflosung von A einsieht; vgl. Aufgabe 18.(2, 3).

Da nun aber |G| - HY(G, M) = 0 und |G| - H;(G, M) = 0 fiir i > 1 nach Aufgabe 36.(2,3),
verschwindet der torsionsfreie Anteil dieser beiden Gruppen. Nach dem Hauptsatz iiber endlich
erzeugte abelsche Gruppen sind sie also endlich.

(2) Die Aussage ist falsch. Sei G = 1, sei M = F,. Es wird H*(G, M) = MY = F, und Hy(G, M) =
Mg =Fs.

(3) Die Aussage ist richtig. Seii > 1. Mit Aufgabe 36.(2, 3) ist |G|-H*(G, M) = 0 und |G|-H;(G, M) = 0.
Nun ist aber |M|- zo(ZG®*, M) = 0 und |M|-(ZG®* TV @75 M) = 0 fiir k > 0. Also gilt dies auch
fiir die jeweiligen Homologiegruppen eines aus solchen Objekten bestehenden Komplexes, und wir
erhalten |M|-H*(G, M) = 0 und |M| - Hy(G, M) = 0 fiir k > 0.

Da nun |G| und |M| teilerfremd sind, ist 1 = s|G| + ¢|M] fiir gewisse s, ¢t € Z, und es folgt
HY(G, M) = (s|G| + t|M|)H (G, M) = 0 und H;(G, M) = (s|G| + t|M|)H;(G, M) = 0.

Aufgabe 40.

(1) Wir ersetzen Z)Ss isomorph durch das Bild A von ws gy in T’ := Z) x Z?QX)Q X Zg) (vel.
Aufgabe 35.(4)). Wir schreiben kurz

(a,f) = (a,(50).f) € T.

Wir verwenden das Linksideal M := Z) X (88) x 0 C T', welches durch Einschrédnkung der
Operation von I" auf A ein A-Modul wird, als isomorphe Kopie des trivialen Moduls.
Sei ferner P = {(a,f) : a =2 f} das zu dem Idempotent e = (1,1) € A gehdorige projektive
Linksideal in A, i.e. P = Ae.
Sei N :=0x (00) X Zg) CT.
Wir haben die kurz exakten Sequenzen

N % P oM

0, ) == (0,2f)
(@ f) == (a,0),

und symmetrisch hierzu

LM

M — P — N
(@,0) = (24,0)

(. f) = (0,f).
Beachte hierbei, dafl beide involvierten Abbildungen A-linear sind. Seien dj; := mareps und
dy = mnin . Zusammensetzen dieser kurz exakten Sequenzen gibt eine 2-periodische projekti-

ve Auflésung

dn dn dns dn
P p N p M p P p,

von M, wobei also (a, f)dy = (2a,0) und (a, f)dy = (0,2f).
Losen wir hier nun gleich einen Teil von (3) und (4) und berechnen fiir gegebenes k > 0 die
Gruppen H”(Ss; Z(y)) und HF(S3; Zy)).

Allgemein ist
MNP, M) = Zy(mum) = Zy)

als Z3)-Moduln. Denn ist P 2+ M ein Morphismus, und ist (1, 1) = (,0) € M, so folgt (0,2)p =
(0,2)(1,1)¢p = (0,2)(r,0) = (0,0). Somit stimmen ¢ und r - mp; auf einer Z)-linearen Basis von
P {iiberein.
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Ferner bemerken wir, dafl M auch ein A-Rechtsmodul ist, welcher eine isomorphe Kopie des tri-
vialen Z3)S3-Rechtsmoduls darstellt, sowie, dafl

M @y P S Zgy
(r,0) ® (a,f) > ra
(r,0) ® (1,1) =<~— r

als Z2)-Moduln.

Anwenden von A(—, M) auf unsere projektive Auflssung und isomorphe Ersetzung liefert den
Komplex

2 0 2 0
Loy Loy~ Loy~ Lo Ly
Somit ist
Z(Q) falls k =0
H*(S3;Z2)) ~ 0 falls k =5 1
Z/2 fallsk=50und k >2
Anwenden von M®, = auf unsere projektive Auflésung und isomorphe Ersetzung liefert den
Komplex
2 0 2 0
c Loy Lo Lo Lo — Ly
Somit ist

Z(Q) falls k=0
Hi (S35 Z(9)) ~ Z/2 fallsk=51
0 falls k =5 O und k£ > 2

Wir ersetzen Z(3)Sz isomorph durch das Bild A von ws 3y in I' := Z3) X Z?:,’X)z x Zs) (vel.
Aufgabe 35.(4)).
Zunéchst definieren wir einige A-Moduln.

Wir verwenden das Linksideal M := Z3) X (88) x 0 C T', welches durch Einschrankung der
Operation von I auf A ein A-Modul wird, als isomorphe Kopie des trivialen Moduls.

Sei N :=0x (88) X Z(3)
Sei P := {(a, (38) ,0) €T : a=3b, d=50}.Esist P der zum Idempotent ep := (1, (§0),0) € A
gehorige projektive A-Modul, i.e. P = Aep.

Sei @ := {(0, (8?) .f) el : e =3 f}. Esist Q der zum Idempotent eg := (0, (8(1)) ,1) € A
gehorige projektive A-Modul, i.e. Q = Aeg.

Sei U :={(0,(0¢),0) €T : a, e € Z) beliebig}.
Sei V := {(0, (58) ,0) €T : d=;30). Esist V kein I-Modul, woh! aber ein A-Modul. Le. der
angegebene Z3)-Teilmodul von I' geht unter Linksmultiplikation mit Elementen aus A in sich.

Wir haben folgende kurz exakte Sequenzen.

tu ™M

u — P — M
0,(55),0)0 — (0,(35).0)
(@ (48).0) = (@ (39).0)

LN U
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Vo — Q — N
0.(46).0 = (©.(84).0
0.(8).5) = (©.(88).5)

P — V
(a,(50),0) > (3a.(55),0)
(@ (46).0 +— ©.(4).0
Sei dy := wyLy, sei dy := NN, sei dy := Ty Ly, und sei dps := Taripg.

Zusammensetzen von exakten Sequenzen liefert die 4-periodische projektive Auflésung

. HpﬂpﬂQﬂQﬂpﬂpﬂ»QﬂQﬂp
von M.
Losen wir hier nun gleich einen Teil von (3) und (4) und berechnen fiir gegebenes k& > 0 die
Gruppen H”(Ss; Z3)y) und H*(S3; Z3)).
Allgemein ist
AP, M) = Zg)(mm) =~ Z

als Zs)-Moduln. Denn ist P 2+ M ein Morphismus, und ist (1, ((1)8))@ = (r, (88) ,0) € M, so
folgen
(0.(50),0)0p = (0,(30).0)(L, (40))p = 0

Somit stimmen ¢ und r - 7w, auf einer Z(g)—linearen Basis von P iiberein.

Ferner ist

AN@,M) = 0.
. Y . . .
Denn ist Q —= M ein Morphismus, so ist stets

0,(8%), /) = (0,(86) x 1) ((0,(82) . f)v) = 0.
———

cM

Schliellich bemerken wir, dal M auch ein A-Rechtsmodul ist, welcher eine isomorphe Kopie des
trivialen Z3)S3-Rechtsmoduls darstellt, sowie, dafl

M QA P — Z(3)
. (68).0 @ (@ (4).0) — ra
(r.(80),0) ® (1,(00),0) ~<~—

als Z3)-Moduln, als auch, dafl M ®, @ ~ 0, da stets

(. (00) .00 ® (0, (5¢) . ) = (. (50),0)(0. (6¢) . @ (0, (51) 1) = 0.

Anwenden von A(—,M) auf unsere projektive Auflésung und isomorphe Ersetzung liefert den
Komplex

3 3
Ly Ly 0+ 0+—Zg) L~ 0+—0+—Z

Somit ist
Z(g) falls k=0

H"(Ss; Z3)) ~ 0 falls k=41, 2, 3
Z/3 fallsk=40und k >4
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Anwenden von M®, = auf unsere projektive Auflésung und isomorphe Ersetzung liefert den
Komplex

3 3
L) L) 002y L 00— Z

Somit ist
Z(g) falls k =0
Hi (S35 Z(3)) ~ Z/3 falls k=43
0 falls k=40,1,2und k > 1

(3) Teilresultate wurden in (1, 2) bereits ausgerechnet.
Es ist nun zunéichst HO(S;) = Z5* = Z.

Sei k > 1. Mit 39 (1) ist H*(S3) eine endliche abelsche Gruppe, fiir die nach 36 (2) dazuhin
|S3| - H¥(S3) = 0 ist. Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen und mit 33 (3)
wird

H*(S3) ~ HF(S3)2) @ HY(S3)(3) =~ H¥(S3;Z(2)) & H¥(S5;Z3) -

Insgesamt ist also

Z falls k=0

Z/2307Z/3 fallsk=40und k>4
H*(S3) ~ { 0 falls k =4 1

Z/2 falls k =4 2

0 falls k =4 3.

(4) Teilresultate wurden in (1, 2) bereits ausgerechnet.
Es ist nun zunéchst Ho(S3) = Zs, = Z.
Sei £ > 1. Mit 39 (1) ist Hy(S3) eine endliche abelsche Gruppe, fiir die nach 36 (3) dazuhin
|S3] - Hi(S3) = 0 ist. Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen und mit 33 (3)
wird
Hy(S3) ~ Hy(S3)(2) © He(S3)3) =~ Hr(S3;Z(2)) © Hr(Ss5Z3)) -

Insgesamt ist also

Z falls k=0

0 falls k=40 und k£ > 4
Hy(S3) ~ Z/2 falls k=4 1

0 falls k =4 2

Z/207Z/3 fallsk=43.

Aufgabe 41. Wir verwenden die Bezeichnungen von Aufgabe 38 und ihrer Lésung.
Sei allgemein R ein kommutativer Ring. Es ist rc, (RC,, R) = R(e) ~ R, wobei € : 1 1.

Anwenden von grc,(—, R) auf die in Aufgabe 38.(1) gefundene periodische projekive Auflésung
P = (--- — RC, —> RC,, — RC,, —» RC,, — RC),)
gibt den Komplex
2o (PR) = (-~ R+~ R~—R~"R~_R).
Bezeichne R[n| := {r € R : nr =0}. Es wird
R falls s =0

H*(Cn; R) ~ R[n] fallss=51
R/nR falls s=50,s>2
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Wir wollen nun die in Aufgabe 38.(2) gefundenen Morphismen f und g zur Erstellung einer isomorphen
Kopie des Cohomologierings H*(G; R) verwenden.

Seien s,t > 0. Seien 1, ( € R. Ist ne € Z°( ge, (P, R)), und ist (¢ € Z'( re, (P, R)), so miissen wir
zur Berechnung ihres Cupproduktes zur Standardauflésung wechseln, denn die Multiplikationsregel war
fiir Zykel in Standardform erkléirt. Dieser Wechsel erfolgt vermittels Verkettung mit den Komplexmor-
phismen f und g, welche zwischen den Komplexen gc,(Barc,.r, R) und grc, (P, R) wechselseitig inverse
Isomorphismen in K(R-Mod) darstellen, und also auf deren Homologiemoduln wechselseitig inverse Iso-
morphismen induzieren.

Wir miissen also in die Standardform wechseln, dort multiplizieren, und wieder zuriickwechseln. In ande-
ren Worten, wir miissen (fs(ne)) U (fi(Ce)) wieder nach Z*T*( ge, (P, R)) abbilden. Um schlielich noch
von ge,(Psit, R) = re,(RCyp, R) isomorph nach R abzubilden, miissen wir 1 € P, = RC,, einsetzen.
Es gilt also,

(D)gs+¢)(fs(ne) U fi(Ce)) € R
zu berechnen. Dieses Element ist dann fiir s+¢ = 0 schlicht in R; fiir s+t =5 0, s+t > 2 ein Représentant
von nU ¢ in R/nR; und fiir s + ¢t =5 1 ist es nach Konstruktion in R[n].
Wir stellen einige Rechnungen voran. Sei w > 1. Seien 4; € [0,n — 1] fiir j € [1,u]. Sei ¢ € [0,n — 1].

Es wird ) ] ) ] ) .
1Rt ® ch+1 R 2 ® clz-‘rl R Rcv® C'Lu+1

i2—i1—1 Gy —ty—1—1

= ¢, e e, ¢8Rl o e ,C]
f2u 1 fallsiy =ig=---=i,=n—1
0 sonst
Es wird ) _ ) ) ) ‘ _
1®c®c ® chtl Rc2® ctzt1 R - Qc-1® ctu—1+1 ® ct
= [e,ci7l e c2miiml oL clumriTu-e Tl e g1l
fau 1 fallsi1:i2:~~:iu_1:i:0
0 sonst
Es wird , 4 4 ' . ,
1Rc® 't ® cll-‘rl Q2 ® cl2+1 R---Rcv® clu"rl
= J[e,cr e 2Tt e clsmiaml e e tum1ml )
faut1 1 fallsi1:i2:-~-:iu20
0 sonst
Es wird ) ) , ) ) ) ‘
1 ® Cll ® Cll+1 ® Clz ® C7,2+1 R - ® C’Lu ® C’Lu+1 ® CZ
= ¢, ¢, it e el o clemizml e piTtum1 T
faut1 Ao, 1 fallsiy =i = =14, =1
0 sonst

Fall s =5 0, t =5 0. Schreibe s =: 2k und ¢t =: 2[. Es wird

(Dgart20)(for(ne) U fau(Ce)) _
n¢ Zie[o,n—l](l ® §®(ki1) ® ¢ @ ) fore - (¢ @ €8F) fore
16 Y ie0,n—1) Oin—1 - (¢ e)

ng .
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Fall s =5 0, t =5 1. Schreibe s =: 2k und ¢t =: 2] + 1. Es wird

(()g2rt21+1) (f2e(ne) U fai41(Ce)) o

n¢ Zie[oynfl](l ®c® £®(k_1) & Cz)f2k5 : (Cl ® ¢t & §®l)f2l+15
n¢ Zie[o,n—l] di0 - (c'e)

= .

Beachte, dafl der Fall s =5 1, t =5 0 wegen graduierter Kommutativitdt aus diesem Fall folgt.

Fall s =51, t =5 1. Schreibe s =: 2k + 1 und ¢t =: 2] + 1. Es wird

(()g2r+20+2) (f2u(me) U fay1(Ce))
= N icpon-1(1 ®EF @) fare - (¢ @ ¢ @ E¥) farpre
= ¢ z:ie[o,n—u(C}O’Z]ai,o)E “(c'e)
= n¢n(n—1)/2.

(1) Ist nun R = Z, so ist

Z falls s =10
H*(C,) =~ 0 falls s =5 1
Z/n fallss=50,s>2

Schreibe xar 1= ¢ € Z%( z¢, (P, Z)) fiir k > 0. Das Tupel (x2x)r>0 ist ein Z-lineares Erzeugenden-
system von H*(C,,). Es gilt
Xek U X2l = X2k+21
fir k, 1 > 0.
Man kann auch einen Isomorphismus

Z[X]/(nX) — H*(Cn)
X X

angeben.
Ist nun R = Z/n, so ist
H*(Cy;Z/n) ~ Z/n fir s>0

Schreibe x, :=¢ € Z°( z¢,(P,Z/n)) fiir s > 0. Das Tupel (xs)s>0 ist ein Z-lineares Erzeugenden-
system von H*(C),; Z/n).

Es gelten
X2k UX2r = X2k+2
X2k+1 U X2t = X2k+21+1
X2k U X241 = X2k+20+1

X2k+1 U X2i41 =  Xokt2i42 -n(n—1)/2
fir k, I > 0.Le.ist n =5 1, 80 ist xop+1Uxa+1 = 0; ist n =5 0, S0 ist xor+1UX21+1 = Xok+21+2°1/2.

Fiir n =5 1 ist

(Z/n)[X,Y]/(Y?) —~ H*(Cn;Z/n)
X X2
Y — xi,

fiir n =5 0 ist
(Z/n)[X,Y]/(Y? — 5X) — H*(Cp;Z/n)
X X2
Y

—>
— X1 -
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(3) Die Aussage ist falsch.
Allgemein folgt zwar aus der graduierten Kommutativitéit von H*(G; R) und dem Grad 2k + 1 von
X, daf
XUX = (~1)EHDEHD gy
ie., daB 2(nUn) =0.

In (2) haben wir aber fiir n =5 0 in den dortigen Bezeichnungen xor41 U X2k41 = 5 - Xak42 # 0
erhalten.

Dahingegen ist auch dort natiirlich 2(xar+1 U X2k+1) = 7+ Xak+2 = 0.

Aufgabe 42. Sei G := 83, sei H := ((2,3)). Schreibe auch ¢ := (2,3). Wir behaupten zunichst, daf
M ~ zﬁ als ZG-Moduln.

Sei eine ZH-lineare Abbildung gegeben durch Z — M|, 1+ e;, was wegen e; € M wohldefiniert
ist. Dies induziert mit Adjunktion eine ZG-lineare Abbildung

Zly — M

c®R1l > o0-e1 = e15-1.

Diese Abbildung ist surjektiv, da alle Basiselemente getroffen werden. Da rkyz Z]g =[G: H] -rkzZ =
3 =rkgz M, liegt ein Isomorphismus vor.

Die allgemeine Tatsache, die hinter diesem Isomorphismus steht, ist, daf§ fiir eine Gruppe G, eine transitive
G-Menge X und ein z € X wir einen Isomorphismus G/Cg(z) —* X, gCg(z) = gz haben, und folglich

~ G
auch einen Isomorphismus Z(G/Cq(z)) — ZX von ZG-Moduln. Ferner ist Z(G/H) ~ Z| 7, gH > g®1
fiir eine Untergruppe H < G.

Eckmann-Shapiro gibt nun

HH(Ss, M) ~ HK(G,Zly;) ~ HE(H)

2

Hy(Ss, M) =~ Hi(G,Zly;) =~ Hy(H)

fir k£ > 0.

Aus der Losung zu Aufgabe 38.(1) entnehmen wir die periodische projekive Auflésung
P = (- —~ZH—ZH —ZH —~ ZH)

von Z iiber ZH, wobei lHu>1+c, l—1—c
Wie in Aufgabe 41.(1) gibt Anwenden von zp(—,Z) auf P den Komplex

2 0 2 0
zo(P,Z) = (- ~—Z~—Z~—7Z~—17),

und folglich
Z falls k=0
H*(S3,M) ~ HF(H) ~ { 0 fallsk=,1
Z/2 fallsk=50und k>2.

Ferner gibt Anwenden von — ®zpy Z auf P den Komplex

2 0 2 0
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und folglich
Z falls k=0
Hy (S5, M) ~ Hy(H) ~ Z/2 fallsk=51
0 falls k = Ound £ > 2.

Aufgabe 43. Mit Eckmann-Shapiro geniigt es fiir die ersten beiden Isomorphismen zu zeigen, daB
( /Y, XJH))]G und R(Y]G,X) als RG-Moduln isomorph sind.

Da [G : H] < oo, ist dies wiederum &dquivalent damit, daf§ ( 5(Y, XJH))TTG und R(Y]G, X) als RG-Moduln
isomorph sind.

I) Wir konstruieren zunéchst eine Abbildung

ru(RG, RY,X|n)) — rRG®rrY,X)
e (99yr—g(W)9)) -

Um zu zeigen, dal g @ y — g((y)((¢7)p)) wohldefiniert ist, vergleichen wir das Bild von gh ® y und
g ® hy fir h € H. Ersteres ergibt sich zu

gh@y = gh((y)(h"g7)p)) = gh((y)(h~ (g7 )¢)) = ghh™ (hy)((g7)p) = g(hy)((g7)¥) ,

und zweiteres ebenfalls zu
g®hy = g((hy)((97)¢)) -

Zeigen wir, daf die Abbildung RG-linear ist. Sei hierzu ¢’ € G gegeben. Es bildet

gy Ko g(Wg)'e)) = 9(W((g~g)e)) .

ab, und dies resultiert auch aus
g (g®y —g( (W)((g7)p) )) = (g®y g g2yt—9g " g( W) (g 9)e) ) g9 9( W)((g~9)¢) )) :

IT) Wir konstruieren nun eine Abbildung

R(RG®RH Y,X) — RH(RG, R(Y,XJH))
¢ = (9 —gllg~@nv))) .
Um zu zeigen, dafl g —— (y——g((¢~ ® y)v))) eine RH-lineare Abbildung ist, sei h € H gegeben. Es

kommt hg auf y — hg((¢g~h~ ®@y)¥))y. Auf der anderen Seite bildet h(y — g((¢~ ®y))) das Element
y auf hg(g~ ® h™y)y ab, was dasselbe ist.

IIT) Bleibt zu zeigen, daf sich die beiden Abbildungen gegenseitig invertieren. Dafl zweitere RG-linear
ist, ist dann eine Folgerung.

Sei v € ru(RG, R(Y,X|n)). Es kommt ¢ auf g @ y — g((y)((g*)ap)), was in umgekehrter Richtung auf
eine Abbildung geschickt wird, deren Bild von g € G ein Element y € Y schickt nach

9( (g @yld @y =g () (g )e)]) = 9(g (W(9)¥)) = W((9)¢),
i.e. wieder auf .

Sei v € R(RG®ryY,X). Es kommt ¢ auf g+—— (y——g((¢9~ ® y)v)), was in umgekehrter Richtung
auf eine Abbildung geschickt wird, die g ® y abbildet nach

g( W) W' g (¢ 2y )W) = 9( WY =g ((92y) )] ) = g9(g9~ (g2y)¥ ) = (929)¢,
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i.e. wieder auf .

Mit Eckmann-Shapiro geniigt es fiir die letzten beiden Isomorphismen zu zeigen, daB (Y ®g XJH)1G und

Y}G ®pr X als RG-Moduln isomorph sind.

Wir setzen
RG ®ry (Y ©®r Xlg) =~— (RG ®gruw Y) ®r X
g ® (y @ =) — (g ® y) ®  gx.
g ® (y ® gz) < (9 ® Yy ® .

Fiir h € H kommt gh® (y®x) auf (gh®y)®(gh)x, wihrend g@h(y®@x) = g@ (hy®hx) auf (¢@hy)@g(hx)
kommt, was dasselbe ist.

Umgekehrt, fiir h € H kommt (gh®y) @z auf gh® (y@h~ g~ x), wihrend (¢®@hy) @z auf g@ (hy @9~ ),
was dasselbe ist.

Die Abbildungen invertieren sich wechselseitig.

Die Richtung +—— ist RG-linear, da fiir ¢ € G das Element ¢'(¢ ® (y ® x)) = ¢'g ® (y ® z) auf
(J9®y) @ g'gr =9¢'((9®y) ® gzr) kommt.

Aufgabe 44. Sei P eine projektive Auflésung von X iiber RG. Nach Definition von Tr}f etc. auf
Ext® vermittels H* des entsprechenden Morphismus auf den Hom-Moduln geniigt es zu zeigen, daB das
angegebene Dreieck auf den Komplexen kommutiert, die nach Anwenden des Hom-Funktors ggf. nach
vorherigem Einschrianken auf die jeweilige Untergruppe entstehen. Dies wiederum kann punktweise gezeigt
werden.

Wir behaupten also, es ist

Ty Tr 1

(RL(PJLaX/JL) il ru(Pla, X' |g) — RG(PaX/)) = (RL(PJL,X/JL) —= RG(P7X/)) .

fiir einen RG-Modul P. Sei P|y, I X'|;, eine RL-lineare Abbildung. Mit der expliziten Formel wird fiir

peP
G

D) = Syemas (on)(NTID))
ZQGH\G 9! ( ZheL\H h_l((hgp)f))

ZQGH\G ZheL\H(h’g)il((hgp)f) )

(p)((f) Ty Tr]

und wir sind fertig mit der Bemerkung, daf3

G= || H = || || zn|g= || || ZLhg-

9eEH\G 9g€EH\G \heL\H 9€H\G he I\H

Aufgabe 45. Sei n/m =: d. Sei C,, = (c?) < (c) = C,, .

Wir haben, in den Bezeichnungen von Aufgabe 38, eine projektive Auflésung

P = (--- — RC, —» RC,, —» RC), —» RC,, —» RC),)
von R iiber RC,,. Hierbei ist 1u =c® + ¢t +---+ ¢ 1 und lv = ¢ — 1.

Ferner haben wir ganz entsprechend eine projektive Auflosung

’ / ’

P = (--+ —» RC,, —> RCy, —> RCy, —> RCyy, —> RC),)
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von R iiber RC,,. Hierbei ist 1u/ = ¥ +c¢¢ 4+ --- + ¢™4=4 und 1v' = ¢* — 1.

Fiir ¢ € Z schreiben wir i = di + ¢ mit i € [0,d — 1]. Es sei also i das Resultat von i bei Division durch d
mit Rest, und es sei 7 dieser Rest.

Der (aus theoretischen Griinden existente) Isomorphismus Plc, — P’ in K(RC,,,-Mod), der unter Hy
auf die Identitéit abgebildet wird, hat (bis auf Homotopie) die Gestalt

o —2> RC,l¢,, —— RCy|c,, —— RCylc,, —— RC,|c,, —— RC,|c,,

O R P

“—~ RC,, — RC,, — RC,, —= RC,, — RC,,

mit

m

& cdi

RCnJ C - Rcm

m

¢ (i1 -i)et,

wobei i € Z. Nach Definition sind beide Morphismen RC,-linear, da vertriglich mit der Multiplikation
mit ¢?. Sei RC, — R, ¢t +—1. Sei RC,, <L R, ¢+ 1, wobei i € Z. Es ist ¢ - ¢/ = - 1x. Somit
wird in der Tat auf Hg die Identitét induziert, sofern nur ein Morphismus von Komplexen vorliegt.

Zu zeigen ist vp = Yv'. Sei i € Z. Es wird auf der einen Seite

Cz+1 _ cdz+1 _ cd@

cvp = ( e =

und auf der anderen Seite
dr = (k1 -i)ey = (21— i)(e - e,
was beidesmal nur einen Wert ungleich 0 liefert, falls i + 1 =4 0, und diesenfalls beidesmal ¢+ — cit1—d
ergibt.
Zu zeigen ist up = pu’. Sei i € Z. Es wird auf der einen Seite

cup = Y dv= Y (l-pet = Y o,

i€[0,n—1] i€[0,n—1] j€[0,m—1]

dou' = P/ = g v

j€[0,m—1]

und auf der anderen Seite

Der (aus theoretischen Griinden existente) Isomorphismus P|e, <=— P’ in K(RC,,-Mod), der unter Hy
auf die Identitét abgebildet wird, hat (bis auf Homotopie) die Gestalt

o+ —> RCylc,, ——= RChylc,, —— RCylc,, —— RCylc,, —— RChlc,,

P P

> RC,, —~ RC,, —~ RC,, —= RC,, —~ RC,,

mit
o b

m

RC, —= RCic,
Cd] — Zie[O,dfl] ch-H )
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wobei j € Z. Nach Definition sind beide Morphismen RC,,-linear, da vertréiglich mit der Multiplikation
mit ¢?. Wir halten fest, da £ -e = ¢’ - 1g.

Zu zeigen ist (v = v'€. Sei j € Z. Es wird auf der einen Seite

gy = Z cditi | = Z (Cdj+i+1 _ Cdj+i) — ditd _ i
i€[0,d—1] i€[0,d—1]

und auf der anderen Seite
cd]v’f - (Cdy+d _ cdj)g — Ytd _ 4

Zu zeigen ist Eu = u/(. Sei j € Z. Es wird auf der einen Seite

ey = Ay = E c,

i€[0,n]

und auf der anderen Seite

¢ = ( Z cdj)C = Z Z it = Z ¢ .

JE€[0,m] j€[0,m] i€[0,d—1] i1€[0,n]

Wir identifizieren nun e, (RCyp,, R) mit R, indem wir einem Morphismus das Bild von 1 € RC,, zuordnen.

m

Genauso identifizieren wir re, (RCy, R) mit R.
Das Kompositum
Cn

(=) Tric,,

R = ge,(RCyp,R) — ge,(RChlc,,,Rlc,,) — rc,(RC,,R) = R

schickt 1 zunéichst auf die Abbildung RC,,|c,, . R|c,,, ¢! =1, und sodann unter Tr]%‘n auf

Z (¢ - 1)e) = Z 1l =4d.

1€[0,d—1] 1€[0,d—1]
Das Kompositum

Cn
P(=) Tric,,
R = ge, (RCnp,R) — ge,(RCyle,,,Rlc,,) — rec,(RCy,R) = R

f ,
schickt 1 zunéchst auf die Abbildung RC,|¢c,, — Rlc,,, ¢! — (i + 1 — i), und sodann unter ng" auf

m)

Yoo = Y tlikl-i) = Yy (ixl-i) = 1.

i€0,d—1] i€0,d—1] i€[0,d—1]

In umgekehrter Richtung schickt das Kompositum

£(-) Resjgfn

(
R = ge, (RCyp,R) ~— ge,(RCyle,,,Rlc,) ~— rc,(RCh,R) = R

/

die 1 zunéchst auf die Abbildung RC,|c =, R|c,,, ¢/ 1, und sodann unter £(—) auf

(1)¢e! = 1€/ = 1.

Ferner schickt das Kompositum

C
(=) Reslc,,
R = ge, (RCnp,R) ~— ge,(RCyle,,,Rlc,,) ~— re,(RCyh,R) = R

m
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’

die 1 zunéchst auf die Abbildung RC,,|c,, - Rlc,, , ¢! — 1, und sodann unter {(—) auf

(1)¢e’ = Z dle =d.

1€[0,d—1]
Insgesamt erhalten wir
" R<’ R<"-R<’-R
id l1 \Ld J{1 Res o
" R<’-R<" R<’-R
i1 ld J{1 \Ld "
" R<>-R<"-R<"_R.

Ist also k = 0, so ist H(C,,; R) = R und H°(C,; R) = R. Die von Tr1g; induzierte Abbildung schickt
r = dr, und die von Resjg:;’ induzierte Abbildung schickt r — 7. Es bestiitigt sich, daf§ die Kompo-
sition Resjg:'b Tr1g” auf HY(C,,; R) ein Element r € R auf dr = [C), : C,,] -  schickt.

Ist k =5 1, so ist H*(C,,; R) = R[m] und H*(C,; R) = R[n]. Die von Tr]g:l induzierte Abbildung
schickt 7 ——r, und die von Resjg:L induzierte Abbildung schickt » —— dr. Es bestitigt sich, dafl die
Komposition Resjg:‘n Tr]g:; auf H*(C,; R) ein Element r € R[n] auf dr = [C,, : Cy,] - r schickt.

Ist kK =5 0 und k£ > 2, so ist H*(C,,; R) = R/mR und H*(C,; R) = R/nR. Die von Tr1g; induzierte
Abbildung schickt r —— dr, und die von Resjg:; induzierte Abbildung schickt r ——r. Es bestétigt

sich, dafl die Komposition Resjg:L Tr1g:L auf H*(C,; R) ein reprisentierendes Element r € R/nR auf
dr = [Cy, : Cy,] - 7 schickt.

Aufgabe 46. Sei P eine projektive Auflosung von X {iiber RG. Nach Definition von ’ij etc. auf Tory,
vermittels Hy des entsprechenden Morphismus auf den Tensorprodukten, geniigt es zu zeigen, dafl das
angegebene Dreick auf den Komplexen kommutiert, die nach Anwenden des Tensor-Funktors ggf. nach
vorherigem Einschrianken auf die jeweilige Untergruppe entstehen. Dies wiederum kann punktweise gezeigt
werden.

Wir behaupten also, es ist

€ ) Tr|S
(P@na X' =% Plu@rn X'ln —+ Ploor X'l1) = (Pora X' —* Ploon X'|1) .

fiir einen RG-Modul P. Sei p® 2’ € P Qrg X' eine RG-lineare Abbildung. Mit der expliziten Formel
wird

H

(p®a') Tr 5 Tr |} (ZQEH\G(gp@@gx’)) Tr|}

Zg'EH\G ZheL \H hgp @ hgx'

und wir sind fertig mit der Bemerkung, dal G = ||;c ;¢ Unepr L9 -

Aufgabe 47. Wir verwenden die Bezeichnungen von Aufgabe 45. Wir identifizieren R @rc,, RCp, mit
R, indem wir r ® 1 dem Element r zuordnen. Genauso identifizieren wir R ® o, RC,, mit R.

Das Kompositum

T™io, 10¢
R = R®rc, RC, — Rlc,, ®rc,, RChlc,, — R®rc,, RC»i = R

m m m
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schickt 1 zunéichst nach Zie[(),dfl] 1 ® ¢, sodann nach Zie[o,dfl] 19ch =1® d, was in R schlieSlich d
entspricht.

Das Kompositum

JCn
Cm

1®Yy
R = R®rc, RC, — Rlc,, ®rc,, RChlc,, — R®rc,, RC = R

m m m

schickt 1 zundchst nach 37,54 1)1 ® ¢', sodann nach Yicpa- 1 ®(E+1-— i)eh =1® 1, was in R
schliefSlich 1 entspricht.

Das Kompositum

1®¢ Can’g”,
R = R®rc,, RCi — R ®gc,, RChlc,, — R ®rgc, RCy

|
=y

m

schickt 1 zunéichst nach 1 ® 1, sodann nach 1 ® 1, was in R schliellich 1 entspricht.
Das Kompositum

Cn
Canlc

1®¢
R = R®Rcm RC,, — R®Rcm RCnJcm —_— R®ch RC, = R

schickt 1 zunéichst nach 37,0 4 4;1® ¢!, sodann nach Pico,d-1)1® ¢!, was in R schlieflich d entspricht.

Berechnen wir nun Hg(C,,; R). Anwenden von R ®pgc, — auf P liefert den Komplex

n 0 n 0
R®pc, P = (++ —R—+R—R—>R—R),

und so wird
R falls k =0

Hy(Ch; R) = R/nR falls k=51
R[n] fallsk=20und k > 2.

Ganz entsprechend ist

R falls Kk =0
Hy(Chm; R) = R/mR falls k=51
Rlm] fallsk=,0undk >2.

Insgesamt erhalten wir

R%- R " R Y. R
AR
R%-p ™ R Y.R
AN
R% - R "R "R,

Ist also k = 0, so schickt die von Trjg" induzierte Abbildung » € R nach dr € R. Die von Can]gZL

induzierte Abbildung schickt » € R nach r € R. Es bestétigt sich, dal die Komposition Trjg:; Canlg’,
auf Ho(C,; R) ein Element r € R auf dr = [C), : Cp,]r schickt.

Ist k =5 1, so schickt die von Trjg; induzierte Abbildung » € R/nR nach r € R/mR. Die von Can]gfn
induzierte Abbildung schickt » € R/mR nach dr € R/nR. Es bestitigt sich, dafl die Komposition
Trjg: Can]g:; auf Hi(Cy; R) ein reprisentierendes Element r € R/nR auf dr = [C,, : Cp)r € R/nR
schickt.
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Ist k =5 0 und &k > 2, so schickt die von Trjg:; induzierte Abbildung r € R[n] nach dr € R[m]. Die von

Cn
Canlg”
Chr
TI' J Com

induzierte Abbildung schickt » € R[m] nach r € R[n]. Es bestétigt sich, da§ die Komposition
Can]gfn auf Hy(Cy; R) r € R[n] auf dr = [C), : Cp|r € R[n] schickt.

Aufgabe 48.

(1)

(2)

Die Aussage ist richtig. Es ist Ho(H, M;R) = R ®rng Mlg, es ist Ho(G,M;R) = R ®rc M,
und die Abbildung Can]g gegeben durch die kanonische Abbildung R ® gy Mg — R Q@ra M,
r @ m 1 ® m, welche surjektiv ist.

Die Aussage ist falsch. Sei H = Cy, sei G = Cy, seien R = M = Fy, und sei & = 1. Nach

Cy
Res| 2 0
Aufgabe 45 ist H!(Cy; Fy) —% H!(Cy; Fy) gegeben durch Fy[4] — Fy[2], i.e. durch F, — Fy,
was nicht injektiv ist.

Aufgabe 49.

(1)

Schreibe X LN_L X resp. X’ 7—51 X' fiir die Multiplikation mit r auf X resp. X’. Da Ext% (—, =)
ein biadditiver Funktor ist, kontravariant in erster und kovariant in zweiter Variablen, erhalten wir
einen Automorphismus . ,
k / EXtA(T(_)7T (_)) k /
Exth (X, X)) ————  Ext}(X,X’)

Da Ext’ (r(=),r'(—)) = Ext’ (r(=), X) Ext® (X, 7/(=)), geniigt es zu zeigen, daB Ext (r(—), X')
mit der Multiplikation mit 7 auf Ext® (X, X') iibereinstimmt, und daf Ext® (X, (—)) mit der
Multiplikation mit r’ auf Ext% (X, X’) iibereinstimmt.

Zur Berechnung von Extf(r(=),X’) verwenden wir die Interpretation Ext¥ (X, X") ~
H*( 4(PResX, X')). Es geniigt zu zeigen, daf8 die Multiplikation mit r auf H*( 4(PResX, X')) in-
duziert wird. Nun aber ist PRes(r(—)) die Multiplikation mit r auf jedem Eintrag des Komplexes
PResX, da dies ein Komplexmorphismus liefert, der unter HY auf r(—) auf X abgebildet wird.
Anwenden von 4(—, X') liefert an jeder Stelle abermals die Multiplikation mit r (nach Definiti-
on der R-Modulstruktur auf den Morphismengruppen), und Anwenden von H* liefert schlielich
die Multiplikation mit r auf den Homologiegruppen, da die den auf H* induzierten Morphismus
charakterisierenden Kommutativitdten von ebendieser Multiplikation erfiillt werden.

Zur Berechnung von Extf(r(=),X’) verwenden wir die Interpretation Ext¥ (X, X") ~
H*( A(X,IResX’)) und argumentieren analog.

Es ist H*(G, Q) = Exth(Z, Q). Die Multiplikation mit |G| ist ein Isomorphismus auf Q, also auch
auf Exth - (Z, Q).

Es ist Ext5(Z, Q) = 0 fiir k£ > 1, da Q injektiv ist (Aufgabe 5, Aufgabe 26.(1)), oder, da Z projektiv
ist. Nach dem zweiten Korollar aus §2.5.4 ist folglich die Multiplikation mit |G| die Nullabbildung
auf Exty(Z, Q). Vgl. Aufgabe 36.(2).

Ist ein Endomorphismus auf einem Objekt E einer additiven Kategorie zugleich ein Automorphis-
mus und die Nullabbildung, so folgt £ ~ 0.

In unserem Fall ist daher Exty(Z, Q) ~ 0.

Anwenden von H*(G, —) fiir k& > 0 auf die kurz exakte Sequenz Z . Q 2, Q/Z und Eintragen
der Verbindungsmorphismen liefert die lang exakte Sequenz

wez) T meq "9 weqz -

¢z —9 meq WY neqz

ez 2 meq Y me.qz -
H3(G,i)

HY(G,Z)
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0 i 0
Nun ist die Sequenz HO(G7Z)H(—>CH HO(G, Q)Hﬂ) H%(G,Q/Z) isomorph zur Sequenz

7 —~ Q L Q/Z, da der Funktor H°(G,—~) = (—)¢ (Fixpunkte nehmen unter () identisch
operiert. Insbesondere ist H’(G, p) epimorph, und also 8° = 0, so da$8 H*(G, i) monomorph folgt.
Auf der anderen Seite ist H!(G, Q) ~ 0 mit (1). Insgesamt erhalten wir HY(G) = H}(G, Z) ~ 0.

Sei & > 2. Da H*'(G,Q) ~ 0 und H*(G,Q) ~ 0, ist 9*~! ein Isomorphismus, i.e.
HE1(G,Q/Z) —~ HNG, Z) = HE(G).

(4) Wir verwenden die Standardinterpretation in 1-Cozyklen und 1-Coréndern. Es ist
B!(za(Barg,z,A)) = {ar— % -a~ : a € A} =1, da % = a stets. Ferner ist

(G2 A (gh)d = (90) - ()}

o
{G—A : (gh)0 = (90) - (D)}
= (Gruppen)(Ga A)
~ (AbGruppen)(Gab7 A) 5

Z1< ZG( Barg;z, A))

letzterer Isomorphismus folgt hierbei mit Aufgabe 11. Insgesamt ist also HY(G,A) =
Zl( ZG( BarG;Za A))/Bl( ZG( BarG;Za A)) = (AbGruppen)(Gabv A)
Ist nun A torsionsfrei, i.e. folgt fiir @ € A aus ™ = 1 fiir ein n > 1 bereits a = 1, so folgt

(AbGruppen)(G??, A) = 1 wegen G, und also auch G*" endlich. Insbesondere wird, nun wieder additiv
geschrieben, HY(G) = HY(G,Z) = 0.

Aufgabe 50.
(1) Die lang exakte Sequenz von Torj (A/I, —) auf der kurz exakten Sequenz J —= A — A/.J endet
. — Torp(A/I,A) — Tori(A/I,A)J) — AJI®s] — AJI@ A — AJIQAA]T,

was wegen A projektiv und daher Tor{'(A/I, A) ~ 0 zur Folge hat, daB Tor{(A/I, A/J) ~
Kern(A/I ®4 J—>A/I ®4 A-—>A/I), wobel also insgesamt A/I ®4 J—=A/I,
(a+I)®@jr>aj+1.

Wenden wir den rechtsexakten Funktor — ®4 J auf die kurz exakte Sequenz I — A — A/T an,
so erhalten wir eine exakte Sequenz

I®sJ — A®AJ4>A/I®AJ4>O.

Isomorphes Ersetzen von A ® 4 J durch J und nachfolgendes Einfiigen des Bildes I.J von I ® 4
J — J liefert die kurz exakte Seuqenz I.J C— J — A/I®4J, wobei J — A/I®@4J, j — (1+
I®j.

Wir haben einen Morphismus kurz exakter Sequenzen

IJ——=J——=A/I®aJ

N

I A AT,

wobei die ersten beiden vertikalen Morphismen Inklusionen sind, und der verbleibende
(a+1I)® j+—aj + I abbildet. Interpretieren wir dieses Diagramm als kurz exakte Sequenz von
Komplexen, so erhalten wir mit Aufgabe 20 und isomorpher Ersetzung die exakte Sequenz

0 — Tor{(A/I,A)J) — I/IJ — A)J —= A/(I+J) — 0.

Aber der Kern von I/1J — A/J ist gerade (I N J)/(I.J), woraus die Behauptung folgt.
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(2) Ist nun A = RG und I = J = Augg.p, so erhalten wir A/I = A/J = RG/Augg.p ~ R, und also

Hy(GiR) = TorfS(R,R) ~ Torf(A/1,A/T) L I/I* = Augg.p/Aug.p -

Ein Nachteil dieser Argumentation ist, daf§ wir nicht ohne weitere Anstrengungen die Abbildungs-
vorschrift auf den reprisentierenden 1-Zyklen bekommen.

Aufgabe 51. Die Tatsache, dal R ein Hauptidealbereich ist, und dafl P aus endlich erzeugten projektiven
Moduln besteht, wird nur insofern eingehen, als dafl Teilmoduln endlich erzeugter projektiver Moduln
wieder projektiv sind. Insbesondere gilt dies fiir Zg(P) und By (P) (nicht aber fiir Hg(P)).

(1) Esist I C+ RG — R kurz exakt. Da M projektiv iiber R ist, oder aber, da unsere kurz exak-
te Sequenz iiber R spaltet, ist auch I @ g M — RG ®gr M — R ® g M kurz exakt. Isomorphe
Ersetzung liefert die kurz exakte Sequenz I g M — RG®r M — M, wobei der zweite Morphis-
mus durch die Multiplikation der Tensorfaktoren gegeben ist. Nach dem ersten Korollar aus §2.2.1
ist RG ®r M projektiv iiber RG. Die lang exakte Homologiesequenz liefert die exakte Sequenz

o]
Hy(G,RG ®p M;R) — Hy(G,M;R) —» Hj_1(G,I ®r M;R) — H;_1(G,RG®z M;R),

in welcher die &ufleren beiden Terme verschwinden, da insbesondere k — 1 > 1. Folglich ist J; ein
Isomorphismus.

(2) Die lang exakte Sequenz der Funktoren Torf®(—, M) fiir k > 0 angewandt auf die kurz exakte
Sequenz I <~ RG — R gibt die exakte Sequenz

01
Tor“(RG, M) — TorR¢(R,M) — I ®@pg M — RG ®pa M .

Die Behauptung folgt nach isomorpher Ersetzung von RG ®gg M durch M mit der Bemerkung,
daB Torf“(RG, M) = 0.

(3) Zunichst ist mit iterativer Anwendung von (1)
Hi(G;R) = Hiy(G,I®%:R) ~ H;_1(G,I® R) ~ Hyp_o(G,I®%R) ~ - ~ Hy (G, I®F~1.R).

Mit (2) kénnen wir fortsetzen zu
H, (G, I®¢D; R) ~ Kern(I®*~D ®pq Ii,[(@(kfl)) '

Aufgabe 52.

(1) Wir haben punktweise die split kurz exakten Sequenzen Zj(P) — Py — By+1(P) fir k € Z.
Wir miissen zeigen, daf} sie sich zu einer kurz exakten Sequenz von Komplexen zusammensetzen
lassen. Bei k und k + 1 erhalten wir in der Tat die beiden kommutativen Vierecke

Zi+1(P) Py Bi-1(P)
O\L dl O\L
Zx(P) P, Bir—2(P) .

(2) Die punktweise split kurz exakte Sequenz von Komplexen aus (1) bleibt nach Tensorieren mit M
punktweise split kurz exakt. Die lang exakte Homologiesequenz auf dieser tensorierten Sequenz
hat die Gestalt

H.(Z(P)o M) — H(PoM) — HBE)[1]eM) -
He 1 (Z(P) @ M) — Hyq(PeM) — H (BP)1]eM |
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Wegen der Nulldifferentiale sind Hy (Z(P)@ M) ~ Zy(P)®@M und Hg(B(P)[1]®@ M) ~ By_1(P)®M
fir k € Z, und wir erhalten nach isomorpher Ersetzung
Ok
ZW(P)oM — — Hy(P®M) — Br(P)OM —»
Zpy1(P)@M — Hp 1 (P®M) — BpP)@M

Berechnen wir darin das Bild von z;d ®m unter Ji, indem wir die isomorphe Ersetzungen entlang-
laufen, und die Abbildungsvorschrift von Ji in der urspriinglichen lang exakten Homologiesequenz
verwenden. Fiir das reprisentierende Element zpd in Hy (Bg—1(P)[1l] ® M) wihlen wir das Urbild
T ®m in P, ® M, bilden dies mit dem Komplexdifferential auf zyd®m in P,_1 ® M ab, und finden
fiir dieses das Urbild xxd ® m in Zy_1(P) ® M, welches das gewiinschte Element in Hy(Z(P) ® M)
reprisentiert (resp. mit diesem iibereinstimmt, man kann identifizieren).

Verwenden wir die projektive Auflosung By_1(P) — Z;_1(P) von Hy_1(P) zur Berechnung von
Tor; (Hg—1(P), M) und von Torg(Hg_1(P), M) ~ Hix_1(P) ® M, und beachten, daf} sich H; des
Komplexes (By—1(P) @ M — Z;—1(P) ® M als Kern und Hy als Cokern seines Differentials
zwischen ebendiesen Objekten berechnet, so erhalten wir gerade die geforderte exakte Sequenz

0 —» Tory (Hy_1(P), M) — Bj_1(P) ® M —> Zy_(P) @ M —> H;,_1(P) @ M — 0.

In der lang exakten Sequenz in (2) kennen wir nun bis auf Isomorphie dank (2) auch das
Bild Tory (Hg—1(P), M) von Hi(P ® M) — Bi_1(P) ® M auch das Bild Hx_1(P) ® M von
Zi—1(P) ® M —Hp_1(P ® M), und also, geshiftet um 1, auch das Bild Hx(P) ® M von
Zr,(P)® M — Hj_1 (P ® M). Genauer, bei letzterem wird ein représentierendes Element z; ® m
von Hy(P) ® M auf das représentierende Element 2 ® m von Hy_1 (P ® M) geschickt.

Damit haben wir eine kurz exakte Sequenz
Hy(P)®@ M ——> Hy(P® M) —+ Tori(Hy_1(P), M),

und es bleibt zu verifizieren, dafl der Kern eine Coretraktion ist, oder, wie man auch sagt, split
monomorph ist.

Es ist Zg(P)— Py —> Bx_1(P) split kurz exakt wegen Bj_1(P) projektiv. Also ist
Zyi(P) — Py, und damit auch Zx(P) ® M — P, ® M split monomorph. Da wir eine Fakto-
risierung

(Ze(P)9 M — P, @ M) = (Zy(P)® M — Zx(P® M) — P, ® M)

haben, ist damit auch Zg(P) ® M — Zi(P ® M) split monomorph. Dieser Monomorphis-
mus schridnkt zu einem Isomorphismus By (P) ® M =+ By (P ® M) ein. Also schrinkt ei-
ne beliebig gewihlte zugehorige Retraktion Zi(P) ® M <—Zi(P ® M) auf den inversen
Isomorphismus By (P) ® M <= By(P ® M) ein, und induziert so eine zugehorige Retraktion
Hy(P) ® M <~— Hi(P ® M) zum fraglichen Monomorphismus.

Die punktweise split kurz exakte Sequenz von Komplexen aus (1) bleibt nach Anwenden von (—, M)
punktweise split kurz exakt. Die lang exakte Homologiesequenz auf dieser tensorierten Sequenz hat
die Gestalt
1
H*((Z(P),M))  <=— HM(P,M))  «— HNB(P)[], M) ~+—
H1((Z(P), M) ~— HY((PM)) <~— HU(B(P)[LM))

Wegen der Nulldifferentiale sind HF((Z(P),M)) =~ (Zx(P),M) und HF((B(P)[1],M)) =~
(Br—1(P), M) fiir k € Z, und wir erhalten nach isomorpher Ersetzung

(Zn(P),M)  «~— HY((PM)) ~— (Bpa(P),M) ~—
(Zk—l(P)7M) D Hk_l((P7M)) D (Bk—2(P)7M
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Sei  Zp_1(P) ~ P,_1 eine Retraktion zur Inklusion Zg_1(P) . P._1. Bezeichnen

Py L, Bik_1(P) . Zr—1(P) die gegebenen Morphismen. Der Verbindungsmorphismus
Ok—1 schickt f € (Zg_1(P), M) zuniichst auf sf, ein Element in H*~1((P, M)) reprisentierend,
dann auf dsf = pjf, ein Element in H*((P, M)) reprisentierend, und dann auf das Urbild jf in
(Br—1(P), M). Insgesamt ist also dj_1 = j(—).

Verwenden wir die projektive Auﬂosung Bi—1(P) — Zg—1(P) von Hi_1(P) zur Berechnung von
Ext!(Hy_1(P), M) und von Ext’(Hj_1(P), M) ~ (H;_1(P), M), so erhalten wir die exaxte Se-

quenz
0 ~— Extl(Hk_l(P),M) ~— (Bip-1(P),M) ~— (Zy—1(P),M) ~— (Hp_1(P),M) =— 0.

Also ist in unserer lang exakten Sequenz das Bild von H*((P, M)) ~— (Bx_1(P), M) isomorph zu
Ext! (Hy_(P), M).
Ferner ist das Bild von (Zy_;(P), M) <~— H*"1((P,M)) isomorph zu (Hj_1(P), M). Schreiben

wir Zg—1(P) 2 Bi—1(P), so schickt in
(Zi-1(P), M) ~— (Hp—1(P), M) ~— H*}((P,M))

der linke Morphismus ein g € (Hy_1(P), M) auf qg € (Zr—1(P), M). Die Komposition schickt
ein reprisentierendes Element f € (Py_1, M) nach if € (Zg—1(P), M). Also schickt der rechte
Morphismus dieses Element f € (Py_1, M), welches df = 0 und also auch jif = 0 erfiillt, nach
g9 € (Hp—1(P), M) mit qg = if.

Zeigen wir sogleich, daf} dieser rechte Morphismus eine Retraktion ist, oder, wie man auch sagt, split
epimorph ist. Wir behaupten, da8 (Hy_1(P), M) — H*"1((P,M)), g+ sqg eine zugehorige
Coretraktion ist. Zunichst bemerken wir, dal wegen d(sqg) = pji(sqg) = pjqg = 0 in der Tat sqg €
ZF=1((P,M)) als reprisentierendes Element verwandt werden darf. Bilden wir nun sqg wieder in
die umgekehrte Richtung ab, so erhalten wir wegen i(sqg) = gg gemifl Abbildungsvorschrift auch
das Ausgangselement g zuriick.

FEinsetzen dieser beiden Bilder, letzteres geshiftet um 1, in unsere lang exakte Sequenz liefert die
kurz exakte Sequenz

Ext!(Hy_1(P), M) —> H*((P,M)) — (H(P),M),

welche split kurz exakt ist, da, wie eben hergeleitet, ihr Epimorphismus aufspaltet.

Aufgabe 53.

(1) Sei X = {1}. Es wird ¢; = 2, und also

L2 Trly = J[22)% " =1-1,2° 17" = 1.
zeX

Das war wegen G ~ (5 und H*® ~ (3 von vorneherein klar — es gibt keine nichttrivialen
Morphismen von Cs nach Cs.

2) Sei X ={1,(1,4)}. Es werden ¢; = 2 und c¢(; 4y = 1, und also
(1,4)

L2 Tl = [ a2 ™ = (11,2217 ((1,4) - (1,2)- (1,97 = (2,4).
zeX

Hierbei ist G’ = Ay, also die Restklasse von (1,2) ein Erzeuger von G*® ~ C,, und H' =
((1,3)(2,4)), so dal H* ~ Cy x Cy, und darin repriisentiert unser Bild (2,4) ein nichttriviales
Element.



259

Aufgabe 54. Wir nehmen Bezug auf die Notation von Aufgabe 52, schreiben aber nun wieder —®pz =
und g(—,=). Schreibe RG-free fiir die Kategorie der endlich erzeugten freien RG-Moduln.

Die zu zeigende Aussagen (1-4) sind auch als universelles Koeffiziententheorem bekannt (genauer gesagt,
als eine gruppen(co)homologische Fassung davon).

Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte R-Moduln diirfen wir wegen der Additivitiat jeweils
beider Seiten T'= R/tR mit t € R\ {0} annehmen.

t
Zur Berechnung von Ext} (T, M) verwenden wir die projektive Auflésung R — R von 7. Anwen-

den von g(—, M) liefert M <~— M. Folglich sind ExtL(T, M) ~ M/¢tM und Ext%(T, M) ~ M]t].

t
Zur Berechnung von Torf’ (T, M) verwenden wir die projektive Auflssung R — R von T. Anwen-
den von — @p M liefert M — M. Folglich sind Tor™(T, M) ~ M[t] und Tor (T, M) ~ M/tM.
Wir sehen, daf Exth (T, M) ~ Torl (T, M) und Ext% (T, M) ~ Tori(T, M), wie behauptet.

Wir bemerken noch, dafi die nach Standardkonstruktion endlich erzeugten R-Moduln Hy(G; R)
und H*(G; R) fiir & > 1 unter Multiplikation mit |G| verschwinden, wie wir Aufgabe 36.(2,3) oder
aber dem jeweils ersten Korollar der §§ 2.5.4 und 2.5.5.1 entnehmen kénnen. Wegen |G| # 0 in R
liegen also endlich erzeugte R-Torsionsmoduln vor, und wir kénnen (0) mit 7' = Hy(G; R) oder
mit 7' = H*(G; R) anwenden.

Wir setzen P = Barg,r ®rgR.

Wir behaupten, dafl

(X ®¢ R) ®r M — X ®prec M
(r ® ry ® m F— z ® rm

eine in X natiirliche Isotransformation additiver Funktoren von RG-free nach R-Mod ist. Der
Morphismus ist wegen gr ® rm = x ® rm fiir ¢ € G wohldefiniert, wofiir wir die identische
Operation von g auf M benétigt haben. Natiirlichkeit in X ist ersichtlich durch Vergleich der

Operation auf einem Morphismus X —+ X’ auf beiden Seiten. Es geniigt daher zu zeigen, daf§ fiir
X = RG ein Isomorphismus vorliegt. In diesem (wie in jedem) Fall ist eine Umkehrung gegeben
durch (z ® 1) ® m ~— = ® m, wohldefiniert dank (g2 ® 1) @ m = (z ® 1) @ m fiir g € G.

Da Barg,r (wegen G endlich) aus endlich erzeugten freien RG-Moduln besteht, folgt, daff
(Barg.r ®rgR) ®r M ~ Barg,r ®reM. Einsetzen von P in die split kurz exakte Sequenz von
Aufgabe 52.(4) und isomorphes Ersetzen liefert bei k£ > 1 also die split kurz exakte Sequenz

(%1) H(G;R) @ M — Hi(G,M;R) — Torl(H,_,(G;R), M) .

Ist nun k& > 2, so ergibt eine Anwendung von (0) die behauptete split kurz exakte Sequenz
Hk(G; R) QRKpr M — Hk(G, M; R) — R(kal(G§ R), M) .

Wir setzen P = g(Barg.g, R).

Wir behaupten, dafl

ra(X,R) ®@r M —> po(X,M)
fre m o (z—(zf) m)

eine in X natiirliche Isotransformation additiver Funktoren von (RG-free)® nach R-Mod ist. Der
Morphismus ist wegen gz —— ((gz)f) -m = ((zf) - m) fir ¢ € G wohldefiniert, wofiir wir die
identische Operation von g auf M benétigt haben. Natiirlichkeit in X ist ersichtlich. Es geniigt
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daher zu zeigen, daf fiir X = RG ein Isomorphismus vorliegt. In diesem Fall haben wir einen
inversen Morphismus (1+——1) ® 1h ~— h.

Es folgt, da8 re(Barg.r, R)®rM ~ ge(Barg.gr, M). Ersetzen von unterer durch obere Indizierung
und Einsetzen von P in die split kurz exakte Sequenz von Aufgabe 52.(4) und isomorphes Ersetzen
liefert bei k > 1 also die split kurz exakte Sequenz

(%2) H*"Y(G;R) 9g M — H*"Y(G,M;R) — Torf(H*(G;R), M) .
Eine Anwendung von (0) ergibt hieraus die behauptete split kurz exakte Sequenz

H*1(G;R) 9p M — H*"Y(G,M;R) — RH*(G;R),M).

Wir setzen P = BarG;R RraR.

Wir behaupten, dafl
RX ®pre R,M) — Rra(X,M)
[ @ (ze1)f)

eine in X natiirliche Isotransformation additiver Funktoren von (RG-free)® nach R-Mod ist. Der
Morphismus ist wegen gz —— (gz ® 1)f = (x ® 1) f fiir ¢ € G wohldefiniert, wofiir wir die iden-
tische Operation von g auf M benétigt haben. Natiirlichkeit in X ist ersichtlich. Es geniigt daher
zu zeigen, daf fir X = RG ein Isomorphismus vorliegt. In diesem (wie in jedem anderen) Fall
haben wir einen inversen Morphismus (x ® 1 —— zh) <— h, welcher wegen gz ® 1 —— (gx)h = zh
wohldefiniert ist.

Es folgt, dal gre(Barg.r ®reR, M) ~ gre(Barg,r, M). Einsetzen von P in die split kurz exakte
Sequenz von Aufgabe 52.(5) und isomorphes Ersetzen liefert bei & > 1 also die split kurz exakte
Sequenz

(%3) Extyp(Hy_1(G; R), M) — HF(G,M;R) — x(Hi(G;R),M).

Ist nun k > 2, so ergibt eine Anwendung von (0) die behauptete split kurz exakte Sequenz

Hy 1(G;R)®@r M — H¥(G,M;R) — g(Hi(G; R), M) .

Wir setzen P = p(Barg.r, R).

Wir behaupten, daf3

R( RG(X7 R)v M) — X QRra M

(fr—(zf)-m) ~— 2z ® m
eine in X natiirliche Isotransformation additiver Funktoren von RG-free nach R-Mod ist. Der
Morphismus ist wegen ((gx)f) - m = (af) - m fiir ¢ € G wohldefiniert, wofiir wir die identische
Operation von g auf M benétigt haben. Natiirlichkeit in X ist ersichtlich. Es geniigt daher zu

zeigen, daf} fiir X = RG ein Isomorphismus vorliegt. In diesem Fall haben wir einen inversen
Morphismus h+——1® (1 1)h.

Es folgt, daB gr( ra(Barg.r, R), M) ~ Barg.gr ® rg M. Ersetzen von unterer durch obere Indizie-
rung und umgekehrt, Einsetzen von P in die split kurz exakte Sequenz von Aufgabe 52.(5) und
isomorphes Ersetzen liefert bei k£ > 1 also die split kurz exakte Sequenz

(%4) Exty(H*(G; R), M) — Hy_1(G,M;R) — x(H*"Y(G;R),M).

Eine Anwendung von (0) ergibt hieraus die behauptete split kurz exakte Sequenz

H*(G;R) ®r M — H;_1(G,M;R) — rHYG;R),M) .
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In (*3) beobachten wir fiir k = 1 und R = Z zuniichst, daB$ Exty,(Ho(G), M) ~ Exty,(Z, M) ~ 0.
Die kurz exakte Sequenz liefert daher den Isomorphismus

Hl(GvM) — Z(Hl(G),M) = (AbGruppen)(Gab,M)a

wie behauptet wurde.

Setzen wir in (x3) M = Q/Z, so erhalten wir zunéchst wegen Q/Z injektiv (vgl. Aufgabe 5.(3)),
daB Exty(H,_1(G),Q/Z) ~ 0 (vgl. Aufgabe 26.(1)). Somit haben wir einen Isomorphismus
H*(G,Q/Z) = z(Hx(G),Q/Z). Nun ist aber Hy(G) eine endliche abelsche Gruppe (vgl. Auf-
gabe 39.(1)), so dal mit dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen folgt, daf
z(Hi(G),Q/Z) ~ Hi(G), da dies fiir endliche zyklische Gruppen der Fall ist. Es folgt Hy(G) ~
H*(G, Q/Z). Mit Aufgabe 49.(3) folgt vollends H*(G, Q/Z) ~ H*1(G).

Aus H; (G) ~ G folgt nun im Falle k = 1, daB H?(G) ~ G?P.

Ist G = S3, so ist in der Tat H?(S3) ~ Z/2 ~ S3P (vgl. Aufgabe 40.(3)).
Ist G = C,, fiir n > 2, so ist in der Tat H?(Cy,) ~ Z/n ~ Cp, = C2P (vgl. Aufgabe 41).

Sind T und M endlich erzeugte R-Torsionsmoduln, so behaupten wir, da T ®p M ~ g(T, M).
In der Tat kénnen wir hierfiir 7= R/tR und M = R/mR mit t, m € R~ {0} annehmen. Ferner
konnen wir nach Lokalisierung annehmen, dal R ein diskreter Bewertungsring ist mit maximalem
Ideal erzeugt von r € R, und dafl ¢t = »” und m = r* fiir gewisse 7, u > 0. Es wird

R/r"R®gr R/r"R (R/T*R)/r"(R/T"R)
R/(r*R+r"R)
R/T‘min(T’“)R
r”fmin(‘r)”) R/TU'R
(R/r"R)[r"]
r(R/r"R,R/T"R) .

R

1R

Wir erhalten also

Hy(G,M; R) % (H*(G;R) @ H**\(G; R)) o M % H(G,M;R) .

Beachte, dafl dies nicht auf M = R anwendbar ist.

Aufgabe 55. Sei angenommen, es existiere eine einfache Gruppe G von Ordnung 306 = 2 - 3% - 17.

(1)

Die 3-Sylowgruppen von G haben Ordnung 9, sind also insbesondere abelsch. Die Anzahl der
3-Sylowgruppen ist in den Teilern {1,2,17,34} von 34 und ist =5 1. Da G einfach ist, bleibt 34 als
einzige mogliche Anzahl. Dies ist aber gemafi dem zweiten Korollar aus §2.5.5.3 ausgeschlossen.
Somit kann es ein solches G nicht geben.

Die 17-Sylowgruppen von G haben Ordnung 17, sind also zyklisch und insbesondere abelsch. Die
Anzahl der 17-Sylowgruppen ist ein Teiler von 18 und ist =;7 1. Da G einfach ist, bleibt 18 als
einzige mogliche Anzahl. Dies ist aber geméafi dem zweiten Korollar aus §2.5.5.3 ausgeschlossen.
Somit kann es ein solches G nicht geben.

Aufgabe 56. Wir zeigen die zweite, genauere Behauptung, aus der dann die Auflésbarkeit folgt. Wir
fithren eine Induktion nach |G|. Sei p der kleinste Primteiler von |G|. Mit Induktion geniigt es zu zeigen,
daB G einen Normalteiler von Index p hat. Denn dann kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf diesen
Normalteiler anwenden.

Nehmen wir an, G habe keinen Normalteiler von Index p. Die Ordnung einer p-Sylowgruppe H von G ist
entweder gleich p oder gleich p2. Jedenfalls ist H abelsch. Sei N = Ng(H). Nach dem ersten Korollar aus
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§2.5.5.3 ist der ggT von [N : H] und (p—1)(p® —1) ungleich 1. Nun ist aber p > 3, und alle Primteiler von
[N : H] sind grofler als p, und somit auch > p + 2. Die Primteiler von (p — 1)(p + 1) sind aber entweder
Teiler von p — 1 oder von p + 1 und so jedenfalls < p 4 1. Es folgt, dafl der ggT mangels gemeinsamen
Primteilers gleich 1 ist, und wir haben einen Widerspruch.

Gemif einem Satz von FEIT und THOMPSON (Pacific J. Math. 13, p. 775-1029, 1963) sind alle Gruppen
ungerader Ordnung auflésbar.

Aufgabe 57. Sei G = M x K, wobei die Operation von K auf M durch die Modulmultiplikation gegeben
ist. Es sei also (m, k)(m/, k") = (m + km/, kk') fir m, m' € M und k, k' € K.

Es ist M eine normale, abelsche p-Sylowgruppe von G.

Wir behaupten, es habe G keinen Normalteiler von Index p, und nehmen dazu im Gegenteil an, es sei L
normal in G von Index p. Dann teilt [K : L N K] den Index [G : L] = p, woraus wegen Teilerfremdheit
von |K| und p folgt, dafl [K : LN K] = 1, und also K < L. Da nun nicht auch noch M < L, ist der
Index [M : L N M], welcher ebenfalls ein Teiler von p ist, gerade gleich p. Nun ist L N M insbesondere
eine additive Untergruppe von M, und also auch ein Z,)-Teilmodul. Wir wollen zeigen, daf ein Z,K-
Teilmodul vorliegt. Da L N M < G als Schnitt zweier Normalteiler, folgt in der Tat

LaM > (LE)(I,D)AE™Y = (kl,kk™Y) = (k1)

fir l € LN M und k € K. Dies steht im Widerspruch zur Annahme an M.

Wir konnen somit Teil (1) des Satz aus §2.5.5.3 anwenden, wobei nun N = Ng (M) = G, und erhalten
MAZ(E) = {0, 1)}

Ist m € M mit km = m fiir alle k € K, so folgt, daf auch stets (1,k)(m,1)(1,k~!) = (km,1) = (m, 1)
ist. Da (m, 1) mit allen Elementen der Untergruppe M selbst ebenfalls vertauscht, und G = (M, K), folgt
(m,1) € M NZ(G), und somit m = 0. Damit ist in der Tat M% = 0.

Aufgabe 58. Fiir k € Z schreiben wir k =k -p+ k mit k € [0,p — 1].

(1) Esist vp(|Sp]) = vp(p!) = 1, wobei z =: ]
p-Sylowgruppe von S,,.

() fiir z € Z ~ {0}. Da |P| = p, ist P eine

'
P primp ’

Sei F; = (w). Alle Potenzen von w seien als représentiert in [1, p — 1] zu lesen. Wir behaupten, daf}

N = {((0,1,...,p—1), (W w'w? ... WP ?) ~ (c;a : P, aP™, ¢ =c¥).
Identifizieren wir dann entlang dieses Isomorphismus und schreiben ¢ := (0,1,...,p — 1) (c wie
cyclic) und a := (W% wh,w?,...,wP™2) (a wie Automorphismus).

Fiir die Inklusion > geniigt es, a € N nachzuweisen. In der Tat ist
(x)  (0,1,...,p— )& W™ (0 5T w2, w-(p—1)) = (0,1,...,p—1)*.

Fiir die Inklusion < bemerken wir, dafl ein Element von N durch das Bild « von 1 und v von
2 festliegt, denn dann mufl k € [1,n] auf 1 + (u— 1) + (v — u)(k — 1) abgebildet werden. Mittels
(1,2,...,p) diirfen wir annehmen, daf8 u = 1 ist. Mittels (1 +w', 1 +w?,...,1 +wP~1) diirfen wir
nun dazuhin annehmen, dafl v = 2.

Ferner haben wir dank (*) einen surjektiven Gruppenmorphismus, der ¢ nach (0,1,...,p — 1)
und @ nach (W% w!,w?, ... ,wP~2) schickt. Da p und p — 1 teilerfremd sind und da im Bild dieses
Morphismus Untergruppen dieser Ordnungen liegen, hat das Bild mindestens Ordnung p(p — 1).

Also liegt ein Isomorphismus vor.
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Es liegt ein Morphismus von graduierten R-Moduln vor.

Wie im letzten Lemma aus §2.5.4 ausgefiihrt, schickt Resjg fir ¥ > 0 einen k-Cozykel u :
G*¥ — R nach u|gxx. In der Interpretation als RG-lineare resp. RH-lineare Abbildung wird
also u : RG®*F+Y) —» R nach u|p e+ geschickt.

Seien ein k-Cozykel u und ein ¢-Cozykel v gegeben fiir k, £ > 0. Wir miissen

!
(ulrrenn) U (vlggeetn) = (WU v)|grente
zeigen. Sei dazu hyg ;4 ein Basiselement von RH ®(k+6+1)  Tatsiichlich wird

hio e+ (Ul prrec+n ) U (v ggeen ) = (hpogu) - (A psqv) = b (U v)| grecre .
Fiir die Operation von N fassen wir H"(P; F,) als ExtgpP(FpJg, ijg) auf. Da ¢ € P, ist zunéchst,
wie in §2.5.6 angemerkt, X = X und %Y =Y.

Zur Berechnung von “X und % gehen wir zuriick in die Konstruktion; vgl. Aufgabe 41 und
Aufgabe 38.
Das Element X entspricht xo2, was wiederum, via fs, in Standardinterpretation zum Element
reprisentiert von
F,p® — F,
[Cil y Ciz] B il + ’L'2
korrespondiert, wobei i1, i5 € [0,p — 1].
Das Element Y entspricht x;, was wiederum, via f1, in Standardinterpretation zum Element
reprisentiert von
F,P®? — F,
[c*] — i
korrespondiert, wobei i1 € [0,p — 1].
Nun wechseln wir von der Standardauflésung von F, iiber F,P in die Standardauflésung von F,

iiber F,N via Barn.r, Jg . Barp.p, ; vgl. §2.5.3. Hierzu wéhlen wir das Représentantensystem
{(a) € N von pP\N, und erhalten diesbeziiglich (c‘a’)a = ¢ fiir i, j € Z. Insbesondere werden fiir
ila i2 S [pr_ 1} und jOa jla j2 S Z

(ajo [cll a’t, c”aj"’})a — aJo ® aJoct gt ® aloch ahclzajz)a

aJo ®cllw —Jo 0 gt ®C“w 10 GipwTI0TIL ]1+]2)

)

(
= ( |
(@[ a)a = [

Komposition mit « zeigt nun, dall X zu

N
F,N®|, — F,
[C“ a’t, Clzajz] F— i1+ dow 2,

und Y zu N
F,N®?|, — F,
[cialt] > iy
korrespondiert.
Das Element a auf diese F,P-linearen Abbildungen anzuwenden, heift nun, das abzubildende
Element zunichst mit a~' zu multiplizieren, dann abzubilden, und dann, hier wirkungslos, das
Resultat mit a zu multiplizieren; vgl. §2.5.6. Vgl. obige Rechnung mit jo = —1.
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Somit korrespondiert *X zu

@3V
BN B
[Cuah’czzah} — i1w+i2w1—32 ,

und %Y zu
N
E,Np  — F,
[cadt]  — fw.

Wechseln wir nun wieder zuriick zur Standardauflésung von F,, iiber P via Bar pF, — Baryr, Jg,
punktweise durch P C—» N induziert, so sehen wir durch Setzung von j; = 0 und jo = 0, daf§ “X
zZu

F,P® — F,
[ch,e?] b hw+iw,
und % zu
2
E,pe — K
[¢*] — fw
korrespondiert.

Wechseln wir nun zuriick in die in den Aufgaben 38 und 41 verwandte periodische projektive
Auflésung (die dort mit P bezeichnet wurde) via

g2 11— Z l@cd@dt! = Z ¢, ],
i€[0,p—1] i€[0,p—1]

resp. via
gl 1®c =,

und schreiben wir wieder X fiir ys, resp. Y fiir x;. Zum einen wird

ax

(Zie[o p—1] w+1-w W) X

i€[0,p—1] zw+w)~X

i€[0,p—1] I(EJFW*EJFW))'X

ieopy (@ +w > p}) - X

(=
(=
= ( i€f0,p—1] P (EJ”"_W))'X
(=
(

i'€[0,p— 1{Z tw= p})X

wobei wir erst mit p~! multiplizierten, und dann von Z nach F, gingen, und wobei {A} := 1, falls

A wahr, und {A} := 0, falls A falsch.

Zum anderen wird

Als Probe merken wir hier an, dal X —— X = wX, Y > % = wY in der Tat ein Automorphis-
mus von F,[X]/(Y?2) ist, der zur (p — 1)-sten Potenz die Identitit ergibt.
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(4) Um das Korollar aus §2.5.6 mit G = S, verwenden zu kénnen, miissen wir uns vergewissern, daf3
PNP =1oder “PNP = P fiir 0 € Sp. Dies ist aber schon wegen P ~ C,, erfiillt.

Das Korollar findet nur Anwendung fiir Ext® mit & > 1. Fiir k = 0 gibt aber im vorliegenden Fall
die Restriktion von H%(S,; F,) nach H°(P,F,)" die Identitéit auf F,.
Somit ist in der Tat

H*(S,;F,) ~ H*(P;F,)",

und dies dank (2) auch als graduierte F,-Algebren. Da alle Elemente von H*(P; F,) unter Anwenden
mit ¢ festbleiben, sind die Fixpunkte von H*(P;F,) unter N gerade die Fixpunkte dieses Ringes
unter a.

Sei D ;5 Xi(s; + t;Y) mit s;, t; € F, ein Element in H*(P;F,) = F,[X,Y]/(Y?) (identifiziert).
Wir miissen untersuchen, wann es unter Anwenden von a festbleibt, i.e. wann

120 120

Dies ist genau dann der Fall, wenn s; = 0 wann immer ¢ =,_; 0, und wenn ¢; = 0 wann immer
1 =p—1 —1. In anderen Worten, es ist

H'(P;E,)Y = {(ZS;XW”) + (Zt;X“’”“Y) St € F} C F[X,Y]/(V?)
i>0 i>1

die von XP~! und XP~2Y erzeugte Teilalgebra. Schicken wir X’ auf X?~! und Y’ auf X?~2Y, so
erhalten wir insgesamt den Isomorphismus

H*(S); F,) ~ F[X/, Y/]/(YIQ)
graduierter F,-Algebren, wobei X’ den Grad 2p — 2 und Y’ den Grad 2p — 3 hat.

() Wir betrachten S, = {0 € Sp41 : po = p} < Sp41 als Untergruppe und bemerken, dafl P eine
p-Sylowgruppe von S, ist, sowie, dal N = Ns (P) = Ns,_,, (P), da ein normalisierendes Element
auf eine Permutation von [0, p — 1] einzuschrinken hat, und somit auch auf eine Permutation von
[0,p] ~ [0,p — 1] = {p}; vel. (1).

Wir haben folgendes kommutative Dreieck graduierter F,-Algebrenmorphismen.

H* (Sp-‘rl? Fp)

 (Sp+1
Resjii"'l l &N‘\

H*(S,; Fp) — H*(N; F,)

Res|y

Mit dem Korollar aus §2.5.6 sind darin Resj‘;}’+1 und Res Ji}” Isomorphismen, und folglich auch
ReSng“. Also gibt es genau wie in (4) auch einen Isomorphismus

H* (Sp41:Fp) ~ Fp[X',Y']/(Y")

graduierter F,-Algebren, wobei X’ den Grad 2p — 2 und Y’ den Grad 2p — 3 hat.

Aufgabe 59.
(1) Die Aussage ist richtig.
Zunéchst haben wir eine direkte Zerlegung von RG als RH-RK-Bimodul,

RG = P R(HYK).
9€H\G/K
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Dies folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung eines Elementes als eine Summe mit Summanden
in den R(HgK) := R(hgk : he H, k € K).
Sodann behaupten wir, daf3
~ 9K
R(HgK) —> RH @ loxnu(9RK)
R(9KNH)

hgk +—— h ® gk

hgk —~— h ® gk
als RH-RK-Bimoduln. Hierbei ist gRK ein RIK-RK-Teilbimodul von RG. Die Einschrankung
bezieht sich auf die Operation auf der linken Seite und ist daher ausnahmsweise links notiert.
In der Tat ist —— wohldefiniert, da aus hgk = h'gk’ fiir h, ¥’ € H und k, k' € K folgt,
daB h'~'h = 9Yk'k~') € 9K N H, und somit h ® gk = h' ® gk'. Umgekehrt ist <— wohl-
definiert, da fiir ein Element hg € H, welches sich als hy = 9% fiir ein kg € K schreiben
1a8t, gilt, dal (hho)gk = h9%ogk = hg(kok). Beide Abbildungen sind dann nach Konstruktion
RK-RH-Bimodulmorphismen.
Damit erhalten wir Isomorphismen von RH-Moduln

GG
Mgly = ruRGrrx @rx M

9K
= H o K) ® M
Doemax B R( QE’QH)J KnH(gR )zg(

= @geH\G/K RH R( y??mH) (gM)J gKnH

IK H
@gEH\G/K ( gM)J 9KF‘|H1 IKNH >

unter Verwendung des R 9K-linearen Isomorphismus gRK ® M —— IM, gk @ m = km.
RK

Die Aussage ist falsch. Sei z.B. R = Q, sei H = 1, und sei G = Cs. Seien ferner M = Qund N = Q
beide trivial. Bs ist dimgq M5 = [G : H]-dimg M = 2, dito dimq N5 = 2. Also hat die linke Seite
Dimension 4 iiber Q. Auf der rechten Seite ist dagegen dimg(M Qqu N) = dimg(M ®q N) =
(dimg M) - (dimg N) = 1, und folglich dimg(M ®@qu N)]g =[G : H]-1 = 2. Somit kénnen die
linke und die rechte Seite nicht isomorph iiber QG sein, da dies eine Isomorphie iiber Q nach sich
z0ge.

Eine zutreffende Formel & la Mackey findet man in Benson, Cor. 3.3.5 (i).

Die Aussage ist richtig. Wir erhalten mit zweimaliger Anwendung der Formel von Eckmann-Shapiro
aus §2.5.2 und mit (1) die R-linearen Isomorphismen

TorkRG(M]f(,N]z) ~ Tor,c N)
= 69gEH\G/K Tork (( ) g I;IKQHJV)
= Daerpae T (M), Lokerirl x> N)
Doernax Tork ((g )| HKOH’NJIQ_IKHH) .

Die Rollen von M und N darf man vertauschen, ohne den in Frage stehenden R-Modul zu éndern. In
der resultierenden Formel sind dann auch die Rollen von H und K vertauscht.

Aufgabe 60. Elemente von Z(G, A) nennt man wieder i-Cozyklen, wobei i € {0,1}.
Verifizieren wir zuerst kurz, daf fiir a € A und 0 € Z!'(G, A) die Abbildung G — A, g+ g0’ =

Ya(gd)a~,

wieder in Z!(G, A) liegt. Fiir g, h € G erhalten wir
Ind')(gd) = 9"a9(hd) % %a(gd)a” = I"a9(hd)(gd)a~ = "a(gh)da™ = (gh)d’ .
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(1) Sei A I A’ ein G-Gruppenmorphismus. Schreibe zwecks besserer Unterscheidung 6y € Z'(G, A),
9, € Z1(G, A") ete.

e Ist a € HY(G, A) (genauer, in dessen erstem Tupeleintrag), so setze (a)H(G, f) := af. Dies
ist wohldefiniert, da 9(af) = (%)f = af fiir alle g € G. Es ist ein Morphismus punktierter
Mengen, da 1f = 1. Ferner ist H°(G,1) = 1, und HY(G, ff) = HY(G, f)H(G, f') fiir
komponierbare G-Gruppenmorphismen f und f’.

e Ist nun 9 € Z'(G, A), so sei das Bild & := (8)Z'(G, f) := 0f. Es ist &' € Z'(G, 4’), da fiir
g, h € G gilt, dafl

(gh)d = (gh)of = (hd)(gd))f = Yhdf)(gdf) = 9hd)(gd') .

Esist 1 f =07,da 1f =1.

Ferner ist Z'(G,1) = 1, und ZY(G, ff) = ZYG, f)Z (G, f") fiir komponierbare G-
Gruppenmorphismen f und f’.

Bleibt zu zeigen, daf fquivalente Element von Z!(G,A) auf dquivalente Elemente von
Z'(G, A’) abgebildet werden. Seien also 9, d € Z'(G,A), und gebe es ein a € A mit
g0 = Y%(gd)a~ fiir alle g € G. Dann ist

90f = (%a(gd)a™)f = Yaf)(gdf)(af)
fiir alle g € G, und also ist f ~ df vermdge af € A'.

Setze nun noch H(G, A”) L HY(G, A"), a”" > [8,] (leichter Mifibrauch der Bezeichnung §), wo-
bei a € A mit af” = a”, und wobei gd, [’ := % -a~ fiir g € G. Dies liefert in der Tat ein Element
g0, € A’, da zuniichst (%-a™)f" = %" -a"~ = a"-a"~ = 1. Ferner ist Y(hdof')(9daf") = (gh)daf’,
und die Cozykelbedingung folgt mit der Injektivitit von f’. Zeigen wir, dafl diese Definition un-
abhéngig ist von der Wahl von a. Seien also a, @ € A mit af” = af”. Dann ist a = (a' f)a fiir ein
a € A'. Es wird

goaf = %a-a = Y(d'fa)-((a'f)a)” = (%)f" - (Ya-a”)- (") = (%' (gda) - (")) f",
und also gdz = %’ - (gd,) - (¢/7) fiir g in G.

Wihlen wir das Urbild 1 von 1 unter f”, so beobachten wir, dal §; = 9;. Es ist ¢ also ein
Morphismus punktierter Mengen.

Priifen wir die Exaktheit der Sequenz

G 1o H'(Gf) 1 H'(GS") 1

0 l HY(G.f") 0 " 4 1 l "
e Bei H(G, A’) ist nur zu bemerken, dal H(G, f’) injektiv ist, und also insbesondere das
Urbild von 1 € HY(G, A) in HY(G, A) nur die 1 enthilt (letztere Eigenschaft ist i.a. schwicher

als Injektivitét).

e Bei H°(G, A). Die Komposition verschwindet. Sei umgekehrt a € H(G, A) mit af” = 1.
Dann gibt es ein a’ € A’ mit ' f' = a. Bleibt zu zeigen, dal o’ € HY(G, 4’), i.e., daB %' = o’
fir g € G. Aber (%')f' = %d'f') = %a=a=d f', und f’ ist injektiv.

e Bei H(G, A").

Zeigen wir, da8 die Komposition verschwindet. Sei a € H(G, A). Es bleibt nach Wahl des
Urbilds a von af” zu zeigen, daB J, dquivalent ist zu 9] in Z'(G, A’). Nun ist aber sogar
gog=Y%-a" =a-a" =1.

Sei umgekehrt a” € HO(G, A”) so, daBl §, #quivalent ist zu 9] fiir ein a € A mit af” = a”.
Sei also %0 -a~ = (%' -a'7)f fiirein @’ € A'. Mit a := (a'f')"a folgt %= ((%")f')” - %=
(a'7)f'a = a, und also a € HY(G, A). Ferner ist af” = (a’'f'f")"af" = a’.
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e Bei HY(G, A").
Zeigen wir, dafl die Komposition verschwindet. Sei a” € HY(G, A”). Sei a € A mit a € A.
Fiir g € G wird g6, f" = Y% - a~, was in der Tat dquivalent zu 9y in Z*(G, A) ist.
Sei umgekehrt &' € Z'(G, A’) so, daB ein a € A existiert mit g’ f' = % - a~ fiir g € G. Sei
a’:=af". Es ist

99" . @' = (ga . a—)f/l _ ga/f/f// -1

fiir g € G, und folglich a” € H°(G, A”). Da nun auch gd,f’ = % -a~ = gd'f’ fiir g € G, folgt
5, = 0.

e Bei HI(G, A).
Zeigen wir, dafl die Komposition verschwindet. Es ist HY(G, f)HY(G, ") = HY(G, f'f"),
und Nachkomposition mit f’f” bringt jeden 1-Cozykel auf 97.
Sei umgekehrt 0 € Z'(G, A) so gegeben, daB ein a” € A” so existiert, daff gdf" = %" - a’'~
fir g € G. Sei a € A mit af” = a”. Sei 0 € Z'(G, A) definiert durch g = %~ - (¢9) - a fiir
g € G. Dann ist [0] = [J]. Ferner ist stets go0f"” = %"~ - (g0f")-a” = %"~ - %" -a"~-a" = 1.

Somit erhalten wir ein &' € Z'(G, A’) mit &' f’ = 9, und insgesamt also [0’ f'] = [].

(2) Zeigen wir HY(G,GL, (L)) = 1.

Sei A € Z'(G,GL,(L)). Wir wollen zeigen, da8 A dquivalent zu 9y ist. Sei Ax =Y
fiir ein X € L™*". Finden wir ein X € L™*" mit Ax € GL,(L), so ist

peG PX : (pA>

Ax = Y X (pA) = Y X - (0pA)(0A)T = Ax - (0A)”
peG peEG
fir o € G, und somit “Ax - (cA) - Ay =E.
Bleibt uns, ein geeignetes X € L™*" zu finden. Wiederholen wir zunéchst ein Resultat aus der
Algebra.

Lemma (Dedekind). Sind po € L fir o € G so, daf§ Y . to(Ao) = 0 fir alle X € L, so ist
o =0 fiir alle 0 € G. Kurz, G ist linear unabhingig iber L in x(L,L).

Beweis. Sei angenommen, es gebe ein Tupel (ps)s 7# (0)o mit > po(Ao) = 0 fiir alle A € L.
Wihle ein solches Tupel mit minimaler Anzahl nichtverschwindender Eintrige p,. Sei p, # 0.
Wihle 0.E. pir = 1. Es folgt 0 =Y 5 pto - (ATO) = > cq thr—o - (A0) fiir alle A € L. Also ist o.E.
T=11e pu =1, 1ie.

0 = A+, ko (A0)

fiir alle A € L. Einsetzen von A = 1 zeigt, daf} es ein p # 1 mit p, # 0 gibt. Fiir v € L folgen

0 = AWt X, p00- (M)

0 = v+ Ea;&l to - (Av)o)
und also

0 = 04X ttolv—v0) - (A0).

fiir alle A € L. Wahlen wir v so, dal vp # v, so erhalten wir eine echt kiirzere nichttriviale
Linearkombination der Null, und also einen Widerspruch. o

Operiere ¢ € G von links auf L'*" durch eintragsweise Anwendung von o~. Fiir € L'*" setzen
Wir az =) e x- (pA) € Lixm,
Lemma. FEs ist {(a, : x € L") = L[>,

Beweis. Sei y € L™ mit a,y = 0 fiir alle x € L'*". Es geniigt zu zeigen, dal y = 0 folgt. Fiir
alle € L'*™ und alle X € L ist zunschst

0= axy = Y W) (pA)y = Y w(pA)y- (A7),

peG peG
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und also mit vorigem Lemma “r(pA)y = 0 fiir alle p € G und alle z € L'*". Fiir p = 1 folgt

zy =0 fiir alle x € L'*", und also y = 0. o
Sei (x1,...,2,) ein Tupel so, daB (ag,,...,as,) linear unabhéingig ist iiber L. Ist X € L™*"™ die
Matrix mit dem Zeilentupel (x1,...,x,), so ist Ax die Matrix mit dem Zeilentupel (az,, ..., as, ),

und diese liegt mithin in GL,, (L).
Zeigen wir H (G, SL, (L)) = 1.
de
Nach (1) gibt die kurz exakte Sequenz SL,,(L) — GL,,(L) i GL; (L) die exakte Sequenz punk-
tierter Mengen
5
H%(G,GL, (L)) — H%(G,GLy(L)) — H'(G,SL,(L)) — H'(G,GL,(L)) .

Da HY(G,GL,(L)) = 1, ist § surjektiv. Somit geniigt es zu zeigen, daf
H(G,GL, (L)) — HYG,GLi(L)) surjektiv ist. Dies ist aber gerade die surjektive Ab-

(G,
bildung GL,(K) —> GL,(K).

Es operiert o0 € G auf Op(A) durch eintragsweise Anwendung von o~. In der Tat schrinkt die
ebenso definierte Operation auf L™*™ nach Or(A) ein wegen

TSA(°S)" = (78)(“A)((S") = (SASY) = A = A
fiir S € O (A).

>
Wir definieren einen Morphismus punktierter Mengen Fibyx (A) —= H'(G,0L(4)).

Sei B € K™*™ symmetrisch, und so, da§ [B]r = [A]r. Wir wollen [B]x abbilden. Sei T € GL,,(L)
mit A = TBT®". Setze

¢ e 0u4)
o +—— 00 = °T-T.
Es ist in der Tat “T'- T~ € Or(A), da
T-T~-A-(T7)"-(°T) = °T-B-(°T)* = %(TBT") = A = A.
Ferner ist Or auch in der Tat ein 1-Cozykel, da

(pdr)(cdr) = T °(T~)- °T-T~ = °°T-T~ = (0p)dr

fir o, p € G.

Seien nun B, B ¢ K™*™ symmetrisch mit [B]x = [B]k. Sei T € GL, (L) mit A = TBT*. Sei
T € GL,(L) mit A = TBT*. Wir haben zu zeigen, daf§ die Cozyklen dr und 9; in Z'(G,0(4))
dquivalent sind. Es ist B = SBS" fiir ein S € GL,,(K). Somit wird

A = TBT' = TSBS'T* = TST~A(T~)*'S'T*,
d.h. R:=TST~ € O(A). Damit ist tatséichlich
°R-(0d7)- R~ = °R-(°T-T7)-R™ = °TS(°T)" - (°T-T")- TS T~ = °T-T~ = o0r
fir o € G.
Wir kénnen also [B]g® := [0r] setzen. Mittels T = E ersehen wir, daf [A]x® = g = 0.
Wir definieren einen Morphismus punktierter Mengen HY (G, O (A)) o Fibr x (A).

a
Sei G—>0Op(A) ein 1-Cozykel. Nach (2) ist H'(G,GL,(L)) = 1. Folglich verschwin-
det auch das Bild von 90 unter der von Op(A) &+ GL,(L) induzierten Abbildung
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HY(G,0r(A)) — HY(G, GL,(L)). In anderen Worten, es gibt ein U € GL,,(K) mit 00 = °U-U~
fir 0 € G. Wir behaupten, dal UAU® € K"*™. Sei o € G. Die Tatsache, dafi °U - U~ in O (A)
liegt, besagt gerade, dafl °U - U~ A(U™)Y(°U)t = A, i.e., daB

UTA(UT)" = (UA((U™))" = (UTAU7)").

Seien 8, € Z'(G, 04(L)) dquivalente Cozykel. Sei U € GL,,(K) mit 00 = °U-U~ fiir o € G. Sei
Uc GLn( ) mit 09 = °U - U~ fiir ¢ € G. Wir behaupten, daf8 [U~A(U™)!|x = [U~ AU ) k.
Sei hierzu R € Op(A) mit R+ (¢0) - R~ = 08 fiir o € G. Es folgt °R°U -U~ R~ = °U - U~ fiir
o0 €G,ie (U RU)=U"RU fir o € G, i.e. U RU € GL,(K). Wir erhalten

UAU) ~k (U—RU)U—A(U—)t(U—RU)t = U RARY(U™)* = U-AU)*.
Wir kénnen also [0]¥ := [U~ A(U ™)'k setzen.
Mittels U = E ersehen wir, dafl [01]¥ = [4] k.
Verifikation von ®¥ =1 und Y& = 1.
Sei B € K™*™ symmetrisch, und so, da8 B = [A]L. Sei T € GL, (L) mit A = TBT". Es ist
[B]x® = [07]. Wihle U := T. Es wird [B]x ®¥ = [T~ A(T")"]x = [B]x.

Sei Gi»OL(A) ein 1-Cozykel. Sei U € GL,,(K) mit 00 = °U - U~ fiir ¢ € G. Es ist [0]¥ =
[U~A(U™ )" k. Wihle T :=U. Es wird [0]¥® = [0y] = [9].

Aufgabe 61.

(1) Mit Aufgabe 61.(3) ist H'(G,Oc(E,)) als punktierte Menge isomorph zu

Fiboyr (En) = ({[B]R . B € R™" symmetrisch, [Blc = [E,]c}, [E )

Mit dem beidseitigen Gaufiverfahren sieht man, daf§ iiber einem Koérper der Charakteristik O je-
de symmetrische Matrix dquivalent zu einer Diagonalmatrix ist. Das beidseitige Gaufiverfahren
besteht hierbei darin, mit dem Eintrag an Position (1,1) sowohl die erste Spalte mittels Zeilenum-
formungen, als auch dann die erste Zeile mittels Spaltenumformungen zu sdubern, sofern dieser
Eintrag ungleich 0 ist; ist er Null und gibt es in der ersten Spalte einen Nichtnulleintrag an Position
(4,1), so addiere man die j-te Zeile zur ersten Zeile, und sodann die j-te Spalte zur ersten Spalte,
und sédubere dann erste Zeile und erste Spalte wie bisher. In jedem Fall sind nun alle Eintréige der
Matrix in der ersten Zeile und der ersten Spalte verschwunden, ausgenommen moglicherweise den
an Position (1,1). So fahre man fort mit dem Block in den Zeilen und Spalten von 2 bis n; etc.
Da jedes Element in C ein Quadrat ist, ist schlielich [B]¢ = [E,]c genau dann, wenn B regulir
ist.

Nach dem Trégheitssatz von Sylvester sind Représentanten der ~g-Klassen regulérer symmetri-
scher Matrizen in R"*" gegeben durch B; := diag(+1,...,+1,—1,...,—1), wobei j die Anzahl
der Diagonaleintriige +1 bezeichne, und wobei j € [0, n] Insgesamt ist also

{[Blr : B € R™" symmetrisch, Wet = {[B; [0,n]},
und diese Menge enthélt n 4+ 1 Elemente.

Sei A = (1) € LY. Esist O4(L) = {—1,+1} =: {£1} (trivial genau dann, wenn char K = 2,
isomorph zu Cy sonst). Gemifi Aufgabe 60.(3) ist

H'(G,{#+1}) ~ Fibgx((1))

als punktierte Mengen. Fiir b € K ist [(b)] = [(1)]z genau dann, wenn b € K* N (L*)%. Und fiir
b,b € K*ist [(b)]x = [(5)]x genau dann, wenn b(K*)? = b(K*)?. Also steht Fibyx((1)) durch
Betrachtung des einzigen Matrixeintrags eines Repréisentanten in Bijektion zu (K*N(L*)?)/(K*)?,
und unter dieser Bijektion entspricht [(1)]x der (Klasse der) 1
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Aufgabe 62.

(1)

Es ist Z(G) = 1, wie man sich iiberzeuge, und also G isomorph zu Inn G := {gr—¢* : = € G} <
Aut G via x >0, = (—)".

Es ist AutG = InnG, d.h. jeder Automorphismus gegeben durch Konjugation mit einem Ele-
ment aus G. Denn ein Automorphismus G % G bringt (1,2,3) auf ein Element der Ordnung 3,

und (1,2) auf ein Element der Ordnung 2, was uns nur 6 Moglichkeiten 148t. Aber es ist bereits
[ Inn(G)| = [GI/]Z(G)| = 6.

Es schriankt nur die Konjugation mit Elementen von N auf N zu idy ein.

Jeder Automorphismus von G fiithrt N in sich iiber und induziert die Identitét auf G/N ~ Cs. Fiir
die Konjugation mit Elementen von N gilt dies ohnehin.

Also ist Aut(G,N) ~ N. Nun ist aber auch Inn(G,N) = {o, : z € Z(N) = N} ~ N unter
demselben Isomorphismus, was uns auf Aut(G, N)/Inn(G, N) = 1 fiihrt.

Die kurz exakte Sequenz N C— G — G/N ist also autostarr. D.h. jeder Automorphismus von
G, der N identisch nach N und G/N identisch nach G/N iiberfiihrt, ist durch Konjugation mit
einem zentralen Element von N gegeben.

Ferner ist hier wegen |G/N]| teilerfremd zu |Z(N)| = |N| auch H}(G/N,Z(N)) = 1, wie via Korollar
auch schon in Beispiel (1) aus §3.1.2 verwandt.

Es ist Z(G) = 1, wie man sich iiberzeuge, und also G isomorph zu Inn G < Awt G

Wir behaupten, es ist Aut G = Inn G. Dazu geniigt es zu zeigen, dafi | Aut G| < 48. Es kommt

(1,2) unter einem Automorphismus G —S» G auf ein Element der Ordnung 2 mit einer Konjuga-
tionsklasse der Linge 6. Dafiir steht genau die Konjugationsklasse von (1,2) zur Verfiigung. Es
kommt (1,2,3,4) auf ein Element der Ordnung 4. Dazu steht genau die Konjugationsklasse von
(1,2,3,4) zur Verfiigung, und diese hat Lange 6. Damit ist | Aut G| < 36 gezeigt.

Es ist nun Cg(N) = ((1,2,3,4)), und also Aut(G,N) ~ N. Die Betrachtung der induzierten
Operation auf G/N lieferte keine weiteren Bedinungen.

Nun ist aber auch Inn(G,N) = {0, : z € Z(N) = N} =~ N unter demselben Isomorphismus, was
uns auf Aut(G, N)/Inn(G, N) =1 fiihrt.

Die kurz exakte Sequenz N C G — G/N ist also autostarr.

Ferner ist hier auch H'(G/N,Z(N)) = 1, wie auch schon in Beispiel (2) aus §3.1.2 festgestellt.

BEs ist (c,a: c*a? c®*=c")—"+G=Dg={((1,2,3,4), (1,3)) via cr—(1,2,3,4) und
at— (1,3). Identifizieren wir entlang dieses Isomorphismus, so wird N = (¢). Ein Automorphis-
mus von G liegt in Aut(G, N), falls er ¢ nach c schickt. Die Bedingung, daf} er die Identitét auf
G/N ~ Cy indugziere, ist dann ohne weiteres Zutun erfiillt. Da ¢'* = ¢~ fiir 4 € [0, 3], haben
wir genau die 4 Automorphismen ¢+ ¢, at— c'a fiir i € [0,3] in Aut(G, N). Schreiben wir
a:ckc¢, at— ca, so wird Aut(G, N) = (a) ~ Cj.

Konjugation mit ¢ liefert c—c® = ¢, at—=a® = ¢~ ac = 2, i.e. 0. = a?. Also ist Inn(G, N) =
{?). Somit ist Aut(G, N)/Inn(G, N) ~ Cs.

Die kurz exakte Sequenz N C— G — G/N ist nicht autostarr. Es gibt einen Automorphismus

von G, der N identisch nach N und G/N identisch nach G/N iiberfiihrt, der nicht von der Kon-
jugation mit einem Element aus Z(N) herriihrt.

Aufgabe 63. Wir identifizieren M mit M x 1< M xG=H und Gmit I xG< M xG=H.

Mit dem Beweis des Satzes aus aus §3.1.2 erkennen wir, dafl wir eine Bijektion

Zl(H,M) - K
J +—> Ky
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haben. In der Tat wurde beim Nachweis der Surjektivitit von H(H, M) —~» K tatsichlich gezeigt, da8
jedes Komplement von der Form Kj ist fiir eine Derivation 0, und nicht nur, daf§ in jeder Konjugati-
onsklasse eines dieser Form liegt. Die Injektivitit auf der Ebene Z'(H, M) —» K folgt aus der Tatsache,
dafl jedes Komplement K fiir gegebenes g € G genau ein Element der Form (m, g) enthélt.

Mit dem Satz aus §3.1.3 haben wir auch einen Gruppenisomorphismus

Aut(G,N) =~ Z(G,M)
o > (0,:9—>(90)97)

wobei die Abbildungsvorschrift dem dortigen Beweis seiner Surjektivitédt entnommen ist, unter Verwen-
dung des Isomorphismus G =~ H/M, g+ gM.

Zusammengesetzt erhalten wir eine Bijektion

Aw(G,N) = K
o Ka”.

Bleibt also zu zeigen, dal Ky, = Go fir o € Aut(H, M). Sei dazu go = (1, g)o =: (md, g) geschrieben,
was moglich ist, da o auf H/M die Identitét induziert, d.h. ein Element der Form (x, g) auf ein Element
der Form (x, g) abbildet. Es wird g0, = (95,9)(1,97) = (96,1) = g6 € M. Also ist

Ko, = {(905,9) : g€ G} = {(905,9) : g€ G} = {(96,9) : g€ G} = {(1,9)0 : g€ G} = Go.
Aufgabe 64.

1) Nach dem dritten Lemma aus §2.5.5.3 ist das Bild von TrJG : G — H*P = H gleich Z(N)N H.
H

Da nun nach Voraussetzung H < Z(N), ist ’HJSI : G*® — [ surjektiv. Komposition mit dem
Epimorphismus G — G2 liefert die Behauptung.

(2) Sei M der Kern des Epimorphismus G — H aus (1). Da H eine p-Sylowgruppe von G ist, teilt
p die Ordnung von M nicht. Aus Ordnungsgriinden ist also M N H = 1. Somit ist

|IMH| = [M[[H|/IMNH| = |M||H| = |G],

und also H ein Komplement zu M. Es folgt G ~ M x H.

Vgl. auch den Satz von Schur-Zassenhaus aus §3.2.2.

(3) Es teilt p die Ordnung von N/H nicht, da H eine p-Sylowgruppe in G ist. Jeder Primteiler von
|N/H| ist also grofier als p. Ferner operiert N/H via Konjugation auf H, i.e. wir haben einen
Gruppenmorphismus N/H — Aut H.

Fall r = 1. Nach dem ersten Lemma von §2.5.5.3 ist jeder Primteiler von |Aut H| ein Teiler von p
oder von p — 1. Also ist das Bild von N/H — Aut H gleich 1. In anderen Worten, jedes Element
von N vertauscht mit jedem Element von H; d.h. H < Z(N).

Fall r =2 und p > 3. Nach dem ersten Lemma von §2.5.5.3 ist jeder Primteiler von |Aut H| ein
Teiler von p, von p — 1 oder von p+ 1. Da p > 3, ist der kleinste Primteiler von |N/H| aber sogar
> p+ 2. Also ist auch diesenfalls das Bild von N/H — Aut H gleich 1.

Die Voraussetzung an p kann im Fall » = 2 nicht entfallen, wie das Beispiel G = A4 und H =
((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) zeigt. Denn hier ist N = G, und H nicht im Zentrum von G enthalten. Und
in der Tat hat hier H zwar ein Komplement, aber es ist H kein Komplement.
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Aufgabe 65.

(1)

Sei Cp, = (c). Wir verwenden die Auflésung aus Aufgabe 38. Schreiben wir, unter Mibrauch von

Bezeichnung, M—ﬂ»M7 m b mc — m, und MLM,mH >

] mc’, so haben wir die
erste und die zweite Cohomologiegruppe von

i€[0,p—1

(- +— M ~— M ~— M ~— M ~— M)

der GroBe nach zu vergleichen. Nun aber ist H*(C,, M) ~ Kernu/ Im v und, genauso, H(C,, M) ~
Kernv/Imwu. Der Vergleich liefert

|Kernu/Imvl| - | Kernv/Imu|™' = |Kernu||Imu|(| Kernv||Imov|)™* = |[M||M|™' = 1.

Die Aussage fiir beliebiges k& > 1 folgt nun mit Periodizitét.

Wir verwenden die Bezeichnungen aus der Losung zu Aufgabe 62.(3) und identifizieren Dg =
((1,2,3,4), (1,3)) = (¢, a : ¢, a®, ¢* = c¢~). Der Automorphismus « : ¢ ¢, a — ca ist nicht
inner, da er (1,3) nach (1,2,3,4)(1,3) = (1, 2)(3,4) schickt, und diese beiden Elemente noch nicht
einmal in der Obergruppe S; zueinander konjugiert sind. Wohl aber ist o2 : c—¢, a+— c%a
inner, da gegeben durch Konjugation mit (1,2, 3,4). Ferner schrinkt o zur Identitit auf Z(Dg) =
(c?) ein.

Ausgehend von der kurz exakten Sequenz N — G — H definieren wir den Morphismus

H — OutN
h F— ((=)?n)Inn N,

wobei g € G ein Urbild von h € H sei. Zwei solche Wahlen differieren um ein Element in N, so
daf} die Repréisentanten der Bildelemente nur um einen inneren Automorphismus differieren. Also
ist die Abbildung wohldefiniert, und sodann auch ein Gruppenmorphismus. Vgl. den Anfang von
§3.2.1.

Beachte ferner, dafl wir einen Operationsmorphismus

H° — AutZ(N)
h = A=)z

haben, wobei g € G ein Urbild von h € H sei, welcher Z(N) zu einem multiplikativ geschriebenen
Z H-Modul macht.

’ ’

Seien nun kurz exakte Sequenzen N G- HuwdN-—~G -+ H gegeben, die denselben

Morphismus H o Out N liefern.

Sei durch elementweise Urbildwahl eine Mengenabbildung H e AWt N gewahlt, die mit der
Restklassenabbildung Aut N — Out N zu v komponiert. Sei ¢ so gewédhlt, daB 1¢ = idy. Wir
fixieren ¢.

Fiir jedes h € H und jedes g € G mit g7 = h ist ((—)?|n)Inn N = hyp = (he) Inn N. Also gibt es
ein m € N mit (—)9"|n = hep; und gm bildet ebenfalls unter 7 auf h ab. Dies erlaubt uns, eine
Abbildung von Mengen H —+ G mit st = idy derart zu finden, daB (—)"*|y = h¢ stets. Dito
finden wir eine Mengenabbildung H —+ G’ mit s'7’" = idy derart, daB (=)' |y = he stets. Sei
ferner 1s = 1 und 1s’ = 1 gewiihlt, was wegen 1y = idy moglich ist.

Setze
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Zunichst halten wir fest, dafi die Abbildung ein Element von N liefert, da ((hs)(ﬁs)((hﬁ)s)_) von
7 und ((hs’)(ﬁs’)((hiz)s’)*) von 7’ zum Verschwinden gebracht wird.

Fiir alle n € N ist nun

n((hs)(ﬁs)((hﬁ)s)’)L’ — n(he) (o) (BR)e)~ = n((hs')(ﬁs/)((hﬁ)s’)*)L'*

)

weswegen der Quotient (h, iL) f dieser beiden Konjugatoren in der Tat in Z(N) zu liegen kommt.

Sd{reibe (h,h)fo = ((his)(ils)((hi})s)_)f EN und (h, h)f1 = ((hs’)(ﬁs')((hﬁ)s’)‘)ﬁ € N fiir
h, h € H. Dann ist (h,h)f = (h,h)fo - ((h,h)f1)".

Seien hy, ho, hy € H. Wir beobachten, dafl

ghl((h%h?))f) (h1,h2 3)fo)t
= "1%((has)(h3s)((h2hs)s) ) (has)((hahs)s) ((hihahs)s)
= (h1s)(has)(hss )((h2h3) )~ (h ) (h18)((h2hs)s)((hihaohs)s)™
= (h1s)(h2s)(h3s)((hihahs)s)™
= (h1s)(h2s)((h1h2)s)™ ((h1h2)s)(hss)((hih2hs)s)
= ((h1,h2)fo) - (h1ha, hs3) fo)

und dito fiir f7.

Wir behaupten, dal f € Z2(H,Z(N)). Da die Werte von f zentral in N sind, ist in der Tat fiir
h17 h27 h3 € H

1= (M

((h2, h3) fo) - (ha, hahs) fo) ((h1, h2) fo) - (Riha, hs) fo)
("
(

( ((
(h2 7h) ) - (ha, hahg) f) ((h1, he)f) - (hihe, hs)f)
((ha, h3)fr) - (R, haohs) f1) (R, he) f1) - (Raha, hs) f1)
(ha,h3)f) - (h1, hahs)f) ((h1, ha)f) - (hiha, hs)f)

.(h
(

Sei die Restklasse von f in H2(H,Z(N)) das unseren beiden kurz exakten Sequenzen (¢, ) und
(!, ") zugeordnete Element.

Wir behaupten, daf dieses f unabhingig von den Wahlen von s und s’ ist. Seien hierzu alternative
Abbildungen 5 und §' gewihlt, und schreibe entsprechend f , fo und f1

Fiir alle n € N ist nun

(BB RRT)™ o) (o) (b)) = n (BB (RRS)™)e™

9

weswegen der Quotient ((h,h)fo)((h,h)fo)~ dieser beiden Konjugatoren in der Tat in Z(N) zu

( 0)((
liegen kommt. Dito ((h, h)f1)~ ((h, h)f1). Insbesondere ist stets

((h, ) F)((h,R).F)~

I
—~
—

) ((h ) fo)~
0 )7 ((h, W) fr) -

Beachte, dafl stets (hs)™(h§) € Z(N)¢, da hs und h3 beide unter 7 nach h abgebildet werden und
beide den Automorphismus hy auf N induzieren. Dito (hs')~(h§') € Z(N)/ .
Sei
hugt
hut

[
—~
—~
&>
w_

~



fiir h € H. Dies definiert zwei Abbildungen ug, uy : H — Z(N).

(€2 fo) (. 1) o)~ )

Analog ergibt sich

(DRI
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Es ist
(hs)(hs)((hh)s)™ ((hh)3)(h8)~ (h8)~
(hs)(hs) - R (((WR)3)((WR)s)") - ()~ (hs)
(hs)(hs) - O ((h)u) - (h3) (h3)-
(hs)(Fs) - (O (hiyuo))e - (53 (h3)-
(hs)(s) - (F 4 ((hf)uo))e - (3) (h3)
(hs)(hs) - =) (7 ((hh)uor) - (h5)™ (hs)~
(hfz)uoa- (hs)(hs) (h8)~(hs)~
(hfL)uoa- (hs); (huge) - (h8)~
(ot - (")) (hs) ()
(hh)}tol, ~(( h(fLUO))L) (huge)
((hh)uo - (M(hug)) (huo)f)a
((hh)s")(hs')~(hs")~(h8")(h5")((hh)5")~
((hh)s")(hs")™ - ((hf(hu{))L’)_; (h8")((hh)$")~
(2 ) - (b)) s')~ () (RF))
(hust')” - (b)) (')~ (3 ((R)S")~
(huyt) ™ - ((h@ls')~ ((h_(hul))b’zi -((h )%’)*
(huy) - ((hhjl_( up))) - ((hh)s") - ((Rh)8")~
(hust')™ - ((H)?) - (R)S) - (RS-
(huy) ™ - ((h~( uy))) ~(hh)u1L’ .
((hul)_ < (Mhuy)) - (hh)ul)b’

Setzen wir hu := (hug)(huy), so wird unter Verwendung von Z(N) abelsch

((hs h)F)((h,B) )~

((h, 1) fo) (B, h) fo)~ ((h ) 1)~ (B ) f1)
(hh)u - ("(hw)) ™ - (hu)

was in der Tat zeigt, daB (h, h) — ((h, h)f)((h,h)f)~ in B2(H,Z(N)) liegt.

9
Zeigen wir nun, daf§ genau dann ein Isomorphismus G — G’ mit ¢ = ¢/ und Y7’ = 7 existiert,
wenn f in H?(H,Z(N)) verschwindet.

Existiere ¢ wie angegeben. Wihle s wie oben. Wihle hs' := hsd fiir h € H. Dann wird

(h,h)fV

Sei nun umgekehrt vorausgesetzt, da8 f in H2(H,Z(N)) verschwindet. Sei v : H — Z(N) mit

(h,h)f = "(hu) - ((hhyu)~

d.h. mit

-hu

(hhyu- (h,h)fo = (hu)- "(hu) - (h,h)f1
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stets.

Ein Element g € G konnen wir auf eindeutige Weise schreiben als ¢ = n¢ - hs mit n € N und
h € H.In der Tat, es ist h = gm und n = g - (gws)~. Setze

g9 = (ne-hs)d = (hu-n) - hs".

Wie eingangs §3.2.1 bemerkt, geniigt es zu zeigen, dafl ¥ ein Gruppenmorphismus mit ¢ = ¢/ und
97’ = 7 ist, es folgt dann, daf 9 ein Isomorphismus ist.

Hierbei erkennen wir, dafl 1 = ¢/ und 97’ = 7 gelten. In der Tat ist ersteres der Fall h = 1, und
fiir zweiteres beachte man gm = h = h/s'n’.

Seien nun g =ne - hs und g = ne - hs mit n, 7 € N und h, h € H gegeben. Es ist

99 = ne-hs - - hs )
= (n-a((hg)7))e- (hs-hs)
= (n-((he)™) - (h,h) fo)e - (hh)s

was abgebildet wird auf

((hh)u-n - 7(hp) ™) - (hy h) fo) - (hR)s" .
Dagegen ergibt sich das Produkt der Bilder von g und g zu

(hu-n)i - hs' - (hu-n) -hs' = (hu-n- h(i:zu) ((he)7))d hs' hs' )
= (hu-n-"hu)-72((he)”) - (h,h)f1)d - (hh)s'

Da das Bild von u in Z(N) liegt, ist das aber mit () dasselbe Resultat.

Zur ersten Behauptung. Wir fithren eine Induktion nach |P|. Fiir |P| = 1 ist nichts zu zeigen.
Sei |P| > 1. Beachte, da} Z(P) # 1, da P eine p-Gruppe ist. Sei U < P. Ist Z(P) < U, so
beachten wir, dafl wir den Normalisator von U in P als Urbild des Normalisators von U/Z(P)
in P/Z(P) bilden kénnen. Da |P/Z(P)| < |P|, ist nach Induktionsvoraussetzung aber U/Z(P) als
echte Untergruppe von P/Z(P) auch echt in ihrem Normalisator enthalten. Ist hingegen Z(P) € U,
so ist U < Z(P)U < Np(U).

Zur zweiten Behauptung. Sei U eine maximale echte Untergruppe von P. Wére U kein Normalteiler,
sowire U < Np(U) < P, im Widerspruch zur Maximalitét von U. Also ist U<t P. Wére [P : U] > p,
so hiitte die Gruppe P/U eine Element von Ordnung p (Satz von Cauchy), und also eine echte
Untergruppe. Deren Urbild in P stiinde im Widerspruch zur Maximalitét von U.

Wir verwenden Bezeichnungen wie in (1). Schreibe M[p] := {m € M : pm = 0} etc. Nach
Voraussetzung ist Mu = Kernv = M%». Sei m € M ~ M, i.e. sei me # m. Dann ist M/MC»
als abelsche Gruppe erzeugt von mM©», und also M = MC®» + Zm. Daher ist auch M =
Mu = MCu + Zmu = pM©» + Zmu. Es folgt, da M /pMC» von der Restklasse von mu als
abelsche Gruppe erzeugt ist. Da M und C, beides p-Gruppen sind, ist M C» = 0. Folglich ist
dimg, M C /pM©» = 1. Mit dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen ist daher
auch M%» zyklisch, erzeugt von mu, und also dimg, M S [p] = 1. Da M nicht zyklisch ist, ist
dimg, M[p] > 1. Also gibt es ein m € M ~ M mit pm = 0, mit welchem wir das bisherige m
ersetzen. Da M» = Zmu, folgen |[M S| = p und mu # 0. Insbesondere ist |M| = p%. Da C, auf
M /M wegen |Aut(M/MC»)| = p—1 #, 0 trivial operiert, ist me = m-+m’ mit einem m’ € MC»,
und also me* = m + im/ fir i > 0. Folglich ist

0 # mu = Z me' = pm+ (B)m' = (5)m’.
i€[0,p—1]

Da pm’ =0, und da (’2’) fiir p > 3 durch p teilbar ist, folgt p = 2 und |M| = 4.
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(6) Sei das Gegenteil angenommen. Sei P ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung. Es gibt also keinen
Automorphismus von P, dessen Bild in Out P die Ordnung p hat, und welcher auf Z(P) zur Iden-
titdt einschrinkt. Einen solchen Automorphismus gibt es dagegen fiir alle echten nichtabelschen
Untergruppen von P.

Sei ) eine maximale echte Untergruppe von P, welche Z(P) enthilt. Nach (4) ist @ ein Normalteiler
von Index p in P. Falls moglich, wihle @ nichtabelsch. Falls Q also abelsch gew#hlt werden mufite,
sind alle maximalen Untergruppen in P, die Z(P) enthalten, abelsch.

Wiire Z(Q) = Cp(Q)NQ < Cp(Q), so wire Cp(Q) £ @, und also P = QCp(Q). Da Cp(Q)/Z(Q)

zyklisch wire, sagen wir, erzeugt von x2Z(Q), wire jedes Element von Cp(Q) von der Form z'z
fiir ein ¢ € Z und ein z € Z(Q). Da insbesondere x € Cp(Z(Q)), wire Cp(Q) also abelsch. Wegen
P = QCp(Q) wire also Cp(Q) in Z(P) enthalten. Insgesamt wire Z(Q) < Cp(Q) < Z(P) < Z(Q),
was nicht geht. Also ist Z(Q) = Cp(Q).

Wire nun HY(P/Q,Z(Q)) # 1, so wire nach dem Satz aus §3.1.3 HY(P/Q,Z(Q)) =~
Aut(P,Q)/Inn(P, Q) eine nichttriviale p-Gruppe (annulliert von der p-Potenz |Z(Q)|), und so-
mit gébe es ein o € Aut(P,Q)/Inn(P, Q) von Ordnung p. Insbesondere wire a|g = idg. Wire
nun « durch Konjugation mit einem Element z € P gegeben, so wire demnach z € Cp(Q) = Z(Q).
Dann aber wiire « € Inn(P, @), was ausgeschlossen wurde. Somit ist «a kein innerer Automorphis-
mus von P, der zur p-ten Potenz inner wird, im Widerspruch zur Wahl von P als Gegenbeispiel.
Also ist HY(P/Q,Z(Q)) = 1, und mit (1) also auch H*(P/Q,Z(Q)) = 1.

Es ist Z(P) < Z(Q). Denn wére Z(P) = Z(Q), so wire mit Aufgabe 49.(4) oder 54.(5) auch
1 =HY(P/Q,Z(Q)) = (Gruppen)(P/Q,Z(Q)), was wegen P/Q ~ C, nach sich zoge, daff Z(Q) = 1,
was wiederum, da @) eine p-Gruppe ist, nach sich zoge, dafl @ = 1 ist, und folglich P ~ (), abelsch
zur Konsequenz hitte, was nicht der Fall ist.

Fall @ nichtabelsch. Wir haben einen Morphismus

P — Aut(AutQ)
z > (B p":=0,fo),

wobei 0, : Q — Q, y+——y*. Fir y € Q ist nun (0,)” = 0,-y, = 0y= in Inn Q. Wir erhalten
so einen induzierten Operationsmorphismus P — Aut(Out Q). Beachte, dafl Z(Q) eine charak-
teristische Untergruppe von @ ist, i.e. eine von Automorphismen von @ in sich selbst iiberfiihrte.

Sei
U = {ﬂIan e outq@ : /6|Z(Q) = le(Q)} .
Diese Definition ist von der Wahl des Reprisentanten 3, da fiir y € Q bereits 0,7y = idzq).

Wegen der Minimalitédt von P enthélt U ein Element der Ordnung p, so dafl p die Ordnung von U
teilt.

Wir behaupten, dafl unsere Operation von P auf Out () einschrinkt auf eine Operation von P auf
U.Sei x € P. Sei fInn@ € U. Wir haben zu zeigen, dafl o $0.|z(q) = idz(q)- Sei z € Z(Q). Es
wird tatséchlich

zoy Po, = (%2 VBor = (2)oy = z.
€ 7Z(Q), da charakteristisch

Da P eine p-Gruppe ist, und da 1 € U fix unter dieser Operation ist, zeigt eine Betrachtung von
Bahnenléngen von P auf U, dafl es wenigstens einen weiteren Fixpunkt gibt. Somit gibt es auch
ein Element vInn @ € U von Ordnung p mit v* = o, vo, =~ flir alle x € P.

Wir wollen nun ein Element ¢ € Aut P mit §|g = + konstruieren.

Schreibe unsere kurz exakte Sequenz @) - p-= P/Q. Wir haben eine weitere kurz exakte Se-

quenz p P/Q. Da v fix unter P ist, gilt fiir alle y € @ und alle z € P, daf§

W)y = ()" .
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Die erste kurz exakte Sequenz liefert

P/Q — OuQ
2Q F— (yr—y*)InnQ.

Die zweite kurz exakte Sequenz liefert

P/Q — Out@
rQ = (y—((¥7)*)y")InQ,

5
was dasselbe ist. Da nun H?(P/Q,Z(Q)) = 1, gibt es gemif (3) einen Isomorphismus P — P so,
dafl insbesondere 1§ = 7, i.e. daB §|g = 7.

Wir behaupten, daf§ die Ordnung von § Inn P durch p teilbar ist.

Die Ordnung des Bildes von P — Aut @ ist das p-fache der Ordnung des Bildes von Q — Aut Q,
da die Kerne Cp(Q) und Z(Q) iibereinstimmen. Herausfaktorisieren des letzteren Bildes liefert,
dafl die Ordnung des Bildes von P — Out Q) gleich p ist.

Sei k € [1,p — 1]. Angenommen, es wire §* € Inn P. Dann ist (0%|g)Inn@Q =+*InnQ # 1 - Inn Q
wegen k #, 0. Sei 6% durch Konjugation mit z € P gegeben. Dann ist x € @, da sonst 6*|¢ € Inn Q.
Wegen P/Q ~ Cj, ist P = (Q, x). Wegen Z(P) < Z(Q) kann also x nicht trivial auf Z(Q) operieren,
da sonst Z(Q) < Z(P) folgte. Jedoch ist 6*|zq) = (V|z(g))* = idz (). Dieser Widerspruch zeigt
§F & Inn P.

Per Ubergang zu einer Potenz kénnen wir also annehmen, dafi die Ordnung von ¢ Inn P gleich p
ist. Ferner ist 0|7y = idz(q), a fortiori also d|z(py = idz(py. Also war P doch kein Gegenbeispiel.

Fall Q abelsch. Wegen H?(P/Q,Q) = 1 gibt es mit dem Satz aus §3.2.1 ein Komplement K zu
Q@ in P, wobei K ~ C,,. Es ist Z(P)K =~ Z(P) x C}, nicht zyklisch. Sei R als maximale Z(P)K
enthaltende echte Untergruppe von P gewéhlt. Dann ist R ebenfalls abelsch, aber nicht zyklisch.
Durch Wiederholung dieses Arguments und Ersetzung der Gruppen kénnen wir annehmen, dafl
weder @ noch R zyklisch sind.

Nun ist @ N R = Z(P), da ein Element, das in R und in @ liegt, wegen K < R und R abelsch und
wegen (Q abelsch sowohl mit K als auch mit () elementweise vertauscht.

Folglich ist [Q: Q¥] =[Q : Z(P)]|=[Q : RN Q] = [QR: Q] = [P : Q] = p. Da H?(K, Q) = 1, folgt
mit (5), daBl |Q| = 4, und also, daB |P| = 8. Also ist P ~ @Q x K ~ (Cy x Cy) x Oy = (F3)? x Cs.
Da GL2(Fy) drei zueinander konjugierte Elemente der Ordnung 2 hat, ist P bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt, und namentlich isomorph zu Dg, denn Dg ~ ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) x((1, 3)).
Die Gruppe Dy ist jedoch nach (2) kein Gegenbeispiel.

Aufgabe 66.

(1) Dal=pn a? =p a, ist a = 1 + pb fiir ein b € Z. Nun ist

(L4 pb)? =, 1+ p°b+ (%) p°b? =y 1+ %,
da p =2 1. Angenommen, es sei v,(b) = k < n — 3. Es folgt
1 =pn (14pb)? =peees 1+p%.

Setzen wir m := min{n — 2, 2k + 1}, so wird 0 =,m b. Daraus erhalten wir wiederum m < k. Da
2k +1 > k, folgt n — 2 < k, und wir haben einen Widerspruch.

(2) Wie in (1) ist (1 +p-p*=3)? =pspn-3)2 1 +p?-p" 3 = .1 1, woraus wegen 3 +2(n —3) =n—1

=p
folgt, daBl (1+p"~2)? = 1. Somit kénnen wir mittels d — o das semidirekte Produkt Cpn-1 x4 C)
bilden. Da a # id, ist Cpyn-1 x4 Cp nicht abelsch, und also Cpn-1 X C) 22 Cpn1 x Cp. Bleibt
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uns zu zeigen, daf fiir jeden Automorphismus 8 von Cpn-1 von Ordnung p das mittels d —— 3
gebildete semidirekte Produkt isomorph zu Cpn-1 x4 Cj, ist.

Sei der Automorphismus C,n—1 NL Cpn—1 von Ordnung p gegeben durch ¢+ c®, wobei a Z,n—1
1. Aus a? =,.-1 1 folgt mit (1), daB @ =2 1. Somit kénnen wir a = 1+ p™~2?b mit einem b #, 0
schreiben. Beachten wir, daf3

Cpr-1 X0 Cp = (e, d : Cpn_l, dr, = cl+pn_2> )
und schreiben wir das via d —— [ gebildete semidirekte Produkt
Cpn-1 x50y, = (¢, d : e, = cl+bp"72> ,

so erhalten wir in der Tat einen Isomorphismus

Cpnfl Xpg Cp — Cpnfl Ao Cp
c > c
d +— db,

denn a® schickt ¢ auf die (1 4 p™~2)’-te Potenz von ¢, und
1+ pan)b =p2(n-2) 14 bpn*2
impliziert wegen 2(n —2) > n—1, daf (1 +p"~2)" =,n-1 1+ bp" 2.

Die drei angefiihrten Gruppen sind paarweise nichtisomorph, da Cpn-1 %, C}, nichtabelsch und
Cpn—1 x Cp nichtzyklisch ist. Ist P abelsch, so ist P isomorph zu Cp» oder zu Cyn-1 x Cp. Wir
diirfen also voraussetzen, dafi P nichtabelsch ist.

Beachte ferner, dafl die als existent vorausgesetzte zyklische Untergruppe von Index p normal in

P ist (entweder, da p der kleinste Primteiler von |P| ist, oder aber mit Aufgabe 65.(4)).

Mit (2) geniigt es vollends zu zeigen, dafl jede kurz exakte Sequenz der Form

C

pn—1 — P — Cp

aufspaltet. Wére die durch eine solche kurz exakte Sequenz auf Cpn-1 induzierte Modulstruktur
durch d+—— id gegeben, so wiirde jedes Element von P den Normalteiler Cp»-1 zentralisieren, i.e.
via Konjugation elementweise festlassen. Sei z € P\ Cpn-1. Da jedes Element von P von der Form
x'z mit einem z € Cpn—1 wire, wiirde P abelsch folgen, was aber nicht der Fall ist. Also ist die

Modulstruktur durch d — (c— ¢! +%" ") gegeben fiir ein gewisses b #, 0, da, wie bereits in
(2) gesehen, alle Automorphismen von Cpn-1 von Ordnung p von dieser Gestalt sind. Sei b0’ =, 1

. / . . ..
und ersetzen wir den Erzeuger d von C, durch d”, so sehen wir, da8 wir b = 1 annehmen diirfen.

Mit dem Satz aus §3.2.1 folgt nun das Aufspalten unserer kurz exakten Sequenz, wenn wir
H?(C)p, Cpn-1) = 1 zeigen kénnen. Verwenden wir die periodische Auflssung aus Aufgabe 38.(1)
zur Berechnung dieser Cohomologiegruppe, so sehen wir, dal wir zu zeigen haben, dafl das Bild

von
u

Cpn—l —_— Opn,fl
¢ > Q0P l4lpt TP L (p-1)p"

gleich dem Kern von

v

C n—1 —_— C n—1

p prt
R e A

ist. Letzterer ist (c¢P). Ferner ist
S (4ip"?) =p+(B)p P = p,
1€[0,p—1]

da p ungerade ist. Also ist auch ersteres gleich (cP).
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(4) Sei ein Gegenbeispiel P minimaler Ordnung als existent angenommen. Da eine p-Gruppe von
Ordnung < p? isomorph zu 1, zu C,, zu Cp2 oder zu C) x C), ist, und sich unter diesen kein
Gegenbeispiel befindet, kénnen wir |P| = p™ mit n > 3 annehmen.

Da auch jede Untergruppe von P ungleich P und ungleich 1 genau ein Element der Ordnung p
enthilt, ist wegen der Minimalitdt von P jede solche Untergruppe zyklisch.

Sei @ ein Normalteiler von Index p in P; cf. Aufgabe 65.(4). Nach dem eben Gesagten ist Q
zyklisch, so dal mit (3) die Gruppe P isomorph zu einer der drei dort angegebenen Gruppen ist.

In Cpn—1 x Cp und in Ccr' T % C)p haben wir jedoch die beiden verschiedenen Untergruppen (cpn72>
und (d) von Ordnung p. Also ist P isomorph zu Cpn.

Der Fall p = 2 fithrt zu Komplikationen. Vgl. [6, IV (4.1-3)]. Ferner wird in loc. cit. angemerkt, dal Burnsides
Beweis seines Theorems von 1911 implizit Cohomologie zyklischer Gruppen verwendet. Explizit eingefiihrt
wurden Cohomologiegruppen von Gruppen erst in den 1940er Jahren von MACLANE und EILENBERG.

Aufgabe 67.

(1) Die Aussage ist falsch. Sei G := Dg = ((1,2,3,4), (1,3)) < 84 (cf. Aufgabe 62.(3)), sei N =
Z(Ds) = ((1,3)(2,4)), und sei H = G/N ~ C5 x C5; beachte hierzu, daf in G/N kein Element der
Ordnung 4 existiert. Die induzierte Z H-Modulstruktur von H auf N ist trivial, da N im Zentrum
von G liegt. Ferner ist die genannte Erweiterung nicht semidirekt, da sonst G ~ N x H abelsch

folgen wiirde. Und Dy ist nichtabelsch, da etwa (1,2, 3,4)(1’3) =(1,4,3,2) # (1,2,3,4).
(2) Die Aussage ist falsch. So etwa ist die kurz exakte Sequenz
CQ — 04 — 02

nicht semidirekt. Denn wire die Erweiterung semidirekt, so lidge wegen Cy4 abelsch ein direktes
Produkt vor. In Cy x Cy gibt es aber kein Element der Ordnung 4.

Da Cy < Z(Cy), ist auch die induzierte Modulstruktur von Cy auf Cy trivial.
Nichtsdestotrotz ist Cy abelsch.

Aufgabe 68.

Es ist 168 = 2% -3 - 7. Sei H eine 7-Sylowgruppe in G. Sei N := Ng(H). Es ist die Anzahl [G : N]
der 7-Sylowgruppen kongruent zu 1 modulo 7, ein Teiler von 21 und ungleich 1. Also ist [G : N] = 8,
i.e. [N| = 21. Das Theorem von Schur-Zassenhaus aus §3.2.2 (°) impliziert nun, da G ~ C7 x C3. Da
mit dem Satz aus §2.5.5.3, Teil (1), der Schnitt Z(N) N H verschwindet, kann N nicht abelsch, und
also dieses semidirekte Produkt nicht trivial sein. Schreibe C7 = (¢) und C3 = (a). Es hat C; wegen
Aut C7 ~ (Z/7Z)* ~ Cg zwei Automorphismen von Ordnung 3, namentlich ¢ — ¢ und ¢ — ¢*. Durch

eventuelle Ersetzung von a durch a? diirfen wir annehmen, da8 % = ¢2.

Sei X die Menge der 7-Sylowgruppen von G. Es operiert (a) via Konjugation auf X. Da A := (a) das
Element H € X festlifit, und da X ~ {H} aus 7 Elementen besteht, hat A einen weiteren Fixpunkt
K #Hin X.

Es operiert H via Konjugation auf X. Dabei ist H ein Fixpunkt. Schreibe K = 9H mit einem geeigneten
g € G. Es ist Ng(K) = Ng(9H) = Ng(H) von Ordnung 21 (man hétte hierfiir auch das Argument fiir
IN¢(H)| = 21 mit K statt H zitieren konnen). Wére H < Ng(K), so wire auch die Menge K - H in
Ng(K) enthalten. Wegen H N K = 1 enthélt K - H aber 72 Elemente, was dann nicht sein kann. Also ist
H £ Ng(K), i.e. K € X ist kein Fixpunkt von H. Insgesamt ist H € X also der einzige Fixpunkt von
H, und X zerfillt in die beiden Bahnen

X = {H}u{°K, °K, ..., “K}

6Es geniigte auch das Korollar aus §3.2.1. Ebenso kann man zitieren, dafl ein Element der Ordnung 3
in einer Gruppe von durch 3 teilbarer Gruppenordnung existiert (Satz von Cauchy).
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unter der Operation von H.

Wir erinnern an die Definition der projektiven Geraden P!(F;) als der Menge der eindimensionalen
Teilriume des Fr-Vektorraums FZ. Hierbei schreibt man (u : v) := ((3)) fiir (i) € F2 < {0}. Es operiert
GL2(F7) geradenbewahrend auf FZ, und folglich auf P!(F7). Ausgeschrieben wird

(‘;‘?) (u:v) = (au+ Bv : yu+ ov) .
Die Elemente aus Z(GLa(Fy)) = {(§2) : a € F; ~ {0}} operieren hierbei trivial, so daB wir auch
eine Operation von PGLy(F;) = GLa(F7)/Z(GLa(F;)) auf P}(F;) erhalten. Diese Operation ist treu,
d.h. gegeben durch einen injektiven Gruppenmorphismus von PGL2(F7) in die entgegengesetzte Gruppe
symmetrischen Gruppe auf der Menge P! (Fy).

Wir identifizieren nun P*(F;) mit X, indem wir (1 : 0) mit H und (v : 1) mit 'K identifizieren, wobei
u € [1, 6]. Insbesondere operiert nun G auf P!(Fy).

Wir behaupten, daf§ das Bild des Operationsmorphismus von G auf P!(F;) mit dem Bild des Operati-
onsmorphismus von PSLy(F7) (< PGL2(Fy)) iibereinstimmt. Wegen der Einfachheit von G operiert auch
G treu auf P*(F;), sofern nur nicht jedes Element von G identisch operiert. Dies ist aber nicht der Fall,
wie bereits gesehen (und wie aus der Transitivitdt von X auch a priori bekannt ist). Fiir die behauptete
Ubereinstimmung der Bilder mufl wegen

1G] =168 = (P —1)(7*=7)-(7T—1)""- _2°' = |PSLy(F,)|
—— ~~
Kern det Z(SL

~

nur noch gezeigt werden, daf jede Operation eines Elementes von G durch die Operation eines Elementes
von PSLy(F7) geschrieben werden kann. Ferner kann man sich auf die Betrachtung einer Erzeugermenge
von G beschranken.

Die Operation von ¢ schickt (1 : 0) nach (1:0) und (v : 1) nach (u+1: 1), stimmt also mit der Operation
von (,H) iiberein.

Die Operation von a schickt H nach H und 'K nach “'K = <K = K i.. es kommt (1:0) nach
(1 :0) und (w : 1) nach (2u : 1). In anderen Worten, die Operation von a stimmt mit der Operation
von ((2) (1)) iiberein, und also auch mit der Operation von (3 3) Unter der Operation von A haben wir die
Bahnenzerlegung

PLUE) = {(1:0}U{(0: DIU{(1: 1), (2:1), (4: DIU{B: 1), (5:1), (6: 1)}

Sei M := Ng(A). Die Anzahl [G : M] der 3-Sylowgruppen in G ist kongruent zu 1 modulo 3, ein Teiler
von 56 und ungleich 1. Also [G : M| € {4, 7, 28}, d.h. [M : A] € {14, 8, 2}.

(Nach dem ersten Beispiel in §2.5.5.3, Teil (4), ist [M : A] =3 0. Das liefert aber keine neuen Erkenntnisse.)

Da mit dem Satz aus §2.5.5.3, Teil (1), der Schnitt Z(M) N A verschwindet, gibt es ein m € M, welches
auf A nichtidentisch operiert, i.e., fiir welches ™a = a~ ist. Da das Bild von m in Aut A von Ordnung 2
ist, teilt 2 die Ordnung von m. Durch Ubergang zu einer ungeraden Potenz kénnen wir annehmen, daf
die Ordnung von m eine Potenz von 2 ist.

Da fiir (u: v) € PY(F;) und i € Z/3Z es sich ergibt, daB ™(u : v) und ™(*“(u:v)) = * (™(u: v)) in der
selben Bahn unter A liegen, operiert m auf der Menge der A-Bahnen von P!(Fy).

Auf der anderen Seite hat m keinen Fixpunkt in P!(Fy), i.e. keinen Fixpunkt in X. Denn sonst wire m
in einem Normalisator einer 7-Sylowgruppe enthalten. Diese haben aber alle die ungerade Ordnung 21,
so daf das nicht moglich ist. Also mufi ™(1:0) = (0 : 1) sein, und ™(0: 1) = (1 : 0). Insbesondere folgt
7”2(1 :0) = (1 : 0), und somit auch m? € N. Da aber auch die Ordnung von m?
folgt mit |N| = 21 =5 1, daB m? = 1. Es hat m also die Ordnung 2.

eine Potenz von 2 ist,
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Nun kann m die A-Bahn {(1 : 1), (2 : 1), (4 : 1)} nicht in sich selbst iiberfithren, da diese sonst we-
gen der Fixpunktfreiheit von m in (m)-Bahnen der Linge 2 zu zerfallen hiitte. Also schickt m die
A-Bahn {(1:1), (2:1), (4:1)} auf die A-Bahn {(3 : 1), (5 : 1), (6 : 1)}, und umgekehrt. Schreibe
™1:1)=: (w:1) mit w e {3, 5, 6}.

Allgemein wird fiir u € F; ~ {0}

Zusammengefafit wird somit

™0:1) = (1:0)
m1:1) = (w:1)
m2:1) = (w/2:1)
™4:1) = (w/4:1),

und die Operation von m ist von Ordnung 2.

Sei nun w’ € F; mit w'? = —w gewihlt. Dann ist die Operation von m gegeben durch (w(’)* 78”/). Denn
letztere ist von Ordnung 2 und schickt fiir u € Fr das Element (u : 1) auf (—w’ : uw'™) = (w : u), was
fiir u # 0 gleich (w/u : 1) ist.

Da nun die Operationen von ¢, a und m auf P!(F;) alle als Operationen von Elementen in PSLy(Fy) ge-
schrieben werden konnten, bleibt zu zeigen, dal G = (¢, a, m). Da bereits (¢, a) = N die Ordnung 21 hat
und da m ¢ N aus Ordnungsgriinden, ist der Index von (¢, a, m) in G in {1,2,4}. Nun hat G aber keine
Untergruppe U von Index 1 < [G : U] < 5, da die transitive Operation von G auf G/U einen nichtver-
schwindenden und also injektiven Morphismus von G nach Sj¢.p lieferte, was wegen |G| > [S5| = [Siq.u]
ausgeschlossen ist. Insbesondere ist der Index von (¢, n, m) in G gleich 1.

Aufgabe 69.

Sei K ein Komplement von N in G, i.e. essei NN K =1 und NK =G. Dann ist NN (HNK) =1 und
N(HNK)=HNNK = H mit der ersten Bemerkung in §3.2.2, und also H N K ein Komplement von N
in H.

Bleibt zu zeigen, dafl die Erweiterung
N—G—G/N

semidirekt ist, falls nur die Erweiterung
N—~H—H/N
semidirekt ist.
Schreibe G := G/N und H := H/N. Mit dem Satz aus §3.2.1 geniigt es zu zeigen, daf

Resjg

H2(GaN) - H2(H7N)
injektiv ist; cf. das Lemma am Ende von §2.5.4 fiir die Tatsache, daf8 hier tatséchlich Res|z; anzuwenden
ist. Mit dem Satz aus §2.5.4 ist aber die Komposition

Resjg

Te i
H?(G,N) — H?*(H,N) — H*(G, N)
durch Multiplikation mit [G : H] = [G : H] auf H}(G, N) gegeben. Diese Multiplikation gibt aber wegen

[G : H] teilerfremd zu |N| einen Automorphismus von H2(G, N); cf. die Losung zu Aufgabe 39.(3). Damit
folgt die Injektivitdt des ersten Teilnehmers an dieser Komposition.

Die Voraussetzung N abelsch ist nicht entbehrlich; vgl. [13, 1.18.7].
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Die Aussage ist eine Verallgemeinerung des Korollars in §3.2.1, in welchem der Spezialfall N = H be-
handelt wird. Ein dhnlicher Ubergang zum nichtabelschen Fall, wie er von diesem Korollar in §3.2.1 zum
Theorem von Schur-Zassenhaus in §3.2.2 durchgefiihrt wird, ist also in dieser Allgemeinheit nicht moglich.
(Es bleibt natiirlich dennoch die Frage, ob mit Schur-Zassenhaus bereits die maximale vom abelschen zum
nichtabelschen Fall hebbare Aussage erreicht ist.)

Aufgabe 70.

(1) Nach Voraussetzung ist E(a/a — 1fa/a — 1)T™ = 0 fiir alle m € Z und alle a € Z mit
m+a €[l k—1].
Wir behaupten zunchst, es ist E(d/n — 1)/n/a)*™ =0 fiir a, § € Zs, n € Z und m € Z so, daf
Sl<a<n<di<a™ und m+ne(lk—1].

In der Tat konnen wir o < n annehmen und erhalten

E(d/n—1/n/e)™™ —> E(@/n—1/n/n—1)"" «+= E@n/n—1/n/n-1)"" =0,
was die Behauptung zeigt.

Seien a, 3,79, 6 € Zoo mit 67 < a < B <y <6 < at! gegeben. Wir diirfen 3 < v annehmen.
Wir haben eine Filtrierung

0 = E(3/B/B/a)t™ o= E(6/B)B+1/a)™™ —e> o —e= E(3/B/v/a)"™,

und diese ist graduiert mit
EG/nfn+1/0)"™) e qy = EO/=1)1/0)"™) i1 -

Da nach Voraussetzung [m + 8+ 1,m + +] C [1,k — 1], verschwindet diese Graduierung dank
vorstehender Behauptung. Also verschwindet auch E(5/8/v/a)™™.

(2) Sei A € C*(R-Mod) eine (F,G)-azyklische Auflssung von X. Da (R‘F)(X) ~ HY(FA) fiir £ > 0
nach dem zweiten Lemma in §4.3, ist insbesondere HY(FA) = 0 fiir £ € [1,k — 1]. Wir konnen also
eine Cartan-Eilenberg-Auflssung J € CC-(S-Mod) von F A so wihlen, daf

HY(GJ™*) =0

fiir ¢ € [1, k — 1]; vgl. deren Konstruktion im ersten Lemma in loc. cit.

Sei E := Ei(GJ) = Ef;(X) die vermittels J konstruierte Grothendieck-Spektralsequenz zu X
bzgl. F und G. Nach dem Satz aus loc. cit. ist die Existenz einer exakten Sequenz

0—BE(-k+1/—k—1)—k/—k —2)** — E(co/—00 00/ —00)tk — E(1/-1/0/—2)**
—E(-k/—k—2)—k—1/—k - 3)*k*! —+ E(co/—00/ 00/ —oc0)Tk+1

nachzuweisen. Vermittels der letzten Bemerkung in §4.2.1.2 ist E(oo/ — oo /oo/ —o0)t* dassel-
be wie E(0/—k — 20/ —k — 2)*F was seinerseits mit dem Lemma aus §4.2.1.3 dasselbe ist wie
E(0/—k —1//0/—k — 2)*k. Ferner ist mit dem Lemma aus loc. cit. auch E(1/—1//0/—2)** dasselbe
wie E(0/—1/0/—2)*. Somit ist die Existenz einer exakten Sequenz

0—EB(-k+1/~k—1)—k/—k—2)"* —E(0/—-k — 10/ —k — 2)*F —E(0/—1/0/—2)**
—E(-k/—k—-2)—k—1/—k - 3)"k*! —E(0/—k — 2//0/—k — 3)Tk+!

nachzuweisen.

Betrachte hierzu die folgenden kurz exakten Fundamentalsequenzen in erster und zweiter Notation;
cf. Satz und Korollar aus §4.1.3.4.

E(0/—k—1)—k/—k—2)TF —e» E(0/—k—1)0/—k —2)tk
E(0/—1)0/—k —2)tF —es E(0/—1/0/—2)*F
E(—k/—k—2)—k—1/0")tFtl s E(-k/—k—-2)—k—1/—k— 3)tkt+!
E(0/—k—2)—k—1/—k—3)TF+l s E(0/—k —2//0/—k — 3)Tk+1

(0/=kj0/—k —2)**
((k—2)*1/=1/0/-2)**
(0/—k —2)—k—1/—k — 3)Th+!
(0/—k —1)0/—k — 3)+k+1

Pii

E
E
E
E
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Zusammen mit den folgenden Isomorphismen werden diese sich zu einer exakten Sequenz wie
gewlinscht zusammensetzen.

Bemerken wir zunéchst, dafl
H” (tGJ(a/a— 1)) = H™T*(GJ **) = 0

fiir alle m > 0 und alle @ < 0 mit m—+« € [1, k—1]; cf. erstes Lemma in §4.2.3. Ferner verschwindet
H™(tGJ(a/a — 1)), falls M < 0 oder a < 0. Somit findet (1) Anwendung.

Wir behaupten, da8 E(=k +1/—k — 1)/ —k/—k —2)** =+~ E(0/—k — 1)/ —k/—k — 2)**. In der
Tat ergibt sich nach (1) als Kern dieses Epimorphismus

E(—k+1/—k—1)—k/0" ) = B((=k - 1) /—k+1J0/—k)TF1 = 0.

Wir behaupten, dafi E(0/—k/0/—k —2)*k =+ E(0/—1/0/—k —2)™*. In der Tat ergibt sich nach
(1) als Kern dieses Epimorphismus

EO/—k)-1/-k—-2)T* = 0.

Wir behaupten, dafl
BE(—k/—k—2)—k—1/071)Tk+!
> E(-1/—k—2)—k—1/0"1)Fk+l
E(—-1/—k—2)—2/0"1)+tk+L
= E((-k-2)T'/-1/0/-2)**

Der erste Morphismus ist epimorph und hat nach (1) den Kern
E(-k/—k—2)—k—1/(-1)"")™ " = B(-k—2)""/ -k} —-1/-k—-1)"F = 0.
Der zweite Morphismus ist monomorph und hat nach (1) den Cokern
E(—-1/—k—1/—-2/0"1) Tl = 0.

Wir diirfen P # 1 annehmen.

Mit Aufgabe 65.(4) ist eine maximale echte Untergruppe von P notwendig ein Normalteiler von
Index p. Konnen wir die Aussage fiir P und jeden Normalteiler in P von Index p zeigen, so
mit Einfiigen einer zwischen @) und P liegenden maximalen Untergruppe und Induktion iiber die
Ordnung von P auch fiir alle Untergruppen von P. In anderen Worten, wir diirfen annehmen, dafl
@ gleich P ist oder ein Normalteiler darin mit P/Q ~ C,,.

Spezialfall k = 1. Wir haben zu zeigen, dafi aus H*(P, M) = 0 folgt, dal H}(Q, M) = 0 fiir alle
Normalteiler @) in P von Index p.

Die exakte Fiinftermsequenz lautet geméfl dem zweiten Korollar von §4.4.2 in unserer Situation
0 — Hl(P/QvMQ) - HI(P7M) - Hl(QvMJQ)P/Q - HQ(P/QaMQ) - HQ(PvM) .

Wir werden ihren letzten Term H?(P, M) nicht benétigen.

Da H'(P,M) = 0, folgt mit der Fiinftermsequenz H!(P/Q, M%) = 0. Da mit Aufgabe 65.(1)
aber |HY(P/Q,M®)| = [H2(P/Q, M®)| ist, folgt auch |H2(P/Q, M®)| = 0. Abermals mit der
Fiinftermsequenz folgt H'(Q, M|g)"/? = 0. Da in H(Q, M|g) aber wenigstens ein Orbit Linge
1 hat, viz. der der Null, und |H'(Q, M|g)| eine Potenz von p ist, géibe es noch weitere Orbits der
Lénge 1, wire H'(Q, M|g) # 0. Da es diese aber nicht gibt, folgt H(Q, M|q) = 0.

Allgemeiner Fall k > 1. Mit dem Fall £ = 1 und mit Induktion {iber die Ordnung von P diirfen
wir annehmen, da H*(Q, M|q) = 0 fiir alle Normalteiler @) von Index p in P und alle k > 1. Zu
zeigen bleibt, da8 H*(P, M) = 0 fiir alle k¥ > 1. Dazu wihlen wir einen Normalteiler @ in P von
Index p, i.e. eine maximale echte Untergruppe.
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Spezialisieren wir wie in §4.4 die Aussage von (2) zur Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralsequenz
mit F = (—)? und G = (—)"/?, so ist die Voraussetzung (R‘F)(M) = H(Q, Mlg) = 0 fiir
£ € [1,k — 1] a fortiori erfiillt, sie gilt ja sogar fiir alle £ > 1. Somit haben wir eine exakte Sequenz

0 —= H"(P/Q, M®) — H*(P, M) — H*(Q, Mlo)"/? — H*!(P/Q, M?) — H*!(P, M) .

Wir werden ihre letzten beiden Terme nicht benétigen.

Wir haben schon im Fall k = 1 gesehen, dal H'(P/Q, M?) ~ 0. Mit Aufgabe 65.(1) ist also auch
H*(P/Q, M®) ~ 0. Da nun auch H*(Q, M|g) = 0, i.e. H*(Q, M|g)"/? = 0, liefert die angefiihrte
exakte Sequenz, da8 H*(P, M) = 0.

In [13, III, Satz 19.5] wird ein Beweis der Félle k = 1 und k = 2 gegeben, der die Verwendung von
Fiinftermsequenzen absichtlich vermeidet.

Aufgabe 71. Nach Voraussetzung gibt E(3+1/3—1//8/8—2)**, angewandt auf f, einen Isomorphismus
fiir alle k € Z und alle g € Z.

Schritt 1. Wir behaupten, dal E(y/8—1//8/8—2)"* und E(3+1/8—1//8/a)** je einen Isomorphismus
gibt fiir alle k € Z, alle 5 € Z, alle v € Z mit v > f und alle a € Z mit g — 1 > a.

Sei n > 1 und die Aussage fiir alle k € Z und alle «, 8, v mit y— 3 € [1,n] und 8 —1—« € [1, n] bekannt.
Mittels Fundamentalsequenzen erhalten wir die exakte Sequenzen

E(y +2/v/v+1/8) 1 = E(y/B—1)B/8 —2)"F —~ E(v+1/8—1/8/8—2)"* — 0

und

0 — EB+1/8—1/8/a— 1) = EB+1/8—1)8/a)™* — B(B—1/a—1jaja—2)"*+.

Somit gilt die Aussage auch fiir alle o, 8, y mit y— 8 € [1,n+1] und S —1—« € [1,n+ 1]. Mit Induktion
ist die Behauptung gezeigt.

Schritt 2. Wir behaupten, da8 E(y/3 — 1//8/a)** einen Isomorphismus gibt fiir alle k& € Z und alle
o, B,y € Zmit o < §—1< <. Wir fiihren eine Induktion nach v — «. Mit Schritt 1 diirfen wir
a< B —2<B+1<~ annehmen. Wir haben

E(y—1/8 — 1)8/a)tF —~ E(v/8—1/8/a)** —~ E(v/8—1/B8/a+1)".

Da nach Induktionsvoraussetzung die &ufleren beiden Terme einen Isomorphismus ergeben, gilt dies auch
fiir den mittleren.

Schritt 3. Wir behaupten, daB E(5/8/~v/a)t* einen Isomorphismus gibt fiir alle & € Z und alle
a, B,7,0 € Zmita< <y <.

Mit dem Beispiel in §4.1.3.2 diirfen wir 5 < « annehmen. Wir fithren eine Induktion nach v — 5. Der Fall
v — B =1 ist mit Schritt 2 erledigt. Sei v — 8 > 2. Wir haben die kurz exakte Fundamentalsequenz

E(8/8)y —1/a)*" > E(6/B/v/a)** —~ E(6/y - 1)v/a)*"
und sind mithin fertig mit Induktion und Aufgabe 20.(2).

Schritt 4. Wir behaupten, daB8 E(§/8/~v/a)™* einen Isomorphismus gibt fiir alle k¥ € Z und alle
a,B,7, 6 € Zy mit a < f < v < 4. In der Tat kénnen wir o €] — o0, 8] so klein wihlen, daf
E(§/B/)v/—00)tF = E(6/B/v/a)t*. Analog kénnen wir § € ]y, oo[ so grof wiihlen, dafl E(co/B//y/a) ™+ =
E(§/8/v/a)*. Sowie beides.
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Schritt 5. Wir behaupten, daB E(5/8/~v/a)t* einen Isomorphismus gibt fiir alle & € Z und alle
a, 8,7, 0 € Ze mit a < f < v < 6. Wir diirfen wieder 8 < ~ annehmen. Ist nun o = —oo0, so
konnen wir 3 € |—o00,7[ so klein withlen, dafl E(§/—oo//v/—oc)tk = E(6/8//v/—oc)tk. Analog kénnen
wir v €], 00| so gro8 withlen, dafl E(co/B//c0/a)t* = E(oco/B/v/a)™*. Sowie beides.

Schritt 6. Wir behaupten, daB E(J/8/~v/a)t* einen Isomorphismus gibt fiir alle & € Z und alle
a, 7,0 € Zoo mit —0o < I ' <a<f<y< o< —oot! <5< atl. Dazu betrachten wir die
kurz exakte Fundamentalsequenz

E(co/B/7/0~ )" —ew E(co/B/v/a)th —~ E(5/B//a)™" .

Schritt 7. Wir behaupten, dal E(6/8/~/a)™* einen Isomorphismus gibt fiir alle k& € Z und alle
a,B,7, 0 € Zoo mit 57! < a < B <y <8< att. Mittels eines Shifts kénnen wir annehmen, daf
—0< i T <a<fL<y<oo< —o0ot << at! oder —oo < a < B <y < < oo, und sind somit
fertig mit den Schritten 5 und 6.

Aufgabe 72.

(1) Wir zeigen, daf (a) = ((b) und (c)). Sei X’ —+ X —%+ X" rein kurz exakt. Thre lang exakte Ho-
mologiesequenz hat also als Verbindungsmorphismen lauter Nullmorphismen; in anderen Worten,
es ist

kp

o L omEx U gk

kurz exakt fiir alle k € Z. Betrachte das Diagramm

BFX' —es7FX' — > HFX'

.

B*X —e>7FX —+—>HFX

ool

Ble/ ZkX// HkX//

als kurz exakte Sequenz von vertikal eingezeichneten Komplexen. Deren lang exakte Homologiese-
quenz zeigt, dafl die linke Spalte in der Mitte exakt ist und dal Z¥ X — Z* X" ein Epimorphismus

ist.
k : k

B¥¢ B
Wir zeigen, da8 (b) = (a). Sei also B¥ X’ BFX —2
Betrachte das Diagramm

Bf X" kurz exakt ist fiir alle k € Z.

BFX' —es>7ZFX' — > HF X'

oo

B*X —e>7FX —+—>HFX

ool

BkX// ZkX/l HkX//

als kurz exakte Sequenz von vertikal eingezeichneten Komplexen. Deren lang exakte Homo-
logiesequenz zeigt, daB H* X’ — H*X monomorph ist, daB also der Verbindungsmorphismus
HF1 X" — H* X’ verschwindet.

k

z
Wir zeigen, daf8 (c) = (a). Sei also Z¥X — 2. 7kX" epimorph fiir alle k € Z. Betrachte das



287

Diagramm

BFX' —es7FX' —+—= HFX'

.

BFX —e—>7ZFX —+>HFX

.

BkX// ZkX// HkXI/ .

Komposition (oder, wahlweise, eine lang exakte Homologiesequenz) zeigt, da H*X — HF X"
epimorph ist, da also der Verbindungsmorphismus H* X" — H**1 X" verschwindet.

(2) Es ist H*X" ~ 0 fiir alle k € Z. Insbesondere verschwinden alle Verbindungsmorphismen in der

lang exakten Homologiesequenz.

(3) Wir zeigen die erste Aussage.

(4)

Sei X' —» X rein. Wir ergéinzen zu einer kurz exakten Sequenz X' X 2 X" von Komplexen.
Sei k € Z. Dank (b) aus (1) ist B¥X” Cokern von B¥X’ — B¥X. Dank (c) aus (1) ist Z¥ X"
Cokern von ZFX' —» 7ZFX . Ferner ist B¥ X" — Z¥ X" monomorph. Mit Aufgabe 18.(3) folgt,
daB das kommutative Viereck (B¥X’, X'* BFX, X*) ein Pullback ist.

Sei umgekehrt das kommutative Viereck (B*X’, X'*, B¥X, X*) ein Pullback fiir alle k € Z. Wir
erginzen zu einer kurz exakten Sequenz X’ X 2 X" von Komplexen. Nach Aufgabe 18.(3)
haben wir dann einen induzierten Monomorphismus vom Cokern von B¥ X’ — B¥X nach X"*,

was dazu fithrt, da besagter Cokern das Bild des Differentials X”*~! — X" ist. Mit (b) aus
(1) zeigt das die Behauptung.

Zur Ilustration hier eine rein kurz exakte Sequenz von Komplexen mit eingetragenen Pullbacks
und Pushouts.

SR 5 S R Oy R
! P A
e [ X s BEX e [ X | s BRIX e [ xR
T S S S
~~~*>H—>BkX”H—>H—>B’“+1X”ﬂ>*>...

(i) Wegen Dualitit geniigt es, die ersten beiden Behauptungen zu zeigen. Liege also ein punkt-

weise Pushout vor, und sei x rein monomorph. Erginze zu rein kurz exakten Sequenzen
(X', X, X"y und (Y',Y,Y"”), und betrachte den auf den Cokernen induzierten Morphismus

X" A Y”. Sei k € Z. Nach (b) aus (1) ist BEX” der Cokern zu B¥ X’ —e—~ B*X. Sei ferner

C der Cokern zu B*Y’ —e~ BFY'.
Wir behaupten, da8 (B* X', B¥Y’, B¥ X, BFY") ein Pushout ist. Dazu geniigt es nach Aufga-
be 18.(5) zu zeigen, daBl B¥ X" — (' isomorph ist. In der Tat komponiert

(BkX// . C . Y//k) — (kal/ e X/Ik ~ Y//k)

sowie
(X//k—l BkX// C) _ (X//k—l ~ Y//kfl 0)7

die angegebenen Isomorphien jeweils geméfl Aufgabe 18.(5). Nun zeigt

(BkX//i»C Y//k) —_ (BkX//#X//k ~ Y//k)
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auch, dal C — Y”’* monomorph und also C' = B*Y” sowie (B¥Y’, Y'* B*Y, Y*) Pullback.

Letzteres zeigt mit (3), da§ Y’ 2+ Y rein monomorph ist.

Sei nun dazuhin f’ rein epimorph. Dank Aufgabe 18.(5) ist f dann epimorph, i.e. punktweise
epimorph. Da die Diagonalsequenz jeweils kurz exakt ist, sind die kommutativen Vierecke

k-1 T ke
X —Y

xk—lT Tykl
/k—1

xrh-1 L y k-1

und

BkX/ ﬂ Bky/
Pullbacks und Pushouts (auch Quadrate genannt). Insbesondere ist der auf den horizon-
tal genommenen Kernen induzierte Morphismus jeweils ein Isomorphismus. Also folgt aus
der Epimorphie des induzierten Morphismus vom Kern von X’*~1 — Y’*=1 zum Kern
von BFX’ —=B*Y’ auch die Epimorphie des induzierten Morphismus vom Kern von
Xkl — y*=1 zum Kern von B*X — B*Y, und damit, dal (X*~1, B*X, Y*~! BFY)

f
ein Pushout ist. Dies zeigt mit (3), dal X — Y rein epimorph ist.

Wegen Dualitéit geniigt es, die erste Aussage zu zeigen. Mittels (i) und Aufgabe 18.(3,5)
konnen wir den gegebenen Morphismus durch Einfiigen eines Pushouts und eines Pullbacks
in folgende Morphismen rein kurz exakter Sequenzen von Komplexen faktorisieren.

X —s X ——= X"

4]

Y —> X ——= X"

V' —es> X ——> X"

s fﬁ/%

Y —e> X —=Y"

Somit diirfen wir f/ = 1x/ und f” = 1x~» annehmen. Dann aber folgt f isomorph.

(5) Wir behaupten, dafl I Produkt von Komplexen der Form (0—J=—=J—0) und

(0 — J — 0) ist, mit J € Ob R-Inj an beliebiger Position.

d d
Hierzu schreiben wir die Faktorisierung eines Differentials {iber sein Bild als I k=1 4~ BF] —o [F
und wéhlen ¢ mit ¢d = 1 und s mit ds = 1. Das liefert

00
BF1T @ BFT (i) BFI@BHIT ...

ol eal|®

kal d=dd Ik
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Wegen (‘j) (sd) = (113 (1)) isomorph geben die Morphismen (sd) einen spaltenden Epimorphismus
von Komplexen. Sein Kern ist ein Komplex mit lauter Nulldifferentialen. Dies zeigt die Behauptung,.

Da der Homfunktor in zweiter Stelle ein Produkt im Homfunktor zu einem Produkt auferhalb
des Homfunktors verwandelt, und da der Homfunktor ohnehin linksexakt ist, geniigt es zu zei-
gen, daB fir I = (0 — J=—=J —0) und fiir I = (0 — J —0) der Funktor (—,I) reine
Monomorphismen in Epimorphismen iiberfiihrt.

Fiir I = (0 —> J == J — 0) mit dem zweiten J € Ob RInj an Position k ist (X, 1) = (X*,J)
fir X € Ob C(R-Mod). Somit iiberfithrt (—, ) jeden Monomorphismus von Komplexen, rein oder
nicht, in einen Epimorphismus.

Fiir einen Komplex X’ und I = (0—J—0) mit J an Position &k ist (X',I) =

{fe(X™* J) : df =0}. Sei X’ —+ X ein reiner Monomorphismus. Sei f € (X'*,J) mit df = 0
vorgegeben. Es faktorisiert f iiber den Cokern Z’* X’ des Differentials. Nach Aufgabe 18.(5) haben
wir wegen der Reinheit des Monomorphismus einen induzierten Monomorphismus Z’* X’ —» Z'* X .
Wegen der Injektivitit von J faktorisiert nun Z’* X’ — .J weiter iiber Z’* X . Insgesamt faktorisiert

d
f iiber X* und dieser Faktor verschwindet unter Vorschalten von X*~1 — X%

Sei J eine Cartan-Eilenberg-Auflosung von X. Zuniichst einmal ist fiir alle £ > 0 die Zeile J&*
split und in Ob C(R-Inj).

Fiir k € Z ist H*J*~ eine injektive Auflssung von H¥X. Wir betrachten die kurz exakte Se-
quenz von Komplexen (X, J%~, BtJ*7). Thre lang exakte Homologiesequenz hat Monomorphis-
men H*X — H*J%~ und also auch Epimorphismen H*.J%~ — H*(B!.J* ™) fiir k¥ € Z. Somit
ist diese kurz exakte Sequenz rein.

Betrachten wir nun die kurz exakte Sequenz von Komplexen (BtJ*~, J1 = B2J*~). Nach dem
eben Gesagten und nach der Voraussetzung der injektiven Aufgelostheit von H*X hat ihre lang
exakte Homologiesequenz Monomorphismen H*B!.J*~ — H* J%~ und also auch Epimorphismen
HFJL— — HF(B2J*7) fiir k € Z. Somit ist auch diese kurz exakte Sequenz rein.

Und so fort.

Sei umgekehrt I eine relativ injektive Auflosung von X. Wir wollen zeigen, dafl es eine Cartan-
Eilenberg-Auflosung ist. Die Bedingungen (1), (2) und (4) aus §4.3 sind nach Voraussetzung erfiillt.
Bleibt (3) aus loc. cit. zu zeigen; i.e. dal H*(I*7) eine injektive Auflosung von H* X ist. Injektivitiit
der Eintrige folgt aus der Tatsache, dafl der Komplex 1%~ split ist fiir £ > 0. Azyklizitéit des noch
um HFX erginzten Komplexes folgt daraus, dafl er sich wegen Reinheit der zugrundeliegenden
kurz exakten Sequenzen von Komplexen wie folgt aus kurz exakten Sequenzen von R-Moduln
zusammensetzt.

H*X —e> H*I® -+~ H*B'I) —~ H*I' - H*(B2I) —> H*I> -~ H*B?I) —> ...

Konstruktionsschritt. Konstruiere

I/O (10) I/O D I//O I//O

S? T(gl ps"") %s”
i p

X' . X i X

Hierzu sei 5’ mit 15’ = s’ gewéhlt; dies ist moglich, da I relativ injektiv und 7 rein monomorph ist.
Dank (4.ii) ist (& ps”) rein monomorph. Vervollsténdige diesen Morphismus kurz exakter Sequen-
zen um seinen punktweise genommenen Cokern. Ende des Konstruktionsschrittes.

Wende den Konstruktionsschritt erneut auf die soeben erhaltene kurz exakte Sequenz von Cokernen
an; usf.
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(8)

(10)

i P
Trifft die Aussage von (7) fiir eine kurz exakte Sequenz von Komplexen X’ — X — X’ auch
dann noch zu, wenn diese nicht mehr als rein kurz exakt vorausgesetzt wird? Ich tendiere dazu zu
glauben, daf} nicht.

Da J relativ injektiv ist, und da X — I° rein monomorph ist, existiert ein Morphismus rein
kurz exakter Sequenzen
X ——=1"—-=B'1

ol
Yy —=J'—=BlJ.

Setze mit demselben Argument fort um einen Morphismus kurz exakter Sequenzen von
(BI, I, B%I) nach (B'J, J!, B2J); usf.

Da split azyklische Komplexe mit Werten in C(R-Mod) unter HY ((—)*~) verschwinden, faktori-
siert dieser Funktor iiber K(C(R-Mod)) — C(R-Mod).

Die Einschrinkung dieser Faktorisierung auf

()

K+ “E(C(R-Inj)) C(R-Mod)

ist dicht nach dem ersten Lemma aus §4.3. Sie ist voll nach (8).
Zu zeigen bleibt, dafl er treu ist; cf. Lemma aus §1.3.2.2.
Sei I —2» J ein Morphismus in K+ CE(C(R-Inj)) mit HO(g*~) = 0. Wir haben zu zeigen, da8

g = 0. Dazu diirfen wir mit Aufgabe 16 wie folgt eine Homotopie konstruieren, die diesen Mor-
phismus g ergibt.

ZOI;'—>104|—>B1]H?11 i B2J —e I2 I
Z0J —e—s JO 4 d gt Z d 2

0
Wegen B'I Cokern von Z°T —e—+ [% und (Z°I ——- I° 2, JY) = 0 faktorisiert g° iiber einen Mor-
phismus B 7 — J°.

Wegen B!'I —e~ I' rein monomorph und J° relativ injektiv faktorisiert dieses B'I — J° iiber
1

h
einen Morphismus I' — JO. Insgesamt ist also ¢° = dh'.

hl

d t_ntd
Wegen (10 —» 17 “—-5 J1) = 0 faktorisiert g! — hld iiber einen Morphismus B2J — J!.

Wegen B2I ——+ I? rein monomorph und J! relativ injektiv faktorisiert dieses B2 — J! iiber
h2

einen Morphismus I? — J!. Insgesamt ist also g* — h'd = dh?, oder, in anderen Worten, g' =
htd + dh?.

. — d d g>—h?d .
Da I bei I? exakt ist, ist B3I Cokern von I' —» I?. Wegen (I' — I? "—— J?) = 0 faktorisiert
g2 — hd iiber einen Morphismus B3I — J2.
Und so fort.
Aus Symmetriegriinden mufl von (i, ii) nur die Aussage (i) gezeigt werden. Die Aussage (iii) folgt
aus (i,ii), da ein Morphismus in CC(R-Mod) genau dann den Nullmorphismus in KK(R-Mod)
reprasentiert, wenn er iiber die direkte Summe eines vertikal und eines horizontal split azyklischen
Doppelkomplexes in CC(R-Mod) faktorisiert, i.e. wenn er Summe eines iiber einen vertikal azykli-

schen Doppelkomplex faktorisierenden und eines iiber einen horizontal azyklischen Doppelkomplex
faktorisierenden Morphismus ist.
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Zu (i). Zu zeigen bleibt, dafl T L J genau dann iiber einen horizontal split azyklischen Doppel-

h
komplex in CC(R-Mod) faktorisiert, wenn es fiir £ € Z Morphismen von Komplexen *¢ — gt
gibt, fiir die hd + dh = f stets. Dies aber folgt aus Aufgabe 16.

Nach Voraussetzung und nach Konstruktion ist £ voll und dicht. Gem#8 dem Lemma aus §1.3.2.2

bleibt zu zeigen, daB F treu ist. Sei X I, Y in A mit

F U v
Fx ryy = (rx S N e FY)

und N € Ob A gegeben. Sei M € F~Y(N) mit FM ~ N gewiihlt, was nach Voraussetzung moglich
ist. Durch isomorphe Ersetzung von N durch F'M diirfen wir FM = N annehmen. Da F voll ist,
finden wir v/ und v’ mit

Ff Fu' Fv’
(FX > FY) = (FX —» FM —> FY).

Da F(f —u'v') = 0, faktorisiert f —u'v’ iiber ein Objekt von M. Da M additiv ist, gilt dies dann
auch fiir f selbst.

Wir verwenden die Bezeichnungen von (11).

Aus (9) kennen wir die Aquivalenz

() )

(A—>B) = (K+CB(C(R-Tnj)) C(R-Mod)) .

Sei M die volle additive Teilkategorie von A der horizontal split azyklischen Cartan-Filenberg-
Auflosungen. Sei N die volle additive Teilkategorie von B der split azyklischen Komplexe.

Die Einschrinkung von F auf M — A ist dicht. Denn fiir einen Komplex der Form
(0 — T =—=T —0) konnen wir durch Wahl derselben Auflésung auf den beiden Kopien von
T eine horizontal split azyklische Cartan-Eilenberg-Auflosung angeben. Somit gilt dies auch fiir
direkte Summen von Komplexen dieser Form, i.e. fiir beliebige azyklische Komplexe.

!
Ein Morphismus I — J von Cartan-Eilenberg-Auflésungen, fiir welchen F'f = 0 ist, verschwindet
aber wegen I treu bereits in K+ “F(C(R-Inj)), faktorisiert also insbesondere iiber ein Objekt von
M, namentlich das Nullobjekt.

F "
Gemif (11) ist also der von F' induzierte Funktor A/ M — B/N eine Aquivalenz.

Bleibt zu zeigen, daB A/M = KK* “F(R-Inj), i.e. da der volle Funktor A — KK(R-Mod)
einen voll treuen Funktor A/ M — KK(R-Mod) induziert. Dazu ist zu zeigen, dafl ein Morphis-

mus [ I, J von Cartan-Eilenberg-Auflésungen, der iiber eine direkte Summe eines vertikal und
eines horizontal split azyklischen Doppelkomplexes faktorisiert, bereits in A iiber ein Objekt von
M faktorisiert, i.e. daf§ er in CC-(R-Mod) iiber eine direkte Summe eines vertikal split azyklischen
Doppelkomplexes und einer horizontal split azyklischen Cartan-Eilenberg-Auflésung faktorisiert.

Es gentigt also zu zeigen, daf falls T I, J iiber einen horizontal split azyklischen Komplex fakto-
risiert, dann auch iiber eine horizontal split azyklische Cartan-Eilenberg-Auflosung.

Wenden wir hierzu Aufgabe 16 an. Im zweiten Diagramm von deren Losung finden wir fir X = 1
und Y = J einen horizontal split azyklischen Doppelkomplex, iiber den I J diesenfalls faktori-
siert. Dieser ist aber eine Cartan-Eilenberg-Auflosung, da er das Coprodukt von Doppelkomplexen
der Form (0 — U ==U — 0) ist, wobei die Spalte U aus CT°(R-Inj) ist. Damit ist die be-
hauptete Aquivalenz gezeigt.

Sind  schliellich  zwei  Cartan-Eilenberg-Auflosungen J, J' € ObKK*’CE(R—Inj) _von
X € ObC(R-Mod) gegeben, so bilden diese unter H? ((—)*~) auf X ab. Die inverse Aqui-

valenz bildet X somit auf ein Objekt ab, das in KKJ"CE(R—Inj) sowohl zu J als auch zu J’
isomorph ist. Insbesondere sind J und J’ in KK “¥(R-Inj) zueinander isomorph.



292

Aufgabe 73.

(1)

(2)

(3)

. (fa) . . . .
Esist X ——» X’ @ A punktweise split monomorph, falls dies auf X 2+ A gutrifft. Fiir X — A
konnen wir einen Morphismus aus dem zweiten Diagramm der Losung zu Aufgabe 16 ersehen, viz.

X d xi-1 d X d xit+l d
a = (1d) (1d) (1d)

00 00 00 00
A (Y0) Xi-lg X (0) Xigxi+l (0) Xitl g Xi+2 (o)

Ist X =0 fiir < 0, so ist, bei dieser Wahl von A, auch A* = 0 fiir i < —1.

(i) Betrachte

X—l XO Xl
0 I° I

Da X azyklisch ist, faktorisiert X% — 1% iiber Z'X. Da I° injektiv ist, faktorisiert
X0 — 19 sogar iiber X!. Die Differenz (X' —TI') — (X' —> I —I') verschwin-
det bei Vorkomposition mit X° — X!. Daher konnen wir das Argument erneut anwen-
den und erhalten einen Morphismus X2 — I' mit (X! —I') = (X! — 10 —T1) +
(X! — X2 —» '), Usf.

(ii) Sei I € ObC*(R-Inj) azyklisch. Die kurz exakte Sequenz I —e— I —— B?J ist wegen I°
injektiv split kurz exakt. Insbesondere ist auch B2I injektiv. Folglich ist die kurz exakte
Sequenz B2I —e— I? —+ B3] split kurz exakt. Insbesondere ist auch B3I injektiv. Usf.

Und ein azyklischer Komplex, der sich in split kurz exakte Sequenzen zerlegt, ist split
azyklisch, da eine split kurz exakte Sequenz isomorph zu einer Sequenz der Form

(10) (7)

U—> UdV —= V ist, und dies mittels eines Diagrammisomorphismus, der auf dem
ersten und dem dritten Term eine Identitédt stehen hat.

Sei L' —» L —+ L unsere punktweise split kurz exakte Sequenz. Schreibe d’ resp. d” fiir die
Differentiale von L’ resp. L”.

Mittels isomorpher Ersetzung der Eintrége von L diirfen wir annehmen, dafi sie an der Stelle i € Z

0
(10 , - (1 .
von der Form L 10, Lo L™ (—>> L' ist. Fiir ¢ € Z gibt es gemifl Aufgabe 16 Morphismen

, h .
L"Ht — [ g0, daB8 d”h + hd" = 11 fiir alle i € Z; unter Miflbrauch von Bezeichnung sparen
wir uns die Indizierungen.
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Wir behaupten, daf§ p eine Retraktion ist. Betrachte

d 0 d 0 d 0 d 0
( v dH) L/iEDL//i ( * dN) L/i+1 @L//i+1 < r d”> L/i+2 @L//i+2 ( = d” >
wnl (1) wnl (1) wnl (1)
a’ I/ a’ I+ a’ I,/i42 d”

Wir miissen y so finden, dafl yd’' + x L d"y. Beachte, dafl aus der Differentialbedingung des oberen
Komplexes xd' + d”’x = 0 folgt. Setze

(L//i LL”‘) — (L//i LL//ifl i»L’i)
fiir ¢ € Z. Damit ergibt sich in der Tat
d"y—yd = d"hwx —hzd = d"hx+hd"z = (d"h+hd")x = =
Dies zeigt die Behauptung.

S
Sei nun L <— L” eine zu p gehorige Coretraktion, i.e. sei sp = 1p~; z.B. die eben konstruierte.
Wir haben einen Morphismus kurz exakter Sequenzen von Komplexen

(10) (%)

L/ L/ @ L// L//

F 0

Lt . —r

Darin ist mit (;) mit Aufgabe 20.(1) punktweise ein Isomorphismus. Folglich ist (;) ein Isomor-
phismus.

(4) Mit einem Shift diirfen wir annehmen, da I* = 0 und I'* = 0 fiir k£ < 0.

Aus (1) wissen wir, dal I — I’ als Diagramm in K(R-Inj) isomorph ist zu einem Diagramm,
welches von einem punktweise split monomorphen Morphismus représentiert wird. Denn ein split
azyklischer Komplex ist isomorph zu 0 in K(R-Inj).

Da f ein Quasiisomorphismus ist, und da ein Isomorphismus in K(R-Inj) insbesondere ein Quasi-
isomorphismus ist, ist diese Ersetzung ebenfalls ein Quasiisomorphismus. Ferner ist I — I’ genau

dann ein Homotopismus, wenn diese Ersetzung dies ist. Also diirfen wir o.E. I — I’ als punkt-
weise split monomorph voraussetzen, wobei dann wieder nur noch I* = 0 und I'* = 0 fiir &k < 0
gelte.

Sei I —f> I’ — C punktweise split kurz exakt. Die lange exakte Homologiesequenz aus
Aufgabe 20.(1) zeigt, dal C azyklisch ist. Da I und I’ injektive Eintrige haben, und da die Se-
quenz punktweise split kurz exakt ist, hat aber auch C injektive Eintrdge. Mit (2) ist C' also split
f (10)
ayklisch. Mit (3) ist I — I’ isomorph zu I —— I & C. Da C split azyklisch ist, reprisentiert
1
(o)

I ®C —— I dessen Inverses in K(R-Inj).
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(5)

Zunichst halten wir fest, dafl s’ punktweise split monomorph ist. Denn der Pushout eines split
monomorphen Morphismus in R-Mod ist split monomorph, da man den zu bildenden Pushout
in die Summe zweier Pushouts zerlegen kann, einen mit horizontalen und einen mit vertikalen
Identitéten.

Gemifl Aufgabe 18.(5) kénnen wir folgenden Morphismus punktweise split kurz exakter Sequenzen
bilden.

XY —>C

b
X ey 0.
Dank der lang exakten Homologiesequenz aus Aufgabe 20.(1), angewandt auf (X,Y, C), ist C azy-

klisch. Dank selbiger Homologiesequenz, angewandt auf (X', Y’ C), ist s’ ein Quasiisomorphismus.
Mit (1) gibt es eine Faktorisierung

(X —>Y) = (X—>V-2Y)
mit p Retraktion in C(R-Mod) und Homotopismus, und § punktweise split monomorph. Da s und
p Quasiisomorphismen sind, gilt dies auch fiir 3.
Sei ip = 1y. Beachte, dafl pi = 1y in K(R-Mod). Kénnen wir die Aufgabe fiir (3,¢) mit einem

Quasiisomorphismus Y N l6sen, so auch fiir (s,t), da Su =t in K(R-Mod) zur Folge hat, daf§
s(iu) = Spiu = Su = t. Somit diirfen wir annehmen, dafl s punktweise split monomorph ist.

Bilden wir punktweise folgenden Pushout.

X5V
1)
I—sy

Mit (5) ist auch s’ ein Quasiisomorphismus. Aus sy = ts’ und s quasiisomorph folgt die Quasiiso-
morphie von y. Sei J eine Cartan-Eilenberg-Auflésung von Y’. Dann gibt es einen Quasiisomor-

LN e

phismus Y’ s tJ ; cf. Beweis zum zweiten Lemma in §4.3. Nach (4) ist s’v ein Homotopismus.
Sei w sein Inverses in K(R-Mod). Mit u := yvw wird

in K(R-Mod).

Aufgabe 74.

(1)

Dank Aufgabe 72.(12) ist eine beliebig gewiihlte Cartan-Eilenberg-Auflosung J von X isomorph
zu J in KK(R-Mod).

Es geniigt also zu zeigen, daB eine Cartan-Eilenberg-Aufldsung J von X existiert, welche zeilenweise
split azyklisch ist. Um J zu konstruieren, diirfen wir fiir k € Z eine beliebige injektive Auflésung von
HFX als Hk(j**) vorgeben; cf. Beweis zum Satz in §4.3. Da H* X = 0, diirfen wir die Nullauflésung
vorgeben. Also ist Hk(ﬂ’*) =0 fiir £ >0, i.e. es ist J* azyklisch. Da J eine Cartan-Eilenberg-
Auflosung ist, ist J&* auch split. Insgesamt ist Jb* also split azyklisch. Somit ist J als zeilenweise
split azyklisch nachgewiesen.
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(2) Mit Aufgabe 73.(1) gibt es einen split azyklischen Komplex A € C(R-Mod) und einen split mono-
f
morphen Komplexmorphismus X (—al X' @ A. Wir haben ein kommutatives Dreieck

x Y xraa

S

X/

in C(R-Mod), also a fortiori auch in K(R-Mod). Sei B eine Cartan-Eilenberg-Auflosung von A.
Mit Aufgabe 72.(12) erhalten wir ein kommutatives Dreieck

f b
FRCLI I

S

J/

in KK “®(R-Inj), welches unter H ((—)*~) auf jenes kommutative Dreieck abbildet.

1 1
0

0
Da A split azyklisch ist, ist X' @® A — X’ ein Homotopismus. Dank loc. cit. ist J'& B — J'
ein Doppelhomotopismus. Insbesondere ist f genau dann eine Komposition von Doppel- und zei-

lenweisen Homotopismen, wenn dies fiir () zutrifft. Somit diirfen wir annehmen, da§ X — X’
punktweise split monomorph ist.

Ferner diirfen wir dank loc. cit. auch die Cartan-Eilenberg-Auflosung des Morphismus X I X'
beliebig wihlen, ohne das Zutreffen ihrer fraglichen Eigenschaft, Komposition von Doppel- und
zeilenweisen Homotopismen zu sein, zu dndern. Unter Miflbrauch von Bezeichnungen werden wir
fiir diese beliebig gewiihlte Auflosung ebenfalls den Namen f verwenden.

Sei X I, X’ — C die Vervollstindigung zu einer punktweise split kurz exakten Sequenz. Mit der
lang exakten Homologiesequenz aus Aufgabe 20.(1) erkennen wir, dal C' € Ob C(R-Mod) azyklisch
ist. Mit Aufgabe 72.(2,7; cf. 6) finden wir, zu beliebig gewiihlten Cartan-Eilenberg-Aufldsungen
J von X und J von C, eine punktweise kurz exakte Sequenz von Cartan-Eilenberg-Auflésungen

J I, J' — J, welche unter HO((=)*~) auf X I, X' — C abbildet. Mit (1) ist J zeilenweise
split azyklisch wahlbar.
rk

Betrachte nun deren k-te Zeile J** L>J'k’* — Jk* fiir ein k > 0. Mit Aufgabe 73.(3) ist

N e (10) - . s . . .
JF* — J'%* isomorph zu J%* —= J%* & J%* und das ist wegen J** split azyklisch ein Homo-
topismus.
Aufgabe 75.

(1) Dazu ist zu zeigen, daB fiir gegebene Doppelkomplexe I, J € ObCC-(R-Mod) ein Morphismus
I — J, der iiber einen horizontal azyklischen Doppelkomplex T' in CC(R-Mod) faktorisiert, be-
reits iiber einen horizontal azyklischen Doppelkomplex in CC-(R-Mod) faktorisiert; und dito fiir
vertikal statt horizontal.

Wir diirfen uns auf einen zweispaltigen horizontal azyklischen Doppelkomplex T beschréanken, i.e.
einen, der aulerhalb zweier benachbarter Spalten verschwindet; denn ein beliebiger iiber einen ho-
rizontal azyklischen Komplex faktorisierender Morphismus ist eine Summe solcher (eine unendliche
Summe, deren Summanden punktweise fast iiberall Null sind).

Gegeben also I — T — J, wobei T ein horizontal azyklischer Doppelkomplex mit Eintrigen
nur in den Spalten £ und ¢ + 1 sei, fiir ein ¢ € Z. Zunéchst einmal kénnen wir in 7" alle Eintrige
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in Zeilenposition < 0 durch Nullen ersetzen, ohne den Morphismus zu dndern. Sodann kénnen wir
T durch 0 ersetzen, falls £ < —2. Bleibt der Fall zu betrachten, in welchem ¢ = —1. Da in

0 0 IO’* Il’*
i () —— T L T0*% 5 ) —> ...
0 0 JO,* Jl,*

notwendigerweise v = 0 ist, kbnnen wir aber auch hier 7" durch 0 ersetzen.

(2) Es geniigt zu zeigen, dafi der Morphismus

Sp(t1f)

Sp(t1X> Sp(tIY)

in [Z7, K(R-Mod)1 punktweise ein Quasiisomorphismus ist. Mit der lang exakten Homologiese-
quenz aus Aufgabe 20.(1) und mit Aufgabe 20.(2) geniigt es hierzu zu zeigen, daf
t
t1 X ;f’ t1Y
in [Z.,, C(R-Mod)1 punktweise ein Quasiisomorphismus ist. Unter Verwendung des Lemmas aus
§1.6.2.4 geniigt es hierfiir zu zeigen, daf} fiir k£ > 0 der Morphismus

(k%
X[k,* S Y[k"*

zeilenweise ein Quasiisomorphismus ist. Dies aber ist nach Voraussetzung der Fall.

(3) Um zu zeigen, daf ein additiver Funktor von CC"(R-Mod) iiber KK"(R-Mod) faktorisiert, geniigt
es dank (1) zu zeigen, daf er alle horizontal und alle vertikal split azyklischen Doppelkomplexe in
CC-(R-Mod) annulliert, da er dann auch eine Summe zweier solcher annulliert; cf. Aufgabe 15.(2).
Vermittels direkter Summen geniigt es dazu wiederum zu zeigen, daf} alle elementar horizontal

split azyklischen Doppelkomplexe und alle elementar vertikal split azyklischen Doppelkomplexe in
Ob CC-(R-Mod) annulliert werden.

Sei U € ObCC-(R-Mod) ein elementar vertikal split azyklischer Doppelkomplex konzentriert
in den Zeilen ¢ und i 4+ 1. Sei V'€ Ob CC"-(R-Mod) ein elementar horizontal split azyklischer
Doppelkomplex, konzentriert in den Spalten j und j + 1.

Sei —00 < a < f < oo gegeben. Dann ist t{V (8/a) = t(VI=F* /V[=%*) azyklisch als Totalkomplex
eines zeilenweise split azyklischen Doppelkomplexes.

Sei —co < a < <y <8< 00inZe. Sei k € Z. Wir behaupten, dafl der Funktor E;(6/3/~v/a)tk
die Doppelkomplexe U und V' annulliert. Wir diirfen hierzu annehmen, dafl g < ~.

Unser Funktor annulliert V' nach der eben gemachten Bemerkung. Der Doppelkomplex
U=+ /Ul=P:* ist spaltenweise azyklisch, auer moglicherweise falls —3 = i4-1 oder —4 = i+ 1. Der
Doppelkomplex U=+ / Ul=e* ist spaltenweise azyklisch, auBer moglicherweise falls —a = i + 1
oder —vy =i+ 1. Alle vier Kombinationen dieser Ausnahmefiille sind jedoch unzuléssig. Somit ist
E1(6/8/v/a)t*(U) = 0. Das zeigt die Behauptung.

Seid ' <a< By <o —oot! <6< att. Sei k € Z. Wir behaupten, dai der Funktor
E1(6/B8))v/a)t* die Doppelkomplexe U und V annulliert. Wir diirfen hierzu annehmen, da 3 < v
und 67! < a.

Unser Funktor annulliert V' nach der Bemerkung vor voriger Behauptung. Beachte nun, daf
E1(8/8/~v/a)T*(U) das Bild von

B (U (y/e)) —= B (U (8/67))
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ist. Der Doppelkomplex UL=#:* / U6 gt spaltenweise azyklisch aufler moglicherweise falls
—(6~1) = i+1 oder falls —3 = i+ 1. Der Doppelkomplex Ul=7* /U=** ist spaltenweise azyklisch,
aufler moglicherweise falls —y =i 4+ 1 oder falls —a = ¢ + 1. Alle vier Kombinationen dieser Aus-
nahmefille sind jedoch unzulissig. Somit ist E;(6/5/~v/a)**(U) = 0. Das zeigt die Behauptung.

Beide Behauptungen zusammengenommen zeigen (3).

(4) Dank (1) und wegen Symmetrie geniigt es hierfiir zu zeigen, daf ein zweispaltiger horizontal split
azyklischer Doppelkomplex unter t auf einen split azyklischen Komplex abgebildet wird. O.E. be-
finde sich der Komplex T' € ObC*T(R-Mod) in der nullten und der ersten Spalte eines solchen
Doppelkomplexes. Wir konstruieren wie folgt einen Isomorphismus seines Totalkomplexes mit ei-
nem ersichtlich split azyklischen Komplex.

(1) (9-5)

(79 5) (-1-5)

T° o7 ———=T' o T? o1
! (69) (69) (69)
00 0 0 00
TO (10) T()@Tl (71 0) Tl@TQ (1 O) TQ@T?’ (71 0)

Aufgabe 76.

(1) Sei X g, X" in R-Mod(r, @)-zul. gegeben. Wir wollen sein Bild unter Eng definieren.
Sei A € ObCH(R-Mod) eine (F,G)-azyklische Auflésung von X. Sei I € Ob CT9(R-Inj) eine
injektive Auflosung von X.
Sei A’ € ObCT9(R-Mod) eine (F, G)-azyklische Auflosung von X’. Sei I’ € Ob C* (R -Inj) eine
injektive Auflésung von X'.

’

Nach dem zweiten Lemma aus §4.3 gibt es Quasiisomorphismen A S Tund A/ =T so, dafl
Fs Fs'
auch FA— FI und FA' — FI' quasiisomorph sind.

Sei I I, I’ so, daB Hof = f; cf. Satz aus §1.5.4. Wir haben also die drei Morphismen

f

o

A/

<

und davon sind s und s’ quasiisomorph.
Seien Jyu, Jr, Jas, Jp Cartan-Eilenberg-Auflosungen von respektive FA, FI, FA' und FI'. Sei

Jr 4f> Ty

$ %

Ja Jar,
s0, daB §, & resp. f eine Cartan-Eilenberg-Auflosung von F's, F's' resp. F'f ist; cf. Aufgabe 72.(12).
GeméiB Aufgabe 74.(2) ist Ju = 1 eine Komposition von Doppel- und zeilenweisen Homotopis-
men; dito Ja = Jrr. Da G additiv ist, liefert auch dessen punktweise Anwendungen Komposi-

!

G & 3
tionen GJ 4 = GJr und GJ 4 = GJp von Doppel- und zeilenweisen Homotopismen.
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Insbesondere haben wir nach Aufgabe 75.(2,3.iii) induzierte Isomorphismen

. E1(G3) .
EI(GJA) T’ EI(GJ])
. E1(Gs') .

EI(GJA/) - EI(GJI/)

Setze
. EGR(f) .
(Eng (X) — Eng (X/)>

. E1(G3) . E(Gf) E1(Gs')~ .
= (ngF(X) E1(GJ4) —— Ei(GJ;) — Ei(GJp) —— E(GJa) = ngF(X')> .

Fiir die Funktorialitét dieser Zuweisung haben wir die Unabhéngigkeit von den Wahlen von f und
von f zu zeigen. Denn Vertriglichkeit mit Identitdten und mit Komposition folgen dann mittels
geeigneter Wahlen.

Seien [ i» I'" und Jy i» Jr alternative Wahlen. Die Restklassen von f und f’ in K*(R- Mod)
stimmen tiberein nach dem Satz aus §1.5.4. Somit gilt dies auch fiir die Restklassen von F'f und
Ff" in Kt(S-Mod). Nach Aufgabe 72.(12) stimmen also auch die Restklassen von f und f" in
KK"(S-Mod) iiberein. Folglich ist Ef(Gf) = Ei(Gf"); cf. Aufgabe 75.(3).

Wir zeigen, daf alternative Wahlen von Ax, Ix und sx, und von Ja,, Jr, und $x, isomorphe
Grothendieck-Spektralsequenzfunktoren liefern.

Seien Ay — Iy und J4 < =7 1, alternative Wahlen, wobei X die (F, G)-azyklisch auflésbaren
R-Moduln durchlaufe.

Sei X I, Y eine R-lineare Abbildung zwischen (F, G)-azyklisch auflosbaren R-Moduln. Wir 16sen
das kommutative Viereck

X *> Y
X *> Y
in R-Mod auf zu einem kommutativen Viereck

IX$'IY

UX\L iuy
iX E—— jy

in K*(R-Mod), in welchem ux und wy Homotopismen sind. Sodann 1sen wir das kommutative
Viereck

FIx L FIy
S
Fix o Fly
in K*(S-Mod) auf zu einem kommutativen Viereck

i

J[X HJ]Y
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in KK-(S-Mod); cf. Aufgabe 72.(12). Darin sind vx und vy Kompositionen von Doppelhomoto-
pismen und zeilenweisen Homotopismen; cf. Aufgabe 74.(2). Dies trifft ebenfalls zu auf Gvx und
Guy . Eine Anwendung von Ep (G(—)) liefert die gesuchte Isotransformation

E(Gs . E(Gw . ~ E(Gs . ~
%EI(GJIX) %EI(GJ&) # Ei(GJ; ))

X

(EI(GJAX)
bei X € Ob A(pqy; cf. Aufgabe 75.(2, 3).

Die Natiirlichkeit ersehen wir aus folgendem Diagramm, welches in seiner Mitte ein kommutatives
Viereck hat; cf. Aufgabe 75.(3).

Er(GJay) Er(GJa,)

E1(Gsx) E1(Gsy)

. El(Gf) -
Ei(GJr, ) —= Ei(GJr,)
EI(GU)() ¢ 14 EI(Gﬂy)
AN (T
Ei(GJ;, ) —= E(GJy,)

Er(Gix)

=
Q

PRI
>

Die Bezeichnungen X LX’7 A, I, Ja, Jr etc. seien wie in der Losung zu (1). Beachte, daf§
I so gewahlt werden kann, dafl sowohl A — I als auch FA— FI als auch GFA— GFI
Quasiisomorphismen sind, da die Eintriige von A sowohl F- als auch (G o F)-azyklisch sind; cf.
Beweis zum zweiten Lemma in §4.3.

Es ist BSy (00/ — 0000/ —00)HH(X) = HFG.J.

Wir haben einen Quasiisomorphismus GF A — tGJ 4; cf. Beweis zum Satz in §4.3.

G
Wie in der Losung zu (1) ist GJ4 — GJ; eine Komposition von Doppelhomotopismen und zei-
lenweisen Quasiisomorphismen. Nach Aufgabe 75.(4) und nach dem Lemma in §1.6.2.4 ist also

tGs Gt
tGJ4 — tGJr ein Quasiisomorphismus; in anderen Worten, es ist Gt.J4 — GtJ; ein Quasiiso-
morphismus. Aus dem kommutativen Viereck

GFA—— GtJa

L

GFI —— GtJ;
folgt, dal auch GFI — GtJ; ein Quasiisomorphismus ist. Es ist also

(R¥(GoF))(X) ~ H*GFI ~ H"GtJ; ~ H*GtJ,4 .

Wir wollen die Natiirlichkeit dieses Isomorphismus in X nachweisen. An der Stelle
(00/ =000/ —00)tF € Z#H# hat EST,(f) den Eintrag

H* (tGs$)

H*F (tGs") ™
HE(6G ) —— % | mh(say) e

H*(tGf
YD | ey UL wEcGa) |
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so daB die Natiirlichkeit aus dem kommutativen Diagramm

HE(GtJ 1) HF (Gt Jar)

H*(GtJy) H*(GtJpr)

H¥(GFI) —— = H*(GFT)

(R*(G o F))(X) (R*(G o F))(X")

folgt.

(4) Die Bezeichnungen X I, X', A, 1, Ja, Ji ete. seien wie in der Losung zu (1).
Esist Bj(—a4+1/—a — 1) —a/—a — 2)TF ~ H*HF~ ((=)7*); cf. erstes Lemma in 4.2.3. Wir
konnen entlang dieses Isomorphismus identifizieren.
Wir haben einen Isomorphismus

B (—at+1/~a—1-a/-a—2)"F(X) ~ HHF*(GJ;™) ~ H*G(H (/1) ~ R*G) (R “F)(X)) ,

da HE=(J ;") eine injektive Auflssung von H*"*F A ~ (RF=2F)(X) ist; cf. Beweis zum Satz in
§4.3. Wir behaupten, dafl dieser Isomorphismus in X natiirlich ist.
Es ist ngF(—a +1/—a—1)—a/—a—2)*(f) gegeben durh

HOHF—2(Gs7™)

HOHF (G f~") HOHF = (G48'—*)~

HOHF (G T, ) - HOHF (G J; ) HOHF (G J,) — HOHF (G T )
Das obere Viereck des Diagramms
HOG(HF(7;)) HOG(H(7))

HOG(HF(J;7))

HOG (HE (™))

(R*G) (H*=*(FI)) ——— (R°G) (HF~*(FI"))

(RYG) (RF2F)(X)) (RYG) (RF=2F)(X))

kommutiert, da HF=o(J, ") — HF2(J,7) eine injektive Auflésung von
HF=«(FI) — H=%(FI') ist. Das untere Viereck kommutiert, da es durch Anwenden des
Funktors R*G o H*~% o F' aus dem Viereck

I——=7T

]

IResX —— IResX’
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in K*9(R-Inj) hervorgeht, welches seinerseits unter der Aquivalenz H® des Satzes aus §1.5.4 auf
das kommutative Viereck
X —X

X —X

abgebildet wird und welches also selbst kommutiert.
Letzteres Argument wurde auch oben bereits implizit verwandt.

(5) Spektralsequenzargument. GeméB (3,4) geniigt es zu zeigen, daf} fiir den Morphismus von eigentli-

chen Spektralsequenzen

- Gr EER(D)
EGp(X) —— EGR(X))

aus einem Isomorphismus an Position (—a+1/—a —1/—a/—a —2)** fiir alle k > 0 und fiir
a € [0, k] ein Isomorphismus an Position (0o/—oc oo/ —00)™* fiir alle k > 0 folgt.

Zunéchst ist dazu anzumerken, daf, in der Bezeichnung der Lésung zu (1),
Egp(—a+1/—a—1)—a/—a—2)"*(X) = Ei(—a+1/—a—1/-a/—a—2)""(GJs) = 0

fir alle k€Z und alle o € Z~[0,k]; cf. §4.2.1.3. Folglich ist uns ein Isomorphismus bei
(—a+1/—a—1)—a/—a—2)*F fiir alle a € Z und alle k € Z gegeben.

Somit kénnen wir das Korollar aus §4.1.5 fiir 7 = 2 verwenden, wenn wir noch bemerken, daf§ wir in
dessen Beweis die Teilmenge Z%# von Z## nicht verlassen. Oder aber, wir verwenden Aufgabe 71.

Direktes Argument. Wir verwenden die Bezeichnungen der Lésung zu (1). Nach Voraussetzung

F
ist FI J»FI’ ein Quasiisomorphismus. Nach Aufgabe 74.(2) ist also auch JI—f>Jp eine
Komposition von Doppel- und zeilenweisen Homotopismen. Da G additiv ist, trifft dies auch
Gf . Ei(Gf .
anf GJy — GJp zn. Folglich ist Br(GJ) — Fy(GJp) ein Isomorphismus; cf. Aufga-
be 75.(2,3.iii). Nach Definition von Eng(f) in der Losung zu (1) hat dies zur Folge, dafl auch

Egrp( f) ein Isomorphismus ist.

(6) Die Aussage ist falsch. Sei k = 1, sei R = S, und sei F' der identische Funktor. Dann ist R'F' = 0,
da F exakt ist. Insbesondere transformiert R'F jeden Morphismus in einen Isomorphismus.

Da F injektive R-Moduln in injektive S-Moduln iiberfiihrt, ist jeder R-Modul (F,G)-azyklisch
auflosbar; cf. zweites Beispiel aus §4.3.

Setzen wir T = Z und G = «Y, —) fiir einen S-Modul Y. Um ein Gegenbeispiel zu haben, sollte

wir Y und eine S-lineare Abbildung X N X' so wihlen, da Ext§(Y, f) nicht isomorph ist.

Wihlen wir weiter X’ =0, so geniigt es, X und Y so zu finden, dafl Extls(Y, X) #0.
Sei etwa R=S=T=Z7Z, X=2Z/2, Y=Z/2 und X' =0. Dann ist, wie verlangt,
Exty(Z/2,7Z/2) ~ Z/2 % 0. Oder aber, wir zitieren eine nichtverschwindende Ext'-Gruppe aus
Aufgabe 25.(2).

Aufgabe 77. Sei J4 € ObCC-(S-Inj) eine Cartan-Eilenberg-Auflosung von F(A, X'). Sei
J4 € Ob CC*(S-Inj) eine Cartan-Eilenberg-Aufldsung von F(X, A’).

Schreibe milbriiuchlich F(A, A’) := FCC(A, A’) € CC-(R-Mod) fiir den Doppelkomplex, der an Position
(i,7) € Z x Z den Eintrag F(A*, A”) hat, und die Differentiale entsprechend; cf. §1.6.2.1.

Der Morphismus Konz X — A induziert einen Morphismus F(Konz X, A") — F(A, A") von Doppel-
komplexen, und also einen Morphismus F'(X, A") = tF(Konz X, A") — tF(A, A).
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Wir behaupten, dal dies ein Quasiisomorphismus ist. Es geniigt 2zu zeigen, daf}
F(Konz X, A’*) — F(A, A’%) fiir alle k > 0 ein Quasiisomorphismus ist; cf. Lemma aus §1.6.2.4. Dies
ist aber nach Voraussetzung der Fall.

Sei J4, 4+ eine Cartan-Eilenberg-Auflosung von tF(A, A’). Mit Aufgabe 72.(12) erhalten wir eine Cartan-
Eilenberg-Auflésung J4 — Ja4, 4/ des Quasisomorphismus F(X, A) — tF(A, A’), welche dank Aufga-
be 74.(2) eine Komposition von Doppel- und zeilenweisen Homotopismen ist. Mit Aufgabe 75.(2, 3.iii)
erhalten wir einen Isomorphismus

BE xn.a(X) = Eil(GJa) = BE(GJan).
Symmetrisch hierzu erhalten wir auch einen Isomorphismus

Eggx,_)yc(x') = Ei(GJa) =+ Er(GJaa) .

Zusammengesetzt ergibt dies den gewiinschten Isomorphismus EIC’;E—,X'),G(X) - Eg](fx7_)7G(X’).

Aufgabe 78. Sei J' € Ob CC-(S5-Mod) eine Cartan-Eilenberg-Auflésung von F'A. Gemé$ Definition ist
Eg,rG(Y,—)(X) =k (G(Y,J") .

Wir kiirzen im folgenden den in §1.6.2.1 eingefiihrten Funktor G¢© mit G ab.

Dank Aufgabe 71 geniigt es, einen Doppelkomplex D € ObCC-(T-Mod) und zwei Morphismen von
Doppelkomplexen

G(B,FA) — D ~— G(Y,J')
so zu finden, dafl Ej(a+1/a — 1/a/a — 2)** fiir alle o € Z und alle k € Z sowohl u als auch v auf einen
Isomorphismus abbildet.
Mit dem ersten Lemma aus §4.2.3 lauft das darauf hinaus, da H*H’(u=*) und H*H(v=*) fiir alle
k, ¢ > 0 isomorph sein sollten. In anderen Worten, es sollten H(u~"*) und H*(v~"*) quasiisomorph sein.

Beobachte, dal CC(R-Mod) = C(C(R-Mod)). Sei, analog, CCC(R-Mod) := C(C(C(R-Mod))) die Kate-
gorie der Tripelkompleze. Ein Tripelkomplex Y hat Eintrige Y*4™ fiir k, £, m € Z.

. . . . . . . . . . d1
Wir bezeichnen die Differentiale in die verschiedenen Richtungen mit Y*&m — yk+Ltm

Yk:,é,m d2 ch,[+1,m,Yk,£,m ds. Yk,f,erl.

Seien k, ¢, m € Z. Wir werden die Notation Y %= fiir den Doppelkomplex verwenden, der an Posi-
tion (k,m) den Eintrag X*®™ hat; die Differentiale entsprechend; #hnlich der Komplex Y*** usf. Ist

H
C(R-Mod) — R-Mod ein additiver Funktor, und ist Y € Ob CCC(R-Mod) ein Tripelkomplex, schreiben
wir HY —=* € Ob CC(R-Mod) fiir den Doppelkomplex, der an Position (k, ¢) den Eintrag H(Y*%*) hat,
die Differentiale entsprechend.

Sei CCC“(R-Mod) C CCC(R-Mod) die volle Teilkategorie der Tripelkomplexe Y mit Y*6™ = 0, falls
k <0 oder £ <0 oder m < 0.

Fir Y € Ob CCC*(R-Mod) bezeichne t12Y € Ob CC-(R-Mod) den ebenenweisen Totalkomplex von Y,
definiert fiir m € Z durch
(t1Y)"™ = (Y 7™,

inklusive der vertikalen Differentiale, und mit horizontalen Differentialen

tdg ™

d
<(t1,2y)*’m e (t1,2y)*’m+l) = | t(Y ™™ t(Y*,:,erl)
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So ist also etwa

(t12Y)" = @ yhat

i,720,i+j=k
fir k, ¢ > 0. Mit den induzierten Morphismen erhalten wir einen Funktor

CCC*(R-Mod) % CC-(R-Mod)
Y B tl,QY .

Sei Konzy FA € ObCC-(R-Mod) der Doppelkomplex, der an Position (0,¢) den Eintrag FA* hat fiir
¢ > 0, der an Position (k,¢) den Eintrag 0 hat fiir £ > 1 und ¢ > 0, und dessen horizontale Differentiale
in Zeile 0 dem Komplex F'A entnommen sind. Wir haben einen Morphismus von Doppelkomplexen
Konze FA— J'.

Fiir U € ObC™(S-Mod) und U’ € Ob CC-(S-Mod) sei G(U,U’) € Ob CCC*(T*Mod) der Tripelkomplex,
der an Position (k, ¢, m) mit k, £, m > 0 den Eintrag G(U*, U">™) hat, die Differentiale entsprechend.

Wir erhalten ein Diagramm von Tripelkomplexen
G(B,Konzy FA) — G(B,J') =— G(Konz Y,J').
Sei £ > 0. Anwenden von H® ((—)™=*) gibt ein Diagramm von Doppelkomplexen
(%) H'(G(B,Konzy FA)—=") — HY(G(B,J')"="*) <— H'(G(Konz Y, J')™=") .
Da fiir k > 0 der Funktor G(B*, —) nach Voraussetzung (d) exakt ist, ist
H'(G(B,Konz, FA)"=*) ~ G(B,Konz H (FA)) ,

sowie

HY(G(B,J)"™*) ~ G(B,H(J'™")).
Da J' als Cartan-Eilenberg-Auflésung zeilenweise split ist, ist auch
HY(G(Y,J')"=") ~ G(Y,H (J'™)).
Insgesamt ist das Diagramm von Doppelkomplexen (x) isomorph zu
() G(B,Konz H*FA) — G(B,H‘(J'~*)) ~— G(Konz Y,H*(J'~*)),
in welchem der linke Morphismus durch Anwenden von G(B, —) auf den Quasiisomorphismus
Konz H'FA — HY(J'™)

hervorgeht — es ist J' eine Cartan-Eilenberg-Auflésung von F'A —, und in welchem der rechte Morphismus
durch Anwenden von G(—, H*(J'~*)) auf den Quasiisomorphismus

B «— Konz Y

hervorgeht.

Da G(B*, ) fiir k > 0 exakt ist nach Voraussetzung (d), ist der linke Morphismus in (*x) ein zeilenweiser
Quasiisomorphismus. Da H?(J’**) injektiv ist fiir & > 0, und da daher G(—, H*(J’**)) nach Vorausset-
zung (e) exakt ist fiir k& > 0, ist der rechte Morphismus in (xx) ein spaltenweiser Quasiisomorphismus.

Anwenden von t auf (xx) liefert also links wie rechts einen Quasiisomorphismus; cf. Lemma in §1.6.2.4.
Daher gilt das auch fiir die Anwendung von t auf ().
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Fiir £ > 0 haben wir folgendes kommutative Diagramm von Funktoren.
CCC(T:Mod) — 2~ CC-(T-Mod)
Hf(()**)i in((r**)
CC-(T-Mod) ———— C*(T-Mod)
Somit liefert die Anwendung von t auf (x) das Diagramm
Hé((tl’gG(B,Koan FA))_’*) — Hf((tl,gG(B,J’))*") — Hf((tmG(Konz Y,J’))*") ,
welches seinerseits isomorph ist zu
HZ(G(B,FA)*v*) — Hz(tm(G(B,J’))*’_) — HZ(G(Y, J’)***) ,

und, wie gesagt, aus zwei Quasiisomorphismen besteht.

Somit ist
(G(B,FA) =~ D = G(V,.J)) := (G(B7FA) — t12(G(B, ) ~— G(Y, J’))

wie eingangs gewiinscht.
Aufgabe 79.
Behauptung 1. Es sind HY(B**) und B** beide G-azyklisch fiir alle k, £ > 0.

Denn der kurz exakten Sequenz Z¢(B**) —» B¥* — B*1(B**) konnen wir die G-Azyklizitit von
B*¢ entnehmen, und der kurz exakten Sequenz Bf(B**) — Z¢(B**) — HY(B**) die G-Azyklizitit
von H(B**). Dies zeigt die Behauptung 1.

Feststellung 2. Wie in Aufgabe 72.(6) sehen wir, da8 HY(B~"*) eine G-azyklische Auflssung von H*(F A)
ist fiir £ > 0. Beachte hierzu, dafl Summanden G-azyklischer Moduln wieder G-azyklisch sind.

Behauptung 3. Es gibt einen Morphismus B —J in eine Cartan-Eilenberg-Auflésung J €
Ob CC-(S-Inj) derart, daB B¥* — J¥* rein monomorph ist fiir alle & > 0, und derart, daf
H*(B*~) — H¥(J* ™) ein Isomorphismus von Komplexen ist fiir alle k& > 0.

Schritt 1. Sei B%* — J0* ein reiner Monomorphismus in einen spaltenden und aus Injektiven bestehen-
den Komplex J%*; cf. Aufgabe 72.(6). Sei (B%*, BL*, J%* T) ein (punktweise genommener) Pushout,
wobei T € Ob C*(R-Mod). Nach Aufgabe 72.(4.i) ist J%* — T rein und BY* — T rein monomorph.
Vom (punktweise genommenen) Cokern von B%* — BL* zum (punktweise genommenen) Cokern von
J9* — T haben wir einen induzierten Isomorphismus, ohne Einschrinkung ist dies eine Identitét; cf.
Aufgabe 18.(5). Somit erhalten wir einen reinen Morphismus 7 —» B?* in einem kommutativen Dreieck
(BY*, T, B%>*). Wir erhalten einen Doppelkomplex

B = (JO*" —T— B** — B% —» ...)
aus reinen Differentialen und einen Morphismus B — B’.
JOm —=T

SRR

BO,f Bl,f B2,7

Nach Konstruktion liefert H*((—)*~) einen Isomorphismus fiir alle k ¢ [0,2]. Fiir k = 0 liefert dieser
Funktor einen Isomorphismus, da der induzierte Morphismus vom Kern von B%~ — B~ zum Kern
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von J%~ nach T als Identitéit gewiihlt werden kann; cf. Aufgabe 18.(5). Fiir k = 2 liefert dieser Funktor
einen Isomorphismus, da die Bilder der Morphismen T — B%~ und BY~ — B~ iibereinstimmen.
Fiir k = 1 liefert dieser Funktor einen Isomorphismus, da er sowohl auf B als auch auf B’ verschwindet;
letzteres, da der Cokern von J%~ — T gleich dem Bild von T'—» B%~ ist; cf. Aufgabe 18.(5).

Somit kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dafi B%* = J%* aus Injektiven besteht.

Schritt 2. Konstruiere wie in Schritt 1

Jbhm———=T

TN

JO,— Bl’_ B2,— BS,—

Nach Konstruktion liefert H*((—)*~) einen Isomorphismus fiir alle k& ¢ [0, 3]. Fiir k& = 0 liefert dieser
Funktor einen Isomorphismus, da die Kerne von J%~ — BY~ und J%~ — JL~. Fiir k = 3 wird ein
Isomorphismus geliefert, da die Bilder der Morphismen 7' — B%~ und B%>~ — B3~ {ibereinstimmen.
Fiir k = 1 wird auf beiden Objekten Null geliefert; insbesondere ist der Kern von J'* — T gleich dem
Kern von B~ — B?~ was wiederum gleich dem Bild von B%~ — BL:~ ist; cf. Aufgabe 18.(3). Fiir
k = 2 wird auf beiden Objekten Null geliefert; insbesondere ist der Cokern von J?~ — T gleich dem
Bild von T — B3~ cf. Aufgabe 18.(5).

Somit konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, daf B%* = J%* und B'* = J%* aus Injektiven
bestehen.

Usf. Dies zeigt die Behauptung 3.

Insbesondere folgt, dal J eine Cartan-Eilenberg-Auflésung von FA ist, da H* ((—)*7) fiir alle k > 0 auf
beiden Morphismen in FA — B — J einen Isomorphismus liefert, und also auch auf FFA —- J.

Mit der eingangs gemachten Feststellung 2 sind fiir £ > 0 im kommutativen Dreieck

“B™7) H(T—%)
\ /
HY(FA)

die unteren beiden Morphismen Quasiisomorphismen, und also auch der obere.

H

Behauptung 4. Ist U — I ein Quasiisomorphismus in C*(S-Mod), und besteht U aus G-azyklischen und
I aus injektiven S-Moduln, so ist auch GU — G ein Quasiisomorphismus.

Sei I’ eine Cartan-Eilenberg-Auflésung von U. Wir haben einen Quasiisomorphismus U — tI’, welcher
unter G auf einen Quasiisomorphismus abgebildet wird; cf. Beweis zum zweiten Lemma in §4.3.

Wir haben ein kommutatives Dreieck
U——tI'

AN

1

)

in welchem U — I und U — tI’ quasiisomorph sind, und in welchem folglich tI’ — I ein Homoto-
pismus ist; cf. Aufgabe 73.(6,4). Anwendung von G liefert das kommutative Dreieck

GU —— GtI'

N

GI,
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in welchem GU — GtI’ ein Quasiisomorphismus ist, und, da G additiv ist, auch GtI’ — G1I ein Homo-
topismus, und also auch ein Quasiisomorphismus ist. Daher ist auch GU — G ein Quasiisomorphismus.
Dies zeigt die Behauptung 4.

Mit Behauptung 4 wissen wir nun, daf
GHY(B™*) — GHY(J ™)
ein Quasiisomorphismus ist.

Behauptung 5. Sei X € Ob C(S-Mod) ein aus G-azyklischen Objekten bestehender Komplex. Dann gibt
es fiir alle k € Z einen Isomorphismus GH* X —~~ H*G X, natiirlich in X.

Denn die kurz exakten Sequenzen

BYX) — ZYX) — HY(X)
ZZ(X) . Xt . BZ+1(x)

werden, wegen der G-Azyklizitit von B(B**) im ersteren Fall und wegen der G-Azyklizitit von Z¢(B**)
im zweiteren Fall, unter G auf die kurz exakten Sequenzen

GBY(X) — GZY{X) — GH!(X)

GZ'(X) — GX — GBYY(X)
abgebildet. Also kann H*(GX) als GH*(X) berechnet werden. Ist ein Morphismus X X C(S-Mod)
gegeben, so kann H(G(X I X")) als GHY (X L X') berechnet werden. Dies zeigt die Behauptung 5.

Mit Behauptung 5 mutiert unser obiger Quasiisomorphismus zum Quasiisomorphismus
HYGB™*) — HYGJ ).
Wie eingangs der Losung zu Aufgabe 78 ausgefiihrt, hat dies zur Folge, daf3
E((GB) ~ Ei(GJ) = EFL(X) .

F _ _ F’ =
Aufgabe 80. Schreibe RG-Mod — RG-Mod, X —— X~ und RG-Mod — R-Mod, Y — Y ©. Es ist
M ein (F, F')-azyklisch auflésbarer RG-Modul; cf. Anfang zu §4.4.2.

Die eigentliche Lyndon-Hochschild-Serre-Spektralsequenz EIéH]\S, (M) ist per Definition gleich der eigent-

lichen Grothendieck-Spektralsequenz BT, (M).
Der biadditive Funktor U. Bezeichne

U _
(RG-Mod)° x RG-Mod — RG-Mod
x , X —  ern(X, X)),

wobei die RG-Modulstruktur auf zn(X, X') fiir § € G und eine RN-lineare Abbildung X L X' definiert
sei durch (z)(g- f) :==g((g~x)f) fiir x € X. Da wir wegen der RN-Linearitét von f

(gn)((gn)~x)f = gn((n"g ) f) = 9((¢~2)f)
haben fiir n € N, ist die resultierende Abbildung g/N- f in der Tat unabhéngig von der Représentantenwahl

modulo N. Da ferner

n((@)(gN-f)) = ng((g~)f)
gn?((9~z) f)
9((n?g~z)f)
= g((g7nz)f)



307

ist fiir n € N, ist die resultierende Abbildung g - f auch RN-linear. Mit den induzierten Morphismen
erhalten wir so in der Tat einen biadditiven Funktor U. Ferner ist fiir X’ € Ob RG-Mod der Funktor
U(—,X') linksexakt, und auch fiir X € Ob(RG-Mod)° der Funktor U(X, —) linksexakt. Es ist F ~
U(R,—).

Der biadditive Funktor V. Bezeichne

(RG-Mod)° x RG-Mod —» R-Mod
(Y ) Y/) = RG(YvYI)

den Homfunktor. Dieser ist biadditiv. Ferner ist fiir Y’ € Ob RG-Mod der Funktor V(—,Y”) linksexakt,
und fiir Y € Ob(RG-Mod)®° der Funktor V (Y, —) linksexakt. Es ist F’ ~ V(R, —).

Halten wir zunéchst fest, dafl Eng,(M) isomorph ist zu EgERﬁ)’V(R’?)(M).

Anwendung von Aufgabe 77. Wir wollen fiir U, V(R,—) und die Moduln R € Ob(RG-Mod)° und
M € Ob RG-Mod die Aufgabe 77 anwenden. Es wurde bereits angemerkt, daf§ die dortigen Bedingungen
(a), (a') und (b) erfiillt sind.

Zu (c). Zu zeigen ist, daB R eine (U(—, M), V(R, —))-azyklische Auflésung besitzt. Genauer wollen wir
zeigen, daB Barg.r eine solche Auflssung ist. Es ist deren Eintrag RG®*+1) an Position k& > 0 end-
lich erzeugt frei iiber RG, und insbesondere injektiv in (RG-Mod)°. Somit ist Barg,r sowohl U(—, M)-
azyklisch als auch V (R, —)oU(—, M)-azyklisch. Bleibt zu zeigen, daf die Eintrége von U(Barg.r, M) auch
V (R, —)-azyklisch sind. Hierfiir geniigt es mit dem ersten Lemma aus §4.4.1 zu zeigen, dal U(RG, M)
endlich erzeugt projektiv iiber RG ist.

Behauptung. Ist X ein RG-Modul, so ist

U(RG,X) = pn(RG,X) —> KRG, X)
fo (g—>glg™ 1)

ein RG-linearer Isomorphismus, wobei die linken Seite wie oben beschrieben ein RG-Modul sei, und die
rechte Seite vermige des Bimoduls rRG pa zu einem RG-Modul werde; cf. Aufgabe 13.(4).

Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit von ® ist die Wohldefiniertheit von f® zu zeigen, i.e. die Re-
prisentantenunabhiingigkeit modulo N von g¢(¢~ f). Da f eine RN-lineare Abbildung ist, ist aber

gn((gn)=f) =gn((n=g7)f) =g(g” f) fiir g € G und n € N.

Fiir die RG-Linearitiit von ® sei ¢’ € G gegeben. Es wird g’ - f unter ® abgebildet auf die Abbildung, die
g schickt auf g(97 (g’ - f)) = 99'((¢'"97)f). Auf der anderen Seite ist

g-(fe) = g(g—glg" ) = (339" — (99)((99")"])) .
was dasselbe ist. Wir erhalten also (g’ - f)® = g’ - (f®), was die RG-Linearitit von ® zeigt.
Es geniigt nun, noch zu zeigen, da ® ein R-linearer Isomorphismus ist. Wir haben als Umkehrabbildung

U(RG,X) = an(RG,X) ~— HRG,X)
(g*—»g(gfh)) ~—1 h.

In der Tat ist wegen ng —ng((g— 7" )h) = ng(g—h) fir n € N und g € G die Abbildung h®~ linear
iiber RN. Ferner bildet ®®~ ein f auf die Abbildung

g — 9 (f®) = glg~(9f)) = gf
ab, i.e. auf f; womit PP~ = 1 eingesehen ist. Schlielich bildet @~ ein h auf die Abbildung

g > g(g  (h®7)) = g(g” (gh)) = gh
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ab, i.e. auf h; womit ®~® = 1 eingesehen ist. o

Mit der Behauptung geniigt es nun zu zeigen, da8 z(RG, M) endlich erzeugt projektiv iiber RG ist. Wegen
der Additivitit von r(RG,—) diirfen wir hierzu M = R annehmen; vgl. Aufgabe 22.(1). Es geniigt zu
zeigen, daB RG — R(RG,R), 1+ (g 0;4) ein RG-linearer Isomorphismus ist. In der Tat wird
fir ¢’ € G das Element g’ nach g' - (g 01 5) = (g gg’' = 01 550 = Oy~ 5) geschickt, womit eine
R-lineare Basis auf eine R-lineare Basis kommt.

Zu (c'). Zu zeigen ist, dal M eine (U(R,—), V (R, —))-azyklische Auflésung besitzt. Dies ist gleichbe-
deutend mit der Existenz einer (F, F')-azyklischen Auflésung. Zu Beginn von §4.4.2 haben wir gesehen,

daB eine projektive Auflésung P von M™ mit endlich erzeugten Eintrégen nach Dualisieren eine solche
(F, F')-azyklische Auflssung P* von M liefert.

Zu (d). Zu zeigen ist, dafl der Quasiisomorphismus Konz R — Barg, g unter U(—, P;) fiir alle £ > 0 wie-
der einen Quasiisomorphismus liefert. Wir erinnern an den um R in Position —1 verldngerten azyklischen
Komplex Barg, g aus §2.3.1. Es ist zu zeigen, dafl U(Barg;r, P;) azyklisch ist.

Es ist ]ii}g; Rr zusammengesetzt aus kurz exakten Sequenzen von RG-Gittern. Somit geniigt es zu zeigen,
daB U(—, P}) eine kurz exakte Sequenz 7" — T — T" von RG-Gittern in eine kurz exakte Sequenz
iiberfiithrt. Nun ist

(RN(T/,PE) ~— pMT, P}) ~— RN(T’/,P,:‘)) ~ (RN(Pk,T'*) — (P, T*) ~— RN(Pk-,T//*)) 7

und letztere Sequenz ist kurz exakt, da T"* <— T* <— T"* kurz exakt ist, da kurz exakte Sequenzen
von RG-Gittern als kurz exakte Sequenzen von R-Moduln aufspalten, und da ferner Pj eingeschréinkt als
RN-Modul ebenfalls projektiv ist.

Zu (d'). Zu zeigen ist, daB der Quasiisomorphismus Konz M — P* unter U(RG®*+1) ) fiir alle k > 0
auf einen Quasiisomorphismus abgebildet wird. Nun ist RG®*+1 endlich erzeugt frei iiber RG, und
rN(RG,—) wegen der Projektivitit von RG iiber RN exakt. Somit bleibt der um M in Position —1
verldngerte Komplex P* nach Anwenden von gn(RG, —) azyklisch, wie zu zeigen war.

Somit ist Aufgabe 77 anwendbar, und daher EgERﬁ)’V(Rﬁ)(M) isomorph zu Eng,M),V(R,f)(R)'

Anwendung von Aufgabe 78. Wir wollen fiir U(—, M), V und die Moduln R € Ob(RG-Mod)® und R €
Ob(R(G/N)-Mod)° die Aufgabe 78 anwenden. Es wurde bereits angemerkt, daf die dortigen Bedingungen
(a) und (b) erfiillt sind.

Zu (c). Zu zeigen ist, daB R eine (U(—, M), V(R, —))-azyklische Auflésung hat. Dal Barg. g eine solche
ist, wurde schon in Punkt (c¢) betreffs der Anwendung von Aufgabe 77 erliutert.

Zu (d). Zu zeigen ist, da V(RG®*+1D ) fiir k > 0 exakt ist. Dies folgt aus der Projektivitit von RG.

Zu (e). Zu zeigen ist, dafl fir I’ injektiv in RG-Mod der Funktor V(—,I") exakt ist. Auch dies ist der
Fall.

Somit ist Aufgabe 78 anwendbar, und daher st ngf,M),V(R,f)(R) isomorph  zu
r (V(Barg/N;R, U(BarG;R,M))), i.e. zu Ei(D).

Aufgabe 81.

(1) Wohldefiniertheit fi.
Reprisentiere z € X%° mit 2d = 0 und 2§ = 0 ein Element aus H'H°(X—*). Dann ist
(0, z) (g 9 72) = 0, und also reprisentiert (0,z) ein Element in H!(tX).
Reprisentiere x € X0 die Null in H'H°(X ~*); i.e. gebe es ein t € X%0 mit td = 0 und t6 = x.
Dann ist (0,2) = (td,t5) im Bild des Differentials von tX und verschwindet somit in H!(tX).
Wohldefiniertheit fs.
Reprisentiere (y,r) € X% @ X0 mit (y,x) (3,3 ,g) = 0 ein Element aus H'(tX). Dann ist
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yd = 0 und y§ = xd, und also reprisentiert y ein Element in HOH! (X ~*).

Reprisentiere (y,z) € X1 @ X0 die Null in H!(tX); i.e. gebe es ein t € X% mit (y,z) = (td, t4).
Dann ist y = td, und also repriisentiert y die Null in H'(X%*), und somit auch in HYH! (X —*).
Wohldefiniertheit fs.

Reprisentiere y € X% mit yd = 0 und y§ = ud fiir ein u € XY ein Element in H'H! (X ).
Dann ist (—ud)d = 0 und (—ud)d = —udd = —ydd = 0, und also reprisentiert —ud ein Element
von HZHO (X —*).

Zeigen wir die Unabhéngigkeit des Bildes von der Wahl von u mit ud = yd. Sei also ud = 0. Dann
ist —u ein Element von H?(X1*), und somit verschwindet —ud in HZH® (X ~*).

Reprisentiere y € X%! die Null in H°H!(X ~*). Dann ist y = td fiir ein t € X%9. Es folgt
yd = tdd = (t5)d, und somit diirfen wir y abbilden nach —(¢§)d = 0.

Wohldefiniertheit fy.

Reprisentiere 2 € X*% mit 2d = 0 und 26 = 0 ein Element in H*H°(X—*). Dann ist

d § 00
(0,0, 2) (8 —d=0 g) =0, und also repriisentiert (0,0,2) ein Element von H?(tX).

Reprisentiere z € X2 die Null in H2H®(X —*). Dann gibt es ein v € X" mit ud = 0 und ud = z.
Dann ist (0, —u) (3 9 ,2) = (0,0, 2) im Bild des Differentials von tX, und reprisentiert somit die
Null in H?(tX).

Erxaktheit bei H'HO(X —*).

Reprisentiere € X% mit 2d = 0 und 2§ = 0 ein Element aus H'H%(X ~*). Werde es unter f;
auf Null in H!(tX) abgebildet, i.e. gebe es ein t € X%° mit (td,td) = (0,x). Dann reprisentiert
@ =t die Null in HYHO(X ).

Ezaktheit bei H' (tX).

Repriisentiere € X% mit #d = 0 und 26 = 0 ein Element von H'H(X~*). Die Abbildung f;
schickt es auf das von (0, x) repriisentierte Element, welches unter fy auf 0 abgebildet wird.
Reprisentiere (y,r) € X% @ X0 mit (y,z) (372 7?) = 0 ein Element aus H!(tX). Werde es
unter fo auf Null in HYH!(X ~*) abgebildet, i.e. gebe es ein t € X%9 mit td = y. Wir diirfen
(y,x) durch (y,z) — (td,td) = (0, z — td) ersetzen. Es ist (x — td)d = zd — téd = yJ — tdd = 0 und
(r — t0)6 = 0; was zeigt, daB x — t6 ein Element von H'H?(X ~*) repriisentiert; was wiederum
zeigt, dafl das von (0,2 — t0) reprisentierte Element im Bild von f; liegt.

Ezaktheit bei HOH (X —*).
Reprisentiere (y, z) € X%1@ X 10 mit (y, ) (g 9 7?) = 0 ein Element aus H! (tX). Die Abbildung
fo schickt es auf das von y reprisentierte Element. Das in der Abbildung f3 verwandte Element

u € XY kann gleich = gewiihlt werden. Somit schickt f3 das von y reprisentierte Element auf das
von —xd = 0 représentierte Element.

Reprisentiere y € X% mit yd = 0 und y§ = ud fiir ein u € XY ein Element in HYH! (X ).
Werde es unter f3 auf Null in H?H%(X —*) abgebildet, i.e. sei —ud = vd mit einem v € X1
mit vd = 0. Dann ist (y,u + v) (g 9 _2) = 0; was zeigt, daB (y,u + v) ein Element in H!(tX)
reprasentiert, was wiederum zeigt, dafl das von y reprisentierte Element im Bild von f; liegt.
Erxaktheit bei H*HO(X —*).

Reprisentiere y € X%! mit yd = 0 und y§ = ud fiir ein u € XY ein Element in HOH! (X ).
Die Abbildung fs schickt es auf das von —ud représentierte Element. Die Abbildung f4 schickt
dieses auf das von (0,0, —ud) repriisentierte Element. Dies verschwindet aber in H?(tX), da
(v,u) (4-3-8) = (0,0,—ud).

Reprisentiere 2 € X*Y mit zd = 0 und 26 = 0 ein Element in H*H°(X —*). Werde es unter
f1 auf Null abgebildet, i.e. gebe es (y,z) € X% @ X10 mit (y,z) (g,g 72) = (0,0, 2). Dann
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reprisentiert y wegen yd = 0 und y§ = xd ein Element in H°H'(X ~*). Das Bild von y unter f3
wird reprédsentiert von —zd, i.e. von z. Somit liegt das von z représentierte Element im Bild von

fs.

Wir beziehen uns auf die im zweiten Lemma in §4.2.3 konstruierte Sequenz. Wir sehen
E1(6/8/v/a)t* C HF(t:X(6/B)) als Teilmodul fiir —oo < a < < v < § < co. Elemente
darin werden also reprisentiert durch Elemente aus t;X (6/0).

Ubereinstimmung von f1 mit der Abbildung aus loc. cit.

Ein Element (y,z) € X%' @ X'° welches ein Element im dortigen ersten Term
E1(0/—3/—1/-3)*! reprisentiert, wird auf das von (y,z) reprisentierte Element im dortigen
zweiten Term E;(0/—3//0/—3)*! geschickt.

Die Interpretation des dortigen ersten Terms als Ef(0/—2//—1/—3)*! dindert am Reprisentanten
nichts. Die Interpretation von E;(0/—2//—1/—3)"! als Subquotient von Ej(—1/—2/—1/-2)"! =
H!(t;X (—1/-2)) schickt ein Element des letzteren, reprisentiert durch z € X%, auf das von (0, x)
reprisentierte Element des ersteren. Die Interpretation von Ey(—1/—2/—1/—2)*! als HO(X1*)
)

dndert dann am Reprisentanten nichts. Der neuerliche Ubergang zum Subquotienten H'H?(X —*
belafit ebenfalls den Reprisentanten.

Die Interpretation des dortigen zweiten Terms E;(0/—3//0/—3)"! als H! (tX) &ndert am Repriisen-
tanten nichts.

Insgesamt kommt das von x reprisentierte Element auf das von (0, ) repriisentierte Element.
Ubereinstimmung von fo mit der Abbildung aus loc. cit.

Ein Element (y,z) € X% @& X%° welches ein Element im dortigen zweiten Term
E1(0/—3/0/—3)T! représentiert, wird auf das von y reprisentierte Element im dortigen dritten
Term E;(0/—1/0/—2)*! geschickt.

Die Interpretation des dortigen zweiten Terms E;(0/—3/0/—3)! als H!(tX) dndert am Représen-
tanten, wie gesagt, nichts.

Die Interpretation des dortigen dritten Terms als Ej(1/—1/0/—2)"! &ndert am Repriisentan-
ten nichts (da X~1% = 0). Die Interpretation von Ej(1/—1/0/—2)*! als Subquotienten von
Er(0/—1/0/—1)*! #indert am Repriisentanten ebensowenig wie dessen Interpretation als H (X%*).
SchlieBlich befinden wir uns noch in dessen Teilmodul H°H!(X ~*), was aber am Repriisentanten
nichts &ndert.

Insgesamt kommt das von (y, x) repriisentierte Element auf das von y repriisentierte Element.
Ubereinstimmung von fs mit der Abbildung aus loc. cit.

Ein Element y € X%! welches ein Element im dortigen dritten Term E;(0/—1/0/—2)*! re-
priisentiert, wird auf das von (yd,0) € X111 @& X20 reprisentierte Element im dortigen vierten
Term Ej(—1/—3/ —2/—4)%? geschickt.

Die Interpretation des dortigen dritten Terms E;(0/—1/0/—2)™! als H'H!(X —*) fndert am
Reprisentanten, wie gesagt, nichts.

Die Interpretation des dortigen vierten Terms Ej(—1/-—3/—2/—4)*? als Subquotient von
Ei(—2/-3//—2/—3)"2 schickt ein von z € X%2? repriisentiertes Element des letzteren auf
das von (0,z) € X'! @ X20 reprisentierte Element des ersteren. Die Interpretation von
Ei(—2/-3/—2/-3)%2 als HY(X?*) dndert am Repriisentanten genausowenig wie der neuerliche
Ubergang zum Subquotienten HZHO(X ~*).

Bleibt die Frage zu kldren, fiir welches z das Element (yd,0) und das Element (0,z) dasselbe
Element in Ej(—1/-3/—2/—4)"2 ie. in H?(t;X(—1/—3)) reprisentieren. Es ist yd = ud fiir ein
u € X% da y ein Element in HOH!(X ) repriisentiert. Es repriisentiert (ud,ud) € X1 @ X2°
die Null in H?(t;X (—1/-3)). Also reprisentieren (yd,0) und (y5,0) — (ud,ud) = (0, —ud) dasselbe
Element. Wir kénnen also z := —ué nehmen.

Insgesamt kommt das von y représentierte Element also auf das von —ud représentierte Element,
sofern yd = ud.



311

Ubereinstimmung von fq mit der Abbildung aus loc. cit.

Ein Element (v,z) € X' @ X200 welches ein Element im dortigen vierten Term
Ei(—1/-3//—2/—4)"2 représentiert, wird auf das von (0,v,2) € X%? @& X5 @ X20 repriisen-
tierte Element im dortigen fiinften Term E;(0/—3/0/—4)%2 abgebildet.

Die Interpretation des dortigen dortigen vierten Terms Ej(—1/—3/—2/—4)™2 als H?H(X —*)
schickt ein von z € X% repriisentiertes Element, wie gesagt, auf (0,2) € X5t ¢ X0,

Die Interpretation des dortigen fiinften Terms E(0/—3/0/—4)"2 als H?(tX) #ndert am Reprisen-
tanten nichts.

Insgesamt kommt das von z repriisentierte Element also auf das von (0, 0, 2) reprisentierte Element.

Wir haben nun die Wohldefiniertheit und Exaktheit der Fiinftermsequenz aus der Aufgabenstellung
zweimal gezeigt; einmal direkt mit (1,2) und einmal via (3).

Besser formulierte Losungen zu (3) werden gerne entgegengenommen.

Aufgabe 82.

Sei m > 0.

Wir erinnern an die Notation gjgm AJ =go®@ -+ ® gj—1 @ gj+1 @ -+ @ gm, Wobei g; € G.
Setze

RG®(77L+1) 4X> RG@(m+2)

go,m) Z (1) Gm—i,m] @ D Gjo,m—i] -
i€[0,m]

Fir m = 0 ist zunéchst
gxd = (ga®g)d = g—go.

Fiir m > 1 rechnen wir wie folgt. Sei gjo,,,) € RG®(™+1), bestehend aus g; € G.

910,m14X + gjo,m)xd

Z (_1)j(9[0,m]/\j)X+ Z (_1)im(g[m—i,m]a®g[0,m—i])d

JE[0,m] 1€[0,m]
= > 1Y (D) Vg ma @ (gom—i A J)
JE[0,m] i€[0,m—j—1]
+ Z (—1) Z (—1)im=1 (Gim—ictmj@ A (G —m+i+1)) @ gom—i1]
J€[0,m] i€[m—j,m—1]
+ Z (_1)1771 Z <_1)j (g[mfi,m]a A .7) ® g[o,m—1
1€[0,m] Jj€[0,]

+ Z (71)im Z (71)jg[m—i,m]04 ® (g[O,m—i] A (] —i— 1))

i€[0,m] jE[i+1,m+1]
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Z Z (_1)im+i+jg[mfi,m]04 ® (g[o,m,i] /\])

i€[0,m] j€[0,m—i—1]
+ Z Z WH_H_] (g[m i—1,m] ¢\ (j—m+i+ 1)) @ gjo,m—i—1]

1€[0,m—1] j€[m— 1m]

+ Z Z ’Lm+j 9im—im]& A ]) ® g[0,m—1]

1€[0,m] j€[0,7]

N Z Z zm+z+J+1g[ —i,m] ® (g[O,m*i] A j)
i€[0,m] j€[0,m—1]

= > S (=) (g A (= m A+ 1)) © glom—i]
1€[0,m] j€[m—i+1,m]

+ Z Z zm-‘r] lm—i,m] N j) ® g[o,m—1i]

i€[0,m] j€]0,i]

+ Z (—1)imtitm=itlg @ ® (gjo,m—i A (m — 1))
1€[0,m]

— Z Z 7,m+1+] g[m—i,m]a /\]) ® g[O,m—i]

1€[0,m] j€[1,7]

+ Z Z zm-‘r] m i,m]a N .]) Y g[U,mfi]

1€[0,m] j€[0,7]

+ Z (=) g s m) O ® Glo,m—i—1]
i€[0,m]

= Z (_l)img[m—i+1,m]a @ g[0,m—1i]
i€[0,m]

+ Z (=1 mtm g i m] @ ® gl0,m—i—1]
1€[0,m]

= Z (=) Gim—it1,m] @ @ Gjo,m—i]
i€[0,m]

+ Z (=1 it 1,m) @ © Go,m—i)
i€[1,m+1]

1)(m+1)m+1

= Jm+1,m @ D Gjo,m) + (= Gim—(m+1)+1,m] ¢ © g[0,m—(m+1)]

= J9jo,m] — 9go,m|®
Aufgabe 83.

(1) Betrachten wir M™. Wir haben Isomorphismen
MN HO(N, M)

HO( RN(BarN;R7 M))

HO( RN(BarG;R) M)) .

1R

Ein Element m € MY kommt auf (g ga - m = m). Multiplikation mit einem Z € G macht
daraus (g+—— 2~ g+ m+— xm). Dies wiederum kommt durch Auswerten bei ¢ = 1 auf das
Element xm € MY . Insgesamt kommt m unter transportierter Multiplikation mit Z € G also auf
xm, wobel letzteres Produkt iiber die RG-Modulstruktur auf M erklért ist.

Somit stimmt die transportierte RG-Modulstruktur auf M~ mit der von der RG-Modulstruktur
auf M induzierten iiberein.



(2)

tX = (- — Xo30X120X219X30
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Betrachten wir HY(N, M). Wir haben einen Isomorphismus

HY(N, M) H'( gn(Bary,r, M))

~ H!'(grn(Barg.g, M)) .

Sei N —» M ein 1-Cozykel. Das von diesem repréisentierte Element kommt auf
(9®h > (90) - [(9a)™ - ha]y) .
Multiplikation mit einem Z € G macht daraus
(g@h—>a"g®a"h— (27 g)a-[((z7g)a)” (z”h)aly =z (z7g)a-[((z"g)a)” - (z~h)a]7) .

Dieses wiederum kommt durch Einschrénken auf 1 ® N auf das von dem 1-Cozykel

[n] F— z-z27a-[((z7)a)” - (z7n)aly
= zoama[((z)e)" - (n* -2 )aly
= z-2 «- [((x’)a)’ n* - (z7)a]
— s-ama- [P ((@)a) - (@ )aly
= z-z a-[n*" 9
= z-([0"ly+ (n* —1)- [z aly)

représentierte Element. Nun ist [n] —— (n — 1) - 2 - [t~ ]y ein 1-Corand. Somit erhalten wir, daf§
das Bild von v unter der Multiplikation mit z von

([] ¥— 2 [n"]y)

reprasentiert wird.

Sei X € CC(RG-Mod) mit X;; = 0 falls ¢ < 0 oder j < 0. Die Vorzeichenregel in seinem

Totalkomplex sei wie folgt.
d 00
s-(318) a=(3-9) d
0 056 “\o0-s A:(5>

X020 X110 X2 Xo1®X1,0 — Xo,0)

In anderen Worten, fiir m > 1 und (z;),cjo,m) mit 25 € X, —; sei
(xi)iG[O.,m]A = ((_1)i($id+ ‘TiJFl(S))iE[O,m—l]

Wir verwenden die Schreibweise gjq 5] = 9o ® ga+1®@ -+ - @ gp, und analog giq o] = Jo @ Ja+1 @+ @ Jp-
Es ist
t(Barg.p ®r Barg;r) v Barg.r
_ hio.m falls k=0
glo,k] ® h[[),mfk] { 0[ ] falls k> 1
ein RG-linearer Morphismus von Komplexen, der die Identitdt auf R fortsetzt.
Wir behaupten, daf3

Barg;r . t(Barg.p ®r Barg;r)
gom; > (=125, 4 @R gli.m))ic(o,m)

ein RG-linearer Morphismus von Komplexen ist, der die Identitét auf R fortsetzt. Da gy auf go ® go
kommt, ist letzteres klar.
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Ferner ist fir m > 1

g[O,m]d@ ) .
ZjE[O,m] (=1)7(g1o,m) AN J)®

v [ vit=ny2 S G0, @ (Glm A (G — 1)) fﬁrie[OJ—l]
2 jeo.m)(=1) <( DR { (g ; fiir i € [j,m — 1] }>ie[0m 1]
[
[, m

910,i4+1] N J) @ Glit1,m] J,m

1)iti-1/2 (_1)j{ 910,11 @ (9lim) A (J = 1)) fiir i € 0,7 — 1] )
je[o,m] (9[071'4-1] NG)® 9li+1,m] fir i € 1] i€l0,m—1]

= ( )« ( jefitl, m]( )jg[o,z‘] ® (gpim) AN (G — 1)) + Z]‘g[o,i](*l)j(g[o,iﬂ] Nj)® 9[i+1,m}>)_
(1
(1

ze[O,mfl]
_ ( setm—q ("1 G100 © (ghm) A J) + Do (—1 (G041 A J) © 9“*1’”“”]))1‘6[0 m—1]
= yiti+1)/2 ( settm—i (=190, @ (9pam) A J) + 2 jep0,0 (1) (Gpo,iv1) A J) © 9h’+1vml)>ie[o m—1]
sowie
gjo,m)PA

_ ( z(z 1)/29[0 i ®g[z m])ze[O m]
= ((=D((=1)"C=D2 (g, ® gli,my)d + (=1)HD2(gpo 1y ® g[i+1,mJ)5))i€[0»m*1]
— ( Yi((—1)iti- 1)/2(Zje[o,m—i](*l)jg[o,i] ® (9ti.m) A 1))

H(=D) D2y (1 (G0 A J) @ g[i+1,m])))ie[0 m—1]
= <(_1)i(i+1)/2 ( 2 jet0.m—i (=1 910,11 @ (gpi.m) A 5)

+ et (DT (Goi1) AJ) © g[Hl’m])) <lom-1]
— <(_1)i(i+1)/2 ( > jeim—i (1) G0, @ (gpam) A J) + X jeqo. (1) (Go,i1) A J) @ Gliga, ml)>i6[0 m—1]

Somit ist in der Tat stets dp = pA.
(3) Sei X € Ob RG-Mod. Sei Y € Ob RG-Mod. Es geniigt zu zeigen, daf

raAAX, V(Y. M)) —  r(X @rY,M)
e > (zeyr—y(zp))
(= (y—(z®@y)Y)) ~— ¢
ein in X und Y natiirlicher Isomorphismus von R-Moduln ist.
Wohldefiniertheit — . Zu zeigen ist die RG-Linearitéit des Bildes von ¢. Sei g € G. Es kommt

gr®y) = gregy
= gz®gy
= (9y)((gz)e)
= (9v)(g(zp))
= g (97 (9v)(zyp)
g-ylzp) .

Wohldefiniertheit <— . Zu zeigen ist die RG-Linearitit der duBeren Abbildung und die RN-
Linearitét der inneren Abbildung des Bildes von .

Sei zum einen g € G gegeben. Es wird

gr
|
(
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Seien zum anderen x € X und n € N gegeben. Es wird

ny = (z@ny)y
= n((nTzey)yp)
= n(zey)y).

Es invertieren sich —— und <—1 gegenseitig.

Bleibt uns, die Natiirlichkeit von —— zu zeigen. Sei X' . X eine RG-lineare Abbildung. Sei

V' —1+ YV eine RN-lineare Abbildung. Zum einen erhalten wir

o = ExH (y—y(zp)))
(2 (Y Y02 Ep)))
(@Y (') .
Zum anderen erhalten wir

o Exé@yHy(w))
— (2 @y —y'n(2'¢y)) .

was dasselbe ist.
(4) (i) Wir haben R-lineare Isomorphismen

H'HY(D—*) ~ H'HO(D*)
— H1H0<RG(Bar5;R, RN(Bar*G;R,M)))
~ HLHO ( re(Barg, o, ra(Bark. . M)))
~ Hl(R@(Baré;R, HO RN(Bar}‘V;R,M)))
— H(G.HO(N, M))
~ HYG,MN).

Diese wollen wir elementweise nachvollziehen.

In der einen Richtung erhalten wir
HY(G,MY) —=» H'H (D)
7 > (Oh@ki—>g-[g7h]Y).
In der anderen Richtung erhalten wir

HlHO(Df,*) o~ Hl(G',MN)
y — (glr—(1®gel)y).

(ii) Dank (2) haben wir haben R-lineare Isomorphismen

Hl(tD) _ H1t<RG(Bar5.R®RBaI‘E;R, M))
H! ( Rc(t(BaI"E;;R ®r Barg.p), M))

H'( r(Barg;r, M))
HY(G, M) |

12

1

In der einen Richtung erhalten wir

HY(G,M) =~ H\(tD)
v — (@h®@kt—h-[h"k]y, 0).
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In der anderen Richtung erhalten wir

H'(tD) —~~ HY(G, M)
(y,2) — (o) — (I@legy+(10geg)r).

(iii) Wir haben R-lineare Isomorphismen
HH'(D—*) ~ HHY(D—*)

= HOH! R@(Baré;R, rn(Barg, g, M))

%

O ( re(Barg, o, ra(Bark. . M)))
HO((pelBarg, , HY pn(Baryyz, M) )
= H%G,H'(N,M))

~ HY(N,M)C .

1R

In der einen Richtung erhalten wir

HY(N,M)¢ =~ HOHY(D )
gRh®k > g-(9-h)a-[((9"h)a)” - (g k)a]y
L ( = g([(g7k)aly = (g~ h)a]y) ) '
In der anderen Richtung erhalten wir

HOHY(D—*) =~ HY(N,M)%
y [n]H(T@l@n)y).

(iv) Wir haben R-lineare Isomorphismen
H2HO(D—*) ~ H2HO(D—)
= HQHO(}%G‘(BMC_’;;R’ RN(BarE;R,M)))
H2HO ( pe(Barg, 5, rv(Bark.g, M)))

H? ( re(Barg, . HO pn(Bark. g, M)))
— H2(G.HO(N, M)
~ HXG,MV).

1R

1

In der einen Richtung erhalten wir
HQ(C_J,MN) ~, H2HO_(‘D—_,*)
n (§®h®k®€ — g- [g*h,g’k]n) .
In der anderen Richtung erhalten wir
HHO(D0) e HAGMY)
z = ([gh—(1®§Rgh®1)z).

(v) Dank (2) haben wir haben R-lineare Isomorphismen

D) = 1B B 1)

H2 ( RG(t(Baré;R ®r Barg.g), M))
H2( Rg(BarG;& M))
H2(G, M) .

R

12



(5)

In der einen Richtung erhalten wir

H(G, M)
n

~~  H2(tD)

In der anderen Richtung erhalten wir mit (2)

H2(tD) —~» H3*(G,M)
[0,h] — 1®g®gh
(v,w,z) > —
—

i) Wir komponieren
(i) P

f1

HY(G,MYN) —=» HH(D*") ——
7 > (@h®kt>g-[g7hly) F—
(ii) Wir komponieren
HY(G,M) =~ H(tD) L
v — (j@h®@kt>h-[h7k]y, 0) +—

(GOh®@k®l — h-[h"kh={n) .

HY(tD)
(0, g@h@kt>=g-[g~h]y)

HOHl(Df,*)
(G@h@kih-[h"k]v)

11Rgegh, I®§Rg®gh, —1®7§® gh® gh)

~
—

p—>
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lelegaghr+(1®7ogegh)w—(1©7® gh® gh)z )

= t
(iii) Sei~ € HY(N, M)%. Wir erinnern daran, daf} es eine Abbildung G — M, g [g]t so gibt,

daB fiir alle g € G gilt, daf

(*) g- [y —[nly = (n—1)-[glt

fiir alle n € N.
Wir wihlen wir solche Werte fiir ¢ fiir g € G mit g~ = 1; wihle insbesondere [1]t = 0. Wir

setzen sodann fiir ein allgemeines g € G

9]t = [g(g )t —g-[g aly.

Mit diesem ¢ gilt in der Tat
(n —1)[glt (n=1)(lglg" )t —g-lg~alv)

= glg7a)-[n99 )y —[n]y —g(ny —1)-[g7aly

g([nly+ (n? —1) - [g7aly) — [n]y —g(n? — 1) - [g"a]y

= g’y —Inly.

In anderen Worten, das so teilweise gewéhlte und teilweise konstruierte ¢ erfiillt die eingangs
genannte Forderung (%) an ¢.

Ferner ist mit diesem ¢ fiir g € G und n € N

[gnlt =

[

[
= [glg- )]t
= [glg7a)t—g-[g-aly—gn-[n"]y
= [glga)t—g-lg-aly+g-[n]y
= [glt+g-[n]y.

Insbesondere ist t|y = 7.
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Zunéchst wird
HY(N,M)¢ =~ HHY(D*)
v o (39hek — g(llg™Raly—[(g™haly)) -

=y e DO

Um y unter fs abzubilden, brauchen wir zuniichst ein « € D%! mit ud = y§. Wir behaupten,
daB dies fiir die auf einem RG-linearen Erzeugendensystem als

RG ®r RG ©p RG —= M
g ® h © 1 > h-[hay—g-lg aly+g-lghlt
definierte RG-lineare Abbildung zutrifft. Fiir Wohldefiniertheit bleibt zu zeigen, daf§ fiir

n € N erstens die Ersetzung von g durch ng das Bild nicht &ndert, und zweitens auch die
Ersetzung von h durch hn das Bild nicht &ndert.

Ersteres liefert,

h-[h~aly—=ng-[(g7n")aly +ng-[(g7n")hlt
= h-[h o]y —ng-[(n?)" - g aly+ng-[g-h(n")"]t
= h-[h=aly—ng-(n9)" -[g7a]y —ng-[(n?)” h + ng - [g‘h]t +ng-g h-[(n")"]y
= h-[hmaly—g-lg-aly—gn? - [(n?)" |y +gn? - [g-hlt + hn" - [(n") "]y
= h-[haly—g-lg-aly+g- 9y +g(n?-[g~hlt —[g hlt) +g-[g~hlt — h-[n"]y
= h-[haly—g-lg-aly+g- 9y +g(g~h-[(n9)? "y —n ])+9~[9‘h]t—h~[nhh
= h-[haly—g-lg-aly+g- 9y +h-n"ly—g- %y +g-[g-hlt —h-[n"]y
= h-[haly—g-lg-aly+g-[g7hlt,
wie gewiinscht.
Zweiteres liefert

hn-[(n~h™)aly —g-[g-aly+g-[g”hn]t

g-
= hn-[n~-haly—g-[g-aly+g-[g hlt+g-g h-[n]y

= hn-[n"ly+hn-n"-[haly—g-lg-aly+g-lg hlt+h-[n]y
= —h-[njy+h-h"aly—g-lg-aly+g-[g”hlt+h-[n]y

= h-[haly—g-[g-aly+g-[g”hlt,

wie gewiinscht.
Schreiben wir nun das allgemeine Bild von u aus. Es wird

Gohoku = k- (kl-gk h®1l)u
= k(k~h-[(h k)a)y —
h-[(h~k)aly —g-[(9~

k=g (g k) aly + k7 glg™h]t)
klaly+g-lg~hlt .

Berechnen wir ud. Es wird

(GOh@k®Oud

(GRhe0Ou—(G@h®k)u

(h-[(h= Oy —g-[(g7 O] +g- g h]t) — (h-[(h~k)aly —g-[(g~k)a] + g - [97h]t)
= +h-[(hOaly—g-[(g70)a] =h-[(h"k)aly+g-[(g7k)a].

Berechnen wir yd. Es wird

(FOh@k®L)ys
= hkxOy—(0kx40y
= h([(h=0aly = [(hk)aly) — g([(g7 Oaly — [(g7Fk)a]y)

]
= +h-[(h0aly—h-[(h"k)aly—g-[(g7O)aly+g-[(g7k)a].
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Da die Bilder unter ud und yd iibereinstimmen, zeigt dies die Behauptung.
Das Bild von y unter f, ist nun gegeben durch —ud, welches seinerseits wieder auf
GxG — MY

h] —(1 ®g®gh®1)(1_t) )
= —(Foghel)u+(1oghel)- (107 l)u

(9h [(gh)”aly —g-lg~al +g - [h]t) + (gh - [(gh)~aly + [ghlt) — (g - [9”aly + [g]t)
= —g-[hlt+[gh]t —[g]t

in H2(G, M") kommt.

(iv) Wir komponieren
H2(Gv7 MN) o~ H2H07(D*,j)
n (§®h®k®6H9~ [g_h,g_k;]r])

—  H%(tD)

= (lg:h]—~ —(1®g®gh®gh)z = —[g,hn) .
Aufgabe 84.

iX
(1) Wir haben eine Inklusion X~ — X von RG-Moduln, natiirlich in X.
Sei Y ein RG-Modul, sei X ein RG-Modul. Wir setzen

RG(Yv XN) - RG(Ya X)
[ fiX).

Dies ist injektiv. Es ist surjektiv, weil eine RG-lineare Abbildung f’ von Y nach X ihr Bild in XV
hat, da sich fiir y € Y und n € N ergibt, da n(yf’') = (ny)f' = yf’.
Zeigen wir noch die Natiirlichkeit in Y und X. Sei Y’ 4+ Y ein Morphismus von RG-Moduln, sei

X % X'’ ein Morphismus von RG-Moduln. Zum einen kommt der Morphismus Y —f> XN von
RG-Moduln auf v(f(iX))u, zum anderen auf (vfu)(iX’). Da aber (iX)u = u” (iX'), stimmen
diese beiden Resultate iiberein.

Ferner bringt der Funktor F kurz exakte Sequenzen in kurz exakte Sequenzen, da er die unterlie-
gende Sequenz abelscher Gruppen beléflt.

(2) Zu zeigen ist, dafl (—,UI) exakt ist; cf. Aufgabe 18.(5). Nach Voraussetzung ist

T(_aUI)

Letzterer Funktor ist exakt als Kompositum zweier exakter Funktoren.

1

S(V(_)vl) = S(_’I) oV.

(3) Sei X ein RG-Modul. Wir haben zu zeigen, dafl eine injektive Auflosung I von X eine
(F, F")-azyklische Auflésung ist. Sei k > 0. Es ist I* als injektiver Modul sowohl F- als auch
(F' o F)-azyklisch. Wegen (1) kénnen wir (2) anwenden und erhalten, da8 F'I* ein injektiver und
insbesondere F’-azyklischer RG-Modul ist. Cf. zweites Beispiel in §4.3.
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Aufgabe 85.
(1) Die zueinander inversen Bijektionen

XN« pN(R,X)
z > (12
1f - f
sind RG-linear.

(2) Seien A — I und A’ — I’ Quasiisomorphismen in injektive Aufldsungen wie im zweiten Lemma
in §4.3 beschrieben. Geméif loc. cit. erhalten wir auch Quasiisomorphismen rn(R, A) — gn(R, )
und pn(R, A’) — gn(R,I'). Ferner sind I und I’ in K(RG-Mod) isomorph, und daher auch
RN(R, I) und RN(R, I) in K(RG—MOd).

(3) Esist

F _
RG-Mod x RG-Mod — RG-Mod
(X R Y) — RN(Xa Y)

ein biadditiver Funktor. Die Behauptung folgt mit den Argumenten aus dem Beweis zum Satz in
§1.6.2.4, angewandt auf dieses F.

Aufgabe 86. Wir rekapitulieren zunéichst die aus den Losungen zu den Aufgaben 38 und 45 benétigten
Details.

Fiir i € Z schreiben wir i = di + i mit i € [0,d — 1].
Sei ZC,, —> ZCyp, 1—> O + ¢! + .- "1, Sei ZC, —> ZCy, 1 — ¢ — 1. Bs ist

P = (- —ZC, — ZC) —> ZC,, —> ZC), —> ZCY)

eine projektive Auflésung von Z iiber ZC,,; cf. Aufgabe 38. Ahnlich haben wir eine projektive Auflésung

’ ’ ’

P = (- —>ZCyy — ZCy, —> ZCy —> ZCyy —> ZC'y)

von Z iiber ZC,,. Hierbei ist 1u’ = ® +¢? 4 --- + ™74 und 1v' = ¢? — 1. SchlieBlich haben wir noch
eine projektive Auflosung

_ @ 7 @ 7
P = ( HZCdHZOdHZCdHZCdHZOd)
von Z iiber ZCy. Hierbei ist 1 =c® +¢' +---+¢% !, und 1o = ¢ — 1.

Wir haben einen identitétsfortsetzenden Isomorphismus Plg,, = P’ in K(ZC,,-Mod) der Gestalt

* > 70, —2>17C, —2>17C, —>7C, —2>17C,

A

*s 70, —=7ZC,, ——7ZC,, ——= 7ZC,, ——= ZC,, ,

mit
%)
zc, — 1ZC,
ct , Cdi
P
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wobei ¢ € Z. In der entgegengesetzten Richtung haben wir einen identitétsfortsetzenden Isomorphismus

Plc,, = P’ in K(ZC,,-Mod) der Gestalt

v u

v u v

ZC, ZC, ZC, ZC, 7C,
N T A
Y ZCy, - ZC, —L s 7Cyy — = ZC, - ZC
mit
ZC, ——~ ZC,
o Y
¢
zC, — ZC,
= Yicpa- T
wobei j € Z.
(1) Fiir k > 0 ist als abelsche Gruppe H*¥(C,,) isomorph zu Z, falls k = 0; isomorph zu Z/m, falls

k=2 0und k

> 2; und Null sonst; cf. Aufgabe 41. Wir behaupten, dafl die ZC3-Modulstruktur auf
dieser abelschen Gruppe jeweils trivial ist;

i.e. dafl die Multiplikation mit ¢- (—) identisch operiert.

Zur Berechnung der Modulstruktur diirfen wir dank Aufgabe 85.(3) den Komplex z¢, (P, Z) heran-
ziehen. Zur Berechnung der unterliegenden abelschen Gruppen diirfen wir den Komplex z¢, (P', Z)

heranziehen. Die ZCj-Modulstruktur auf

den Homologiegruppen des letzteren kénnen wir vermit-

tels Transport von Struktur via der beiden eingangs angefiihrten Komplexmorphismen bestimmen.
Représentantenweise kommt an den geradzahligen Positionen

—~

)
)

©

(¥ — 2)

I

ol

(

||I

Iy

> el )

(c!
(¢ =l 2 b 2)
(¢t 2)

(c

el i —» 2) |

wobei i € Z und z € Z. Somit gibt die Multiplikation mit ¢ auf Z resp. auf Z/m in der Tat die

Identitét.
Wir erhalten wie in Aufgabe 41
HO(Cq, H*(Cyn))

H! (Ca, H' (Cn))
H2(Cy, H(Cy))

~ HY%Cy4,Z/m) ~ Z/m
=~ Hl(Cd,O) ~ 0
~ H2%(Cy,Z) ~ Z/d,

und dies mit (1) jeweils mit der ZCy3-Modulstruktur, fiir die ¢ identisch operiert.

(3) Esist
E(co/=1/0/=00)™? ~ E(1/-1/0/-4)*2
~ E(1/-1/0/-3)*"2 da H3(Cy) = 0
~ E(1/- 1//0/ 2)T2 da HY(Cp,) = 0
~ HY(Cq,H*(Cpn)) -
Es ist

E(co/=2/—1/—00)*?

1R R

E(
E(0/—2)—1/—
Hl

0/=2/-1/-4)**
3)+2

HY(Crm)) -

da H?’(Cd) =0
(Cda
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Es ist

E(co/ =3/ —2/—00)*? E(0/-3)—2/-4)**
E(—1/—3/—2/—4)*? da H'(Cp) = 0
H2

(Cda HO(Cm)> :

1R

Alle zu betrachtenden Terme gehoren zum eigentlichen Teil der Lyndon-Hochschild-Serre-
Spektralsequenz; cf. Aufgabe 71.

Mit Aufgabe 80 diirfen wir ersatzweise die eigentliche Spektralsequenz EI(D) des Doppelkomple-
xes D == z¢ (Barg, .z, zc,.(Barg, .z,2)) verwenden. Mit Aufgabe 83.(3) diirfen wir stattdessen
die eigentliche Spektralsequenz Er(D) des Doppelkomplexes D := zc,(Barg, ., ®z Barg, .7 ,Z)
verwenden. Hier stehe — als Platzhalter fiir die Zeilenindizes, und * als Platzhalter fiir die Spal-
tenindizes.

Haben wir allgemein Ringe R, R’ und S, und einen biadditiven Funktor

R-Mod x R’-Mod S-Mod ,
so induziert dieser einen Funktor
C(R-Mod) x C(R-Mod) X7 o(s-Mod)
welcher wiederum einen Funktor
K(R-Mod) x K(R'-Mod) d KK (S-Mod)

induziert, unter Mifibrauch der Bezeichung alle gleichen Namens. Denn ist A € ObC(R-Mod)
split azyklisch und X € Ob C(R’-Mod) beliebig, so ist F(A,X) € Ob CC(S-Mod) vertikal split
azyklisch; analog fiir einen azyklischen Eintrag an zweiter Stelle.

Insbesondere ist Barg, .z ®z Barg, .z isomorph zu P ®z P in KK(ZC,,-Mod). Anwenden des kon-
travarianten additiven Funktors zc, (—,Z) liefert einen Isomorphismus

D ~ D := zc(P®P Z)

in KK(Z-Mod).
Verwenden wir die Schreibweise (—)* := zc¢,(—, Z), und schreiben wir ferner M := (ZCq®z ZC),)*
sowie u* :=1Q@u*, v* :=1®0v", " :=u" ®1 und v* := 0" ® 1, so stellt sich der Doppelkomplex

D, aus dessen Spektralsequenzterme wir gewisse berechnen wollen, wie folgt dar.

Zur Berechnung der Filtrierungsterme

E(co/—ooffoo/—00)t? = E(co/—4//0/—c0)*? = E(0/-3/0/-4)*"
E(co/—4)~1/-00)*? = E(0/-3/-1/-4)*?
E(co/—4)~2/-00)*? = E(0/-3)-2/-4)*?
E(co/—4/—3/—00)*2 = 0
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berechnen wir das Bild von
H2t,D(-3/—4) (= 0), H2D(—2/—4), H2:D(—1/—4) resp. H2t;D(0/—4)
in H2t11:?(0/—3). Dazu berechnen wir die Morphismen
0 —» H2t;D(—2/—4) —» H2t;D(—1/—4) —» H2t;D(0/ —4) —» H2t;D(0/—3)

aus folgenden Ausschnitten von Komplexmorphismen. Darin sei M*) := @ie[l, K] M. Die mittlere
Spalte befindet sich an Position 2 im jeweiligen Komplex.

0 My t1D(—2/—4)
(01) (607)
(—=v* —a™) @) (70 711* 17*> 3) x
M M M tyD(—1/—4)
010 0100
o (59) (84¢)
v* ¥ 0 0
u* v 0 —u* —g*
(2) <0 - _ﬂ*) 3<8 0o v 770*) 1 >
M M®) MW t1D(—0/—4)
100 100
) () (141)
. veovt 0,
(o) v () :
M®) M® M®) t1D(—0/—3)

Esist M = z¢,(ZCy ®z ZC,,, Z). Darin hat ZC; ®z ZC,, die ZC),-lineare Basis (ﬁ ®1:4i€e(0,d— 1])
Beziiglich dieser Basis identifizieren wir M mit Z<.

Berechnen wir v*, v*, @*, o* auf Z¢.
AR iz = zz)

(
(@1 Ym0 = com 1]_’CH P Yiciom-1) %F)
EZke[o n— 1] i— k)zE[Od 1]

Zke[od e zk)zemd 1]

(zi)ic0,a-1)
.
b
(zi)icjo,a—1] F (FT@d—z)

> @@l (c—1) =t g —d @l 2z — 2)

el G Zi)ie[md—l]

c ®1Hz1)

C R > ke, 1]C PO 1 Y ep.a-1) 77E)

(#i)icj0,d—1] (e
(¢
EZke [0,d—1] Zl-‘rk)zE[O d—1]

p—>
a*

p—>

.

ZkeOd 1] %k)ic0,d—1]
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(zi)iepp,a—1) H> (@1 2z)

> (@Rl @1 - @1 2y — %)
= (Zﬁ_zi)ie[o,d—1]

Um die folgenden Rechnungen besser darstellen zu kénnen, beschrinken wir uns auf den Fall d = 3. Wir
schreiben weiterhin d fiir 3, wann immer es auftritt. In Matrixform erhalten wir

mmm -1 1 0
uw*r = (mmm) v¢ = ( 0-—1 1)
mmm 1 0-1
111 -1 0 1
u*r = (111) T — ( 1-1 0)
111 0 1-1
Unser Komplexmorphismenausschnittsdiagramm wird zu folgendem.
-1 1 0-1 0 1
0—-1 1] 1—-1 0
1 0-1) 0 1-1
0 VA 7,6
(0[1) -m-m-—-m|—1—-1-1 0 0 O
—-m—-—m-—-m|—-1-1-1 0 0 O
—m-—-m-—-m|—-1-1-1 0 0 O
1-1 0]—-1-1-1 0 0 0o—-1 1 0-1 0 1
0 1-1-1-1-1 0 0 O 0-1 1 1-1 0
-1 0 1[-1-1-1 o 0 0 1 0-1 0 1-1
VA VA VAS
-1 1 0 -1 O 1] 0 0 0l 0 0 O
0—-1 1 1 -1 0o 0 0O 0 0 0 O
01110 1 0—-1 0 1 -1 0 0 0 0 0 O
mmm|—1 0 1] 0 0 0 (001> 0o 0 O-m-m-m|l-1-1-1 0 0 O
mmm| 1—-1 0 0 0 0 0o 0 O-m-m-m|l-1-1-1 0 0 O
mmm| 0 1—-1 0 0 O 0 0 Om—-m-m|—-1-1—-1 0 0 O
000 1-1 0O-1-1-1 0O 0 0o o O O0-1 1 0/-1 0 1
000 0 1-1-1-1-1 0O 0 0o O O o O0-1 1] 1—-1 0
76 000-1 0 1|-1-1-1 79 o 0 0 0O O o1 0-1 0 1-1 z12
-1 1 0—-1 0 1 0 0 O
0—-1 1] 1 -1 0 0 0 O
1|0]0 1 0-1 0 1 -1 0 0 O
mmml|—1 0 1] 0 0 0 0|1|0 0 0 0Of-m-—-m-—-m|—-1-1-1
mmm| 1—-1 0 0 0 O olol1 0 0 0Of-m-m-m|—-1-1-1
mmm| 0 1-1 0 0 O 0 0 O—-m-m-—-m|—1-1-1
000 1-1 0-1-1-1 0O 0 0 0 O oOo-1 1 0
000 0 1-1|]—-1-1-1 0O 0 0 0 O o O0-1 1
ZG 000-1 0 1|]-1-1-1 Z9 0O 0 0 O O 0 1 0-1 Z9

Hierin haben wir die 3 x 3-Einheits- resp. -Nullmatrix auch mit 1 resp. 0 bezeichnet.

Wir diirfen links Zeilen- und rechts Spaltenumformungen vornehmen. Bei den Spaltenumformungen diirfen
wir auch einen gemeinsamen Faktor aus den Spalteneintridgen entfernen, da dies den Kern nicht &ndert.
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Z2

O

—— O

3

Z

Wir erhalten folgendes.

S N N
[elojo]lelelo] (aloly] OO~
| |
O
o= oo (HH—|OO0O OO0
| OO0 O0 00O ooo|coo
——H—H| OO0 O |
(\
iplnle] (elele) (ole]e) ooo|coo
N N N
- -
_ (=] L= SO —
e — D 7 (=] Ll (=]
~ Sl ——s SR ——— S
P NI N
—— S —_. S —— S
I [ |1
—— S —_— S S
| [ [
_ S So—=o So—=o
I , ,
o= 01_:10 0.|_A10
|
—— O o—HOoO O oS—HOoO O
| j=lejw=) mooo
IS
—oo gooco gooco
(\
/‘\ (
S N N

Die horizontalen Abbildungen links sind alle injektiv. Tragen wir noch Kerne und Homologiegruppen ein,

und unterschlagen die bisherige rechte Spalte, so ergibt sich folgendes.

(111)

Z

m

Z/d

Z/dm

S
/-~
coco-
— coco-
oo coco-
o co-o
oo |
oo 0%10
|
—_——o o—oo
| l=l=l=)
= oo
—~ooo
—
— (\
=)
=)
Z <«
VS VS
P —— S — S
——s [ |1
[ co—o co—o
oo oo o—~oOo
—O O
~_ fooco Sococo
( (
S N N

Z/dm
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Hierin sind die vertikalen Morphismen der dritten Spalte von links durch Inklusionen in die jeweiligen
letzten Summanden gegeben. Man erinnere sich an n = dm.

Als Bilder im untersten Homologieterm Z/n ergeben sich nun folgende Filtrierungsterme

E(o/—0foo/—00)T2 = E(co/—4/0/—c0)*? = E@0/-3)0/-4)*? =~  Z/nZ
E(o/—4)—1/—00)™2 = E(/-3)-1/-4)"? ~ mZ/nZ
E(oco/—4)/—-2/—0c0)t? = E(0/-3)-2/-4)*? ~ mZ/nZ
E(oco/—4)/—=3/—)*? = 0 ~ 0Z/nZ

Als Subquotienten erhalten wir also

E(0/-1)0/-4)T2 =~ Z/m
E(0/-2)-1/-4)"2 =~ 0
E(0/-1)-2/-4)*2 ~ Z/d,

was sich aus (2) und (3) ebenso ergibt.

Aufgabe 87.

(1)

Sei (X LY) € OblA;, R-Mod l. Wir definieren einen Funktor von dort nach (g%)—Mod,

indem wir einen Modul X &Y definieren mit der Operation (§ 2) (z,y) := (azx,bx f + cy). Auf den
Morphismen entsprechend.

Sei umgekehrt ein Modul Z iiber (§ %)—Mod gegeben. Wir definieren einen Funktor von dort nach
A1, R-Mod 1, indem wir e := (58), f= (8 (1)) und n = ((1)8) schreiben, fne = n bemerken, und

e — fZ
ez FH— nez = fnez

setzen. Auf den Morphismen entsprechend.

Diese Funktoren sind gegenseitig inverse Aquivalenzen.

Beachte zunichst, daB ein Morphismen in [[A;, R-Mod | genau dann monomorph ist, wenn er
punktweise monomorph ist.

P
Wir behaupten, die injektiven Objekte in [[A;, R-Mod I sind genau die Objekte der Form I — J,
mit p split epimorph und I und J injektiv.

Ein Summand eines solchen Objektes ist wieder von dieser Form. Also geniigt es zu zeigen, dafl

Objekte dieser Form injektiv sind, und dafl jedes Objekt einen Monomorphismus in ein solches
Objekt zulaflt.

Um ersteres zu zeigen, geniigt es einzusehen, dafl T L I fiir I injektiv ein injektives Objekt ist,
und daf§ I — 0 fiir [ injektiv ein injektives Objekt ist. In beiden Fillen kann man die Injektivitéit
von I dazu verwenden, eine Retraktion zu einem Morphismus von unserem fraglichen Objekt in
ein beliebiges Objekt anzugeben.

Um zweiteres zu zeigen, sei uns (X I Y') vorgegeben. Sei X e T mit [ injektiv und Y Sy
mit J injektiv gewéhlt; cf. Aufgabe 19. Bilde
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(3) Das Schlangenlemma aus Aufgabe 20.(3) zeigt, dafl der Funktor Kern linksexakt ist. Wie fiir jeden
linksexakten Funktor kénnen wir R? Kern und Kern identifizieren.

(4,5) Sei (X I, Y) € OblLA;, R-Mod II. Wir 16sen dieses Objekt injektiv auf, und wenden gleich auf
die Auflosung den Funktor Kern an. Dies liefert folgendes Diagramm, in welchem der Einfachheit
halber der Kern eines Morphismus g mit K, abgekiirzt wurde.

Ky —e—> 1> 54— J?
Ky —es X" Ly
Ky oI5 o s

GemiB Aufgabe 18.(5) sind die Vierecke (I, J*, X", Y"), (I?,J?,X",Y") etc. Pushouts. Gemif}
Aufgabe 18.(5) und Schlangenlemma ist also zwar Kj —e> Ky — Ky nur linksexakt, aber
Ky —> Ky —+> Ky, Ky —o> Kp2 =+ Ky ete. sind kurz exakt. Es folgt R*Kern = 0 fiir
1 > 2, was (4) beantwortet.

Berechnen wir R! Kern. Hierzu kann der Cokern von Ky — Ky gebildet werden. Geméf Schlan-
genlemma ist dies aber gerade der Cokern von f, da p® epimorph ist. Dies beantwortet (5).

Das Diagramm liefert iibrigens auch R” Kern = Kern und bestéitigt so nochmals die Antwort zu

(3)-

Alle Antworten sind natiirlich in (X N Y).

Aufgabe 88.

(1) Zunichst bemerken wir, daf§ das Diagramm beidseitig fortgesetzt werden kann. Es setzt sich aus
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folgenden kurz exakten Fundamentalsequenzen zusammen.

B(—i/—oof— i — 1+ 1/(—i +1)~1)++s

\

D = E(—i/—ocoff—i—1+1

~

—oo) it

E(—i+1/—0of—i—r+1/—c0)t"t = DI 7

\/

Dimlitl = E(—i+1/—ocof—i—7

+

2/ _OO)+i+j

E(—i+1/—i—r+1)—i—r+2/—oco)titi

\/

Eitr=29-r42 = B(—i+1/—i—r+

—

J—i—r+2/—i—2r42)tt

E(—ootl/—i—r+1f—i—r+2/—i—2r+2)F+

\/

Ditr=Li=rt2 = E(—cof!/—i—r+1)/—c0Tl/ —i—2r +2)*ti

E(—oo™/—i—r+2)—00T!/ —i—2r+2)TitJ

\/

Di+r—27j—r+3 _ E(—OO+1/—i—T+2//—OO+1/ —i—2T+3)+i+j

/

B((—i — 2+ 2)*1/— i — 7+ 2 —00*/ —i — 2 + B)++7

(2) Zunéchst bemerken wir, dafl das Diagramm beidseitig fortgesetzt werden kann. Es setzt sich aus
folgenden kurz exakten Fundamentalsequenzen zusammen.

E(oo/—i— 1/ —i/—i—r)titi

’i\

Did = E(oo/—i—1jo0/—i—r)Titi

E(co/—ifloo/—i—r)titi = DI/

\/

Di~Litl = E(oo/—ifloo/—i—r+ 1)Ti+i

E((—i— 1)t/ —ifoo/—i—r 4 1)TH

\/

+
[

Bitr =12 = B((—i— )t /= i (=i — 2r 4 1)L/ i — p 4 1) FiF

~

E((—i—r)t foo (=i — 2r + 1)t /— i —r 4 1)titi

\/

+
[

Di+r—1,j—r+2 = E((—i—71) /OO//(—Z —r+ 1)+1/oo)+i+j

E((—i —r+ 1)t foo /(=i — 2r + 1)+1 Joo) FitJ

\/

DEFr20=r+3 = B((—i— r 4 1)*foo /(=i — 2r + 2)* Joo) Fi+

/

E((—=i—r+ 1)/ (=i —2r+ )™ (=i — 2r + 2)T1 Joo) Tt
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Aufgabe 89. Wir kénnen das kommutative Viereck ergédnzen zu folgendem horizontal geschriebenen
Morphismus kurz exakter Fundamentalsequenzen.

E(6/8/8' /) E(@/B/)8'/)

; !

E@/ﬁg/v/a) — E@/ﬁgv’/a)
E(6/8" v/ o) —e=E(0/B' ]+ ] x)
Dies zeigt die Aussage dank Aufgabe 18.(3,5).
Aufgabe 90.

(1) Sei I € ObC*(R-Inj) eine injektive Auflssung von M. Betrachte den Doppelkomplex
X*7 == RP,I7) € ObCC-(R-Mod) .

Sei E := EH(X)
Fiir i > 0 ist g(P;,I) — gr(P;, M) ein Quasiisomorphismus, wenn letzteres als Komplex konzen-
triert in Position 0 angesehen wird. Mit dem Lemma aus §1.6.2.4 ist also

tR(P7I) - tR(PvM) = R(PvM)
ein Quasiisomorphismus. Folglich ist
E(oco/—00foo/—00)tF = HMX = H" p(P,I) ~ HY g(P,M))

fir k > 0. Mit dem Lemma aus §4.2.3 ist nun unter Verwendung der Exaktheit von p(—,I?) fiir
120

HakaaX*,f

H”‘Hk*“(R(P*, I*))

H® ( g(Hp—a(P:),17))

Exts(Hg—o(Py), M)

E(—a+1/—a—1)—a/—a-2)**

IR 1RR

fiir K > 0 und « € [0, k.
(2) Verwenden wir (1) fiir den Ring R, fiir P := R @grg Barg.r und einen R-Modul M, so erhalten

wir

E(oo/—o00f/oo/—00)T* H*( iR ® g Barg;r, M))
Hk Rg(BarG;R,M))
Extf (R, M)
H*(G, M; R)

1R 1R

E(—a+1/—a—1)—a/—a—2)*F Extf(Hi—o(R Qra Barg.r), M)

(
Ext%(Hk_a(G§ R)) M)

1R

fir k> 0 und « € [0, k.
(3) Vorbemerkung. Nach Aufgabe 5.(3) ist ein R-Modul T bereits dann injektiv, falls er divisibel ist,
i.e. falls fiir jedes a € R der von der Multiplikationsabbildung R 2+ R induzierte Morphismus

rR,T) S r(R,T) epimorph ist. Insbesondere ist T bereits dann injektiv, falls er kurz exakte
Sequenzen endlich erzeugter R-Moduln in ebensolche tiberfiihrt.

Wir behaupten, da8 es eine injektive Auflosung I von M so gibt, daB I¥ = 0 fiir k& > 2. Sei
M —e— 1% mit I° injektiv iiber R gegeben. Es geniigt zu zeigen, da der Cokern C dieses Mo-
nomorphismus injektiv ist; i.e., unter Verwendung der Vorbemerkung, dal r(—,C) kurz exakte
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Sequenzen endlich erzeugter R-Moduln in ebensolche {iberfiihrt; i.e., unter Verwendung einer lang
exakten Ext-Sequenz, dafl Ext}%(X ,C) =~ 0 fiir alle endlich erzeugten R-Moduln X.

Sei X € ObR-Mod endlich erzeugt. Wir wollen Extp(X,C) =~ 0 zeigen. Die lang exakte
Ext-Sequenz auf M —e» IO — C' zeigt wegen Exth(X,I°) ~ 0 und Ext%(X,1°) ~ 0, daB
Exth(X,C) ~ Exth(X,M). Da R ein Hauptidealbereich ist, gibt es eine projektive Auflésung
P von X mit P, = 0 fiir k > 2. Also ist Ext%(X, M) ~ 0. Dies zeigt die Behauptung.

Schreibe X*~ := g((R ®grc Barg.r)«, I~). Wir erinnern an E = Ej(X). Beachte, da8 Xkt =0
fiir £ > 2, und also

HktHX(B/Oé) ~ 0
firk>0und —co<a< g < -2,

Betrachte nun fiir £ > 1 die Fundamentalsequenz
E(c>o/72//71/foo)+’c+1 — E(oo/fQ//O/foo)JrkJrl —— E(oo/fl//()/foo)ﬂc+1

Wir behaupten, daf3
E(co/—2//0/—00) 1 ~ E(co/—00 0/ —00) T ~ E(00/—00 oo/ —00) TF! ~ H* Y@, M;R) .
Mittels einer Fundamentalsequenz geniigt es fiir die erste Isomorphie zu zeigen, dafl

E(oo/—o00f/—2/—o00)tF+l ~ 0. Aber es ist H* 1t X (—2/—00) = 0. Dies zeigt die Behauptung.
Wir behaupten, daf3

E(co/—2/—1/—00)TFH1 ~ E(0/-2/-1/—00) k! ~ E(0/-2/—1/-3)"*1 ~ Exth(Hp(G; R), M) .

Mittels einer Fundamentalsequenz geniigt es fiir die zweite Isomorphie zu zeigen, dafl
E(=2/—o00/—=3/(=1)"1)*F*2 = 0. Aber es ist H**%t;; X (—2/—00) = 0. Dies zeigt die Behaup-
tung.

Wir behaupten, daf3
E(co/—1/0/—00)™* 1 ~ E(1/-1)0/—00) k™! ~ E(1/-10/-2)"* ! ~ Ext%(Hpy1(G; R), M) .

Mittels einer Fundamentalsequenz geniigt es fiir die zweite Isomorphie zu zeigen, dafl
E(-1/—00/—2/0~1)**k+2 = (. Wegen eines Monomorphismus dieses Objekts in folgendes Objekt
geniigt es zu zeigen, dal E(—1/—oc0//—2/—o0) k*+2 = 0. Aber es ist H**2t;; X (—2/—0c0) = 0. Dies
zeigt die Behauptung.

Die drei letzten Behauptungen zusammengenommen liefern das Gewiinschte.

Aufgabe 91.

(1) Wir haben ein Diagramm

X Yo X
1 l/ 2
Y —=Y
b/
in R-Mod mit a't = 1x, und i1s = ly/. Also ist ¥ (ists) = i1a’ts = 418 = 1ly. Somit ist ¥’ eine
Coretraktion. Mit Aufgabe 21 folgt, dafl Y/ — Y — Y split kurz exakt ist.

H*4

Hk‘,
(2) Zun#chst zeigen wir, dafl Y azyklisch ist. Sei k¥ € Z. Es ist (HkYHH’“X—ZlHkY) =

id
(HFY — H*Y). Also ist H*p epimorph. Da H*X ~ 0, folgt H*Y ~ 0.
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Zeigen wir nun, dafl Y split azyklisch ist. Sei k € Z. Wir haben einen induzierten Morphismus von
kurz exakten Sequenzen

BFX — > Xk — s> BFFlYX

B’%T le TB"‘*%‘

BFY — =Yk — s Bty
Da die obere split kurz exakt ist, gilt dies mit (1) auch fiir die untere. Mithin ist Y split azyklisch.

Ist Y split azyklisch, so faktorisiert 1y tiber den split azyklischen Komplex Y, woraus Y ~ 0 in
K(R-Mod) folgt, da nun 0 —= Y — 0 und Y — 0 — Y beide zur Identitit komponieren.

Sei umgekehrt Y ~ 0 in K(R-Mod). Dann ist 1y nullhomotop, und also gibt es einen split azy-
klischen Komplex X € Ob C(R-Mod) so, daf 1y iiber X faktorisiert. Dank (2) ist nun Y split
azyklisch.
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Viele grundlegende Dinge finden sich bereits in dem Klassiker [7]; cf. insbesondere
[7, XII, XIV.§4, XV, XVII]. Der Band [3] ist eine zugéngliche Einfithrung in die Cohomolo-
gie von Gruppen. In [18] wird unter anderem die Homologische Algebra im etwas allgemei-
neren Rahmen abelscher Kategorien behandelt. In [21, Chap. 7] finden sich gruppentheo-
retische Anwendungen des Transfers. In [1, VI.5] werden imposante Berechnungen von Co-
homologieringen angestellt. In [11, Th. 2.4.1] findet sich die Grothendieck-Spektralsequenz,
ein Vorldufer findet sich bereits in [7, XVII.§7]
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