Kiinzer (Truong) 05.09.2022

Klausur zur Algebra fiir Lehramt

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhédndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verldsst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.
e Antworten sind zu begriinden. Nachvollziehbare Rechnungen zihlen als Begriindungen.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 01.10.2022 im Campus-System

bekanntgegeben.

VIEL ERFOLG!

Hinweise fiir Wiederholer:

Wer diese Priifung als Wiederholungspriifung schreibt, wird darauf hingewiesen, dass zu dieser Wie-
derholungspriifung unter bestimmten Umsténden eine miindliche Nachpriifung gehort, es sei denn,
die schriftliche Priifung ergibt die Note 4,0 oder besser.

Wiederholer, bei denen eine miindliche Nachpriifung erforderlich ist, miissen dafiir mit dem Priifer bis
zum 15.10.2022 einen Termin vereinbaren. Sie sind verpflichtet, sich rechtzeitig iiber das Ergebnis
der schriftlichen Priifung zu informieren und sich zum vereinbarten Zeitpunkt fiir die miindliche

Nachpriifung bereitzuhalten.

Mit Threr Teilnahme an dieser Priifung erkennen Sie diese Verpflichtungen an.
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Aufgabe 1 (24142 Punkte)

(1) Untersuchen Sie unter Verwendung des Satzes von Descartes, ob das Polynom X3+X+3 € Z[X]
eine Nullstelle in Q hat.

(2) Folgern Sie aus (1): Es ist X? + X + 3 irreduzibel in Q[X].

(3) Zeigen Sie: Es ist X? 4+ 6X + 3 irreduzibel in Q[X].

Aufgabe 2 (14241 Punkte)
(1) Man bestimme einen Ringisomorphismus ¢ von Z/(15) nach Z/(3) x Z/(5).
(2) Man bestimme zu ¢ aus (1) eine Abbildungsvorschrift fiir ' : Z/(3) x Z/(5) = Z/(15).

(3) Man finde Elemente e, f € (Z/(15))* mit e+ f =1 und ¢* = e und f? = f.

Aufgabe 3 (2 Punkte)

Man bestimme x, y € Z mit

vs(z +y) > min{vs(z),vs(y)} > 0.

Aufgabe 4 (24141 Punkte)

Wir betrachten Sy als S;-Menge via Konjugation.
(1) Man bestimme Stabsg, ((1,2,4)) = Cg,((1,2,4)).
(2) Man bestimme |54(1,2,4)| unter Verwendung des Bahnenlemmas.

(3) Man bestimme { f € 54(1,2,4) : f(1)=3}.

Aufgabe 5 (24+2-+2 Punkte)
Man zeige oder widerlege.

(1) Jede Gruppe G mit |G| = 45 besitzt einen Normalteiler der Ordnung 5 und einen Normalteiler
der Ordnung 9.

(2) Jede Gruppe G mit |G| = 45 ist abelsch.

(3) Jede Gruppe G mit |G| = 45 enthilt ein Element der Ordnung 9.

Aufgabe 6 (2 Punkte)
13

Sei A = (5 7 ) € Z**2,
9 11

Man bestimme eine Matrix D € Z3*? in Elementarteilerform, fiir welche es
S € GLy(Z) und T € GLo(Z) gibt mit SAT = D.

Die Matrizen S und T brauchen nicht ausgerechnet zu werden.

Bitte wenden —
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Aufgabe 7 (14+2+43+1+1+2 Punkte)

(1) Man bestimme alle irreduziblen Polynome von Grad 2 in F;[X].
(2) Man zeige: Es ist X° + X? + 1 € [,[X] irreduzibel.

(3) Man konstruiere einen Korper Fsy mit 32 Elementen.

Man gebe eine F-lineare Basis von F3y an.

Sind die Ringe Fsy und Z/(32) zueinander isomorph?

(4) Sei u € U(Fs2) mit u # 1 gegeben. Man bestimme die Ordnung von u.

Wieso miissen dazu die Potenzen von « nicht berechnet werden?
(5) Seiy € F5o mit y & {0,1} gegeben. Man bestimme deg(p,, (X)).

(6) Sei Aut(Fs3|F;) die Gruppe der Automorphismen von Fs, iiber [, .
Man gebe einen Automorphismus ¢ € Aut(Fse|F) an mit ¢ # idg,, .

Man bestimme die Ordnung von ¢ in Aut(Fss|F,).

Aufgabe 8 (1434142 Punkte)

(1) Man bestimme @ (X) - ®5(X) und ®1(X) - P5(X) - Pos(X).
(2) Man bestimme das Kreisteilungspolynom ®o5(X).
(3) Man bestimme den Korpergrad [Q((as5) : Q).

(4) Gibt es einen Zwischenkorper Z mit Q((e5) | Z |Q und mit [Z : Q] = 87




