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Vorwort
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Konventionen

e Sei X eine Menge.
Wir schreiben Y C X, um auszudriicken, dafs Y eine Teilmenge von X ist.
Wir schreiben Y C X, um auszudriicken, daft Y eine Teilmenge von X ist mit
Y # X.

e Fira,b € Zseila,b]:={z€Z : a<z<b} das ganzzahlige Intervall.

o Fira€ZselZsy:={2€Z :a<z}.

e Sei X eine Menge. Seien Y, 7 C X.
Wir schreiben Y U Z := Y U Z, um auszudriicken, daf eine disjunkte Vereinigung
vorliegt, dafs also Y N Z = () ist.

e Seien X und Y Mengen. Sei f: X — Y eine Abbildung.

Sei X' C X, Y’ CY und f(X’) C Y’. Wir schreiben f|%, : X' — Y’ : o'+ f(a)
fiir die eingeschrankte Abbildung.

Ist Y’ =Y, so schreiben wir auch f|x = f|% .

Ist X’ = X, so schreiben wir auch f|¥" := f|%.

e Sei X ecine Menge. Es bezeichne | X| die Anzahl der Elemente von X.
Wir schreiben dabei | X| = oo, falls diese Anzahl nicht endlich ist.

e Sei X eine Menge. Bezeichne Pot(X) :={Y : Y C X } die Potenzmenge von X.

e Sei R ein kommutativer Ring. Seien m, n > 0. Seien k € [1,m] und ¢ € [1,n].

Sei ey, € R™*" die Matrix, die an Position (k,¢) den Eintrag 1 an, und an allen
anderen Positionen den Eintrag 0.

Falls n = 1 ist, so schreiben wir auch e; := e;; fiir den Spaltenvektor, der an
Position k£ den Eintrag 1 hat, und an allen anderen Positionen den Eintrag 0.



Kapitel 1

Ganze Zahlen und Polynome

1.1 Ringe

Definition 1 Ein Ring ist eine Menge R, zusammen mit Abbildungen
(+) : RXR—R : (r,s)—r+s,

genannt Addition, und
() : RXR—R : (r,s)—r-s,

genannt Multiplikation, derart, dak die folgenden Eigenschaften (Ring 1-7) gelten.

Ringb) Firr, s,t € Rist (r-s)-t=r-(s-t).
Es gibt ein Element 1g derart, dafs fiir r € R sich r- 1g =7 = 1 - r ergibt.

Firr r',s, s € Rist (r+71")-s=r-s+7r'-sundr-(s+s)=r-s+r-s.

Oft schreibt man nur R := (R, +, ). Oft schreibt man nur rs :=r-sfirr, s € R.
Die Eigenschaften (Ring 1-4) besagen, daf (R, +) eine abelsche Gruppe ist.
(Ring 2) und (Ring5) geben Anlaf zum Weglassen der darin auftretenden Klammern.

Das Element Og in (Ring 3) liegt eindeutig fest, denn fiir Elemente Og, 0 in R mit dieser
Eigenschaft wird Og = Og + 0% = 0% . Wir schreiben oft 0 := 0Op .
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Das Element s in (Ring4) liegt eindeutig fest, denn fiir Elemente s, s in R mit dieser
Eigenschaft wird s = s +r + s’ = s’. Wir schreiben s =: —r.

Das Element 15 in (Ring6) liegt eindeutig fest, denn fiir Elemente 1g, 1 in R mit dieser
Eigenschaft wird 1z = 15 - 13 = 13 . Wir schreiben oft 1 :=1p.

Wir schreiben R* := R~ {0}.

Wir schreiben U(R) :={r € R : esgibtein s € Rmit r-s =15 = s-r} fir die Menge
der invertierbaren Elemente von R. Ein invertierbares Element heift auch eine Finheit (1).

Ist r € U(R), dann liegt das Element s € R mit - s = 1 = s - r eindeutig fest, denn fiir

Elemente s, s’ mit dieser Eigenschaft wird s = s-r - s’ = s’. Wir schreiben s =: r—1,

Falls r-s=s.r gilt fiir r, s € R, dann heifst der Ring R ein kommutativer Ring.

Falls (R, +, ) kommutativ ist, falls Og # 1g ist und falls fir alle r € R* ein s € R mit
r-s = 1 existiert, dann ist R ein Korper. Mit anderen Worten, es ist ein kommutativer

Ring R ein Korper, falls U(R) = R* ist.
Das Axiom (Ring7) kann auch dquivalent ersetzt werden, vgl. §A.1.

Definition 2 Sei R ein Ring.

Eine Teilmenge S C R heilst Teilring, falls Oz € S, falls 1z € S, und falls fir s, s € S
auch s — ¢’ und s- s in S liegen.

Diesenfalls ist S, mit auf S von R eingeschrinkter Addition und Multiplikation, wieder
ein Ring.

Die Bedingung Oz € S ist dabei redundant, da aus den anderen Bedingungen bereits
OR = 1R — 1R es fOlgt.

Definition 3 Seien R und S Ringe.

Das direkte Produkt R x S = {(r,s) : r € R, s € S} ist ein Ring mit eintragsweiser
Addition und Multiplikation, d.h. mit

(rys)+(r',s") == (r+7r,s+5)
(rys)-(r',s) == (r-r,s-s)

fir (r,s), (1",s') € Rx S.
Beispiel 4

(1) Esist Z ein kommutativer Ring.

(2) Essind Q, R, C Korper, also auch kommutative Ringe. Es ist Z C Q ein Teilring.

'Engl. unit.



(3) Sei R ein kommutativer Ring. Sei n € Zs; . Es ist R™*" der Ring der n x n-Matrizen
mit Eintragen in R.

Dieser ist i.a. nicht kommutativ. Z.B. ist in Q?*? zum einen (8(1)) : ((1)8) = (88), aber

zum anderen (68) . (8(1)) = (8(1)).

(4) Sei p prim. Es ist
Zpy = {3 €Q:a€Z,beZ” teilerfremd, p teilt nicht b} C Q

ein Teilring von Q, der Z als Teilring enthalt.

Definition 5 Sei R ein kommutativer Ring.

Es heifst R ein Integrititsbereich, wenn Or # 1g ist und fiir z, y € R* auch x -y € R*
liegt.
Beispiel 6

(1) Es ist Z ein Integritétsbereich.

(2) Jeder Korper und jeder Teilring eines Korpers sind Integritédtsbereiche.

(3) Esist Q x Q zwar ein kommutativer Ring, aber kein Integritéatsbereich. Denn z.B.
sind (3,0), (0,7) € (Q x Q)*, aber (3,0) - (0,7) = (0,0) = Ogxg -

Definition 7 Sei R ein kommutativer Ring.

Der Polynomring R[X] ist definiert als Menge der formalen Polynome

RIX] == {XicomaiX' :m€Zs,a € R fiirie[0,m]}
= {ap X+ X' +.. .. +a, X" : mE€Zsy,a; € Rftiri e [0,m]}.

Gesprochen wird R[X] als “R adjungiert X ” oder kurz “R X ”.

Zwei Polynome seien also genau dann gleich, wenn sie bei jedem Monom denselben Koef-
fizienten haben. (?)

Wir schreiben auch oft . a; X" := > iciom 4X ‘ wobei bei ersterer Schreibweise schon
vereinbart sei, dal es ein m € Z~q gibt mit a; = 0 ist fiir ¢ > m + 1.

Seien Polynome f(X) =, ,a; X" und g(X) = >0 b; X7 in R[X] gegeben.
Sei auf R[X] die Addition definiert durch
FX) +9(X) = (Y aX) + (D X)) = (a;+b)X" .

120 120 120

Eigentlich ist also ein solches Polynom eine Abbildung von Zso nach R mit endlichem Triger. Die
Verwendung der formalen Variable X gibt dieser Tatsache ein angenehmeres Aussehen.



Sei auf R[X] die Multiplikation definiert durch

FX) - g(X) = (D aX?) - (D 0 X7) = > (D ai-beg) X"

>0 §>0 k=0 i€[0,k]

Mit anderen Worten, die Multiplikation ist erklart als distributive Fortsetzung von
aX'b X7 = abX™ wobeia, b € Rund i, j € Zsg.

Man verifiziert, daf R[X] damit ein kommutativer Ring ist.

Natiirlich schreibt man auch

X+ X'+ anX?+ . 4+ a,X™ = ag+a X +aX?+ .. +a,X™.

Fiir f(X) =3 s0aX" € R[X]und r € Rsei f(r) =3, gar' € R Ist f(r) =0, dann
heifst » Nullstelle von f(X) in R.

Beispiel 8

(1) Wir haben den Teilring Z[X] C Q[X].
(2) Wir erinnern an den Korper Fy = Z/3Z = {0,1,2}, mit 1 + 1+ 1 = 0. Vgl. auch
Definition 17 unten.

In F3[X] ist X — X ungleich dem Nullpolynom 0, denn die Koeffizienten von X3 — X
bei X3 und bei X! unterscheiden sich von denen des Nullpolynoms.

Aber trotzdem gilt fiir alle x € Fy, dafl 2% — 2 = 0 ist.

Deswegen besteht man auf der Verwendung einer formalen Variablen X, im Unter-
schied zur tatsachlichen Variablen x.

(3) Ist R ein Integrititsbereich, dann ist U(R[X]) = U(R).
Ist also z.B. K ein Korper, dann ist U(K[X]) = U(K) = K*.
Ferner ist z.B. U(Z[X]) = U(Z) = {—1,+1}.

Definition 9 Sei R ein kommutativer Ring. Sei f(X) =", a; X’ € R[X].
Ist f(X) # 0, so ist der Grad von f(X) definiert als

deg(f(X)) == max{i € Z>o : a; #0} ®)

Zusétzlich setzen wir noch deg(0) := —oo, wobei wir vereinbaren, daff —oco < z und
—00 + 2 = —o0 sein soll fiir x € Z-o und daf (—o0) + (—o0) = —o0 sein soll.

3Engl. degree.
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Dann gelten fiir f(X), g(X) € R[X] die folgenden Ungleichungen.

deg(f(X) +g(X)) < max{deg(f(X)),deg(g(X))}
deg(f(X)-g(X)) < deg(f(X)) + deg(g(X))

Ist R ein Integritatsbereich, dann ist deg(f(X) - g(X)) = deg(f(X)) + deg(g(X)). Insbe-
sondere ist dann R[X] wieder ein Integritdtsbereich.

Ist f(X)=>";20a:X" € RIX]* und n := deg(f(X)), dann heikt a, auch der Leitkoeffizi-
ent von f(X).

Ein Polynom in R[X]* mit Leitkoeffizient 1 heift normiert.

Satz 10 (Descartes) Sei f(X) = aoX° + a; X' + ... + 4, X™ € Z[X].
Sei ag # 0 und a,, # 0.

Sei ¥ € Q mit u, v € Z* teilerfremd und mit

H2) =0

gegeben. D.h. sei ¥ eine Nullstelle von f(X), die in Q* liegt und gekiirzt geschrieben ist.

Dann ist u ein Teiler von ag . Ferner ist v ein Teiler von a,, .

Beweis. Es ist 0 =v™ - (3 a,-“—l:) = iciom] a;u'v™ "

ie[ovm} vt
Da agt™ = =Yy G0V = —u - (3, ' 0™ 7) durch w teilbar ist, aber u
und v teilerfremd sind, mufs u ein Teiler von ag sein.
mflfi)

Da a,,u™ = — Zie[o,m—l] a;uivm Tt = —v - (Zie[(),m—l] a;u'v durch v teilbar ist, aber

u und v teilerfremd sind, muft v ein Teiler von a,, sein. o

Beispiel 11 Wir wollen nachweisen, daf X3 + X + % € Q[X] keine Nullstelle in Q hat.

Dies ist dquivalent zur Aussage, daB f(X) := 3. (X + X + %) = 3X*® + 3X + 2 € Z[X]
keine Nullstelle in Q hat.

Annahme, doch. Dann gibt es * € Q mit u, v € Z* teilerfremd und mit f(%) = 0. Nach
Satz 10 ist dann aber u ein Teiler von 2 und v ein Teiler von 3.

Somit ist w € {1,2,—1,—2} und v € {1, 3, —1, —3}, folglich

e {1,2,3,2,-1,-2,—3,—2}.

Aber ein Taschenrechner gibt f(1) = 8, f(2) = 32, f(3) = &, f(3) = &, f(-1) = —4,
F=2)= 28, f(-}) = § J-3) =3

Da 0 nicht unter diesen Funktionswerten auftritt, haben wir einen Widerspruch.
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1.2 Ringmorphismen

Definition 12 Seien R und S Ringe.

Eine Abbildung ¢ : R — S heikt Ringmorphismus, falls p(1g) = 1g ist und falls fiir
r, " € R sich

ergibt.
Dann ist auch ¢(0g) = ¢(0r) + ©(0r) — ©(0r) = ¢(0g + 0r) — ¢(0g) = 0g .

Desweiteren ist o(—x) = p(—z) + ¢(z) — ¢(r) = p((—2) + ) — p(z) = P(0r) — p(x) =
0s — ¢(x) = —p(x) fir x € R.

Ferner ist fir r € U(R) auch o(r71) - p(r) = p(r=t-r) = ¢(1g) = lg, genauso
(1) - p(r71) = 15 und also p(r) € U(S) mit p(r=) = o(r)~".

Das Kompositum zweier Ringmorphismen ist ein Ringmorphismus.

Ist der Ringmorphismus ¢ bijektiv, so heifst ¢ ein Ringisomorphismus. Dies wird durch
¢ : R = S gekennzeichnet.

Ist ¢ ein Ringisomorphismus, dann auch ¢~ 1.

Zwei Ringe R und S heifien isomorph, geschrieben R ~ S, wenn es einen Ringisomorphis-
mus von R nach S gibt.

Beispiel 13 Sei z € Z. Wir betrachten die Abbildung
Z[X] 5 7
fX) = o(f(X)) = [f(z),
definiert durch Einsetzen von z in das Polynom f(X).

In der Tat ist ¢(1) = 1, da Einsetzen von z in das konstante Polynom 1 € Z[X]| eben
1 € Z ergibt.

Seien nun f(X), g(X) € Z[X] gegeben. Es wird
e(f(X)+9(X)) = [(z)+9(z) = @(f(X))+eg(X))
p(f(X)-9(X) = [f(2)-9(2) = @(f(X))-p(g(X)).

Also ist ¢ ein Ringmorphismus.

Definition 14 Sei R ein Ring.

Eine Teilmenge I C R heifst Linksideal, falls 0 € I und falls fir r, s € Rund z,y € [
sichr-z+s-y € I ergibt.

Eine Teilmenge I C R heifst Rechtsideal, falls 0 € I und falls fiir r, s € Rund x,y € [
sich z-r+y-s € I ergibt.
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Eine Teilmenge I C R heifst Ideal, falls sie ein Links- und ein Rechtsideal ist.
Wir schreiben I < R, um auszudriicken, daf I ein Ideal in R ist.

Wir schreiben I <1 R, um auszudriicken, daf [ ein Ideal in R ist mit [ # R.

Bemerkung 15 Sei R ein Ring. Sei I < R.
Genau dann ist [ = R, wenn 1 € [ liegt.

Beispiel 16

(1) Sei R ein kommutativer Ring. Sei x € R. Esist R := {ar : r€ R} < R.
Speziell ist 0 := 0R < R.

(2) Bsist 3Z =1{...,—6,-3,0,3,6,...} < Z.

(3) Esist {(§0) : a, b € Z} ein Rechtsideal in Z**?, aber kein Ideal.
Es ist { (‘E’Zg’g) :a, b, c,d € Z} ein Ideal in Z**2.

Definition 17 Sei R ein Ring. Sei I < R.
Firre€ Rseir+1:={r+xz : x €I} die Restklasse von r modulo I.
Umgekehrt heifit jedes Element von r 4 I ein Reprasentant von r + I.

Seien r, s € R. Esist r+ 1 = s+ [ genau dann, wenn r — s € [ ist. Wir schreiben r =; s,
um dies auszudriicken. Gesprochen: r ist kongruent zu s modulo I.

Ist R kommutativ und I = aR fiir ein a € R, so kiirzen wir auch noch r =,z s zu r =, s

ab.

Beispiel 18 Sei R = Z. Sei I = 5Z.

Esist 3+5Z={3+5-2:2€Z}=—7+5Z. Also ist 3 =5 —T.

Es sind 3 und —7 zwei Reprisentanten von 28 + 5Z.

Es gibt in Z modulo 5Z die Restklassen 0 4 5Z, 1 4+ 5Z, 2 + 57, 3 + 57Z und 4 + 57Z.

Definition 19 Sei R ein Ring. Sei I < R.
Sei
R/I .= {r+1:reR}

die Menge der Restklassen in R modulo I. Es heifst R/I der Faktorring von R modulo I.
Auf R/I werde eine Addition und eine Multiplikation repriasentantenweise definiert. D.h.
fiir r, s € R sei

(r+1) + (s+1) == (r+s)+1

(r+1) - (s+1I) = (r-s)+1
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Wir greifen bei dieser Definition auf Repréasentanten r und s der Restklassen zu, um die
Summe bzw. das Produkt zu definieren. Daher miissen wir uns noch von der Unabhén-
gigkeit der Repréasentantenwahl iiberzeugen. Mit anderen Worten, wir miissen die Wohl-
definiertheit der Addition und der Multiplikation nachweisen. Seien dazu r, 1, s, s € R
mit r+ 1 ="+ [ und mit s + I = s’ + I gegeben.

Esist (r+s)+I=0"+s)+1I,da(r+s)— (" +s)=0—1)+(s—5) €I liegt.
Esist (r-s)+I=("-¢)+I,da(r-s)— (' -&)=(r—1")-s+1r-(s—5) €I liegt.
Man verifiziert, daft R/I ein Ring ist: (Ring 1-7) vererben sich von R nach R/I.
Hierbei ist Ogr/; = Og + 1 und 1g/;; = 1g + 1.

Ist R kommutativ, dann auch R/I.

Konvention 20 Falls aus dem Kontext hervorgeht, daft Restklassen modulo I betrachtet
werden, wird auch statt r 4+ I kurz nur r geschrieben.

Beispiel 21 Esist Z/5Z = {0+ 5Z,1 + 57,2 + 57,3 + 5Z,4 + 5Z}.
Unter Verwendung von Konvention 20 diirfen wir auch Z/5Z = {0, 1,2, 3,4} schreiben.

(+)|o 1 2 3 4 ()]0 1 2 3 4
0]0 1 2 3 4 00 0 0 0 0
11 2 3 40 1o 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Héufig verwendet man auch andere Représentanten, wie z.B. Z/5Z = {0,1,2, -2, —1}.
Man beachte hierbei z.B. 3 + 5Z = —2 + 57, oder kurz 3 = —2, in Z/57Z.

Definition 22 Sei R ein kommutativer Ring.

Ein Ideal I <1 R heitt maximal, wenn es kein J < R gibt mit I C J.

Ein maximales Ideal miifite also eigentlich maximales Ideal ungleich R heifsen.

Lemma 23 Sei: R ein kommutativer Ring. Sei I <A R ein Ideal.

FEsist R/1 ein Korper genau dann, wenn I < R ein mazimales Ideal ist.

Beweis. Sei I <1 R maximal. Sei r € R~ I. Wir haben zu zeigen, dafs es ein s € R gibt
mit (r+1)-(s+1)=1+4+1,ie. mitrs—1¢€ [.

Sei J:={z+rt:xel,te R} DalCJ<Runddal <R ein maximales Ideal ist,
folgt J = R. Speziell gibt es x € I und s € R mit x +rs = 1. Es folgt rs — 1 € I.
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Sei umgekehrt I <1 R nicht maximal. Sei J << R mit [ C J. Sei x € J ~ [. Dann gibt es
kein y € Rmit (z+ I)(y + ) = 1+ I, denn dies hdtte 1 = xy + z € J zur Folge fiir ein
z € I und also J = R, was nicht so ist. o

Beispiel 24 Sei p € Z-5 eine Primzahl. Dann ist pZ <1 Z ein maximales Ideal.

Annahme, es gibt ein Ideal J < Z mit pZ C J. Dann ist J ~\ pZ nicht leer. Diese Menge
enthélt nicht 0. Ferner gilt fiir x € Z, dak genau dann x darin liegt, wenn —z darin liegt.
Also ist auch (J \ pZ) N Zx; nicht leer.

Sei z € (J \ pZ) N Z>, minimal. Da x € J < Z liegt, ist « # 1. Teilen wir x durch p
mit Rest: © = ps +t mit s € Z>o und t € [1,p — 1]. Dann ist auch ps € J und also
=x —ps € (J N\ pZ)NZs; . Folglich ist s = 0 und ¢ = x. Wir folgern: z € [2,p — 1].

Teilen wir nun umgekehrt p durch = mit Rest, so erhalten wir p = za+b mit a € Z>, und
be[l,z—1] C [1,p—1]. Esfolgt a € [1,p—1]. Dap, x € J, folgt b = p—zxa € (J\pZ)NZx,
und b < x, im Widerspruch zur Minimalitdt von x.

Definition 25 Sei eine Primzahl p € Z-, gegeben.

Dann schreiben wir auch kurz F, := Z/pZ. (*)

Beispiel 26
(1) Die Addition und Multiplikation auf F5 haben wir in Beispiel 21 gesehen.
(2) Esist Z/47Z = {0,1,2,3} kein Korper.
Es darf Z /47 also auch nicht abgekiirzt geschrieben werden.

Es ist wegen 47 C 27 < 7Z das Ideal 47 <1 Z auch nicht maximal.
Additions- und Multiplikationstafel ergeben sich wie folgt.

()]0 1 23 ()]0 1 2 3
0j0 T 2 3 0[0 0 0 0
1/1 2 30 1/0 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
313 0 1 2 30 3 2 1

Der Multiplikationstafel entnehmen wir in der Tat, dak es kein Element z in Z/4Z
gibt mit 2- 2 =1 in Z/47Z.

Definition 27 Sei R ein Ring. Sei I < R ein Ideal.

Der Ringmorphismus
p = pR’[ . R — R/I
ro— r+1

heiftt Restklassenmorphismus.

4Korper heift auf englisch field, historisch bedingt.
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Lemma 28 Seien R und S Ringe. Sei ¢ : R — S ein Ringmorphismus.

(1) Es ist o(R) C S ein Teilring.

(2) Sei Kern(p) :={xz € R : p(x) =0} der Kern von .
Es ist Kern(yp) ein Ideal in R.

FEs ist Kern(y) = 0 genau dann, wenn ¢ injektiv ist.

Beweis. Zu (1). Es ist 15 = ¢(1g) € ¢(R).

Fir r, v € Rist o(r) —p(r') = p(r —r') € o(R) und ¢(r) - p(r') = o(r - ') € ¢(R).
Zu (2). Es ist ¢(0) = 0, also 0 € Kern(yp).

Seien z, ¥’ € Kern(y), d.h. p(x) =0 = p(2’). Seien r, " € R.

Es wird p(rz +1r'2") = ¢(r) - p(z (r") - p(z") =0, d.h. re 4+ r'z" € Kern(yp).
Es wird p(zr + 2'1") = ¢(x) - p(r (@) - (r') =0, d.h. zr 4+ 2'r" € Kern(yp).
Also ist Kern(yp) < R.

Ist ¢ injektiv, dann ist Kern(¢) = 0, da ¢(0) = 0 ist und kein weiteres Element auf 0
abgebildet werden kann.

Ist umgekehrt Kern(y) = 0 und sind 7, v’ € R mit ¢(r) = (') gegeben, dann ist
o(r—1") =@(r) — ¢(r') = 0 und also r — 7’ = 0. Somit ist dann ¢ injektiv. g

Beispiel 29 Sei R ein Ring. Sei I < R ein Ideal.
Es ist Kern(pR’I) =1 <] R und pRJ(R) = R/I

Lemma 30 Seien R und S Ringe. Sei ¢ : R — S ein Ringmorphismus.
Sei I < R ein Ideal mit o(I) =0, d.h. mit p(z) =0 firz € 1.
Dann gibt es den Ringmorphismus ¢ : R/I — S :r+ 1~ o(r+ 1) := p(r).

Es ist poprr = .
R—"=8

s

R/I

Beweis. Zu zeigen ist die Repréasentantenunabhéngigkeit der Definition von @(r+1). Seien
r,r’ € Rmit r+1 =r'+1 gegeben. Dann ist r—1" € I, also 0 = @(r —1") = p(r) —p(r'),
also ¢(r) = ().

Die von ¢ zu erfiillenden Vertraglichkeiten ergeben sich aus denen fiir ¢. o
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Satz 31 (Homomorphiesatz) Seien R und S Ringe.
Set v : R — S ein Ringmorphismus.

FEsist ¢ : R/ Kern(p) — ¢(R) :  + Kern(p) — @(r + Kern(y)) := ¢(r) ein Ringisomor-
phismus.

R P

S
pR,Kern(Lp)l J\
_ (R

R/Kern(p) —— ¢

)

Beweis. Dank Lemma 30 geniigt es zu zeigen, dafs ¢ injektiv ist.

Sei r € R mit 0 = ¢(r + Kern(y)) = ¢(r) gegeben. Dann ist r € Kern(yp) und also
r + Kern(p) = 0.

Somit ist Kern(¢) = 0, dank Lemma 28.(2) also ¢ injektiv. o

Beispiel 32 Sei R ein Ring.

Es gibt genau einen Ringmorphismus ¢ : Z — R. Dieser mufs 0 auf 0 schicken, 1 auf 1, und

infolgedessen n =3, jlauf 3}, 1r, sowie —n = —( > iclin] 1) auf —(Zie[l’n] 1g),
wobei n € Z; .

Wir werden noch sehen, dak jedes Ideal in Z von der Form kZ ist fiir ein eindeutiges
k € Z=o. Vgl. Beispiel 52.(1) unten.

Insbesondere ist Kern(yp) = kZ fiir ein k € Z .
Es heifst char(R) := k die Charakteristik von R.
Dank Satz 31 ist Z/(char(R))Z isomorph zum Teilring ¢(Z) in R.

Wir identifizieren entlang diesem Isomorphismus.

Z.B. ist char(Z) = 0. Z.B. ist char(C) = 0. Z.B. ist char(Fs) = 5. Z.B. ist char(F;[X]) = 5.
Z.B. ist char((Z/6Z)°*°) = 6.
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1.3 Chinesischer Restsatz
Sei R ein Ring.

Bemerkung 33 Scien I, J < R.

(1) Esist I+ J:={a+b:a€cl be J} ein Ideal in R.
(2) Esist INJ ein Ideal in R.

Beweis. Zu (1). Seienr, ' € Rund a, ' € I und b, ¥’ € J. Wir betrachten die Elemente
a+0b,d+b € I+ J. Wir erhalten

re(a+b)+7r"-(d+V) =r-a+r-d+r-b+1"-0 € I+J.
€l €J

Analog fiir die Multiplikation von der anderen Seite. o

Satz 34 (Chinesischer Restsatz) Sei k > 1.

Seien Iy, ..., I, < Rmit I, + 1, = R firi, j € [1,n] miti # j.
Dann haben wir den surjektiven Ringmorphismus

R % R/, x R/, x ... x R/,

x = (e4+0L , z+1L , ... , x+1I).

Set I :=1LNILN...N1I;. Dann haben wir den Ringisomorphismus

R/I % R/I, x R/I, x ... x R/,
z+1 — (z+0L , z+1L , ... |, x+1I).

Beweis. Es ist ¢ ein Ringmorphismus, da die Addition und Multiplikation von Restklassen
reprasentantenweise definiert ist.

Zu zeigen ist, dals ¢ surjektiv ist.

Fiir 4, j € [1,n] mit ¢ # j gibt es Elemente a,; € I, und b; ; € I; mit a; ; +b; ; = 1. Somit
ista;; +1L; =0+ unda;,;+1; =1—0;;+1; =1+ I;. Es ist also ¢(a; ;) ein Tupel mit
Eintrag 0 + I; an Position ¢ und Eintrag 1 + I; an Position j.

Sei ¢j == [licjyngyy @iy flir j € [1,n]. Dann ist o(c;) = [Liep gy $(@i;) ein Tupel mit
Eintrag 1 + I; an Position j und Eintrag 0 + I; an Position i fir ¢ € [1,n] \ {j}.

Sei (d1+ I, ...,dg + I}) ein Element der rechten Seite. Dann liegt (dy + I1,. .., dy + I}) =
o(dycy + ...+ dieg) im Bild von .

Nun ist Kern(¢) = I. Eine Anwendung des Homomorphiesatzes auf ¢ liefert also den
Ringisomorphismus ¢ ; vgl. Satz 31. o
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Beispiel 35 Sei R = 7Z. Sei I} = 3Z. Sei I, = 57.
Es ist 3Z + 5Z = 7Z, da dieses Ideal 3-2+ 5 (—1) = 1 enthélt.

Es ist 3Z N bZ = 157, da eine ganze Zahl genau dann durch 3 und durch 5 teilbar ist,
wenn sie durch 15 teilbar ist.

Folglich haben wir dank Chinesischem Restsatz, Satz 34, den Ringisomorphismus

ZJ15Z S  ZJ3L x L/5L
2+ 15Z w— (2+3Z , z+5Z).

1.4 Quotientenkorper

Sei R ein Integritatsbereich.

Definition 36 Sei die Relation (~) auf der Menge R x R* folgendermaken erklart. Fiir
(a,b), (a,b) € R x R* sei
(a,b) ~ (@,0) = a-b=a-b.
Es ist (~) eine Aquivalenzrelation.
Sei ¢ die Aquivalenzklasse von (a,b) € R x R*.
Sei a
Quot(R) := {E ca€ R, be R*}

der Quotientenkdrper von R. Auf diesem seien Addition und Multiplikation wie folgt
definiert. Sei

ab’+a’'b
by’

aa’

b

+

SylfS]

a

b

e, <8

fir a,a” € Rund b, V) € R*.
Wir haben einen injektiven Ringmorphismus ¢ : R — Quot(R) : a — ¢ .

Héufig schreibt man a := § = ¢(a) fiir a € R.

Beweis der Wohldefiniertheit der Addition und der Multiplikation.

und ‘Z—: — & in Quot(R). Seien also ab = ab und o't/ = @'t/

Sei ¢ =
b i

S

Fiir die Wohldefiniertheit der Addition ist “b/b:f'b L atih zeigen. In der Tat wird

by’

(ab +a'b) - bb' = ab'bb’ + a'bbb’ = ab'bh + a'bbb’ = (ab' + a'b) - bb' .

Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist ‘Z—l‘;: = Z—Z: zu zeigen. In der Tat wird

aa' - bV = ad - by .
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Die Regeln (Ring1-7) bestétigt man durch Nachrechnen. Insbesondere ist Oquot(r) = %
und 1quet(r) = %
Nach Konstruktion ist Quot(R) kommutativ.

Fiir ¢ € Quot(R) ist schlieflich genau dann § = % = Oquot(r) , wenn a - 1 = 0-b = 0 ist.
Ist also ¢ # Oquot(r) » dann ist a # 0 und also 2 € Quot(R). Es folgt % -2 =1 = 1) -
Somit ist Quot(R) ein Korper.

Es ist ¢ ein Ringmorphismus. Es ist Kern(:) = 0, und also ist ¢ injektiv. o

Bemerkung 37 Sei S ein kommutativer Ring.
Sei ¢ : R — S ein Ringmorphismus mit p(R*) C U(S).

Dann gibt es den Ringmorphismus

$ . Quot(R) = S - %r—ﬂp(a)-gp(b)_l.

Beispiel 38
(1) Es ist Quot(Z) = Q.
(2) Sei K ein Korper. Es ist

K(X) = Quot(KIX]) = {15 . f(x) € KIX], g(X) € K[X]*} .

9(X)

(3) Sei K ein Kérper von Charakteristik char(K) = 0.
Nach Identifikation ist Z C K ein Teilring; vgl. Beispiel 32.
Dank Bemerkung 37 gibt es den Ringmorphismus ¢ : Q — K : § — a - b1

Sein Kern ist ein Ideal in Q, liegt also in {0, Q} und kann wegen (1) = 1 nicht Q
sein. Also ist Kern(¢)) = 0. D.h. 1 ist injektiv.

Mit anderen Worten, via 1 ist Q isomorph zu einem Teilring von K.

Wir identifizieren entlang ). Dann kénnen wir QQ C K als Teilring ansehen.

1.5 Noethersche Ringe

Sei R ein kommutativer Ring.

Definition 39 Sei k£ > 0 und seien z1, x5, ..., T € R gegeben.

Das von diesen Elementen erzeugte Ideal ist

(x1,29,...,x) == {aywx1+...+apxy, 2 ay,...,a, € R} < R.
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Speziell kénnen wir fiir € R nun alternativ auch (x) = xR schreiben.
Ein Ideal von der Form () fiir ein # € R heifit auch Hauptideal von R.
Es ist tibrigens () = 0 = (0).

Definition 40 Ist jedes Ideal in R von der Form (21, x9, . .., ) fiir ein & > 0 und gewisse
Elemente x4, ..., x; € R, dann heift R noethersch.

Lemma 41 Sei R noethersch.
Sei M eine nichtleere Teilmenge der Menge aller Ideale von R.

Dann enthdlt M ein beziiglich Inklusion maximales Element.

D.h. es gibt in M ein Element, das in keinem weiteren Element von M echt enthalten ist.

Beweis. Annahme, nicht. Dann finden wir fiir jedes Element von M ein weiteres Element
von M, das jenes echt enthalt.

Da M # (), gibt es ein I, € M. Ausgehend von diesem konnen wir eine Kette
Iy c L Cc I, C ...

in M bilden.

Es ist I := [J;5o i ein Ideal in R. Also ist [ = (zy,...,7;) fiir ein & > 0 und gewisse
Elemente z1, ..., z € R. Da dies nur endlich viele Elemente sind, gibt es ein ¢ > 0 mit
r1, ..., v € I;. Also ist

I = (l’l,...,l‘k) - IK C ]f-i—l C I.

Wir haben einen Widerspruch. o

Folgender Satz war zu seiner Entstehungszeit um 1890 spektakulér, nicht zuletzt wegen des
nichtkonstruktiven Beweises. Ein Kollege Hilberts, Gordan, soll ausgerufen haben, das sei
Theologie, keine Mathematik.

Satz 42 (Hilbertscher Basissatz) Ist R noethersch, dann ist auch R[X]| noethersch.
Beweis. Annahme nicht. Dann gibt es in R[X] ein Ideal I, welches nicht von endlich vielen
Elementen erzeugt ist. Jedenfalls ist I # 0.

Wir wihlen ein Element fy(X) € I ~ {0} von minimalem Grad. Wir wéhlen ein Ele-
ment f1(X) € I~ (fo(X)) von minimalem Grad. Wir wéhlen ein Element f5(X) €
I~ (fo(X), f1(X)) von minimalem Grad. Usf.

Da I~ {0} D I~ (fo(X)) 2 I~ (fo(X), fi(X)) D ... ist, ist

deg(fo(X)) < deg(fi(X)) < deg(fa(X)) < ..
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Sei ay, der Leitkoeffizient von fi(X) fiir £ > 0. Die Kette von Idealen
(ao) C (a07 a1) - (aoa ag, az) c ...

in R hat ein maximales Element, muf also stationdr werden, d.h. kann ab einer Stelle nur
noch Gleichheiten enthalten; vgl. Lemma 41.

Insbesondere gibt es ein n > 1 mit a,, € (ag, a1,..., ay_1).

Wir konnen also a,, = zz‘e[o 1) Siti schreiben fiir gewisse s; € R. Setze

g(X) = fu(X)— Z s; - X des(n(X))—deg(fi(X)) . f.(X) |

i€[0,n—1]

Nach Konstruktion ist dann deg(g(X)) < deg(fn.(X)).

Da aber f,(X) € I ~ (fo(X),..., fn-1(X)) liegt und alle anderen Summanden in
(fo(X), ..., fa—1(X)) liegen, liegt auch g(X) € I ~ (fo(X),..., fu_1(X)).

Dies stellt aber einen Widerspruch zur Minimalitét des Grades von f,(X) dar. o

Definition 43 Sei k > 1. Wir schreiben
R[le SR an] = R[Xl][XQ] ce [Xk:]
fiir den Polynomring in den Variablen X, ..., X} mit Koeffizienten in R.

Korollar 44 Sei () ein Kérper.
FEs ist der Polynomring Q[X1, ..., Xx] noethersch.

Beweis. Es ist () noethersch.

Iterierte Anwendung von Satz 42 liefert also die gewiinschte Aussage. o

1.6 Euklidische Ringe, Hauptidealbereiche,
faktorielle Ringe

Sei R ein Integritatsbereich. Sei K := Quot(R) sein Quotientenkdrper.

Bemerkung 45 Seien z, y € R*.
FEs ist genau dann (z) = (y), wenn es ein u € U(R) gibt mit xu = y.
Insbesondere ist genau dann (x) = (1), wenn x € U(R) liegt.
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Beweis. Gebe es ein v € U(R) gibt mit zu = y. Dann ist y = zu € (z), und also auch
(y) C (). Ferner ist auch z = yu' € (y), und also auch (z) C (y). Zusammen ist also

(z) = (y).

Sei umgekehrt (z) = (y). Wegen y € (z) gibt es ein w € R mit y = xu. Wir haben
!

u € U(R) zu zeigen.

Wegen = € (y) gibt es ein v € R mit + = yv. Es folgt ©+ = yv = zuv. Da R ein
Integritatsbereich ist und da x # 0 ist, folgt uv = 1. Also ist u € U(R). -

Definition 46 Eine Abbildung d : R* — Z-( heillt Gradfunktion auf R, falls fiir x € R
und y € R* Elemente ¢, r € R existieren mit

r=yY-q+r,

wobei (r = 0) oder (r # 0 und d(r) < d(y)) ist.
Kurz, wobei r = 0 oder aber d(r) < d(y) ist.

Der Integritédtsbereich R, zusammen mit einer Gradfunktion d auf R, heifst dann euklidi-
scher Ring.

Fiir x € R heift d(x) auch der Grad von z.

Beispiel 47
(1) Esist d : Z* — Zso : © — d(z) := |z| eine Gradfunktion auf Z, wie Division mit
Rest zeigt.

Insbesondere ist mit dieser Gradfunktion Z ein euklidischer Ring.

(2) Sei @ ein Korper.

Esist d : Q[X]* — Zzo : f(X) = d(f(X)) := deg(f(X)) eine Gradfunktion auf
Q[X], wie Polynomdivision mit Rest zeigt.

Insbesondere ist mit dieser Gradfunktion Q[X] ein euklidischer Ring.
(3) Wir betrachten den Teilring Z[i] :={a+bi : a, b € Z} CC.

Wir wollen nachweisen, daf d : Z[i]* — Zsq : z + d(z2) := |z|® eine Gradfunktion
ist.

Fiir a, b € Z mit (a,b) # (0,0) ist d(a + bi) = |a + bi|> = a®> + b* € Zy.

Seien nun z € Z[i] und y € Z[i]* gegeben. Schreibe u := z/y € C. Schreibe u = s+it
mit s, t € R.

Durch Runden erhalten wir ' € Z mit |s — §'| < 1/2 und ¢’ € Z mit |t — /| < 1/2.
C o : : : 2 _ 2 2 1,1 _1
Sei q:=s'+it' € Z[i]. Esist [u —q|* = (s = ') +(t -t')* < ; +3=5 <1

Es wird r ==z — yqg = yu — yqg = y(u — q). Also ist |r|> = |y|* - |u — ¢q|? < |y|?. Falls
r # 0, dann ist d(r) = |r|? < |y|* = d(y), wie verlangt.
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Definition 48 Der Integritédtsbereich R heiltt Hauptidealbereich, wenn jedes Ideal in R
ein Hauptideal ist.

Bemerkung 49 Jeder Hauptidealbereich ist noethersch.

Beispiel 50 Ist @ ein Korper, dann hat @) nur die Ideale (0) und (1). Dann ist @ also
ein Hauptidealbereich.

Lemma 51 Sei R, zusammen mit einer Gradfunktion d : R* — Zso, ein euklidischer
Ring.

Dann st R ein Hauptidealbereich.

Beweis. Sei I < R ein Ideal. O.E. ist I # 0.
Esist 0 # d(I ~{0}) C Z>o.

Wir kénnen also ein Element y € I ~\ {0} wihlen mit d(y) minimal.

Da y € I, ist auch (y) C I. Wir behaupten (y) s

Annahme, (y) C 1. Wahle z € I \ (y). Wir finden ¢, r € R mit x = yg+r und mit r =0
oder aber d(r) < d(y).

Da auch r = x — yq € I liegt, muf wegen der Minimalitat von d(y) nun r = 0 sein.

Dann aber ist = yq € (y). Wir haben einen Widerspruch. o

Beispiel 52 Wir setzen Beispiel 47 fort.

1) Es ist Z ein Hauptidealbereich.

(1)

(2) Ist @ ein Korper, so ist der Polynomring Q[X] ein Hauptidealbereich.
(3) Es ist Z[i] ein Hauptidealbereich.

(4) Bsist Z[iv5] = {a+biv5 : a, b € Z} kein Hauptidealbereich.
Schreibe hierzu v := iv/5. Es ist also v = —5.

Wir behaupten, dafs das Ideal (2,1 + 7) < Z[y] kein Hauptideal ist.
Annahme, doch. Dann gibt es ein Element x € Z[y] mit (z) = (2,1 + 7).
Schreibe © = a + by mit a, b € Z.

Wegen 2 € (x) ist also 2 = zy fiir ein y € Z[y]. Schreibe y = ¢ + dy mit ¢, d € Z.
Es ist auch 4 = |2]2 = |z|? - |y|* = (a® + 5b)(c* + 5d?). Somit ist a® + 5b? ein Teiler
von 4 in 7Z. Folglich ist b =0 und a € {1,2, -1, —2}.

Somit ist (z) = (1) oder (z) = (2).
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Falls (2) = (z) = (2,1+7) ist, dann ist 14~ ein Vielfaches von 2 in Z[y]. Dies trifft
aber nicht zu.

Falls (1) = () = (2,1 + 7) ist, dann ist 1 = 2u + (1 + v)v fiir gewisse u, v € Z[y].
Schreibe u = e+ fyund v = g+ hy mit e, f, g, h € Z. Es wird

1 = 2(et+fv)+(1+7)(g+hy) = 2e+2fy+g+hy+gy—bh = (2e+g—bh)+(2f+h+g)7y .

Koeffizientenvergleich gibt 1 = 2e + g —5h und 0 = 2f + h+ g in Z. Modulo 2 folgt
1 =5 g+ h =5 0. Das geht nicht.

Keiner der beiden Fille tritt also ein. Wir haben einen Widerspruch.
Definition 53 Seien a, b € R.
(1) Es heifsen a und b assoziiert, wenn (a) = (b) ist, d.h. wenn es ein u € U(R) gibt mit
au = b.

(2) Es heifst a ein Teiler von b, wenn (a) 2 (b) ist, d.h. wenn es ein x € R gibt mit
ar = b.

Wir sagen diesenfalls auch, a teilt b, und wir schreiben alb.

Definition 54 Sei a € R* \ U(R). Es ist also a ungleich 0 und nicht invertierbar.

(1) Es heifst a irreduzibel, wenn fiir x, y € R aus (x-y) = (a) folgt, dak () = (a) oder
v) = (@) ist.

(2) Es heifit a prim, wenn fir x,y € R aus (z-y) C (a) folgt, dafs (x) C (a) oder
(y) € (a) ist.

Bemerkung 55 Sei a € R* \ U(R).

Wir wollen die in Definition 54 eingefiihrten Begriffe noch auf elementarem Wege zum
Ausdruck bringen.

(1) Seien x,y € R. Ist a =z -y und ist (a) = (z), dann ist (1) = (y), d.h. dann ist
y € U(R).

(2) Esist a genau dann irreduzibel, wenn alle Teiler von a von der Form u oder ua sind
mit u € U(R).

(3) Es ist a genau dann prim, wenn fir x,y € R* aus al|x -y folgt, daf$ alx oder aly
gilt.

(4) Es ist a genau dann prim, wenn R/(a) ein Integritatsbereich ist.

(5) Ist a prim, dann ist a irreduzibel.
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Beweis. Zu (1). Aus (a) = (z) folgt, dak x = a-z ist fir ein z € R. Esfolgt a = x-y = a-z-y.
Da a € R* liegt und R ein Integritéitsbereich ist, folgt 1 = z - y. Also ist y € U(R), d.h.
(1) = ().

Zu (2).

Sei zum einen a irreduzibel. Sei a = x-y mit z, y € R. Dann ist (a) = (z) oder (a) = (y).
Falls (a) = (x) ist, dann ist = ua fiir ein u € U(R).

Falls (a) = (y) ist, dann folgt aus a = x - y mit (1), daf x € U(R) ist, wie gewiinscht.
Sei zum anderen jeder Teiler von a von der Form w oder ua sind mit u € U(R).

Seien z, y € R gegeben mit (x - y) = (a). Dann ist « ein Teiler von a.

Falls z € U(R), dann ist (y) = (z - y) = (a).

Falls 2 = wa mit v € U(R), dann ist (z) = (u - a) = (a).

Also ist a irreduzibel.

Zu (5). Sei a prim. Seien z, y € R* mit (z -y) = (a) gegeben. Dann ist (z -y) C (a).
Wegen a prim folgt (z) C (a) oder (y) C (a).

Falls (z) C (a), dann stellen wir fest, dak (a) = (z - y) C (z) ist und folgern (x) =
Falls (y) C (a), dann stellen wir fest, dafs (a) = (z - y) C (y) ist und folgern (y) = (a). o

—~
Q
~—

Beispiel 56

(1) Sei R="7Z. Seien a, b € Z* \U(Z) =7Z ~ {-1,0,1}.
Es sind a und b genau dann assoziiert, wenn a = b oder a = —b ist.

Es ist a genau dann irreduzibel, wenn es prim ist. Dies ist bekannt, wird aber unten
nochmal aus der Tatsache folgen, daf Z ein Hauptidealbereich ist; vgl. Lemma 58.

(2) Sei @ ein Korper. Sei R = Q[X]. Seien f(X), g(X) € Q[X]* ~ U(Q[X]). Mit
anderen Worten, seien f(X) und ¢g(X) Polynome von Grad > 1 mit Koeffizienten
in Q.
Es sind f(X) und g(X) genau dann assoziiert, wenn es ein a € Q* gibt mit a- f(X) =
9(X).
Es ist f(X) genau dann irreduzibel, wenn es prim ist. Dies wird unten aus der
Tatsache folgen, daf Q[X] ein Hauptidealbereich ist; vgl. Lemma 58.

(3) Sei R = Z[iv/5]. Darin ist 2 irreduzibel, aber nicht prim.
Schreiben wir wieder v := iv/5.
Zunéchst ist 2 weder gleich 0 noch eine Einheit in Z[7].

Wir haben in Beispiel 52.(4) schon gesehen, dak die einzigen Teiler von 2 gegeben
sind durch 1, 2, —1, —2. Also ist 2 irreduzibel.
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Aber (14++)(1—+) =145 = 6 ist durch 2 teilbar, ohne dafs 1+~ oder 1 —~ durch
2 teilbar wére. Also ist 2 nicht prim.

Definition 57 Es heiftt der Integritatsbereich R faktoriell, wenn die folgenden Bedingun-
gen (1,2) gelten.

(1) Es ist R noethersch.

(2) Sei a € R* N\ U(R). Es ist a genau dann irreduzibel, wenn es prim ist.
Lemma 58 Ist R ein Hauptidealbereich, dann ist R faktoriell.

Beweis. Es gentigt, die direkte Implikation in Definition 57.(2) zu zeigen; vgl. Bemerkun-
gen 49 und 55.(5).

Sei a € R* ~\. U(R) irreduzibel. Wir haben zu zeigen, daf a prim ist.
Seien z, y € R mit zy € (a) gegeben. Es gibt also ein d € R mit zy = ad.

Sei x € (a). Wir haben zu zeigen, dafs y é (a) liegt.

Da R ein Hauptidealbereich ist, gibt es ein b € R mit (a,x) = (b).
Da a € (b) liegt, gibt es ein ¢ € R mit a = b - c.

Da a irreduzibel ist, ist (a) = (b) oder (a) = (¢).

Da x & (a) liegt, ist aber (a) C (a,z) = (b). Folglich mufs (a) = (c) sein. Wegen a =b- ¢
impliziert dies b € U(R) dank Bemerkung 55.(1). Dann aber ist (a,z) = (b) = (1). Wahle
s, t € R mit sa+ tx = 1. Damit wird

y =1y = (sa+tx)y = say+tad € (a).

Lemma 59 Sei R faktoriell. Sei a € R*.

(1) Es gibt k > 0 und prime Elemente py, ..., pr in R sowie eine Finheit u € U(R)
mat

a=1u-pr-p2-... Pk
Eine solche Faktorisierung heifit auch Primfaktorzerlegung.
(2) Seien zwei Primfaktorzerlegungen von a gegeben :
Seien k > 0 und prime Elemente py, ..., pr gegeben und eine Einheit u € U(R).
Seien £ > 0 und prime Elemente qi, ..., q; gegeben und eine Einheit v € U(R).

Set mit diesen
a=uUu-pr-pP2----"Pp =V -q1-q2-..."qg.
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Dann ist k = 0. Ferner gibt es eine bijektive Abbildung o : {1,...,k} — {1,...,k}
mit (p;) = (¢o@)) fiir 1 <i < k.

Mit anderen Worten, bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ist die Primfaktorzerle-
gung von a eindeutiq.

Beweis. Zu (1). Sei H die Menge aller Hauptideale von R.

Sei M C H die Teilmenge der Hauptideale von R, die von einem Element aus R* \ U(R)
erzeugt werden, das keine Primfaktorzerlegung besitzt. Wir haben M = () zu zeigen.
Annahme, es ist M nicht leer. Wihle ein maximales (a) in M , moglich, da R noethersch
ist; vgl. Lemma 41. Da (a) € M, ist a nicht prim. Da R faktoriell ist, ist a folglich auch
nicht irreduzibel. Schreibe a = zy mit z, y € R* N U(R). Es ist (a) = (zy) C (z) und
(a) = (zy) C (y). Es kann nicht (a) = (x) sein, da (y) # (1) ist; vgl. Bemerkung 55.(1).
Es kann nicht (a) = (y) sein, da (z) # (1) ist; vgl. Bemerkung 55.(1).

Also ist (a) C (x) und (a) C (y). Folglich liegt weder (x) noch (y) in M. Somit haben
sowohl x als auch y eine Primfaktorzerlegung. Dann hat aber auch a = zy eine Primfak-
torzerlegung. Wir haben einen Widerspruch.

Skizze zu (2). O.E. ist k& < ¢.
Es ist
(prop2-oopn) = (@@ q)
Da py prim ist, teilt p, das Element ¢; fiir ein i € [1,¢]. Nach Umsortierung der Faktoren
rechts teilt p, das Element ¢,. Aus ¢, irreduzibel und p, € U(R) folgt (px) = (q¢). Ferner
folgt
(pr-p2-pr1) = (-2 Q1) -
Nach Umsortierung teilt nun py_; das Element ¢,_1 . Aus gy_; irreduzibel und px_; ¢ U(R)
folgt (pr—1) = (qe-1) -
Usf.
Es resultiert
R=(01) =@ g - @) -
Wegen ¢; ¢ U(R) fur ¢ € [1, 4] ist schlieklich auch noch ¢ = k. o

Definition 60 Sei R faktoriell. Sei p € R prim.
(1) Fiir a € R* sei vy(a) ;== max{k € Zs : a € (p*) } die Bewertung von a bei p (°).
(2) Sei x € K*. Schreibe z = § mit a, b € R*. Sei

w(@) = vp(a) = v,(b)
die Bewertung von x bei p.

Diese hangt nicht von der gewahlten Darstellung von = als Bruch ab.

5Engl. valuation.
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(3) Sei zudem v,(0) := oco. Dabei sei 0o + z = oo fiir z € Z>( und 0o + 0o = 0.

Bemerkung 61 Sei R faktoriell.

(1) Sei P € R* N U(R) C R eine Teilmenge, die aus Primelementen besteht, und so,
dafs jedes Primelement von R zu genau einem Element von P assoziiert ist.

Sei x € K* gegeben. Wir erhalten

r = U_Hpvp(ff)7

peEP

wobei v € U(R) und wobei in diesem Produkt fast alle Faktoren gleich 1 sind,
wodurch es tatséchlich ein endliches Produkt ist. Dies folgt aus Lemma 59.(1).

(2) Ein Element x € K ist genau dann in R, wenn v,(x) > 0 ist fiir alle p € R prim.
(3) Ein Element z € K ist genau dann in U(R), wenn v,(x) = 0 ist fiir alle p € R prim.
(4) Seien z,y € K.

Es ist v,(z - y) = vp(z) + vp(y).
Es ist v,(x +y) > min{v,(z),v,(y)}, mit Gleichheit im Falle v,(z) # v,(y).

Definition 62 Sei R faktoriell. Sei £ > 1 und zq, ..., 2, € R.

Es heift ¢ € R ein grofiter gemeinsamer Teiler von xy, ..., x, falls es die folgenden
Eigenschaften (i,ii) erfiillt.

(i) Es ist g ein Teiler von z; fiir i € [1, k].

(ii) Ist y € R ein Teiler von z; fiir ¢ € [1, k|, dann ist y ein Teiler von g.

Sind g, § € R grofste gemeinsame Teiler von xq, ..., xj, dann sind g und g assoziiert.

Bemerkung 63 Sei R faktoriell. Sei P C R eine Teilmenge, die aus Primelementen
besteht, und so, daf jedes Primelement von R zu genau einem Element von P assoziiert
ist.

Sei k> 1und zq, ..., x5 € R, nicht alle gleich 0.

Dann ist
ggT(Il, ce ,I'k) = H pmin{vp(wi) 1 i€[1,k] } c R
peP

ein grofiter gemeinsamer Teiler von zq, ..., oy .
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Konvention 64

(1) In Z wollen wir P aus positiven Primelementen wéhlen und also den grofiten ge-
meinsamen Teiler > 0 wéhlen.

(2) Sei @ ein Korper. In @Q[X] wollen wir P aus normierten Primelementen wéhlen und
also den grofiten gemeinsamen Teiler normiert oder 0 wahlen.

Beispiel 65 In Z ist —12 = (—1)-22-3'-5% und 80 = 1-2%.3". 5.
Also ist ggT(—12,80) = 2min{24} . gmin{l.0}  smin{0.1} — 92. 30 . 50 — 4,

Bemerkung 66 Seci R ein Hauptidealbereich, insbesondere also faktoriell; vgl. Lemma 58.

Sei k > 1 und seien x1, ..., x, € R gegeben. Sei g ein grofiter gemeinsamer Teiler von
L1y «ovy T -

Dann ist (g) = (x1,...,2).

Beweis. Da R ein Hauptidealbereich ist, konnen wir g € R wahlen mit (§) = (x4, ..., zx).
Da g dank Eigenschaft (i) ein Teiler von x; ist fiir ¢ € [1, k], ist (§) = (z1,...,2%) C (g9).

Da g nach Konstruktion ein Teiler von x; ist fiir ¢ € [1,k], ist § ein Teiler von g dank
Eigenschaft (ii). Also ist () 2 (g).

Somit ist (¢) = (9) = (x4, ..., xk). -

Beispiel 67 In Z ist ggT(—12,80) = 4. Als Ideale von Z wird also (—12,80) = (4).

Direkt betrachtet folgt (—12,80) C (4) aus 4|(—12) und 4|80, und es folgt (—12,80) D (4)
aus (—12) - (=7) +80- (—1) = 4.

Bemerkung 68 Sei R ein euklidischer Ring, mit Gradfunktion d. Dann ist R ein Haupt-
idealbereich, und also faktoriell. Sei P C R eine Teilmenge wie in Bemerkung 61.(1).

Seien x, y € R* gegeben mit d(z) > d(y).
Wir wollen ggT(z,y) bestimmen, bis auf Assoziiertheit.
Schreibe x = yq + r, wobei ¢, r € R mit r = 0 oder mit d(r) < d(y).
Falls r = 0 ist, dann ist
(ggT(z,y)) = (v) -

Falls r # 0 ist, dann ist (z,y) = (y,x) = (y,yqg+ 1) = (y,r), und also

(egT(z,y)) = (geT(y,7)),

wobei d(z) > d(y) > d(r).
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Dieser Schritt léft sich iterieren. Die Iteration bricht nach endlich vielen Schritten ab
und heifst auch Euklidischer Algorithmus. Dieser kommt insbesondere dann zum Einsatz,
wenn man nicht, oder nicht so einfach, iiber Primfaktorzerlegungen verfiigt.

Das Ergebnis steht dann in der Form (ggT(x,y)) = (g) da, fiir ein g € R. Mit anderen
Worten, es ist ggT(z,y) = g - u fiir ein u € U(R).

Beispiel 69 Sei R = Z. Es ist Z ein euklidischer Ring; vgl. Beispiel 47.(1).
Wir kénnen ggT(60,42) also unter Verwendung von Bemerkung 68 bestimmen.
Es ist 60 = 42 + 18. Also ist ggT(60, 42) = ggT (42, 18).

Es ist 42 = 18- 24 6. Also ist ggT(42,18) = ggT(18,6).

Esist 18 =63+ 0. Also ist ggT(18,6) = ggT(6,0) = 6.

Insgesamt ist ggT(60,42) = 6.

Mit der obigen Formel erhalten wir folgendes.

Es ist 60 = 22 - 3! - 51 . 7% Es ist also v5(60) = 2, v3(60) = 1, v5(60) = 1, v;(60) = 0 und
v,(60) = 0 fiir jede andere Primzahl p.

Es ist 42 = 2! - 31.50. 71 Es ist also v5(42) = 1, v3(42) = 1, v5(42) = 0, v7(42) = 1 und
v,(42) = 0 fiir jede andere Primzahl p.

Es fOlgt ggT(ﬁ(), 42) — 2min{2,1} . 3min{1,1} . 5min{1,0} . 7min{0,1} =6.
Definition 70 Sei R faktoriell. Sei p € R prim.
Sei f(X) =500 X" € K[X]. Sei

vp(f(X)) := min{v,(a;) : i >0}

die Bewertung von f(X) bei p.
Es ist v,(f(X)) > 0 fiir alle primen g € R genau dann, wenn f(X) € R[X] liegt.
Es heiftt f(X) primitiv, wenn v, (f(X)) = 0 ist fir alle primen ¢ € R.

Wir wissen noch nicht, daf R[X] faktoriell ist. Wiifiten wir dies, so bréuchten wir fiir
vp(f(X)) keine eigene Definition, sondern kénnten Definition 60.(2) anwenden, da p auch
in R[X] prim ist und da K[X] C K(X) = Quot(R[X]) liegt. Siehe auch Satz 75 unten.

Beispiel 71 Sei R = Z und also K = Q.
(1) Esist vo(X?+ 55X —12) = —3.

(2) Esist 2X? + 6X + 9 primitiv.
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Bemerkung 72 Sei R faktoriell. Sei f(X) € R[X]*.
Sei g € R ein grofster gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von f(X).
Dann ist ¢7' f(X) € R[X] primitiv. Es ist f(X) =g (¢7' f(X)).

Ist insbesondere deg(f(X)) > 1 und f(X) irreduzibel in R[X], dann ist ¢ € U(R) und
also f(X) primitiv.

Lemma 73 Sei R faktoriell. Sei p € R prim.
Seien f(X) =000 X" und g(X) =3, o b: X" aus K[X].
Es ust v (f(X) - 9(X)) = vp(f(X)) + vp(9(X)).

Beweis. O.E. ist f(X) # 0 und g(X) # 0.

Da fiir ¢, d € R* zum einen v,((c- f(X))-(d-9(X))) = v,(f(X)-9(X)) +v,(c-d) ist und
zum anderen v, (c- f(X))+vp(d-g(X)) = v, (f(X))+vp(9(X))+vp(c-d) ist, diirfen wir unter
Verwendung geeigneter solcher Faktoren ¢ und d annehmen, daf f(X), g(X) € R[X]
liegen.

Wir schreiben s := v,(f(X)) und ¢t := v, (g9(X)).
Da p*** ein Teiler von f(X) - g(X) ist, folgt v,(f(X) - g(X)) = s + t.
!
Wir haben v,(f(X) - g(X)) < s+t zu zeigen. Mit anderen Worten, wir haben zu zeigen,
dak f(X) - g(X) einen Koeffizienten mit Bewertung s + ¢ bei p hat.

Sei 49 > 0 minimal mit v,(a;,) = s. Dann ist v,(a;) > s fiir ¢ € [0,39 — 1] und v,(a;) > s
fir i > g+ 1.

Sei jo > 0 minimal mit v,(b;,) = ¢. Dann ist v,(b;) >t fir j € [0, jo — 1] und v,(b;) > ¢
fir 7 > jo + 1.

Sei ko := ig + jo . Es ist der Koeffizient von f(X) - g(X) =3, X" bei X" gleich

Chy = Z @ibgg—i | + aiybj, + Z @ibro—i
iE[O,iofl] ie[i0+1,k’0}
Dabei ist v, (Zie[o,z‘o—l] aibko_i> > s+ t, zudem ist v,(a;,b;,) = s + ¢ und schlieRlich ist

Vp <Zi€[i0+1’ko] aibko_i) > s+ t. Also ist v,(cg,) = s + t. -

Bemerkung 74 Sei g(X) € R[X] primitiv. Sei f(X) € R[X].
Falls das Polynom g(X) das Polynom f(X) in K[X] teilt, dann auch in R[X].

Beweis. Sei h(X) € K[X] mit ¢g(X) - h(X) = f(X). Wir haben h(X) 2 R[X] zu zeigen.
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Sei p € R prim. Wir haben v, (h(X)) > 0 zu zeigen. In der Tat wird

0 < v(f(X) "L vy (g(X) + vy(h(X)) = vy(h(X)).

Satz 75 (Gaul) Ist R faktoriell, dann ist auch R[X] faktoriell.

Beweis. Dank Hilbertschem Basissatz, Satz 42, ist R[X] noethersch.

Sei ein in R[X] irreduzibles Element f(X) € R[X] gegeben. Wir miissen zeigen, daf f(X)
in R[X] prim ist.

Fall deg(f(X)) =0. Dann ist f(X) =: p € R. Da p in R[X] irreduzibel ist, ist auch p in
R irreduzibel. Da R faktoriell ist, folgt p prim in R. Seien Polynome g(X), h(X) € R[X]
derart gegeben, dal p in R[X] zwar ein Teiler von g(X) - h(X) ist, aber kein Teiler von
h(X). Wir miissen zeigen, daf p in R[X] ein Teiler von ¢g(X) ist.

Aber
0 < vp(g(X) - h(X)) "L v,(9(X)) + vp(h(X)) = v,(9(X)).

Fall deg(f(X)) > 1. Da f(X) in R[X] irreduzibel ist, ist f(X) primitiv; vgl. Bemer-
kung 72.

Behauptung: Es ist f(X) irreduzibel in K[X].

Es ist f(X) weder 0 noch Einheit in K[X].

Sei f(X) = w(X) - v(X) mit w(X), v(X) € K[X]. O.E. ist u(X) primitiv, insbesondere
in R[X]; vgl. Bemerkung 72. Dank Bemerkung 74 ist nun v(X) € R[X]. Da f(X) in R[X]
irreduzibel ist, folgt deg(u(X)) = 0 oder deg(v(X)) = 0. Also ist f(X) auch in K[X]
irreduzibel. Dies zeigt die Behauptung.

Da K[X] faktoriell ist, ist f(X) auch prim in K[X]; vgl. Beispiel 52.(2), Lemma 58.
Wir miissen immer noch zeigen, daff f(X) prim ist in R[X].

Seien Polynome ¢g(X), h(X) € R[X] derart gegeben, daf f(X) in R[X] ein Teiler von
g(X)-h(X) ist. Wir missen zeigen, daf f(X) in R[X] ein Teiler von g(X) oder von h(X)
ist.

Da f(X) prim ist in K[X], ist f(X) in K[X] ein Teiler von ¢g(X) oder von h(X).

Da f(X) primitiv ist, ist f(X) in R[X] ein Teiler von ¢g(X) oder von h(X); vgl. Bemer-
kung 74. o

Korollar 76 Sei (Q ein Korper.
FEs ist der Polynomring Q[X1, ..., Xy| faktoriell fir k > 0.

Beweis. Dies folgt mit iterierter Anwendung von Satz 75. o



Kapitel 2

Gruppen und Gruppenoperationen

2.1 Gruppen

Wir erinnern an den Begriff einer Gruppe:

Definition 77 Eine Gruppe ist eine Menge GG, zusammen mit einer Abbildung
() : GxG—=G : (x,y)—z-y,
genannt Multiplikation, derart, dak die folgenden Eigenschaften (Gruppe 1-3) gelten.

(Gruppel) Firz,y, z € Gist (z-y)-z=2-(y- 2).
(Gruppe 2) Es gibt ein Element 1g mit - 1g = x = 15 -z fir x € G.
(Gruppe3) Firz € Ggibteseiny € Gmit x -y =1 =y - z.

Oft schreibt man nur G := (G, -).
(Gruppe 1) gibt Anlal zum Weglassen der darin auftretenden Klammern.
Dazuhin wird oft xy := x - y geschrieben fiir z, y € G.

Es ist 14 eindeutig festgelegt, denn fiir ein zweites Element 17, mit derselben Eigenschaft
wird 1¢ = 1¢ - 1i; = 1, . Es heifst 1 auch das neutrale Element oder das Einselement der
Gruppe.

Oft schreibt man 1 := 14.

Das Element y in (Gruppe 3) liegt eindeutig fest, denn mit zwei Elementen y, ' mit dieser

Eigenschaft wird y = y -z -y = /. Wir schreiben y =: 271

Istz-y=y-xfirz,y € G, so heilst G abelsch.

In einer abelschen Gruppe wird manchmal (+) statt (-), ferner 0 := 0g statt 1g und
schlieflich —x statt x~! geschrieben, sowie die Operation Addition statt Multiplikation
genannt. Man sagt dann, die betrachtete abelsche Gruppe wird additiv geschrieben.

33
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Definition 78 Ist GG endlich, so heifst die Zahl der Elemente von G auch die Ordnung
von G, geschrieben |G|.

Ist G nicht endlich, so schreiben wir |G| = co.

Beispiel 79

(1) Sei S ein Ring. Es ist U(S), mit der von S nach U(.S) eingeschrénkten Multiplikation,
eine Gruppe. Ist S kommutativ, dann ist U(S) abelsch.

(2) Sei R ein kommutativer Ring. Wir haben speziell fiir n > 1 die Gruppe
GL,(R) = UR™™) (9.

Sie besteht aus den invertierbaren Matrizen der Form n x n mit Eintrdgen in R.
Wobei invertierbar bedeutet, sie hat ein Inverses in R™*".

(3) Esist |GL,(F,)| = (p* —p°) - (p" —p') - ...- (p" —p™7}).
(4) Sei K ein Korper. Wir haben speziell die Gruppe

K* = U(K).
Bemerkung 80 Sei X eine Menge. Sei

Sy = {X L X : fist bijektiv}

die Menge aller bijektiven Abbildungen von X nach X.

Zusammen mit der Komposition (o) als Multiplikation ist Sx eine Gruppe, genannt die
symmetrische Gruppe auf der Menge X.

In der Tat ist Komposition assoziativ. Das beziiglich Komposition neutrale Element ist
die Identitdt id = idx : X — X : x — z. Das zu f € Sy inverse Element ist die
Umbkehrabbildung 1.

Oft schreibt man S,, := Sy ) .
Es ist [S,| = n!.

Definition 81 Sei n > 1 gegeben.
Sei

{kl,la kl,?) ceey kl,fl} L {kQ,la k2,27 ey k?,lz} b...u {km,la km,?a ey km,€7,L} - [17 n] )

fiir gewisse m > 1 und ¢; > 1 fiir i € [1,m], wobei } ;.; ,, €i = 1 sei.

6Engl. general linear group.
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Wir schreiben
f = (kl,la kl,Qa R kl,ﬂl)(k2,17 kQ,Qa s 7k2,€2) CRCIRS (km,la km,?a R km,fm) : [17 n] — []-7 n]
fiir die bijektive Abbildung, die folgendermafsen abbildet.

foonl = [Ln]
k. s ki,j—i—l fiir ¢ € [l,m] undj S [17& - ]_]
I kip firie[l,m]und j=2¢

Die Bestandteile (]{3171, k1,27 Ce kLgl), (]{3271, kgvg, e ]{32742)7 cey (km,b km,Q» ce km,fm) dieser
Abbildung heifsen ihre Zykel, von Léangen (1, ... | £, .
Man spricht insgesamt auch von einer Zykeldarstellung von f € S,, .

Ist ¢; = 1 fir ein i € [1,m], so wird der Zykel (k;1), der nur einen Eintrag hat, in der
Notation in der Regel weggelassen.

Die Identitdt schreibt man aber nicht ohne jegliche Zykel, sondern als id = idy; ;) oder
als 1 =1g, .
Beispiel 82

(1) Sei f = (4,2,5)(1,6)(3) = (4,2,5)(1,6) € S .
Dann bildet f wie folgt ab.

f o [1,6] — [1,6]
4 — 2
2 — 5
5) — 4
1 — 6
6 — 1
3 — 3

(2) Bs ist ((4,2,5)(1,6))" = (5,2, 4)(6,1) = (1,6)(2,4,5).
(3) Esist
Ss = {id, (1,2,3), (1,3,2), (1,2), (2,3), (1,3)} .

Bemerkung 83 Sein > 1. Sei f € S,,. Sei f # id.
Folgendermafien erhélt man eine Zykeldarstellung von f.

Sei ky1 := 1. Man bilde den Zykel

(ks Fki), (k) ooy £ N (K1)

wobel ¢; > 1 minimal sel mit le(k:m) =kiy.
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Dann sei ko1 minimal in den Elementen von [1, n], die noch nicht im ersten Zykel auftau-
chen. Man bilde den Zykel

(kai, f(kon), £ (o), .oy f2 (Kan))

wobei £ > 1 minimal sei mit f% (ko) = ko .

Dann sei k3; minimal in den Elementen von [1,n], die noch nicht in den ersten beiden
Zykeln auftauchen. Man bilde den Zykel

(ks fksp), f2(k3n), ..., fzg*l(k:a,l)) )

wobei £3 > 1 minimal sei mit f%(ks;) = ks .
Ust., bis jedes Element von [1,7n] in einem Zykel auftaucht.

Dann weist f in seiner Zykeldarstellung die genannten Zykel auf:

= (ki f(kia), oo SO hua)) (o, f (ko) oo f2 7 (Ron)) (K, f(R3p)s ooy £ (Rs)) -

Nun lasse man noch die Zykel der Lange 1 weg.

Beispiel 84 Von der Konstruktion in Bemerkung 83 macht man z.B. bei der Multiplika-
tion von Elementen in S, Gebrauch.

(1) In S4 wird
(1,2,3) 0 (1,2)(3,4) = (1,3,4)(2) = (1,3,4) .

(2) In Sy wird

(2,5,4,8)(3,6,10,9) 0 (2,5,6)(4,7,3,10,8) = (1)(2,4,7,6,5,10)(3,9)(8)
= (2,4,7,6,5,10)(3,9) .

(3) In S wird

(1,2,3,4,5,6) = (1,3,5)(2,4,6)
(1,2,3,4,5,6)° = (1,4)(2,5)(3,6)
(1,2,3,4,5) = (1,3,5,2,4)
(4) In Sy3 ist ((1,4,2)(3,5))% = id, und 6 ist der kleinste Exponent > 1 mit dieser

Eigenschaft.

2.2 Untergruppen und Normalteiler

Definition 85 Sei G eine Gruppe.

Eine Teilmenge U C G heifst Untergruppe von G, falls 1 € U und falls fir x, y € U
auch z -y~ € U ist.
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Eine solche Untergruppe ist mit der von G nach U eingeschrinkten Multiplikation wieder
eine Gruppe.

Die Tatsache, daft U eine Untergruppe von G ist, wird auch U < G geschrieben.
Wir schreiben auch U < G fir U < G und U # G.
Die Untergruppe von G, die nur die 1 enthélt, wird auch 1 := {1} < G geschrieben.

Beispiel 86 Esist U := {id, (1,2,3), (1, 3,2)} eine Untergruppe von S; .

Wir kénnen dies U < S3 schreiben.

Definition 87 Sei GG eine endliche Gruppe.

Sein > 0. Seien z1, ..., x, € G.
Sei
U = <fl?1,...,.an> = {I‘kl Ly e Ty, - TTL}O, kl, ey km S [1,71}}
die Menge aller Produkte in GG, die mittels der Elemente x4, ..., z, in beliebiger Reihen-

folge gebildet werden konnen. Das leere Produkt sei gleich 1 .
Dann ist U < G. Es heifst U die von x4, ..., x, erzeugte Untergruppe.

Dazu beachte man, dak fiir jedes x; ein minimales ¢; > 1 mit xfl = 14 existiert. Somit ist

jedenfalls z; ! = 25~ wieder in U enthalten fiir i € [1, 7).

Also ist mit xg, - g, - ... - xp, auch

m

-1 ~1 —1, -1
(Thy Ty * oo Thy) = Ty Ty, xy,, €U

enthalten. Da U nach Konstruktion unter Produkten abgeschlossen ist, folgt, dat U in
der Tat eine Untergruppe von G ist.

Ist V' eine Untergruppe von G mit z, ..., x, € V, dann ist U < V < G.

Beispiel 88 Wir setzen Beispiel 86 fort.
Esist U = {id, (1,2,3),(1,3,2)} = ((1,2,3)) = ((1,3,2)).

Beispiel 89 Esist S3 = ((1,2),(1,2,3)).
Denn sei U := ((1,2),(1,2,3)). Dann enthilt U die Elemente id, (1,2,3), (1,2,3)? =
(1,3,2), (1,2), (1,2) (1,2,3) =(2,3) und (1,2,3) o (1,2) = (1,3). Also ist U = S3.

Definition 90 Ist G eine nicht notwendig endliche Gruppe und sind n > 0 und
x1, ..., T, € G, dann sei ihr Untergruppenerzeugnis (z1,...,x,) die Menge aller Pro-
dukte, die aus den Elementen x4, ..., x, und ihren Inversen gebildet werden koénnen.

Im Falle G endlich stimmt dies dem Untergruppenerzeugnis in Definition 87 iiberein.
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Definition 91 Eine Gruppe G heift zyklisch, wenn es ein z € G gibt mit G = (x).

Beispiel 92
(1) Wir betrachten die additiv geschriebene Gruppe Z = (Z,+).
Vorsicht, das neutrale Element ist 0.
Es ist Z erzeugt von 1.

Alternativ ist Z auch erzeugt von —1.
Jedenfalls ist Z zyklisch.

(2) Esist ((1,2,3)) eine zyklische Untergruppe von Sz von Ordnung 3.
(3) Esist ((1,4,2)(3,5)) eine zyklische Untergruppe von Si3 von Ordnung 6; vgl. Bei-
spiel 84.(4).
Definition 93 Sei GG eine Gruppe. Sei z € G.
Es heift [(x)| die Ordnung des Elements .

Bemerkung 94 Sei G eine Gruppe. Sei x € G ein Element endlicher Ordnung.

Es ist |(z)| =min{k € Zs, : 2" =1}.

Esist {keZ : 2" =1} = [(z)|Z.

Beweis. Da (z) = {z* : k € Z} endlich ist, sind die Potenzen von x nicht alle paarweise
verschieden. Also gibt es m, n € Z mit m < n und mit 2™ = 2™ und also 2™ = 1.

Sei s:=min{k € Z>;, : 2" =1}

Dann hat die Menge {z* : k € [0,s — 1] } genau s verschiedene Elemente.

Umgekehrt sind aber alle Elemente von (z) = {z* : k € Z} in {z" : k € [0,s — 1]}
enthalten, da wir k € Z schreiben kénnen als k = su+v mit u € Z und v € [0, s — 1] und
sich o = 254 = ¥ ergibt. Also ist () = {2* : k € [0,s —1]}.

Insgesamt ist |(x)| = s.

!
Es bleibt {k € Z : 2* =1} = $7 7u zeigen. Dafiir ist nur {keZ :a2"=1} CsZzu
zeigen. Ist k € Z gegeben mit ¥ = 1, soist k = sq+r mit ¢ € Z und r € [0,5 — 1]. Es
ist 27 = 2%7%¢ = g¥ . (2°)77 = 1. Die Minimalitiit von s erzwingt r = 0 und also k € sZ. o

Beispiel 95
(1) In S3 hat id die Ordnung 1, es hat (1,2) die Ordnung 2 und (1, 2,3) die Ordnung 3.

(2) Sei m > 1. In S, sei f in Zykeldarstellung gegeben mit Zykeln von
Langen ¢y, ...,4,. Dann hat f die Ordnung kgV(¢y, ..., ¢,). Z.B. hat
(1,2,5,4)(3,6)(7,8,11,13,12,9) € S14 die Ordnung kgV(4,2,6) = 12,
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Definition 96 Sei G eine Gruppe. Sei U < G eine Untergruppe.

(1)

Auf G definieren wir eine Aquivalenzrelation ( y~) durch (z y~y) <= (zy~' € U),
fir x, y € G.

Die Aquivalenzklasse von z € G beziiglich (y~) ist Uz := {ux : u € U}, genannt
Rechtsnebenklasse von x modulo U in G.

Es ist G die disjunkte Vereinigung der Rechtsnebenklassen modulo U.

Die Menge aller Rechtsnebenklassen modulo U in G wird U\G := {Uz : © € G}
geschrieben, gesprochen “ G rechts modulo U ”.

Fir € G ist die Abbildung U — Uz : u — wux bijektiv, invertiert von der

Abbildung Uz — U : ux — uzz~! = u.

Auf G definieren wir eine Aquivalenzrelation (~y) durch (z ~y y) <= (z~y € U),
fir x, y € G.

Die Aquivalenzklasse von & € G beziiglich (~y) ist 2U := {zu : v € U }, genannt
Linksnebenklasse von x modulo U in G.

Es ist G die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen modulo U.

Die Menge aller Linksnebenklassen modulo U in G wird G/U := {zU : z € G}
geschrieben, gesprochen “ G links modulo U ”.

Fir € G ist die Abbildung U — xU : uw — zu bijektiv, invertiert von der
Abbildung zU — U : zu — 2~ 'au = u.

Satz 97 (Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe. Sei U < G.
Es ist

G| = [G/U]- U] = |U\G]| - U]

Insbesondere ist |U| ein Teiler von |G)|.

Beweis. Es ist G die disjunkte Vereinigung von |G/U| Linksnebenklassen, die alle in
Bijektion zu U stehen, also alle |U| Elemente haben. Also ist |G| = |G/U| - |U|.

Genauso folgt |G| = |[U\G| - |U|. -

Korollar 98 Sei G eine endliche Gruppe.

FEs ist fir jedes x € G seine Ordnung |(x)| ein Teiler von |G|.

Insbesondere ist !¢l =1 fir x € G.

Beweis. Dank Satz 97 ist k := |(x)| ein Teiler von |G].
Schreibe |G| = k - ¢ fiir ein £ € Z. Dann ist /¢ = 284 = (z%)¢ = 1/ = 1. o
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Definition 99 Sei G eine endliche Gruppe. Sei U < G.
Man schreibt auch [G : U] := |G/U| = |U\G| fiir den Index von U in G.
Dann ist |G| = |U|-[G : U], also [G : U] = |G/U| = |U\G| = |G|/|U|; vgl. Satz 97.

Beispiel 100 Sei G := S3.

(1) Sei U := ((1,2)) = {id, (1,2)} < G.

Wir erhalten die Linksnebenklassen

idU = (1,2)U = {id,(1,2)}
L2300 = (13U = {(1,2,3),(1,3))
(1,3,2)U = (2,3)U = {(1,3,2),(2,3)}
und die Rechtsnebenklassen
Uid = U(1,2) = {id, (1,2)}
U(1,2,3) = U(2,3) = {(1,2,3),(2,3)}
U(1,3,2) = U(L3) = {(1,3,2),(1.3)}.

Esist |G|=6=2-3=|U|[G:U].
(2) Sei N = ((1,2,3)) = {id, (1,2.3),(1,3,2)} < .
Wir erhalten die Linksnebenklassen

AN = (1,2,3)N = (1,3,
1

2 (1,3,2)}
(172)N = (273)N = (73)N = {( >’ )

()}

Esist fN = Nf fiir f € S3. Also stimmen hier Linksnebenklassen und Rechtsne-
benklassen iiberein.

Esist |G| =6=3-2=|N|-[G:N].

N = {id, (1,2,3),
(2,3)

Als Anwendung betrachten wir eine Aussage, die von Pierre de Fermat stammt :

Satz 101 (Kleiner Fermatscher Satz)
Sei p € Z~q prim.
Fiir z € 7, ist 2P — z durch p teilbar.

Beweis. Wir haben fiir x € F, zu zeigen, daff 2 — x =0 ist, also P = 2. Bs geniigt,

1! . . Kor. 98 X —
a?~t =1 zu zeigen fiir x € Y. Aber 1 "= g | = g#~1,

[m]

Alternativ kann man auch anfiihren, dal die Abbildungen F' : F, — F, : 2 — 2P und
id : F, = F, : * — x Ringmorphismen sind, es aber von F, in irgendeinen Ring h&chstens
einen Ringmorphismus geben kann, da ein solcher bereits durch das Bild der 1 bestimmt
ist. So folgt F' =1id, d.h. 2 =z fiir v € F,.
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Definition 102 Sei G eine Gruppe.

Eine Untergruppe N < G heikt Normalteiler oder normale Untergruppe von G, falls
xN = Nz ist fir z € G.

Diesenfalls ist N\G = G/N, nun einfach gesprochen “ G modulo N”.
Aquivalent hierzu ist N ein Normalteiler von G, falls 2 'Nx = N ist fiir z € G.
Aquivalent hierzu ist N ein Normalteiler von G, falls t Nz~ = N ist fiir z € G.

Die Tatsache, dal N ein Normalteiler von G ist, wird auch N < G geschrieben. Wir
schreiben auch (N < G) & (N <G AN # G).

Definition 103 Sei G eine Gruppe. Sei N < G

Es ist G/N mit der Multiplikation x N - yN := (x-y)N fiir x, y € G wieder eine Gruppe,
genannt Faktorgruppe von G modulo N.

Zum Nachweis der Wohldefiniertheit der Multiplikation seien z, y, Z, y € G mit aN =
!

ZN und yN = yN gegeben. Wir haben (z - y)N = (Z - §)N nachzurechnen. In der Tat
wird

@9y =g 7y =Gy T ey
Aber yN = §N bedeutet -y € N. Und 2N = N bedeutet 27! - € N, was wegen
N < G auch y~'- 77! -2 -y € N nach sich zieht. Da N auch eine Untergruppe von G ist,

folgt, dals das entstandene Produkt in der Tat in N liegt.

Die Gruppeneigenschaften von G/N vererben sich von denen von G. Insbesondere ist
lg/nv = 1aN.

Bemerkung 104 Sei: G eine endliche Gruppe.

Sei U < G eine Untergruppe von Index [G: U] = 2.

Dann ist U < G.

Beweis. Sei g € G\ U gewahlt. Es wird G = U U Ug und auch G = U U gU.

Sei z € G. Wir haben U = Uz zu zeigen.

Falls z € U liegt, dann ist zU = U = Uz.

Falls x € G ~\ U liegt, dann ist zU = gU und Uz = Ug mangels Auswahl, und also
xU=gU=G~\U=Ug="Uz. 0
Beispiel 105 Sei G := S;3.

(1) Sei U := ((1,2)) = {id, (1,2)} < G.

Es ist (1,2,3)U = {(1,2,3),(1,3)} # {(1,2,3),(23)} = U(1,2,3); vgl. Bei-
spiel 100.(1).

Also ist die Untergruppe U kein Normalteiler von G.
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(2) Sei N := ((1,2,3)) = {id, (1,2,3),(1,3,2)} < G.

Es ist [G : N] = 2 und also N < G; vgl. Bemerkung 104. Was wir auch direkt
verifizieren konnten.

Esist G/N = {id N, (1,2)N }.

In G/N ist ((1,2)N)* = (1,2)2N = id N = 1g/n. Also ist G/N zyklisch von Ord-
nung 2.

2.3 Gruppenmorphismen

Definition 106 Seien GG und H Gruppen.
Eine Abbildung ¢ : G — H heifit Gruppenmorphismus, falls fiir z, y € G sich

ez y) = o) e(y)
ergibt.
Dann ist auch (1) = ¢(1c) - ¢(le) - ¢(le) ™ = ¢(le - 1¢) - ¢(le) ™' = 1u.

Ferner ist p(z7') = p(z71) - p(x) - p(x)™! = p(z~
fir z € G.

Das Kompositum zweier Gruppenmorphismen ist ein Gruppenmorphismus.

Ist der Gruppenmorphismus ¢ bijektiv, so heifst ¢ ein Gruppenisomorphismus. Dies wird
durch ¢ : G = H gekennzeichnet.

Ist ¢ ein Gruppenisomorphimus, dann auch ¢~ 1.

Zwei Gruppen G und H heiflen isomorph, geschrieben G ~ H, wenn es einen Gruppen-
isomorphismus von G nach H gibt.

Ein Gruppenisomorphismus von G nach G heiftt auch Gruppenautomorphismus auf G.

Definition 107 Seien G und H Gruppen. Sei ¢ : G — H ein Gruppenmorphismus.
Sei Kern(p) :={xz € G : p(x) =1} der Kern von ¢.

Bemerkung 108 Seien G und H Gruppen. Sei p : G — H ein Gruppenmorphismus.

(1) Esist Kern(yp) < G.
(2) Es ist Kern(p) =1 genau dann, wenn ¢ injektiv ist.

(3) Esist o(G) < H.
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|
Beweis. Zu (1). Wir zeigen Kern( ) < G. Es ist 1 € Kern(p). Seien k, ¢ € Kern(p).
Dann ist p(k - £71) = @(k) - ()~ = 1. Also ist k- 07! € Kern(p).

! !
Wir zeigen Kern(p) < G. Sei z € G. Wir zeigen x Kern(y) = Kern(p)z. Wir zeigen C,
die umgekehrte Inklusion folgt dann analog.

Sei k € Kern(p). Es ist ok = zka™'z € Kern(p)x, da ¢(zkx™') = p(x) - p(k) - p(z™!) =
o(x) - (z)™!' =1 und also zkz~! € Kern(yp).

Zu (2). Ist ¢ injektiv, dann darf nur 1¢ auf 1y abgebildet werden. Es folgt Kern(p) = 1.

Sei umgekehrt Kern(¢) = 1. Wir wollen die Injektivitat von ¢ zeigen. Seien x, y € G mit

o(r) = ¢(y) gegeben. Dann ist 1 = p(x) - p(y) ' = p(x -y 1), also z -y~ € Kern(p) = 1
und somit z = y. .

Beispiel 109 Sei R ein Integritétsbereich. Sei n > 1.

(1) Esist GL,(R) = U(R™"); vgl. Beispiel 79.(2).
Es ist det : GL,(R) — U(R) : A — det(A) ein Gruppenmorphismus, da

det(A- B) = det(A) - det(B)

ist fiir A, B € GL,(R).
Wir schreiben SL,(R) := Kern(det) < GL,(R) (7).

(2) Seie;; € R™" die Matrix, die an Position (7,7) den Eintrag 1 hat, und ansonsten
iiberall den Eintrag 0.

Fir f € S, sei P(f) := 3 e €r)4 € GLn(R) die Permutationsmatrix zu f.
Es ist also P(f) -e; = egq) .

Esist P: S, — GL,(R) : f — P(f) ein injektiver Gruppenmorphismus. In der Tat
wird fir f, g € S,

P(f)-P(g) = (Zie[l,n] €(i),i) - (Zje[l,n} €g(7).5)
Zi,j e1,n] €F@)i  €g(5).d
> et ©F 9 9G) " Ca(i).d
et €Fla())d

= P(fog).
10000
(3) Eshat f = (1,2,3)(4,5) € S5 die Permutationsmatrix P(f) = (8%88?) € GL5(R)
00010

"Engl. special linear group.
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(4) Sei R = Z. Es ist das Signum

sgn := detoP : S, — U(Z)

ein Gruppenmorphismus.

= {-1,+1}

Es heifst A,, := Kern(sgn) < °S,, die alternierende Gruppe.

(5) Dadet (75) =
ist sgn((a,b)) = —1fir1 <a<b< n.

Seien aq, . ..,a; € [1,n] paarweise verschieden. Da
(a1,a2,...,ak-1,a5) = (a1,az) o (az,az) o
ist, folgt sgn((a1, as, ..., ax_1,ax)) = (—1)*1

o (ak—l,ak)

Dies setzt sich wie folgt fort zu Elementen, die aus mehreren Zykeln bestehen.

Sei f € S,, gegeben. Habe f in Zykeldarstellung Zykeln der Lange ¢4, ... , ¢,

1st

sen(f) = (~1)( DD,

(6) Esist sgn((1,7,4,9)(2,5,6)(3,10,12,17,11)) =

(7) Kleine Beispiele alternierender Gruppen.

Ay = {id}
As = {id,(1,2,3),(1,3,2)} < S,
Ay = {id,(1,2,3),(1,3,2),(1,2,4),

(1,4,2), (1,3,4),
(1,2)(3,

(—1)3+24 = 1.

(1
4), (1, 3)(

2
2

,4,3),(2,3
(

4

Beispiel 110 Seien R und S Ringe. Sei ¢ : R — S ein Ringmorphismus.

Fir r € U(R) ist o(r) € U(S), da ¢(r)-p(r
von der anderen Seite.
Folglich existiert die Einschrinkung ¢V := |

ist fiir r, 7’ € R, ist auch @Y(r - r’) =
r, " € U(R).

=g =

ot U(R) = U(S). Da
(r-r) = o(r)

Somit ist Y : U(R) — U(S) ein Gruppenmorphismus.

), (1,4)(2

—1 ist und da Determinanten blockweise berechnet werden diirfen,

. Dann

¢©(1r) = 1g ist, und genauso

p(r') =

o(r-r!
oV

Definition 111 Sei G eine Gruppe. Sei x € G. Fiir g € G schreiben wir

xT

g =

gesprochen “g links hoch = ”.

xgx_l ,

Die Abbildung von G nach G, die g nach “g schickt, heifst Konjugation mit x.

Ist U < G, so schreiben wir auch *U := { *u

cueU}.
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Bemerkung 112 Sei G eine Gruppe. Sei x € G.
Es ist die Konjugation mit x, also

G

G
g ‘g,

%
H
ein Gruppenautomorphismus auf G.

Gruppenautomorphismen dieser Form heifsen auch inner.

Beweis. Wir zeigen, dak die Konjugation mit x ein Gruppenmorphismus von G nach G
ist.
Seien g, g € G. Es wird

“(99) = wzgga~' = wgaTlwgaTh = “g°G.
Wir zeigen, daf die Konjugation mit x beidseitig von der Konjugation mit =1 invertiert
wird.
Fiir g € G wird * '(%g) = 27 'zgz™ o = ¢.

1

Fiir g € G wird %(* g) = 2z 'gza~' = g.

Insbesondere ist die Konjugation mit = ein Automorphismus auf G. o

Bemerkung 113 Se: U < G.
Es ist U < G genau dann, wenn *U = U ist fiir x € G.

Dies ist genau dann der Fall, wenn *u € U st fir u € U und x € G.

Beweis. Wir haben nur zu zeigen, dafs aus *U C U fiir « € G folgt, daft *U = U ist fiir
xeqG.

|
Es ist also “U D U zu zeigen. In der Tat folgt aus * U C U auch U = qr

1

U)C *U. s
Bemerkung 114 Sein > 1. Ses G=S,,.
Seir f €S, gegeben. Habe f die Zykeldarstellung

f= (kg ki) (kons s kogy) oo (Kmty ooy Km,) -

Sei g € S,,. Fs wird

i = (gkra), - g(ke))(g(han), - 9(kae)) - (9(kma)s o 9(Kme)) -

Mit anderen Worten, bei Konjugation mit g werden die Zykeleintriage mit g abgebildet.
Man beachte noch, dak sich die Zykellaingen bei Konjugation nicht &ndern.
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Beweis. Sei k; ; ein Zykeleintrag von f. Dieser wird unter f abgebildet auf k; ;;,, falls
j € [1,4; — 1] ist, und auf k; 1, falls j = ¢; ist.

Nun wird 9f(g(ki;)) = (go fog ') (g(ki;) = g(f(kij)), und das ist g(k; 41), falls
Jj € [1,4; —1] ist, und g(k;1), falls j = ¢; ist. Das liefert die behauptete Zykeldarstellung
von If. o
Beispiel 115
(1) B ist C99(1,0)(2,5,3) = (3,9)(1,5.2) = (1,5,2)(3.4).
Esist 332(1,4) 0 (2,5,3) = (3,4) 0 (2,5,3) = (2,5,4,3).
(2) Sei V = ((1,2)(3,4), (1,3)(2, ) < Ss.
Esist V = {1d7 (172)(374> ) (17 3)(274) ) (174)(273) }

Somit enthélt V' genau alle Elemente der Form (a, b)(c,d) aus Sy . Ferner ist noch
ide V.

Geméf Bemerkung 114 gilt also fiir g € S, und f € V, dak auch 9f € V liegt.
Somit ist V' < S, .

Definition 116 Sei G eine Gruppe. Sei N < G ein Normalteiler.

Der surjektive Gruppenmorphismus

p:pG,N:G—>G/N
r — N

heifst Nebenklassenmorphismus oder Restklassenmorphismus.

Es ist Kern(pg n) = N.

Lemma 117 Seien G und H Gruppen. Sei ¢ : G — H ein Gruppenmorphismus.
Sei N < G ein Normalteiler mit o(N) =1, d.h. mit (x) =1 fir x € N.
Dann gibt es den Gruppenmorphismus ¢ : G/N — H : N — @¢(xN) := p(z).

Es ist oo pgn = .
G—*2 - H

o 7

G/N

Man nennt ¢ auch den auf G/N von ¢ induzierten Gruppenmorphismus.

Beweis. Zu zeigen ist die Repréisentantenunabhéngigkeit der Definition von @¢(xN). Seien
z,Z € G mit tN = N gegeben. Dann ist 7'z € N, also 1 = p(Z7'x) = p(z)7! - (2),
also ¢(Z) = ¢(x).

Die von ¢ zu erfiillende Vertraglichkeit ergibt sich aus der fiir ¢. o
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Satz 118 (Homomorphiesatz) Seien G und H Gruppen.
Set ¢ : G — H ein Gruppenmorphismus.

FEsist ¢ : G/ Kern(p) — ¢(G) : gKern(p) — @(gKern(p)) := v(g) ein Gruppenisomor-
phismus.

G z H
pG,Kern(«p)l J\
G/ Kern(p) —— ¢(G)

Beweis. Dank Lemma 117 geniigt es zu zeigen, daft ¢ injektiv ist.

Sei x € G mit 1 = ¢(xKern(p)) = ¢(x) gegeben. Dann ist x € Kern(p) und also
x Kern(p) = 1. -

Bemerkung 119 Seien G und H endliche Gruppen.
Sei v : G — H ein surjektiver Gruppenmorphismus.
Dann ist |G| = | Kern(p)| - |H]|.

Beweis. Es ist H = ¢(G) ~ G/ Kern(p) gemif Satz 118. Also ist |H| = |G/ Kern(y)| =
|G|/| Kern(p)|. Also ist |G| = | Kern(p)| - |H]. o

Bemerkung 120 Se: G eine Gruppe.
SetU < G. Set N <G.

(1) EsistUNN < U.

(2) Sei UN :={un : ue U, ne N} Esist UN <G.

Setzt man noch NU := {nu : n € N, u € U}, dann ist noch UN = NU, da
N <G.

(3) Wir haben den Gruppenisomorphismus

U/(UNN) = UN/N
w(UNN) — uN.

Falls G endlich ist, ist also insbesondere |U|/|U N N| = |UN|/|N|, d.h.

Ul N
[UNN| "~

[UN|
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Bewezs.

Zu (1). Istu e Uund z € UNN, dann ist “z € U, da U < G, und “z € N, da N < G.
Insgesamt ist also “xz € U N N.

Zu (2). Esist 1=1-1€ UN.

Seien u, @ € U und n, n € N gegeben. Wir haben zu zeigen, daf (un)(an)~' in UN
liegt. In der Tat ist

(un)(an)™' = unn 't = wa ' Hnat) € UN .

Zu (3). Zunéchst merken wir an, daft wegen N < G auch N < UN gilt.

Wir haben den Gruppenmorphismus U — UN : u — u und den Gruppenmorphismus
UN — UN/N : z — xN, welche zum Gruppenmorphismus ¢ : U — UN/N : u +— uN
komponieren.

Es ist ¢ surjektiv, denn fiir v € U und n € N wird unN = uN = p(u).

Der Kern von ¢ besteht aus den Elementen v € U mit 1yy/n = ¢(u) = ulN, d.h. mit
u € N. Folglich ist Kern(¢) = U N N.

Dies gibt den Isomorphismus wie behauptet; vgl. Satz 118. o

Lemma 121 Sei G eine endliche zyklische Gruppe. Schreibe n := |G)|.
Sei x ein Erzeuger von G, sei also G = (x), wobei x die Ordnung n hat.
Sei d ein Teiler von n.

Dann gibt es genau eine Untergruppe U < G von Ordnung |U| = d, nimlich U = (x™/%).

Beweis. Schreibe m :=n/d.

Zur Ezistenz einer Untergruppe von Ordnung d. Wir wollen [(z™)]| 4 zeigen. Wir miissen
also zeigen, daf die Ordnung von 2™ gleich d ist. Zum einen ist (z™)? = 2™ = 2" = 1.
Fiir k € [1,d — 1] ist zum anderen (z™)* = 2™ £ 1, da mk € [1,n — 1] liegt.

Zur FEindeutigkeit der Untergruppe von Ordnung d. Sei U < G mit |U| = d gegeben.
Wir betrachten die additiv geschriebene unendliche zyklische Gruppe Z. Wir haben den
surjektiven Gruppenmorphismus

w4 —
ko aF.
In der Tat ist (k + ) = 2% = 2% . 28 = (k) - p(¢) fiir k, ¢ € Z.
Es ist Kern(y) = nZ.
Sei nun V := ¢ }(U). Wegen 1 < U < G ist auch nZ <V < Z.

Untergruppen von 7Z sind bereits Ideale, da sich Multiplikation mit einem Element aus Z
aus iterierter Addition und aus Negation zusammensetzen lafst. Also gibt es ein s € Z>
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mit V = sZ; vgl. Beispiel 52. Da nZ < sZ, ist n ein Vielfaches von s. Insbesondere ist
s = 1. Wir schreiben n = st mit ¢t € Z; .

Es ist U = (V) von Ordnung d. Auf der anderen Seite ist (V) ~ V/Kern(p|y) =
SZ/nZ = sL/stZ ~ Z/tZ von Ordnung t; vgl. Satz 118. Es folgt d = ¢t und s = n/t =
n/d=m.

Somit ist U = (V) = o(mZ) ={z™ : z€ Z} = (™). -

Beispiel 122 Sei G eine zyklische Gruppe von Ordnung 12.

Sei z ein Erzeuger von G, sei also G = (), wobei = die Ordnung 12 hat.
Dann hat G folgende Untergruppen, und nur diese.

(') von Ordnung 12
(z*)  von Ordnung 6
(z°)  von Ordnung 4
(*)  von Ordnung 3
=

{

von Ordnung 2
z'?)  von Ordnung 1

Es ist die Aussage von Lemma 121 nicht mehr richtig, wenn G nicht zyklisch ist. Z.B. hat
die alternierende Gruppe Ay die Ordnung 12; in ihr liegen 3 Untergruppen von Ordnung 2,
aber keine von Ordnung 6.

Folgender Satz zeigt, dafs bis auf Isomorphie jede Gruppe Untergruppe einer symmetrischen
Gruppe ist.

Insbesondere: Kennt man fiir jedes n > 1 die symmetrische Gruppe S,, und ihre Untergrup-
pen, dann kennt man alle endlichen Gruppen.

Satz 123 (Cayley) Sei G eine Gruppe.

Wir erinnern an die symmetrische Gruppe S auf der Menge G, bestehend aus den bijek-
tiven Abbildungen von G nach G.

Wir haben den injektiven Gruppenmorphismus

QDIG — Sg
g — (plg):G—=>G:x—g-x).

Beweis. Wir zeigen, dals ¢ ein Gruppenmorphismus ist. Seien g, h € G gegeben. Wir
haben (g - h) < ©(g) o p(h) zu zeigen.

Sei € G. Wir haben (¢(g - h))(x) < (p(g) o p(h))(x) zu zeigen.

In der Tat ist (¢(g-h))(z) = g-h-x und auch (p(g)op(h))(z) = (¢(9))((¢(h))(z)) = g-h-.

Wir zeigen, dak ¢ injektiv ist. Wir haben Kern(yp) =1z zeigen.
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Sei g € Kern(p) gegeben. Wir haben ¢ = 1g zu zeigen.

Aber g € Kern(p) bedeutet ¢(g) = idg. Also wird in der Tat 1g = idg(lg) =
(p(9)(le) =g-1e =g o

2.4 Gruppenoperationen

2.4.1 Begriff der Gruppenoperation

Sei G eine Gruppe.

Definition 124

Eine G-Menge ist eine Menge X, zusammen mit einem Gruppenmorphismus ¢ : G — Sx
auch Operationsmorphismus genannt.

Wir schreiben dann oft

gr = g-x = (p(g))(z)
und reden von der Multiplikation von G auf X.
Man sagt diesenfalls auch, es operiert G auf X.

Wir schreiben oft kurz X := (X, ¢) fir diese G-Menge.
Es heifft X eine treue G-Menge, falls ¢ injektiv ist.

Bemerkung 125 Sei X eine G-Menge.
(1) Esist 1-x =z firx e X.

(2) Esist (g-g)-x=g¢g-(g-x) firg,g € Gundz e X.
Man nimmt (2) zum Anlak, auch g-g-z:=(g-g)-x =g (g x) zu schreiben.

Beweis. Zu (1). Esist 1 - x = (¢(1))(z) = idx(z) = z.
Zu (2). Esist (g-9) -2 = (#(g-9))(2) = (p(g) 0 (9))(x) = (¢(9))((£(9))(x)) = g-(§-2)-0

Bemerkung 126 Sei X eine Menge.

Sei () : G x X — X :(g,x) — g -z eine Abbildung, die die Eigenschaften (1,2) aus
Bemerkung 125 hat.

Dann definiert ¢ : G — Sx : g — (¢(g) : X = X : x — ¢ - x) eine G-Menge, welche als
Multiplikation von G auf X wieder die gegebene Abbildung (-) hat.

Kurz, um eine G-Menge zu definieren, darf man sich eine Multiplikation von G auf X mit
den Eigenschaften (1,2) aus Bemerkung 125 konstruieren.
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Beispiel 127

(1)

Sei X eine Menge. Sei g-z: =z fiir g € G und = € X.
Dann ist X eine G-Menge, da die beiden Eigenschaften aus Bemerkung 125 gelten.
Wir sagen, es operiert G trivial auf X.

Insbesondere kénnen wir hier auch X einelementig oder sogar leer sein lassen.

Sei X =G.
Es ist G vermoge der Multiplikation auf G eine G-Menge.

Mit anderen Worten, um g - x zu bilden fiir ¢ € G und =z € G, verwende man die
vorliegende Multiplikation auf G.

In der Tat ist 1-x =z fiir € G. Ferner ist (g-g) -z =g¢-(g-x) fir g, § € G und
x € G. Vgl. Bemerkung 126.

Der zugehorige Gruppenmorphismus ¢ : G — S¢ ist iibrigens der aus dem Satz
von Cayley, er ist injektiv; vgl. Satz 123. Somit ist G via Multiplikation eine treue
G-Menge.

Sei U < G eine Untergruppe.

Sei X :=G/U ={zU : x € G} die Menge der Linksnebenklassen modulo U.

Es ist G/U vermoge g - xU := (gx)U eine G-Menge, fiir g € G und z € G.

Zunéchst ist dies wohldefiniert, denn fiir x, £ € G mit zU = zU ist & = zu fiir ein
u € U, also auch gz = gru und somit gzU = gxU.

Ferner ist 1-2U = zU. Schlieblich ist (g-g)-2U = (¢-g-2)U = g-(§-2)U = g-(§-2U)
fir g, g € Gund z € G.

Sei X =G.

Es ist G vermoge der Konjugation auf G eine GG-Menge.

Mit anderen Worten, wir setzen g e z := 9x. Wir verwenden die Bezeichnung (e),
um von der Gruppenmultiplikation auf G unterscheiden zu kénnen.

Inder Tatist lez =tz =1-2-1"1 =z fir z € G.

Ferner ist (¢-g)ex = % = (g-9)-x-(9-9)™" = g-(§--57")-9" = (") = ge(§ox)
fir g, g € G und = € G. Vgl. Bemerkung 126.

Die Bezeichnung (e) fiir diese Operation wird nur hier zwecks Erklarung verwendet.
Ublicherweise verwendet man die Schreibweise 9z.

Betrachten wir einmal den zugehorigen Gruppenmorphismus

G % Sg
g — (plg):G— Gz~ 9%).
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Es wird

N
8
|

Kern(yp)

{9€G:plg)=1dc}

{ge€G :esist Ix=xfireeG}
{ge€G esistg-x=x-glirxeG}
G

/Al

auch als Zentrum von G bezeichnet.

Es ist die Gruppe G abelsch genau dann, wenn Z(G) = G ist.

Es ist z.B. Z(S3) = {id} = 1, wie man verifiziert. Also ist diesenfalls der Gruppen-
morphismus ¢ injektiv und also die S3-Menge S3 , mit der Konjugation als Operation,
treu.

Sein>1.8eG=S,.S¢ X =[1l,n] ={1,2,...,n}.

Wir haben den Gruppenmorphismus ¢ =1idg, : S, =G — Sy = S, .

Auf diese Weise wird [1,n] zu einer S,-Menge.

Die zugehorige Multiplikationsabbildung ist also fiir f € S,, und = € [1,n] gegeben
durch

frz = (ids,(f)(x) = flz).

Kurz, Multiplizieren eines Elements x mit einer bijektiven Abbildung f bedeutet
schlicht Anwenden von f auf x.

Da der Operationsmorphismus ¢ = idg, injektiv ist, ist die S,-Menge [1,n| treu.
Zum Beispiel ist [1,4] = {1,2,3,4} eine S;-Menge. Darin wird z.B. (1,4,3) - 3 =
(1,4,3)(3) = 1. Darin wird z.B. (1,2) -4 = 4.

Sei U(G) :={U : U< G} die Menge der Untergruppen von G.

Es ist U(G) vermoge Konjugation eine G-Menge.

Mit anderen Worten, wir setzen geU := 9U fiir g € G und U € U(G). Man beachte,
dak U < (G, da das Bild einer Untergruppe unter dem Automorphismus auf GG, der
durch Konjugation mit g gegeben ist, wieder eine Untergruppe ist.

Um zu zeigen, dak G tatsichlich operiert, rechnen wir dhnlich wie in (4).
Zum einen ist 1o U = U = U fiir U € U(G).

Zum anderen ist (g-g)eU = 99U = (g-g)-U-(9-§) ' =g-(g-U-g ) gt =
I(9U)=ge(geU) firg, g € Gund U € U(G).

Definition 128 Sei X eine G-Menge.

Eine Teilmenge Y C X heilst G-Teilmenge, falls g -y € Y liegt fiir g € G und y € Y.

Diesenfalls ist Y mit der von X eingeschriankten Multiplikation wieder eine G-Menge.
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Beispiel 129

(1)
(2)

Sei X eine G-Menge. Es sind ) und X jedenfalls G-Teilmengen von X.

Sei G = ((1,2,4)(3,6)) < Sg.

Esist X :=[1,6] ={1,2,3,4,5,6} eine G-Menge, mit Multiplikation gegeben durch
Anwendung.

Die Liste aller G-Teilmengen von X ist die folgende.

0,

{1,2,4}, {3,6}, {5},
{1,2,4,3,6}, {1,2,4,5}, {3,5,6},
{1,2,3,4,5,6}

Sei G eine endliche Gruppe.

Wir betrachten die G-Menge U(G) der Untergruppen von G, mit Multiplikation von
G auf U(G) gegeben durch Konjugation; vgl. Beispiel 127.(6).

Sei d ein Teiler von |G|.

Sei Uy(G) :={U : U <G, |U=d} CU(G) die Teilmenge der Untergruppen von
Ordnung d.

Es ist Uy(G) eine G-Teilmenge von U(G). Denn ist |U| = d, dann ist auch |9U| = d
fiir g € G. Dazu erinnern wir uns, daft Konjugation mit g ein Automorphismus auf G
ist, insbesondere also eine bijektive Abbildung von G nach G'; vgl. Bemerkung 112.

Wir betrachten das Beispiel aus (3) speziell im Fall G = S;.
Bs ist U(Ss) = {1, ((1,2)), ((1,3)),((2,3)), ((1,2,3)), Ss}.

Es ist Z/{l(83) = {1}

Es ist Uz(S3) = {((1,2)),((1,3)),((2,3))}. Hierin ist z.B.

S2(1,3)) = ((3,2)) = ((2.3)) -

Es ist Us(S3) = {((1,2,3))}. Auf dieser Sz-Menge operiert S3 trivial. Das geht bei
einer einelementigen Menge auch nicht anders. Wir sehen erneut, dafs Az = ((1, 2, 3))
ein Normalteiler von Ss ist.

Es ist Z/{G(Sg) = {Sg}

Definition 130 Sei X eine nichtleere G-Menge.

Es heift X transitiv, wenn fiir jedes Paar von Elementen (z, y) mit z, y € X es ein
g€ G gibt mit g-z =y.
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Beispiel 131
(1) Sei n > 1. Es ist [1,n] eine transitive S,-Menge; vgl. Beispiel 127.(5).
(2) Sei f:= (1,2,4)(3,6), sei G := ((1,2,4)(3,6)) = (f) = {f°, f*,..., [°} < S und
X :=1[1,6]={1,2,...,6} wie in Beispiel 129.(2).

Es ist X nicht transitiv. Denn fiir das Paar (1, 3) von Elementen von X gibt es
kein k € [0,5] mit f*-1=3. Denn es ist f*-1 € {1,2,4} stets.

Dagegen ist die G-Teilmenge Y := {1,2,4} C X transitiv. In der Tat multipliziert
f° jedes Element auf sich selbst. Ferner ist f-1=2, f-2=4, f-4=1, f2-2=1,
f2a=2f1=4

(3) Sei U < G eine Untergruppe.
Die G-Menge G/U der Linksnebenklassen modulo U ist transitiv.
Denn sei ein Paar (xU, ZU ) von Elementen darin gegeben, wobei z, 7 € G.
Mit g:=Z -2t wird g-2U = (¢g-2)U = (2 - 271 - 2)U = zU.

Wir wollen im weiteren Verlauf nachweisen, daf jede transitive G-Menge im wesentli-
chen von der Form G/U ist fiir eine Untergruppe U < G.

Definition 132 Sei X eine G-Menge.

Wir definieren eine Aquivalenzrelation (~) auf X durch
T ~T = (esgibt ein g € Gmit g-x =7) .
Die Aquivalenzklasse von z ist
G rx:={g-z:9eG}

und heift Bahn von x unter der Operation von G.
Nach Konstruktion ist X die disjunkte Vereinigung seiner Bahnen.

Die Schreibung der Bahn ist in der Regel der Schreibung der Operation angepafst. Schreibt
man 9z fiir das Ergebnis der Operation von ¢ € G auf z, so schreibt man auch % fiir die
Bahn von x, wobei x € X.

Bemerkung 133 Sei X eine nichtleere G-Menge.

1) Jede Bahn von X ist eine transitive G-Teilmenge von X.

2) Jede transitive G-Teilmenge von X ist eine Bahn von X.

(1)
(2)
(3) Jede G-Teilmenge von X ist disjunkte Vereinigung gewisser Bahnen von X.
(4)

Es ist X genau dann transitiv, wenn X aus nur einer Bahn besteht.
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Beweis. Zu (1). Sei x € X.

Wir wollen zeigen, dat G - x C X eine G-Teilmenge ist. Sei g - x € G - & gegeben, wobei
g € G. Sei h € G gegeben. Dann ist auch h-g-x € G - x.

Wir wollen zeigen, dafs seine Bahn G- C X transitiv ist. Sei das Paar (g-z, -2 ) von
Elementen dieser Bahn betrachtet, wobei g, § € G. Sei h := §-g . Eswird h-g-2 =

g.gfl.g.‘r:g.x'
Zu (2). Sei Y C X eine transitive G-Teilmenge. Da Y # (), konnen wir ein y € Y wihlen.
Wir behaupten G -y ZY.

Die Inklusion C folgt, da Y C X eine G-Teilmenge ist. Die Inklusion O folgt, da YV
transitiv ist.

Zu (3). Sei Y C X eine G-Teilmenge. Da nach Konstruktion X die disjunkte Vereinigung
seiner Bahnen ist, ist nur zu zeigen, daft mit jedem Element y € Y auch G -y C Y liegt.
Dies folgt aber, da Y eine G-Teilmenge von X ist.

Zu (4). Ist X transitiv, dann besteht X nur aus einer Bahn dank (2). Besteht umgekehrt
X nur aus einer Bahn, dann ist X transitiv dank (1). -

Beispiel 134
(1) Sei f :=(1,2,4)(3,6), sei G := ((1,2,4)(3,6)) = (f) = {f°, f*,..., f°} < Sg und
X :=[1,6] ={1,2,...,6} wie in Beispiel 129.(2).

Wir haben die Bahn G-1=G-2=G-4={1,2,4}, die Bahn G-3 =G -6 = {3,6}
und die Bahn G -5 = {5}. Die disjunkte Zerlegung von X in seine Bahnen hat also
folgende Form.

X = {1,2,3,4,5,6} = {1,2,4}U{3,6} {5} .

(2) Operiere G via Konjugation auf X := G.
Die Bahn “z ={ 9% : g € G} von x € G heifit auch Konjugationsklasse von .

Z.B.ist 53(1,2) = {(1,2), (1,3), (2,3) }. Z.B. ist 53(1,2,3) = {(1,2,3), (1,3,2) }.
Insgesamt haben wir die folgende Zerlegung in Bahnen, also in Konjugationsklassen.

Sy = SidUS(L,2)U%(1,2,3) = {id}U{(1,2), (1.3), (2,3) }U{(1.2,3), (1.3.2) } .

2.4.2 Bahnenlemma
Sei GG eine Gruppe. Seien G-Mengen X und Y gegeben.

Definition 135 Sei z € X gegeben.

Sei
Stabg(z) == {geG:g-x=x}

der Stabilisator von z in G.
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Bemerkung 136 Es ist Stabg(z) < G.

Beweis. Es ist 1 € Stabg(z).

Sind ferner g, h € Stabg(x), dann wird g-h™' -2 =¢g-h™'-h-2 =g -2 =z und also
g-h~! € Stabg(z). -

Beispiel 137
(1) Wir betrachten die Operation von G auf G via Konjugation; vgl. Beispiel 127.(4).
Sei x € GG. Wir schreiben diesenfalls
Co(x) := Stabg(z) = {geG: =2} < G,
genannt Zentralisator von x in G.
(2) Esist Cg,((1,2)) = ((1,2), (3,4)).

(3) Wir betrachten die Operation von G auf der Menge U(G) der Untergruppen via
Konjugation; vgl. Beispiel 127.(6).

Sei U < G. Wir schreiben diesenfalls
Ng(U> = Stabg(U) = {QEG : gU:U} < G,
genannt Normalisator von U in G.

(4) Bs st Ng,(((1,2,3,4))) = ((1,2,3,4), (1,3)).

Definition 138 Sei f: X — Y eine Abbildung.
Es heifst f eine G-Abbildung, falls

flg-z) =g f(z)
ist fiir g € G und x € X.

Ist die G-Abbildung f : X — Y bijektiv, so heift sie auch G-Bijektion. Diesenfalls ist
auch f~! eine G-Bijektion.

Existiert eine G-Bijektion f : X — Y, so heifen die G-Mengen X und Y isomorph,
geschrieben X ~ Y.

Beispiel 139 Seien Untergruppen U < V < G gegeben.
Wir haben die G-Mengen G/U und G/V ; vgl. Beispiel 127.(3).
Wir betrachten die Abbildung f: G/U — G/V : zU — zV.

Es ist f wohldefiniert, da fir z, £ € G mit xU = zU folgt, dafs £ = zu ist fiir ein u € U,
was wegen U < V dann 2V = 2V zur Folge hat.
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Es ist f eine G-Abbildung, da f(g-2U) = f((gx)U) = (gx)V = g-2V = g- f(2U) ist fiir
g€ Gund x € G.

Es ist f surjektiv.

Es ist f nicht injektiv, da fiir ein v € V . U sowohl 1U als auch vU auf 1V abgebildet
werden.

Lemma 140 (Bahnenlemma) Sei x ein Element der G-Menge X .
Die Bahn von x ist dann eine G-Teilmenge G - x C X ; vgl. Bemerkung 133.(1).
Wir haben die G-Menge G/ Stabg(z) ; vgl. Beispiel 127.(3).

Wir haben die G-Bijektion
G/ Stabg(z) —
gStabg(z) +—

Ist insbesondere X transitiv, dann ist dies eine G-Bijektion von G/ Stabg(z) nach X.

Beweis.

Zur Wohldefiniertheit. Seien g, § € G mit gStabg(x) = §Stabg(x) gegeben. Dann ist
g =g-hmit h € Stabg(z). Alsoist g-x=¢g-h-x=g-x.

Es liegt eine G-Abbildung vor: Fir k € G wird k- (g Stabg(x)) = (kg) Stabg(z) abgebildet
auf (kg)-x=k-(g-x), wobei g € G.

Zur Surjektivitat. Diese folgt nach Konstruktion.

Zur Injektivitit. Seien g, § € G mit g-2 = §-x gegeben. Dannistz = g t-g-x = g7 1-§-2.
Seih:=g ' g. Esist h-x =z, d.h. h € Stabg(z). Also ist g Stabg(x) = ¢ - h Stabg(x) =
g Stabg(x).

m}

Korollar 141 Sei die Gruppe G endlich.
Sei die G-Menge X transitiv.
Dann ist | X| endlich und ein Teiler von |G].

Genauer gesagt ist | X| = |G|/| Stabg(x)| fir jedes x € X.

Beweis. Wahle x € X. Es ist G/ Stabg(z) isomorph zu G - x = X. Insbesondere ist
|G|/| Stabg(z)| = |G/ Stabg(z)| = | X, und dies ist ein Teiler von |G]. o

2.4.3 Fixpunktlemma

Sei GG eine endliche Gruppe. Sei X eine endliche G-Menge.
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Definition 142 Sei g € GG gegeben. Sei
Fix,(X) = {zeX:g-z=20} C X

die Menge der Fizpunkte von X unter g.

Lemma 143 (Fixpunktlemma)
Sei k die Anzahl der Bahnen in X unter der Operation von G.

Es ist 1
k= 1 > | Fixy(X)] .

gelG

Das Fixpunktlemma stammt von Cauchy. Es wurde von Burnside Frobenius zugesprochen.
Es wird oft nach Burnside benannt.

Beweis. Seien x4, ..., r;, € X Représentanten der Bahnen. Es ist also X = |_|Z.€[1 . G-x;.

Es wird .
Yo Fixg(X)| = H(g2)eGXxX :g-z=u}

= D .ex | Stabg(z)]
PO S GG ]

= Yietn Lecca, |Gl/1G -l

= Yiepn |G- xil - GI/IG -z

= k-|G|.

Beispiel 144 Sei G :=S3. Sei X :={1,2,3}; vgl. Beispiel 127.(5).
Es ist X transitiv. D.h. die Anzahl der Bahnen ist k = 1.

Es ist Fix(X) = {1,2,3}.

Es ist Fix 9)(X) = {3}, Fixq 3)(X) = {2} und Fix3)(X) = {1}.
Es ist Fix( 2,3)(X) = 0 und Fixq 39)(X) = 0.

Das Fixpunktlemma gibt nun folgendes.

1
o L3

1
@meg(xn = SBFH1+1+140+0),

geG

was zutrifft.

Beispiel 145 Sei U < G. Sei X := G/U ; vgl. Beispiel 127.(3).
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Es ist X transitiv. D.h. die Anzahl der Bahnen ist £ = 1.
Fiir g € G ist

Fix,(X) = {ze€eX :g9-2=2}

= {yUeG/U :yed, g-yU=yU}
{yUeG/U :yeG, yt g yU=U}
= {yUeG/U :yeG y'l-g-yelU}.

Folglich ist

| Fix,(X)| = |{yU€G/U:y€_C1¥, ylog-yeU}
= U {yeG: v geU}.

Das wollen wir noch etwas weiter umformen.
SeiueU.
Falls u & SgNU liegt, ist {y € G : ¥ g=u} = 0.

Falls u € %gNU liegt, dann schreiben wir zunéchst u = % fiir ein z € G. Es wird ¥ g = %
genau dann, wenn g = Y% ist, d.h. wenn yz € Cg(g) liegt, d.h. wenn y € Cg(g)2~! liegt.
Dafiir gibt es |Cg(g)| Moglichkeiten.

Also ist

{yeG:vgeU} = S, l{yeG: vig=u}
= Yueopul{yeG: v g=u}|

= Zue GgﬁU |CG(Q)’
= |%nNU[-|Calg)l -

Zusammen ist

| Fixg(X)| = U™ 199N U] - |Calg)] -
Wir wahlen noch Konjugationsklassenreprasentanten gy, ..., g, € G und schreiben

G = |_| Ggi.

i€[1,m]

Wir beachten noch |Cq(%;)| = |*Ca(g:)] = |Calg:)]| fir z € G.
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Das Fixpunktlemma gibt nun folgendes.

B S | Fixg (X))
= G Leea U 1% N U] Calg)]
= |_(1;| Zie[l,m] deGi U=t |%nU|-|Calg)]
- I_Clv‘l D ietm) 2ogecy U1 |%g: N U| - [Cal(g:)]
= & Yipm U 1% U Calgi)] - | il

S U1 G U] |G
= |_[1J| Zie[Lm] |ng‘ NU]

= Hw

= 1.

Was zutrifft.

2.5 Sylowsatze

Sei GG eine endliche Gruppe. Sei p € Z~5 eine Primzahl.
Wir schreiben |G| = p® - m, mit a € Z>o und m € Z mit m #, 0. Es ist also a = v,(|G]).

Als Vorbereitung brauchen wir eine verallgemeinerte Version von Bemerkung 120.(3), welche
wohl nicht mittels Homomorphiesatz gezeigt werden kann.

Bemerkung 146 Seien H, K < G gegeben mit H < Ng(K).
Sei HEK := {hk : he H, k€ K }.

(1) Esist HK < G.

H] - K]

2) Esist | HK| = —— .
(2) Bs it |HE| = Tp o

Beweis. Zu (1). Zunéchst ist 1 =1-1€ HK.
Seien nun h, h € H und k, k € K gegeben. Es ist

(hk) - (hk)™" = hkk™'h™" = hh " "(kk™") € HK |

da wegen H < Ng(K) jedenfalls "(kk—1) € K ist.
Zu (2). Wir haben die surjektive Abbildung p: H x K — HK : (h, k) — hk.
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Sei h € H und k € K gegeben. Es geniigt, |u ' ({hk})| = |H N K| zu zeigen.

Nun ist g~ ({hk}) = { (h,k) e Hx K : hk =hk}={(h,k) e Hx K : kk' =h"'h}.
Daher haben wir die Abbildung H N K — p~'({hk}) : = — (ha~' zk), die von der
Abbildung gt ({hk}) - HN K : (h,k) — kk™' = h™'h beidseitig invertiert wird. o

Definition 147
(1) Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Potenz von p ist.

(2) Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe von G, die eine p-Gruppe ist, die
also von Ordnung p° ist fiir ein b € [0, a].

a

(3) Eine p-Sylowuntergruppe von G ist eine Untergruppe von G, die von Ordnung p
ist. Wir schreiben

SyL(G) = Upe(G) = {U : ULG, |U|=p"}

fiir die Menge aller p-Sylowuntergruppen von G.

Manchmal nennt man eine p-Sylowuntergruppe auch kurz p-Sylowgruppe.

Definition 148 Sei H eine Gruppe. Sei X eine H-Menge. Sei
Fixy(X) := ﬂ Fix,(X) ={zeX :h-a=xfirhe H}.
heH
Bemerkung 149 Sei H eine p-Gruppe. Sei X eine endliche H-Menge.
Dann ist
[ X| = [Fixg(X)].
Beweis. Wiahle Bahnenrepréisentanten x4, ..., z,, € X. Es ist also X = Uie[l,m] H-z;.
Falls |H - x;| = 1, dann ist z; € Fixg(X).

Falls |H-z;| # 1, dann ist |H -x;| ein Teiler von |H|, der ungleich 1 ist, und also |H-z;| =, 0;
vgl. Korollar 141.

Also ist
IX| = > |H-w| = > |H-w| = |Fixug(X)].
1€[1,m] 1€[1,m]
xiGFiXH(X)

Beispiel 150 Sei H eine p-Gruppe.

Wir betrachten H als H-Menge beziiglich Konjugationsoperation.
Dann ist |H| =, |Fixy(H)| = |Z(H)|.

Ist also H # 1, so ist auch Z(H) # 1.
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Als weitere Vorbereitung brauchen wir folgendes Lemma von Cauchy. Nachdem alles erledigt
sein wird, wird dieses Lemma sich dann wiederum aus dem Satz von Sylow ergeben; vgl.
Satz 154 unten.

Lemma 151 (Cauchy) Sei |G| =, 0.
Dann gibt es in G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Sei H eine zyklische Gruppe der Ordnung p. Sei H = (h), wobei dann das Element
h die Ordnung p hat.

Es operiert H auf G*? via "(g1, g2, ..., 9p) := (92,93, - - -, Gp» 1)
Sei X :={(91,92,---,9p) €GP : g1-ga-...-gp=1} C G*P.

Es ist X eine H-Teilmenge von G*P. In der Tat liegt "(g1, 92, -, 9p) = (92,93, - - Ip, G1)
wieder in X wegen

_ -1

G293 Gt = " (1ger..ngy) = N1 =1,
Es ist | X| = |G|P~!, da fiir ein Element aus X die Eintréige g1, ..., g,—1 beliebig wéihlbar
sind und sich g, = (g1 - g2 ... gp—1) "' ergibt. Wegen |G| =, 0 folgt daraus | X| =, 0.

Dank Bemerkung 149 ist nun
0 =, |X| =, |Fixa(X)].

Da (1,1,...,1) € Fixg(X), muf es noch ein weiteres Element in Fixy(X) geben. Die
Tatsache, daf dieses fix unter h ist, liefert, daf es von der Form (g, g, ..., g) ist mit g # 1.
Dann aber ist g = 1. Folglich hat das Element g eine Ordnung > 1, die p teilt und mithin
gleich p ist. o

Lemma 152 Sei M eine nichtleere endliche G-Menge.

Gebe es fiir jedes x € M eine p-Untergruppe P(x) < G mit Fixpy (M) = {z}.

Dann ist M transitiv, und es ist |M| =, 1.

Beweis. Wahle n € M. Wir haben die G-Teilmengen N := Gn und N’ := M ~Gn von M.
Esist M = NUN'".

Es sind N und N’ also auch P(n)-Teilmengen von M. Es ist Fixp, (M) = {n}. Dank
Bemerkung 149 ist

INI =p [Fixpey(N)| = [NN{n}| = [{n}| =1

und
IN'| =, |Fixpey(N')| = [IN'0{n}| = [0] = 0.

Da N eine transitive G-Menge ist, bleibt N = M 7 zeigen.
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Wir haben also N’ = ) zu zeigen. Annahme, nicht. Wahle n’ € N’. Dank Bemerkung 149
ist
0 = IN'| = [Fixpw)(N)| = [N'Nn{n}| = [{n'}] =1,

Widerspruch. o

Lemma 153 Sei Q:={U : U ist eine p-Untergruppe von G } = |_|be[0,a] Uy (G).

Es ist Q eine G-Teilmenge der Menge U(G) aller Untergruppen von G, auf welcher G
via Konjugation operiert.

Sei Qnax € Q die Teilmenge der beziiglich Inklusion maximalen Elemente.

(1) Es ist Quax # 0.
(2) Es ist Qumax eine G-Teilmenge von §.

(3) Fiir Q € Quax ist Fixg(Qmax) = {Q}.

Beweis. Zu (1). Da 1 € Q liegt und da 2 endlich ist, ist Qpax # 0.
Zu (2). Sei P € Qax gegeben. Sei g € G. Dann ist |9P| = |P|, also 9P € Q.

Wir haben zu zeigen, daft 9P in 2 ein maximales Element ist. Sei ) € Q2 mit 9P < @
gegeben. Wir haben 9P = @ zu zeigen.

Esist P= 9 9P < 97'Q. Es ist \971Q| = |Q|, also 97'Q € Q. Aus der Maximalitit von P
in Q folgt P = 9'Q und also auch 9P = 99 'Q = Q.

Zu (3). Zeigen wir D. Es ist 9Q) = @ fiir g € Q. Also ist @ € Fixg(Qumax)-
Zeigen wir C. Sei P € Fixg(Qmax) gegeben. Zu zeigen ist P = Q.

Wegen P € Fixg(Qmax) ist 9P = P fir ¢ € @, mithin ) < Ng(P). Dank Bemer-

kung 146.(1) folgt PQ < G. Dank Bemerkung 146.(2) folgt |PQ| = EHS“, was eine

Potenz von p ist. Zusammen ist PQ) € (.
Esist P < PQ. Wegen der Maximalitdt von P folgt P = PQ).
Es ist @ < PQ. Wegen der Maximalitat von @) folgt Q) = PQ.

Zusammen ist P = Q. o

Satz 154 (Sylow) Sei an die endliche Gruppe G und an die Primzahl p erinnert.
Sei an |G| = p* - m mit m #, 0 erinnert.

Sei an die Menge Syl (G) = Uy (G) der p-Sylowuntergruppen von G erinnert, d.h. an die
Menge der Untergruppen von G von Ordnung p®.

(1) Es st Syl,(G) # 0.
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(2) Esist Syl,(G) eine transitive G-Menge unter der Konjugationsoperation.

(3) Esist |Syl(G)| =, 1.
Fiir P € Syl (G) ist dabei | Syl,(G)| = |G|/|Ng(P)|, was ein Teiler von m ist.

(4) Sei U < G eine p-Untergruppe. Dann gibt es ein Q € Syl,(G) mit U < Q.
Wegen der mehrteiligen Aussage spricht man von Satz 154 auch als von den Sylowsétzen.

Beweis. Sei Qpax € 2 die Teilmenge der beziiglich Inklusion maximalen Elemente; vgl.
Lemma 153. Dank Lemma 153.(1,2,3) kénnen wir Lemma 152 anwenden und erhalten,
dals Qpax eine transitive G-Menge ist und dafs [Qpax| =, 1 ist.

Um die Aussagen (1,2,3,4) des Satzes zu zeigen, geniigt es nun,

Qmax = SyL(G)

zu zeigen. Man beachte, daf dann die zweite Aussage von (3) eine Folgerung aus (2), aus
dem Bahnenlemma 140 und aus P < Ng(P) < G ist.

!
Zu 2. Sei P € Syl (G). Wir wollen P € Qpa, zeigen. Sei Q < G eine p-Untergruppe mit

P < Q. Wir haben P = @Q zu zeigen. Nun ist aber |P| = p® und |Q| = p® mit b € [0, a.
Also ist |P| = |@Q|. Also ist P = Q.

Zu C. Annahme, es gibt ein Q € Quax mit |Q = p® mit b < a. Sei N := Ng(Q). Dank
Bahnenlemma 140 ist [G : N| = [Quax| =, 1. Folglich teilt p* auch |N|. Also teilt p~°
den Index [N : Q]. Insbesondere ist [V : Q] =, 0.

Beachte Q < N. Wir haben also die Faktorgruppe N/@Q und den Restklassenmorphismus
p: N — N/Q.

Dank Lemma 151 von Cauchy gibt es in N/Q eine Untergruppe U < N/Q von Ordnung p.
Sei V := p7'(U) < N. Da Q der Kern von p : N — N/Q ist, ist Q < V und also Q
auch der Kern des Gruppenmorphismus p|¥ : V' — U, der ebenfalls surjektiv ist. Es folgt
V| =1Q|-|U| =|Q| - p; vel. Bemerkung 119. Also ist V € Q und @ < V. Dies aber steht
im Widerspruch zur Maximalitat von Q). 0

Korollar 155 Sei P € Syl (G).
Genau dann ist P < G, wenn |Syl,(G)| = 1 ist.
Beweis. Die Transitivitidt von Syl (G) bedeutet
Syl,(G) = {?P:geG};

vgl. Satz 154.(2).



65

Wenn | Syl,(G)| = 1 ist, dann muf 9P = P sein fiir g € G, da ansonsten 9P eine weitere
p-Sylowuntergruppe von G wére. Es folgt P < G.

Wenn umgekehrt P < G ist, dann ist 9P = P fiir g € G. Dies zieht wiederum Syl (G) =
{ 9P : g € G} = {P} nach sich. Es folgt | Syl (G)| = 1. o

Beispiel 156 Wir betrachten die Gruppe Ss.
Sei p prim.

(1) Falls p € {2, 3} ist, dann ist Syl,(Ss) = {1}. Das ist recht uninteressant.

(2) Sei p = 3. Wir schreiben [S3| = 3' - 2. Es ist also a = 1 und m = 2.

Es ist Syl;(S3) = {As} = {{(1,2,3))}.

Also ist | Syl3(S3)| = 1. Und in der Tat ist Az < S3; vgl. Korollar 155.
(3) Sei p = 2. Wir schreiben |S3| = 2! - 3. Es ist also a = 1 und m = 3.

Es ist Syly(Ss) = £{(1,2), ((1,3)), {2, 3)}

Es ist Syl,(S3) eine transitive S3-Menge unter der Konjugationsoperation, da die
drei angefiihrten Erzeuger in einer Konjugationsklasse liegen.

Es ist | Syly(S3)] = 3 =2 1. Und | Syl,(S3)| = 3 ist ein Teiler von m = 3.

2.6 Kleine Gruppen

2.6.1 Direkte Produkte

Definition 157 Seien G und H Gruppen.
Es wird G x H ={(g,h) : g € G, h € H} eine Gruppe vermoge

(9,h) - (g, k) = (9§, h-h)

fir (g,h), (g,h) € G x H, genannt das direkte Produkt von G und H.

Bemerkung 158 Sei G eine endliche Gruppe. Sei M < G. Sei N < G.
Seit MNN =1. Sei |[M|-|N|=|G]|.

Dann haben wir den Gruppenisomorphismus ¢ : M x N = G : (m,n) — m - n.

Beweis. Sei m € M und n € N gegeben. Wir behaupten m - n =n-m.

Esist m-n-m™t-n!'e€ N wegen NG . Esist m-n-m~t-n"te M wegen M <G.
Alsoist m-n-m™'-n=! =1, wie behauptet.
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Es ist ¢ ein Gruppenmorphismus. Denn fiir (m,n), (m,n) € M x N ist
¢((m,n)-(m,n)) = ¢((mm, n-n)) = mmnn = mnmn = ¢((m,n))e((m,u)) .

Es ist ¢ injektiv. Denn ist (m,n) € Kern(p), dannist m-n = 1,alsom =n~! € MNN =1,
alsom=1und n = 1.

Es ist ¢ surjektiv. Denn |p(M x N)| = |[MN| = |M|-|N|/|M N N| = |G|; vgl. Bemer-
kung 120.(3).

2.6.2 Diedergruppen

Definition 159 Sein € Z, .
Sei a:=(1,2,...,n) €S, . Es ist |(a)| = n.

Falls n > 3 und n =, 0 ist, dann schreiben wir n = 2k mit £ > 2 und setzen

b= (2,26)(3,2k —1)...(k,k+2) .

Falls n > 3 und n =5 1 ist, dann schreiben wir n = 2k + 1 mit k£ > 1 und setzen

b= (2,2k+1)(3,2k) ... (k+1,k+2).

In beiden Féllen ist |(b)| = 2.
Ferner ist % = a™!, d.h. boa = a=tob. Also ist {a,b) = {a’ol’ : i €[0,n—1], j € [0,1]}.

(1) Wir bezeichnen mit C,, ;= (a) < S,, diese zyklische Gruppe von Ordnung |C,,| = n.
(2) Sei n > 3. Wir bezeichnen mit
Dy, = (a,b) = {a'o¥ :ic[0,n—1], j€[0,1]} < S,

die Diedergruppe von Ordnung |Da,| = 2n.

In der Tat ist C,, < Ds,, da b & C,, liegt. Denn falls n =5 0 ist, dann ist k + 1 fix
unter b, nicht aber unter a’/?, weswegen b # a™/? ist.

Also ist n ein Teiler von |Dy,|. Ferner ist n < |Da,| < 2n, wie angemerkt. Also muf
|Day,| = 2n sein.
Beispiel 160
(1) Esist Dg = ((1,2,3), (2,3)) = S;.
(2) Esist Dg = ((1,2,3,4), (2,4)) < Sy eine 2-Sylowgruppe von Sy .
(3) Esist Do = ((1,2,3,4,5), (2,5)(3,4)) < Ss.
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Bemerkung 161 Seip > 2 eine Primzahl.
Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| = p.
Dann ist G ~ C,, .

Beweis. Wahle x € G~ {1}. Dann ist |(z)| ungleich 1 und ein Teiler von |G| = p. Also
ist [(z)] =p=|G|. Also ist (x) = G.

Wir haben den Isomorphismus C, = G : a’ — 2 fiir i € [0,p — 1]. 5

Bemerkung 162 Sei p > 3 eine Primzahl.
Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| = 2p.
Dann ist G ~ C, x Cy oder G ~ D, .

Beweis. Sei N eine p-Sylowgruppe von G. Dann ist N < G'; vgl. Bemerkung 104.
Sei U eine 2-Sylowgruppe von G.

Fall: U < G. Dann ist [INNU|=1und |[N|-|U| =G|, also G~ N x U ~ C, x Cy; vgl.
Bemerkungen 158, 161.

Fall: U nicht normal in G.
Es ist N >~ C,; vgl. Bemerkung 161. Wahle x € N mit N = (z).
Es ist U ~ Cy; vgl. Bemerkung 161. Wéhle y € U mit U = (y).

Es teilt |[U N N| sowohl |U| = 2 als auch |N| = p. Somit ist UNN = 1 und also NU = G;
vgl. Bemerkung 120.(2, 3).

Wegen N 4 G ist Yz = 2 fiir ein k € [0,p — 1]. Da z = ¥z = ¥(¥z) = ¥(a¥) =
(zF)k = m(kQ), ist £ =, 1. Da F, ein Korper ist, gibt es hierfiir nur die beiden Losungen
ke{-1,+1}.

Wire k = 1, dann wire xy = yx und also U < G, was nicht der Fall ist.

Also ist & = —1. Wir haben also G = NU = {z% : i € [0,p— 1], j € [0,1] } erhalten,

sowie Yz = x~ 1.

Auch sind in G damit 2p verschiedene Elemente aufgelistet.
Wir haben also die Multiplikationsregel

gyl gyl = TV
fir i, 4" € [0,p—1] und 5, j* € [0,1].

In Dy, gilt entsprechend a? = id, * = id und ‘a = a™'; vgl. Definition 159. Somit gilt
auch .
("o b)) o (ai’ o bj’) — itCED G it

fir i, ¢/ € [0,p— 1] und 75, j* € [0,1].
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Folglich haben wir den Gruppenisomorphismus Dy, = G : @’ oV’ + 2%y’ fiir i € [0,p — 1]
und j € [0, 1]. o

Beispiel 163 Sei G eine Gruppe von Ordnung |G| = 15.

Wir wollen zeigen, daf G ~ Cs x Cy ist.

Sei M eine 3-Sylowgruppe von G. Die Anzahl der 3-Sylowgruppen ist =3 1 und teilt 5,
sie ist also gleich 1. Folglich ist M < G.

Sei N eine 5-Sylowgruppe von GG. Die Anzahl der 5-Sylowgruppen ist =5 1 und teilt 3, sie
ist also gleich 1. Folglich ist N < G.

Esist M ~ C3 und N ~ Cs.

Esist M N N =1, da die Ordnungen teilerfremd sind.
Esist |[M|-|N|=3-5=15.

Dank Bemerkung 158 folgt G ~ M x N ~ C3 x Cs.

Es gibt also im wesentlichen nur eine Gruppe von Ordnung 15.

2.6.3 Endliche abelsche Gruppen

In diesem Abschnitt §2.6.3 werden bis Bemerkung 172 abelsche Gruppen additiv geschrie-
ben.

Satz 164 (Elementarteilersatz) Sei R ein euklidischer Ring, mit Gradfunktion d.
Seienm, n > 1. Sei A = (a;,);; € R™".
Dann gibt es S € GL,,(R) und T € GL,(R) derart, dafl

SAT = D

15t, wobei

D = E Ti€i4

1€[1,k]

wobei k € [0, min{m, n}| und wobei x; € R* fir i € [1,k] mit (1) D (x9) D ... D (xx).

Eine solche Matrix D heiltt in Elementarteilerform.

Beweis. Die Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen entspricht der Mul-
tiplikation mit einem Element aus GL,,(R) von links. Genauso die Vertauschung von
Zeilen.

Entsprechend fiir Spalten und Multiplikation mit einem Element aus GL, (R) von rechts.



69

Wir nennen { (,1) : i € [2,m] }U{(1,7) : j € [2,n] } provisorisch den Rand der Matrix.
Der Rand ist also die Menge der Positionen in der ersten Spalte oder in der ersten Zeile,
ausgenommen die Position (1,1).

Falls A # 0, dann geniigt es, solche Zeilen- und Spaltenoperationen anzugeben, die aus
A eine Matrix machen mit Eintrag 0 im Rand und einem Eintrag ungleich 0 an Position
(1,1), der alle Matrixeintrage teilt.

Denn dies kann man dann in einem weiteren Schritt fiir den Block im Bereich [2, m| x [2, n]
anwenden, falls dieser Block ungleich 0 ist. Dann fiir den Block im Bereich [3, m] x [3,n],
falls dieser ungleich 0 ist. Usf.

Dafiir gehen wir wie folgt vor.

(1) Wir tauschen einen Eintrag von A ungleich 0 und mit minimalem Grad durch Zeilen-
und Spaltenvertauschungen an Position (1, 1).

(2) Wir verwenden, daft R ein euklidischer Ring ist, um derart Vielfache der ersten Zeile
zu den weiteren Zeilen zu addieren, dafs die entstehenden Eintrége in der ersten Spalte
gleich 0 sind oder aber kleineren Grad als der Eintrag bei (1, 1) haben. Ferner addieren wir
derart Vielfache der ersten Spalte zu den weiteren Spalten, daf die entstehenden Eintrége
in der ersten Zeile gleich 0 sind oder aber kleineren Grad als der Eintrag bei (1, 1) haben.

(3) Falls nun im Rand ein Eintrag ungleich 0 entstanden ist, so springen wir zum
Schritt (1).

(4) Nun sind die Eintrage im Rand alle gleich 0.

(5) Falls der Eintrag an Position (1, 1) nicht alle Eintrége teilt, so wéhlen wir eine Position
(k,?¢) mit einem Eintrag, den er nicht teilt. Wir addieren die erste Zeile zur k-ten Zeile.
Wir addieren derart ein Vielfaches der ersten Spalte zur ¢-ten Spalte, daf an Position (k, ¢)

ein Eintrag entsteht, dessen Grad kleiner ist als der Grad des Eintrags an Position (1, 1).
Wir springen zum Schritt (1).

(6) Nun sind die Eintrdge im Rand alle gleich 0. Und der Eintrag an Position (1, 1) teilt
alle Matrixeintrage.

Springt man von (3) nach (1) oder springt man von (5) nach (1), ist der minimale Grad
eines nichtverschwindenden Matrixeintrags echt kleiner geworden.

Somit muf der Algorithmus nach endlich vielen Schritten sein Ende in (6) erreichen. o

7 7—6
Beispiel 165 Sei A — ( 5 s) € 7373,
—4 -6 10

Wir suchen D € Z**3 diagonal, mit konsekutiven Teilern auf der Diagonalen, S € GL3(Z)
und 7' € GL3(Z) mit SAT = D wie in Satz 164.

Wir rechnen, wie vom Algorithmus vorgegeben, auch wenn Abkiirzungen moglich wéren.

1 1 " b1
7 7T—6 =) 001 7 7T—6 001 =) 1 5 8 601 =) 5 8 (=) 0 0 1
5 1 8 s 1 5 8 > 7 7—-6 S 0—28 —62 >

—4 -6 10 —6—4 10 —6—4 10 0 26 58
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T

100y (843 100

026 s 020) = D .
006 006

0
0
1

N—

1
S = 0
0
0
1
0

re

In der Tat ist nun SAT = D.

0
1
0
1
0
0

0
1—
0

1
-7
6

Definition 166 Eine abelsche Gruppe A heiltt endlich erzeugt, wenn es ein k > 0 und
Elemente a;, ..., a; € A gibt mit A= (a1, ..., ax).

Beispiel 167
(1) Endliche abelsche Gruppen sind endlich erzeugt.

(2) Die abelsche Gruppe Z = (Z, +) ist endlich erzeugt wegen Z = (1). Aber Z ist nicht
endlich.

(3) Sei n > 1. Die abelsche Gruppe Z"*! = (Z™! +) ist endlich erzeugt.
Bemerkung 168 Sei A eine abelsche Gruppe. Sei B < A.

Seien B und A/B endlich erzeugt.

Dann ist A endlich erzeugt.

Beweis. Schreibe B = (by, ..., by) und A/B = (a1 + B, ..., ap+ B), wobei k, { > 0 und
by,....,bp€Bund ay, ..., a; € A.

Wir behaupten A - (ay, ..., ar, by, ..., by). Sei x € A gegeben. Wir haben zu zeigen,
dafs x in der rechten Seite liegt.

Schreibe x4+ B = z1(a1+B)+. . .+ zr(ag+B) = (z1a1+. . .4+2zpag)+ B, mit 21, ..., 2, € Z.
Es folgt © = z1a; + ... 4+ zpagp + b fiir ein b € B. Schreibe b = wby + ... + weby mit
Wy, ..., wp € Z. Insgesamt wird x = z1ay + ... + zpap + wiby + ... + weby, was in der

rechten Seite liegt. o
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Bemerkung 169 Sei A eine abelsche Gruppe. Sei B < A.
Sei A endlich erzeugt.

Dann ist B endlich erzeugt.

Beweis. Sei 0.E. A # 0.
Induktion iiber die Anzahl der Erzeuger.
Schreibe A = (ay, ..., ax), wobei k > 1 und a;, ..., ap € A.

Fall k = 1 (Induktionsanfang). Es ist A = (a1) = {za1 : 2z € Z}. O.E. ist B # 0.
Seli w € Zs, minimal mit wa; € B. Dann ist B = (way). Denn ist za; € B fiir ein
z € 7, dann kénnen wir z = wq + r schreiben, mit ¢, r € Z und r € [0,w — 1].
Es ist auch ra; = za; — qwa, € B. Die Minimalitdt von w erzwingt » = 0 und also
za; = quay € (way).

Fall k > 2 (Induktionsschritt).

Sei A = (ag, ..., a;) < A. Esist BN A < A. Also ist BN A endlich erzeugt nach
Induktionsvoraussetzung.

Es ist BN A der Kern des Gruppenmorphismus ¢ : B — A/fl b b+ A

Es ist p(B) < A/A = (a; + A). Nach Fall k& = 1 ist also ¢(B) endlich erzeugt. Nach
Homomorphiesatz ist p(B) ~ B/ Kern(y) = B/(BN A); vgl. Satz 118.

Somit sind BN A und B/(B N A) endlich erzeugt. Folglich ist auch B endlich erzeugt;
vgl. Bemerkung 168. o

Satz 170 Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

Dann gibt esr € Zso und k € Zso und x1, ..., xx € Zs1 mit (x1) 2 (x2) D ... D (xx)
und mit
A~ Zf(x1) X Z)(x2) X ... x L) (zg) X 27" .

Beweis. Schreibe A = (ay, ..., a,), wobeim > 0und a4, ..., a, € A.

Wir haben den surjektiven Gruppenmorphismus ¢ : Z™1 — A : e; +— a; fiir i € [1,m].
Es ist dann ¢((2;);) = z1a1 + - . . + Z;mGm -

Es ist Kern(y) als Untergruppe von Z™*! endlich erzeugt; vgl. Bemerkung 169. Schreibe
Kern(p) = (b1, ..., b,), wobein > 0 und by, ..., b, € Kern(p) < Z™**.

Wir haben den surjektiven Gruppenmorphismus ¢ : Z"*! — Kern(p) : e; + b; fiir
J € [1,n]. Es ist dann ¢ ((w;);) = wiby + ... + wyb, .

Sei ¢ : Kern(p) — Z™*! die Einbettung, was ein injektiver Gruppenmorphismus ist.

Sei B € Z™*™ die Matrix mit Spaltentupel (b1, ..., b,). Es bildet ¢ 0 ¢ das Element e, ab
auf by = B - e,. Daher ist t o) : Z" — Z™*1 .z B - 1.
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anl B-(-) mel i A

Nach Homomorphiesatz ist A ~ Z™!/Kern(p); vgl. Satz 31. Nun ist Kern(p) =
Y(Z™) = 1(P(Z™)) = B - Z™1. Also ist
A~ 7™ )(B-7™Y) .

Dank Elementarteilersatz kénnen wir S € GL,,(Z) und T € GL,(Z) wahlen mit SBT =
D, wobel D = zye11+...+ xpepy, wobei k > 0und zy, ..., 2, € Z* sind mit (z;) D
(x2) D ... D (wx); vel. Satz 164. Durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix kénnen
wir noch z; > 1 erreichen fiir i € [1, k].

Es ist B-Z"! = S=1DT~17mt = S=1D7Z™Y ) da T—1Z" = 7! ist wegen T invertier-
bar.

Ferner haben wir den Gruppenisomorphismus
mel/(B . anl) — mel/(s—lD . anl) 1> me1/<D . anl)
y+ (S—lD . anl) — Sy—|— (D . anl)
S7ly+(S7ID-Z™Y) «— y+ (D-Z™1)
wofiir man Lemma 117 zweimal zum Einsatz bringen kann.
Schliefslich haben wir, mit r := m — k, den Gruppenisomorphismus
ZmY (D 2N S T (31) X 2 (w9) X ... X L (2) X ZXT

(ZZ),L—F(DZHXI) —> (Zl+(iCl),ZQ—F(ZEQ),...,Zk—i-(l'k),zk+1,...,2m)
(2)i + (D -Z™Y) <+ (204 (21), 20+ (), - 26 + (Th)s Zhgts - -5 Zm) -

Zusammengesetzt ergibt dies A ~ Z/(x1) X Z/(x2) X ... X Z/(xy) X Z*". g

Korollar 171 Sei A eine endliche abelsche Gruppe.
Dann gibt es k € Z=o und xy, ..., x € Lso mit (x1) 2 (x2) D ... D (zx) und mit

A~ Z)(x1) X Z)(x2) X ... X L] (xk) .

Dabei ist |Al =x1 - x9- ... 3y .

Beweis. Dies folgt aus Satz 170, da A nur fiir = 0 endlich sein kann. Man beachte noch,
daf Z/(1) nur ein Element hat und daher als Faktor entfallen kann, ohne die Isomorphie-
klasse zu @ndern. 5

Bemerkung 172 Wir erinnern an den Chinesischen Restsatz, welchen wir nun fiir Z
anwenden wollen; vgl. Satz 34.

Seien yi, Y2, ...,y € Z* paarweise teilerfremd gegeben. Dann ist (y;) + (y;) =
(yi,y;) =2 fiir i, j € [1,] mit i # j.



73

Seiy:=y;-yo-...-ye. Dann ist (y) = (y1) N (y2) N ... N (ye), da eine ganze Zahl genau
dann durch y teilbar ist, wenn sie durch yy, ..., y teilbar ist.

Also haben wir den Ringisomorphismus
o+ Z/y) = Z/(p) x Z[/p) x ... x  Z/(y)
) = GG+) o 2+0) o 2+ (W)

Dies ist insbesondere ein Gruppenisomorphismus der additiven Gruppen dieser Ringe.

Bemerkung 173 Sein € Z*.

Die additiv geschriebene zyklische Gruppe Z/(n) ist isomorph zur multiplikativ geschrie-
benen zyklischen Gruppe C,, .

Eine wirklich gute Schreibweise fiir zyklische und abelsche Gruppen, die in allen Lagen pafst,
scheint es nicht zu geben.

Beispiel 174

(1) Wir wollen bis auf Isomorphie alle abelschen Gruppen der Ordnung 8 auflisten.

In der Bezeichnung von Korollar 171 muf das Produkt der Zahlen x4, ..., x gleich 8
sein. Wir erhalten also die folgenden Moglichkeiten in additiver Schreibweise.

Z(8), Z/(2) x Z/(4) , Z/(2) x Z/(2) X Z](2) -

Jede abelsche Gruppe der Ordnung 8 ist zu einer dieser Gruppen isomorph.

Und diese drei Gruppen sind paarweise nichtisomorph. Denn die erste Gruppe ent-
hélt ein Element der Ordnung 8, die anderen beiden nicht. Und die zweite Gruppen
enthélt ein Element der Ordnung 4, die dritte nicht.

Dasselbe, nur multiplikativ geschrieben :

Cg, CQXC4, CQXCQXCQ.

(2) Wir wollen bis auf Isomorphie alle abelschen Gruppen der Ordnung 12 auflisten.

Unter Verwendung von Korollar 171 erhalten wir die folgenden Moglichkeiten in
additiver Schreibweise.

Z/(12), Z/(2) x Z/(6)

Unter Verwendung von Bemerkung 172 erhalten wir die folgenden M&glichkeiten in
additiver Schreibweise.

Z/(4) X Z/(3) , Z/(2) x L/(2) X Z/(3) .

Diese beiden Gruppen sind nichtisomorph, da die erste ein Element der Ordnung 4
enthélt, nicht aber die zweite.

Dasselbe, nur multiplikativ geschrieben :

C4><C3, CQXCQXC3.
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2.6.4 Zwei Lemmas fiir kleine Gruppen

Lemma 175 Sei G eine endliche Gruppe.
Dann kann |G : Z(G)] nicht prim sein.

Beweis. Annahme, p := [G : Z(G)] ist prim. Es ist G/Z(G) zyklisch. Schreibe G/Z(G) =
(rZ(@)), wobei x € G. Dann ist G = {2’z : i € [0,p— 1], 2 € Z(G) }.

Seien nun z'z, #7w € G, wobeii, j € [0,p— 1] und z, w € Z(G). Dann wird

+i

'z 2w = 2 zow =2 w2z = dw-xtz.

Also ist G abelsch. Also ist G = Z(G). Folglich ist [G : Z(G)] = 1 < p. Wir haben einen
Widerspruch. o

Beispiel 176 Sei p eine Primzahl. Sei G eine Gruppe der Ordnung p?.

Dann ist |Z(G)| € {p, p*}; vel. Beispiel 150.

Dank Lemma 175 ist [G : Z(G)] # p und also |Z(G)| # p.
Somit ist |Z(G)| = p?, mithin Z(G) = G. Also ist G abelsch.
Folglich ist G ~ C, x C, oder G ~ C,2 ; vgl. Korollar 171.

Lemma 177 Sei G eine endliche Gruppe. Sei 1 < U < G.
Sei p der kleinste Primteiler von |U|.

Ist |G : U] < p, dann ist U < G.

Dies ist eine Verallgemeinerung von Bemerkung 104.

Beweis. Es operiert G auf G/U durch Multiplikation von links. Also operiert auch U auf
G /U durch Multiplikation von links.

Die Bahn von 1-U ist {1-U}. Somit hat jede andere Bahn dieser Operation eine Element-
zahl < |[(G/U)~{1-U}| =[G : U] — 1 < p — 1. Diese Elementzahl teilt aber |U|; vgl.
Korollar 141. Der einzige Teiler von |U|, der < p— 1 ist, ist 1. Also enthalten alle Bahnen
dieser Operation nur ein Element.

Es folgt u- gU = gU fiir w € U und g € G. Also ist 9w € U fiir g € G und u € U. Somit
ist U < G. a
2.6.5 Einfache Gruppen

Definition 178 Sei G eine Gruppe mit G # 1.
Es heifst G einfach, wenn G nur die Normalteiler 1 und G hat.
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Beispiel 179
(1) Sei p eine Primzahl. Es ist C, einfach.

(2) Die Gruppe A, ist nicht einfach.
Denn in ihr gibt es den Normalteiler V' := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4) ) von Ordnung 4.

Satz 180 Sein > 5. Die alternierende Gruppe A, ist einfach.

Beweis. Annahme, es gibt 1 < N <A, .

Wir behaupten, dafs es 1 < M < A, gibt mit M S, .

Sei x € N fiir ¢t € {id, (1,2)} und f € S,. Schreibe x = % mit y € N. Schreibe f = sog
mit s € {id, (1,2)} und g € A,,. Dann ist

fZE _ sogoty _ sototilgy € SOt

Also sind NN 32N S, und No 2N KS,,.

Wir haben auszuschlieken, daf N N 2N =1 und N o BN = A, ist. Annahme, dem
wére so. Dann ist
nl/2 = A, = [N|-|"®N| = |[NJ*.

Dies ist fiir n = 5 und n = 6 nicht moglich, da 60 und 360 keine Quadratzahlen sind.
Falls nun n > 7 ist, argumentieren wir wie folgt.

Es ist |Ca, ((1,2))] = (n —2)!/2. Es folgt aus NN M2IN =1, dak NN Cy,((1,2)) = 1 ist,
da fiir # € N mit z € Cp,((1,2)) auch = "2z € 2N liegt. Somit wird

nl/2 = |An] = [N oGy, ((1,2))] = IN[-|Ca,((1,2)] = [N]-(n—2)!/2.

Es folgt
(n!/2)* = N[> ((n—2)!/2)?,
also
n!/2 > ((n—2)!/2)?,
und somit

2n-(n—-1) =2 (n—=2)!.

Fiir n = 7 ist dies falsch, da 2-7-(7—1) = 84 und (7—2)! = 120 ist. Da 2t )11; <2 =

1

2-n-(n— = (n-2)!
fiir n > 7, bleibt es auch fiir n > 7 falsch. Wir haben einen Widerspruch. Dies zeigt die
Behauptung.

Wir behaupten, dak M einen Zykel der Lange 3 enthélt, also ein Element der Form (a, b, ¢).
Wihle g € M \ {id}.
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Fall 1: Es enthdlt g in Zykeldarstellung wenigstens einen Zykel (aq,aq,as, ..., ax) mit
k> 3.

Dann ist g~! o (929)g = (a;, ay, as,...,a;) ' o (ay,as,as, ..., a;) = (a1, az,a3) € M.

Fall 2: Es enthalt g in Zykeldarstellung wenigstens drei Zykel der Ldange 2.

Seien die drei Zykel (a,b), (¢, d), (e, f) in der Zykeldarstellung von g enthalten.

Dann ist auch g=' o ®:9@e)y = (q,b)(c,d)(e, f) o (a,c)(b,e)(d, f) = (a,d,e)(b, f,c) € M.
Das Argument aus Fall 1 zeigt nun, dafs M einen Zykel der Lénge 3 enthélt.

Fall 3: Es enthdlt g in Zykeldarstellung zwei Zykel der Linge 2 und keine weiteren Zykel.
Wir schreiben g = (a,b)(c,d). Wir wéhlen e € [1,n] \ {a,b, ¢, d}, moglich, da n > 5.
Dann ist auch g=' o ®€g = (a,b)(c,d) o (a,e)(c,d) = (a,e,b) € M.

In allen drei Féllen ist die Behauptung gezeigt.

Da M °S,,, ist nun jeder Zykel der Lénge 3 in M enthalten.

Da jeder Zykel (aq,...,a;) in S, einer Lange k > 2 als Produkt von Zyklen der Lange
zwei darstellbar ist, namentlich als (a1,...,ar) = (a1,a2) o (az,a3) o ... o (ar_1,ax), ist
auch jedes Element von S,, als Produkt von Zyklen der Lange zwei darstellbar.

Folglich ist jedes Element von A, als Produkt einer geraden Zahl von Zyklen der Lénge
2 darstellbar.

Nun koénnen wir aber zwei aufeinanderfolgende Zykel in einem solchen Produkt zusam-
menfassen in der Form (a,b) o (b,¢) = (a,b,c), wobei |{a,b,c}| = 3, oder in der Form
(a,b) o (¢,d) = (a,b,c) o (b,c,d), wobei |{a,b,c,d}| =4.

Also ist jedes Element von A,, als Produkt von Zyklen der Lénge 3 darstellbar. Da M eine
Untergruppe von A,, ist und alle Zykel der Lange 3 enthilt, folgt M = A, . Wir haben
einen Widerspruch. o

Die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen ist ein umfangreiches Projekt. Satz 180
ist ein erster Schritt.

Beispiel 181 Es gibt keine einfache Gruppe von Ordnung 20.

Annahme, es gibt eine einfache Gruppe G mit |G| = 20. Dann ist | Syl;(G)| =5 1 und
| Syl;(G)| ein Teiler von 4. Also ist | Syl;(G)| = 1. Folglich hat G einen Normalteiler von
Ordnung 5. Widerspruch.

Beispiel 182 Es gibt keine einfache Gruppe von Ordnung 36.

Annahme, es gibt eine einfache Gruppe G mit |G| = 36. Dann ist | Syl;(G)| =3 1 und
| Syl;(G)| ein Teiler von 4. Also ist |Syls(G)| € {1,4}. Da G keinen Normalteiler von
Ordnung 9 hat, folgt | Syl;(G)| = 4.

Schreibe X := Syl;(G). Es ist X eine transitive, also nichttriviale G-Menge. Folglich gibt
es einen Gruppenmorphismus ¢ : G — Sy mit Kern(y) # G. Da G einfach ist, folgt
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Kern(p) = 1. Also ist ¢ injektiv. Da aber |G| = 36 grofer ist als |Sx| = |S4| = 24, haben
wir einen Widerspruch.

Beispiel 183 Es gibt keine einfache Gruppe von Ordnung 56.

Annahme, es gibt eine einfache Gruppe G mit |G| = 56. Dann ist | Syl,(G)| =7 1 und
| Syl;(G)| ein Teiler von 8. Also ist |Syl;(G)| € {1,8}. Da G keinen Normalteiler von
Ordnung 7 hat, folgt | Syl,(G)| = 8.

Da nun die 7-Sylowgruppen paarweise Schnitt 1 haben, gibt es 8 - (7 — 1) = 48 Elemente
der Ordnung 7 in G. Folglich kann es in G hochstens 56 — 48 = 8 Elemente geben, deren
Ordnung eine Potenz von 2 ist. Somit ist | Syly(G)| = 1. Daher hat G einen Normalteiler
von Ordnung 8. Widerspruch.

Wie Feit und Thompson gezeigt haben, gibt es auch keine nichtzyklische einfache Gruppe
von ungerader Ordnung.

Ein weiteres Beispiel zu p-Sylowgruppen einfacher Gruppen findet sich in §A.2.



Kapitel 3

Korpererweiterungen

3.1 Algebraische Elemente
und endliche Korpererweiterungen

Wir erinnern an den Begriff eines Korpers; vgl. Definition 1. Informell gesprochen: in einem
Korper gelten alle 4 Grundrechenarten.

Definition 184 Sei L ein Korper.
Ein Teilring K C L, der ein Korper ist, heifst Teulkdrper.

Somit ist K C L ein Teilkorper genau dann, wenn 1 € K, wenn fiir z, y € K auch
x—y € Kund z -y € K liegen und wenn fiir z € K* auch 27! € K liegt.

Beispiel 185
(1) Es ist Q ein Teilkorper von R. Es ist R ein Teilkorper von C.

(2) Es ist Z ein Teilring von Q, aber kein Teilkorper.

Definition 186

(1) Sei K ein Koérper. Sei L ein Korper.
Ist K ein Teilkorper von L, so heilst L eine Kdrpererweiterung von K.

Wir schreiben auch L|K fiir diese Korpererweiterung.

(2) Sei L|K eine Korpererweiterung. Sei Z ein Teilkorper von L, der K enthélt.
Dann haben wir die Koérpererweiterungen L|Z|K.

Es heifit Z ein Zwischenkorper von L|K.

78
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Beispiel 187

(1)
(2)

(4)

(5)

Wir haben die Korpererweiterungen C|R|Q. Es ist R ein Zwischenkorper von C|Q.

Sei Q(i) :={a+10bi : a,b € Q} CC.

Man beachte: Ist a+bi # 0, dann ist (a+bi)~! = a‘gng € Q(i). Also ist der Teilring
Q(i) C C ein Teilkorper.

Wir haben die Korpererweiterungen C|Q(i) und Q(i)|Q. Kurz, wir haben die Kor-
pererweiterungen C|Q(i)|Q.

Es ist Q(i) ein Zwischenkorper von C|Q.

Auf die Bezeichnung als Q(i) gehen wir in Beispiel 197.(1) unten nochmals ein,
nachdem wir sie in groferer Allgemeinheit eingefithrt haben werden.

Sei K ein Korper. Wir verwenden T als Variablenbezeichnung.

Wir erinnern an K(7T) = Quot(K[T]) = {% . f(T) € K[T], g(T) € K|T|*};
vgl. Beispiel 38.(2).

Es ist K(T)|K eine Korpererweiterung.

Sei K (T?) == { {50+ f(T) € K[T), ¢(T) € K[T]*}.

Es ist K(T)|K(T?)|K. Es ist also K(T?) ein Zwischenkorper von K (T)|K.

Auf die Bezeichnung als K (7?) gehen wir in Beispiel 197.(2) unten nochmals ein,
nachdem wir sie in groferer Allgemeinheit eingefithrt haben werden.

Sei p eine Primzahl. Sei L ein Korper von Charakteristik char(L) = p. Dann ist
[, C L ein Teilkorper, d.h. L|F, eine Koérpererweiterung. Vgl. Beispiel 32.

Sei L ein Korper von Charakteristik char(L) = 0. Dann ist Q C L ein Teilkorper,
d.h. L|Q eine Korpererweiterung. Vgl. Beispiel 38.(3).

Bemerkung 188 Sei L|K eine Korpererweiterung.

Dann ist L ein K-Vektorraum, wobei die skalare Multiplikation von K auf L durch die
Multiplikation innerhalb L gegeben ist.

Wir schreiben auch [L : K| := dimg (L) € Zs; U {o0}, genannt Grad von L|K.

Beispiel 189 Es ist C|R eine Korpererweiterung.

Also ist C ein R-Vektorraum, wobei die skalare Multiplikation von R auf C durch die
Multiplikation innerhalb C gegeben ist.

Es ist C ein zweldimensionaler R-Vektorraum. Als R-lineare Basis von C haben wir
z.B. (1,1). Also hat die Korpererweiterung C|R den Grad [C : R] = 2.
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Definition 190 Sei L|K eine Korpererweiterung. Sei b € L.
(1) Sei K[b] := {f(b) : f(X)e K[X]} C L.

(2) Sei K(b) = {10 1 f(X), g(X) € K[X], g(b) 0} C L.

Bemerkung 191 Sei L|K eine Kérpererweiterung. Sei b € L.

(1) Es ist K[b] ein Teilring von L, der K und b enthilt.
Jeder Teilring von L, der K und b enthdlt, enthalt auch Kb].

(2) Es ist K(b) ein Teilkorper von L, der K und b enthdlt.
Jeder Teilkorper von L, der K und b enthdlt, enthdilt auch K(b).

Beweis. Zu (1). Es liegt 1 € K[b]. Die Differenz und das Produkt zweier Elemente in K [b]
liegen wieder in K[b]. Also ist K [b] ein Teilring von L. Er enthélt K und b.

Sei nun R C L ein Teilring mit K € R und b € R. Da R ein Teilring von L ist, liegt auch
jedes Element der Form a;b* + aj_1b¥ ' + ... 4+ aob® in R, wobei k € Zxo und a; € K fiir
J €10, k]. Mit anderen Worten, es ist K[b] C R.

Zu (2). Es liegt 1 € K(b). Die Differenz und das Produkt zweier Elemente in K (b) liegen
wieder in K (b). Also ist K(b) ein Teilring von L.

Ist nun % € K(b)*, dann ist f(b) # 0 und also auch % € K(b). Folglich ist K (b) ein
Teilkorper von L.

Sei nun Z C L ein Teilkorper von L mit K € Z und b € Z. Dann ist Z C L auch ein
Teilring. Geméaf (1) ist also K[b] C Z.
!
Wir haben K(b) C Z zu zeigen.
Seien f(X), g(X) € K[X] mit g(b) # 0 gegeben. Dann sind f(b), g(b) € KI[b] C Z. Da

nun Z auch ein Teilkérper von L ist, ist auch g(b)~' € Z. Somit ist auch % €. -

Definition 192 Sei L|K eine Korpererweiterung. Sei b € L.
Es heifst b algebraisch tiber K, falls es ein Polynom f(X) € K[X]* gibt mit f(b) = 0.

Diesenfalls gibt es auch ein normiertes Polynom in K[X] mit Nullstelle b.

Bemerkung 193 Sei L|K eine Kdrpererweiterung. Sei b € L.
(1) Sei f(X) € K[X]* gegeben mit f(b) = 0. Sei n := deg(f(X)). Dann ist

Kb = (0,071,

(2) Es ist genau dann b algebraisch tber K, wenn KI[b] ein endlichdimensionaler
K -Vektorraum ist.
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(3) Ist b algebraisch iber K, dann ist K[b] = K(b).

!
Beweis. Zu (1). Zu zeigen ist nur C. Sei g(X) € K[X] gegeben. Wir haben zu zeigen,
!

daR g(b) € g (b"', ... 0% ist. Division mit Rest gibt g(X) = f(X) - ¢(X) + r(X), mit
q(X), r(X) € K[X]und mit r(X) € (X" 1 ... X, Esfolgt g(b) = f(b)-q(b)+r(b) =
r(b) € ("1, ... 0°).

Zu (2). Sei b algebraisch iiber K. Sei also f(b) = 0 fiir ein Polynom f(X) € K[X]*. Sei
n :=deg(f(X)). Dank (1) ist K[b] = x(b""',...,b"). Insbesondere ist K [b] ein endlichdi-
mensionaler K-Vektorraum.

Sei umgekehrt K'[b] ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Sei n maximal derart, dafs
("1, ... %) ein K-linear unabhiingiges Tupel in L ist. Dann ist (0™, 0", ... 0°) ein
K-linear abhiingiges Tupel. Beides zusammen liefert 0" € (0" ... 1°). Folglich ist

b + a1 b" 1 4 4 aph® = 0 fiir gewisse ag, ..., a,—1 € K. Mit dem normierten
Polynom f(X):= X" +a, 1 X" '+ ...+ apX" ist also f(b) = 0.

!
Zu (3). Wir haben K[b] O K(b) zu zeigen; vgl. Bemerkung 191.(1). Es geniigt zu zeigen,
daf K[b] ein Korper ist; vgl. Bemerkung 191.(2).

Sei x € K[b]*. Wir betrachten die K-lineare Abbildung ¢ : K[b] — K[b] : y — xy. Da
K [b] als Teilring des Korpers L ein Integritétsbereich ist, ist Kern(p) = 0, also ¢ injektiv.
Da b algebraisch ist iiber K, ist K[b] ein endlichdimensionaler K-Vektorraum nach (2).
Daher folgt aus ¢ injektiv bereits ¢ bijektiv. Es gibt also ein z € K [b] mit 1 = ¢(z) = xz.
Folglich ist K[b] ein Korper. -

Lemma 194 Sei L|K eine Korpererweiterung. Sei b € L algebraisch tiber K.

Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom W, x(X) € K[X] mit w, x(b) =0,
welches jedes Polynom f(X) € K[X] mit f(b) =0 teilt.

Dieses Polynom w, (X)) heifst Minimalpolynom von b iber K. Es ist irreduzibel in K[X].
Schreibe n := deg(Hp x(X)).

Dann ist (8°,...,0" 1) eine K-lineare Basis von K(b) = K[b].

Insbesondere ist [K(b) : K| = deg(pp x(X)).

Beweis. Wir haben den Ringmorphismus ¢ : K[X]| — L : f(X) — f(b). Es ist Kern(y)
als Ideal in K[X] ein Hauptideal; vgl. Beispiel 52.(2). Da b algebraisch ist tiber K, ist
Kern(p) # 0. Folglich gibt es einen eindeutigen normierten Erzeuger p, x (X) dieses Ideals,

d.h. Kern(p) = (1, x(X)). Dieser Erzeuger ist genau dadurch charakterisiert, daf er im
Kern von ¢ liegt und jedes f(X) mit 0 = p(f(X)) = f(b) teilt.

Es ist o(K[X]) = K[b].

Wir haben den Ringisomorphismus
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vgl. Satz 31.

Somit ist (W k(X)) < K[X] maximal; vgl. Lemma 23. Somit ist p, x(X) € K[X] irredu-
zibel, denn ein echter Teiler von p, (X), weder assoziiert zu 1 noch zu p, g (X), wiirde
ein Ideal erzeugen, das echt zwischen (py (X)) und K[X] liegt.

Es ist w5 (X) € K[X]* mit wpx(b) = 0. Es ist also K[b] = (0", ..., %) dank Bemer-
kung 193.(1).

Um zu wissen, daf ("' ... 0°) eine K-lineare Basis von K[b] ist, miissen wir noch die
K-lineare Unabhangigkeit dieses Tupels zeigen.

Sei ap,_1b" ' + ...+ apb’ = 0, wobei a; € K fiir j € [0,n — 1]. Annahme, es gibt ein
k € [0,n—1] mit a;, # 0. Wihle k damit maximal. Dann ist azb*+ap_1b* "1 +. . . +aeh® = 0.
Setzen wir

F(X) = ap X+ ap X4 ag X0,

dann ist f(X) € K[X]* mit f(b) = 0. Aber es ist deg(f(X)) = k < n = deg(mx (X)),
und somit kann p, ;(X) kein Teiler von f(X) sein. Wir haben einen Widerspruch. o

Diese Beobachtung 14t sich umkehren :

Lemma 195 Sei K ein Korper. Sei m(X) € K[X] ein normiertes irreduzibles Polynom.
Sei L := K[X]/(m(X)). Sei b:= X + (m(X)).

Dann ist L|K eine Kérpererweiterung. Es ist L = K[b] = K(b).

FEs ist b algebraisch dber K mit Minimalpolynom w, g (X) = m(X).

Beweis. Da m(X) € K|[X] irreduzibel ist, ist (m(X)) < K[X] ein maximales Ideal. Denn
ist J < K[X]| mit (m(X)) C J gegeben, dann kénnen wir J = (f(X)) schreiben fiir ein
normiertes Polynom f(X) € K[X]. Und (m(X)) C (f(X)) heifst, es ist f(X) ein Teiler
von m(X). Da m(X) irreduzibel ist, folgt f(X) = 1 oder f(X) = m(X). Ersteres kann
wegen J < K[X] nicht sein. Also ist (m(X)) = (f(X)) = J.

Also ist K[X]/(m(X)) ein Korper, der als Teilkérper K enthélt; cf. Lemma 23.

Es ist m(b) = m(X) 4+ (m(X)) = 0. Und fiir jedes Polynom f(X) € K[X] mit 0 = f(b) =
f(X 4+ (m(X))) = f(X)+ (m(X)) ist f(X) € (m(X)), also m(X) ein Teiler von f(X). o

Bemerkung 196 Sei L|K eine Kérpererweiterung. Sei b € L algebraisch tiber K.
Sei f(X) € K[X] ein normiertes Polynom.
Die folgenden Aussagen (1,2,3) sind dquivalent.

(1) Es st f(X) = po,x(X).

(2) Esist f(X) irreduzibel in K[X] und es ist f(b) = 0.



33

(3) Es st f(X) in K[X]* von minimalem Grad mit der Figenschaft f(b) = 0.

Beweis. Zu (1) = (2). Dies folgt aus Lemma 194.
1

Zu (2) = (1). Es ist ppi(X) ein Teiler von f(X); vgl. Lemma 194. Es ist
deg(mp k(X)) = 1. Wegen f(X) irreduzibel folgt w, x(X) = f(X).

)
Zu (1) = (3). Da w, x(X) jedes Polynom g(X) € K[X]* teilt, welches g(b) = 0 erfiillt,
ist auch deg(p, (X)) < deg(g(X)).

Zu (3) = (1). Es ist pp (X)) ein Teiler von f(X). Es ist w, x(b) = 0. Wegen der voraus-
gesetzten Minimalitdt des Grades von f(X) folgt w, x(X) = f(X). 5

Beispiel 197

(1) Es ist C = R[i] = R(i). Es ist i algebraisch iiber R, da i* + 1 = 0 ist. Es ist
wir(X) = X% + 1 € R[X], da dieses Polynom Nullstelle i hat und kein normiertes
Polynom kleineren Grades i als Nullstelle hat.

(2) In Beispiel 187.(1) wurde ad hoc Q(i) als {a +bi : a, b € Q } definiert.

Es ist i algebraisch iiber Q, da i+ 1 = 0 ist, d.h. da i eine Nullstelle von X2+ 1 €
Q[X] ist.
Da i ¢ Q liegt, gibt es kein Polynom # 0 von Grad kleiner als 2 = deg(X?+ 1), das
i als Nullstelle hat. Geméf Bemerkung 196 ist also
hio(X) = X241 € Q]
Also ist (1,1) eine Q-lineare Basis von Q(i).
Somit ist in der Tat Q(i) = {a+0bi : a, b € Q}.
Ferner ist [Q(i) : Q] = dimg(Q(i)) = 2.

(3) Es ist K(T?) = {Jg‘gzi . f(X) € K[X], g(X) € K[X]*} nach Definition 190.(2),
wenn man noch beachtet, daf fiir g(X) € K[X] genau dann ¢g(T?) = 0 ist, wenn
g(X) =0 ist.

Hier ist K(T?) # K[T?], da z.B. & zwar in K(7?) liegt, nicht aber in K[T?].
Es ist T2 nicht algebraisch iiber K.

Ferner ist T' ¢ K(T?). Annahme, doch. Dann ist T = ET2) mit f(X) € K[X]* und
g(X) € K[X]*. Also ist T - g(T?) = f(T?). Aber deg(T - g(T)) =, 1, wohingegen
deg(f(T?)) =5 0. Widerspruch.

Sei w(X) = X2 — T? € K(T?)[X]. Es ist w(T) = T2 — T? = 0,
minimalen Grad mit dieser Eigenschaft. Also ist pr g2y (X) = u(
vgl. Bemerkung 196.

Also ist (1,7T) eine K (T?)-lineare Basis von K(T').
Insbesondere ist [K(T) : K(T?)] = dimg2)(K(T)) = 2.

nd (X) hat

un
) -1
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(4)

Wir kénnen mit den Lemmas 195 und 194 ausgehend von einem irreduziblen Poly-
nom eine Korpererweiterung bauen.

Wir gehen von K := Q aus.

Es ist z.B. m(X) := X° 4+ 2X + 2 € Q[X] irreduzibel, wie wir unten noch einsehen
werden und fiir den Moment zur Kenntnis nehmen; vgl. Lemma 212 unten.

Dank Lemma 195 gibt es einen Korper L := Q(b) mit
wo(X) = m(X) = X°+2X +2.

Insbesondere ist b° + 2b + 2 = (b)) = 0, d.h. b° = —2b — 2.
Dank Lemma 194 hat L die Q-lineare Basis (8°,b', v%, b3, b%), und also ist [L : Q] = 5.

Das geniigt als Information auch, um in L rechnen zu kénnen. So z.B. ist

b (1470-3b%) = b*+70°—3b° = b*4+7(—20—2)—3b(—2b—2) = —14—8b+6b°+b" .

Ausgehend von einem irreduziblen Polynom kénnen auch endliche Korper konstru-
iert werden.

Sei etwa K = .

Esist z.B. m(X) := X2+ X +1 € B[ X] irreduzibel, denn eine Zerlegung in Faktoren
von Grad 1 héatte eine Nullstelle in [, zur Folge, die dieses Polynom aber nicht hat.

Dank Lemma 195 gibt es einen Korper L := Fy(ot) mit pop, (X) = m(X) = X2 +
X + 1. Insbesondere ist &> = —oc — 1 = ¢ + 1.

Dank Lemma 194 hat L die Fy-lineare Basis («°, o!). Insbesondere ist [L : F] = 2
und |L| = 2% = 4. Daher nennen wir auch

F4 = L = FQ(CX).

Es ist also
F, = {0,1, ¢, 1+ o} .

Wir erhalten folgende Additions- und Multiplikationstafel.

(+) 0 1 x 1+« ()10 1 o 1+«
0 0 1 x 1+« 010 0 0 0

1 1 0 14+« x 110 1 x 1+«

lod x 1+« 0 1 x| 0 x 14+« 1
1+ |14+ o 1 0 1+ |0 14+« 1 o

Vorsicht, es ist Fy nicht dasselbe wie Z/(4). Ersteres ist ein Korper, zweiteres ist kein
Korper.

Wir werden die Konstruktion endlicher Kérper unten noch systematischer angehen;
vgl. §3.9 unten.
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3.2 Korpermorphismen

Definition 198

(1) Seien L und M Kérper.
Ein Ringmorphismus ¢ : L — M heifst auch Korpermorphismus.

Wegen ¢(11) = 1y # 0y ist o(L) # 0. Wegen L Korper ist Kern(yp) € {0, L}. Also
ist Kern(y) = 0.

Jeder Korpermorphismus ist mithin injektiv.

Ist ¢ bijektiv, so heikt ¢ : L — M ein Kérperisomorphismus, auch ¢ : L = M
geschrieben.

Ist L = M, so heiltt ¢ : L — L ein Korperendomorphismus.
Ist ¢ bijektiv und L = M, so heifit v : L = L ein Kérperautomorphismus.

(2) Sei K ein Koérper. Seien L|K und M|K Korpererweiterungen.

Ein Koérpermorphismus ¢ : L — M mit ¢(a) = a fiir a € K heillt Kdérpermorphismus
tber K.

Ein Korpermorphismus iiber K ist auch eine K-lineare Abbildung.

Bemerkung 199 Sei L|K eine Korpererweiterung.
Sei b € L algebraisch iiber K.
Wir haben den Koérperisomorphismus iiber K

p o KIX]/(kx(X))

~ Kb = K(b)
F(X) + (hox (X)) = F(b

(

9

vgl. Satz 31.

Beispiel 200 Sei p > 2 eine Primzahl.
Sei L ein Korper von Charakteristik char(L) = p.
Dann haben wir die Kérpererweiterung L|F, .

Es ist
Fr = Fr;, : L — L

r +— P

ein Kérpermorphismus iiber F, , genannt Frobenius-Endomorphismus oder kurz Frobenius.

Denn es ist Fr(1) =17 =1, Fr(z - y) = (z - y)? = 2P - y* = Fr(x) - Fr(y) und

Fr(z+y) = @ty = > ()™ “E77 a1 yr = B(x) + Fi(y)
ke(o,p]
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fir x, y € L.

Ferner ist Fr(a) = a fiir a € F,, da Fr(1) = 1 nach sich zieht, dab Fr(3 -, y 1) = D jcpn 1
ist fir k£ € [0,p — 1].

Zum Beispiel ist Frg,p) : Fo(T') — F»(T') nicht surjektiv, da 7" nicht im Bild liegt.

Ist aber L endlich, dann ist Fr; ein Korperautomorphismus, auch Frobenius-
Automorphismus genannt.

Zum Beispiel ist Frg, (ag + a1) = ag + a1 = (ag + a1) + a1, wobei ag, a; € Fy; vgl.
Beispiel 197.(5)

Lemma 201 Sei K ein Kérper.
Sei L|K eine Korpererweiterung. Sei b € L algebraisch tiber K.
Sei M|K eine Kérpererweiterung. Sei c € M gegeben mit , x(c) = 0.

Dann gibt es den Kdorpermorphismus v @ K(b) — M : f(b) — f(c) tber K, wobei
f(X) e K[X].

Sein Bild ist v(K (b)) = K(c). Insbesondere ist v|5() . K(b) = K(c) : f(b) — f(c) ein

Korperisomorphismus tiber K.

Beweis. Wir schreiben I := (p, x(X)) € K[X]. Wir haben den Koérperisomorphismus
iber K

~

P KIXJ/T = K(b) = f(X)+ 1= f(b);

vgl. Bemerkung 199.

Wir haben den Ringmorphismus ¢ : K[X]| — M : f(X) — f(c). Es ist p, x(c) = 0. Also
ist (1) = 0. Daher gibt es den Ringmorphismus

v K[X])/T—M : f(X)+1 — f(c);

vgl. Lemma 30. Letzterer ist ein Kérpermorphismus, da K[X]/I und M Korper sind. Es
ist zudem ein K&permorphismus iiber K.

Wir konnen zusammensetzen zum Korpermorphismus iiber A

v o= Q/_}o@_l : K(b) —
fb) = flo),

wobei f(X) € K[X]. o
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Beispiel 202

(1)

Wir setzen Beispiel 197.(2) fort.
Wir hatten Q(i) C C betrachtet, mit p; o(X) = X2 + 1.

Nun hat X2 + 1 in C die beiden Nullstellen i und —i. Auf letztere wollen wir
Lemma 201 anwenden.

Sei K := Q. Sei L := Q(i). Sei b :=1i. Sei M := Q(i). Sei ¢ := —i.
Es ist p; o(—1) = 0. Also gibt es den Korperisomorphismus iiber Q

e+ Qi) = Qi) =Q() « f(i) = f(-i),

wobei f(X) € Q[X]. Es ist also ¢(ag + a11) = ag — a1i fir ap, a1 € Q.

Da Definitions- und Zielbereich von ¢ beide gleich Q(i) sind, wird ¢ auch als Kor-
perautomorphismus auf Q(i) bezeichnet.

Diesen Korperautomorphismus kennen wir bereits: das ist die komplexe Konjugati-
on, eingeschrankt auf Q(i).

Wir setzen Beispiel 197.(4) fort.

Es gibt zwar keine Formel fiir eine Nullstelle von m(X) = X°+2X +2 € Q[X] in C.
Man weifs dennoch die Existenz einer Nullstelle in C. Im vorliegenden Fall liefert

der Zwischenwertsatz mit einer Monotoniebetrachtung sogar eine eindeutige reelle
Nullstelle c € R C C.

Der Taschenrechner gibt die Naherung ¢ ~ —0,817471019.
Jedenfalls ist m(c) = ¢® +2c+2 = 0.

Wir haben mittels Lemma 195 auf abstrakte Weise einen Korper L := Q(b) kon-
struiert, fiir welchen p, o(X) = m(X) = X7 + 2X + 2 ist.

Lemma 201 erlaubt es, diesen wie folgt zu konkretisieren.
Sei K = Q. Sei M := C. Wir bilden den Teilkérper Q(c) C C.
Es ist p,(c) = m(c) = 0. Also gibt es einen Kérperisomorphismus tiber Q

v Q) = Q) : f(b) = fle)

wobei f(X) € Q[X]. Ob man also nur die Information des Minimalpolynoms be-
nutzt, um Q(b) abstrakt zu konstruieren, oder ob man die komplexe Zahl ¢ benutzt,
um Q(c) konkret zu konstruieren, lduft im wesentlichen auf dasselbe hinaus: es ist

Q(b) ~ Q(c).
Insbesondere muft man sich nicht um eine Formel oder um den exakten Wert von ¢
sorgen. Man kann auch so in Q(¢) uneingeschréankt rechnen.

Und tatsichlich muf in Q(b) eben beachtet werden, daf b° = —2b—2 ist, um rechnen
zu kénnen. Und in Q(c) muf beachtet werden, daf ¢® = —2¢ — 2 ist, um rechnen zu
konnen. Das lauft auch aus Sicht praktischer Rechnungen auf dasselbe hinaus.
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So z.B. ist 10 = (=2b—2)2 = 40> +8b+4 in Q(b), und ¢ = (—2c—2)? = 4c®>+8c+4
in Q(c).
Ist ¢ € C eine andere Nullstelle von m(X) = X° 4+ 2X + 2 in C, dann ist iibrigens

ganz genauso Q(b) ~ Q(é).

(3) Wir setzen Beispiel 197.(5) fort. Wir hatten Fy = () betrachtet, mit py g (X) =
X?+X+1.Esistalsoa?=—-a—1=a+1.

Nun ist auch o + 1 eine Nullstelle von X2 + X + 1: (« + 1)* + (a + 1) + 1 =
(o +1)+a=0.

Auf diese wollen wir Lemma 201 anwenden.
Sei K :=F,.Sei L:=F,;.Seib:=«. Sei M :=F,. Sei ¢c:= «x+ 1.
Es ist pap (¢ + 1) = 0. Also gibt es den Kérperisomorphismus iiber [

p B = Blat+l) =) =F : f(o) = flat+1),
wobei f(X) € [ X]. Es ist also
plag+ax) = ag+a(ax+1) = (ap+ay) +arox

flir ag, a1 € Fy. Diesen Automorphismus kennen wir bereits: das ist der Frobenius-
Automorphismus Fry, ; vgl. Beispiel 200.

3.3 Multiplikativitat der Grade

Definition 203 Sei L|K eine Korpererweiterung.
Ist ihr Grad [L : K] = dimg (L) endlich, so heift L|K eine endliche Korpererweiterung.

Bemerkung 204 Sei L|K eine Kérpererweiterung. Sei b € L.

(1) Genau dann ist K(b)|K eine endliche Kirpererweiterung, wenn b algebraisch tiber
K st

(2) Ist L|K endlich, dann ist b algebraisch tiber K.

Beweis. Zu (1). Ist zum einen b algebraisch iiber K, dann ist K (b) = K[b] endlichdimen-
sional iiber K ; vgl. Bemerkung 193.(3, 2).

Ist zum anderen K (b)|K eine endliche Korpererweiterung, dann ist K (b) endlichdimen-
sional tiber K. Wegen K[b] C K(b) ist auch K[b] endlichdimensional iiber K. Also ist b
algebraisch tiber K; cf. Bemerkung 193.(2).

Zu (2). Ist L|K endlich, dann ist L ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Somit ist
auch der K-Unterraum K (b) C L ein ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dank (1)
ist also b algebraisch iiber K. o
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Lemma 205 (Multiplikativitdt der Grade)
Seien M|L|K Korpererweiterungen.
Sei M|L eine endliche Korpererweiterung. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung.

Dann ist auch M|K eine endliche Kérpererweiterung. Genauer ist

M:K|] = [M:L]-[L:K].

Beweis. Wir schreiben ¢ := [L : K] und m := [M : L.

Sei (b; :i € [1,€]) = (by,...,bs) eine K-lineare Basis von L.

Sei (¢; : j € [1,m]) = (c1,...,¢p) eine L-lineare Basis von M.

Es geniigt zu zeigen, daf (b; - ¢; : i € [1,4], j € [1,m]) eine K-lineare Basis von M ist.
Wir wollen zeigen, daf ein K-lineares Erzeugendensystem von M vorliegt.

Sei z € M. Schreibe z = Zjeu,m] yjc;, wobei y; € L fir j € [1,m]. Schreibe y; =
> ic1q Tijjbi, wobei z; ; € K fiir j € [1,m] und ¢ € [1,/]. Dann ist

Z Yy;c; = Z Z IL'iniCj.

JE[1,m)] JE[1,m] i€[1,£]

Wir wollen zeigen, dak ein K-linear unabhéngiges Tupel vorliegt.

Seien x; ; € K fiir j € [1,m] und ¢ € [1, /(] gegeben mit

Z Z x;;bic; = Z Z x; ;b

Jj€[1,m] i€[1,4] je[l,m] \i€[1,4]

Da (c1,...,6n) L-linear unabhingig ist, folgt >, q@i;00 = 0 fiir j € [1,m]. Da
(b1, ...,by) K-linear unabhéngig ist, folgt x; ; = 0 fir j € [1, m] und i € [ ). o

Beispiel 206

(1) Wir bilden den Teilkérper Q(v/2,1) := Q(v/2)(i) C C.
Wir wollen den Grad [Q(v/2,1) : Q] bestimmen.
Wir haben die Kérpererweiterungen Q(v/2,1)|Q(v/2)|Q.
Es ist schonmal p 5 o (X) = X*—2 € Q[X], denn dies ist ein normiertes irreduzibles
Polynom mit Nullstelle v/2. Folglich ist [Q(v/2) : Q] = deg(p,50(X)) = 2.

Es bleibt der Grad [Q(v/2,i) : Q(v/2)] zu bestimmen. Es ist i ¢ R und al-
so i € Q(v/2). Folglich ist X2 + 1 ein normiertes Polynom minimalen Grades in
Q(v/2)[X], das Nullstelle i hat. Somit ist

Hiowa(X) = X?+1 € Q(W2)[X].
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Also ist
Q(V2,1) : Q(V2)] = deg(m; g(v5(X)) = 2.

Insgesamt ist folglich
Q(v2,1):Q] = [Q(V2,1): Q(V2)]-[Q(vV2): Q] = 2-2 = 4.

Es ist (1,1/2) eine Q-lineare Basis von Q(v/2).
Es ist (1,1) eine Q(v/2)-lineare Basis von Q(v/2,1).

Gemals Beweis zu Lemma 205 ist

(1-1,v2-1,1-1,vV2-1) = (1,v2,1,iV2)
eine Q-lineare Basis von Q(v/2,1).

Esist X+ X +1 € F,[X] irreduzibel. Denn es hat zum einen keine Nullstelle in F, .
Zum anderen ist es auch nicht durch X2+ X +1 teilbar, wie man mit Polynomdivision
sieht, und das ist das einzige irreduzible Polynom von Grad 2 in F,[X].

Folglich konnen wir Fig := [ X]/(X* + X + 1) setzen. Sei 6 := X + (X* 4+ X +1).

Es ist Fig = F»(8). Es ist (1,8,8%,6%) eine Fy-lineare Basis von Fjg. Dies bestitigt
auch |Fig| = 21 = 16.

In Fy4 ist dann 8* = & + 1 und, natiirlich, 2 = 0.

Wir erinnern an po g, (X) = X2 + X + 1.

Sei ¢:=8*+5. Es ist par(c) = +c+1=(8"+8%) + (62 +8) +1=0.
Wir bilden den Teilkorper Z := Fy(c) C Fig.

Lemma 201 gibt den Korperisomorphismus
Fy=F(a) = Fc)=27 : ag+ax — ay+aic,

wobei ag, a1 € .

Wir haben also die Kérpererweiterungen Fig|Z |Fs.

Nach Lemma 205 ist [Fig: ] =4 = [Fg: Z]-[Z B =[Fg: 2] - 2.
Es folgt [Fg : Z] = 2.

Wegen i = [5(d) ist erst recht g = Z(9).

Ferner ist deg(ps z(X)) =[Z(0) : Z] = [Fi6 : Z] = 2.

Wir wollen ps z(X) bestimmen.

Esist X2+ X +c € Z[X] ein Polynom von Grad 2 mit & als Nullstelle, da §248+c = 0
ist. Also ist ps z(X) ein Teiler von X2 + X + c.

Da diese beiden Polynome normiert sind und denselben Grad haben, folgt

s z(X) = X°+ X +c.
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Stellen wir nochmals nebeneinander: ps ) (X) = s z(X) = X? + X + ¢, aber
ué,]Fg(X> = X4 + X +1.

Da nun auch ps g, (X) € Z[X] ein Polynom ist, das & als Nullstelle hat, muf ps 7 (X)
in Z[X] ein Teiler von psr, (X) sein. Und in der Tat ist

X' X+1 = (XP+X+o)(XP+ X+ (c+1)),

wie man durch Polynomdivision ermittelt und durch Multiplikation der beiden Fak-
toren iiberpriift.

3.4 Irreduzibilitatskriterien fiir Polynome

Bemerkung 207 Sei K ein Korper.

Sei f(X) € K[X] normiert und mit deg(f(X)) € {2,3}.
Gebe es kein a € K mit f(a) = 0.

Dann ist f(X) irreduzibel.

Beweis. Ansonsten hatte f(X) einen Teiler von Grad 1 und also eine Nullstelle, was aber
nicht zutrifft. o

Bemerkung 208 Sei p € Z-, eine Primzahl.
Wir kiirzen hier die Restklasse z := z + (p) € F, ab fiir z € Z.
Wir haben also den Restklassenmorphismus Z — F, : z +— Z.
Wir haben auch den Ringmorphismus
Z|X] — F,[X]
FX) =200 X' = f(X):= > is0 a; X'

Bemerkung 209 Sei f(X) € Z[X]| normiert.
(1) Sei g(X) € Q[X] ein normierter Teiler von f(X) in Q[X].
Dann ist ¢(X) € Z[X], und es ist g(X) ein Teiler von f(X) in Z[X].
(2) Genau dann ist f(X) in Q[X] irreduzibel, wenn f(X) in Z[X] irreduzibel ist.

Beweis. Zu (1). Wir finden ein ¢ € Z* mit ¢t - g(X) € Z[X]. Wir finden ein s € Q* mit
§(X) :=s-t-g(X) € Z[X] primitiv; vgl. Bemerkung 72. Da ¢g(X) normiert ist, ist der
Leitkoeffizient von §(X) gleich u := s -t € Z. Mit ¢g(X) ist auch §(X) ein Teiler von
f(X) in Q[X]. Dank Bemerkung 74 gibt es ein A(X) € Z[X] mit f(X) = §(X) - h(X) =
g(X) - (u-h(X)), wobei u - h(X) € Z[X]. Folglich ist g(X) ein Teiler von f(X) in Z[X].
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Zu (2). Sei f(X) in Z[X] irreduzibel. Wir wollen zeigen, daf f(X) in Q[X] irreduzibel
ist. Annahme, nicht. Dann gibt es einen Teiler g(X) € Q[X] von f(X) mit deg(g(X)) €
[1,deg(f(X)) — 1]. Nach Division durch den Leitkoeffizienten diirfen wir annehmen, dafs
g(X) normiert ist. Geméf (1) ist dann aber g(X) € Z[X], und es ist g(X) ein Teiler von
f(X) in Z[X]. Da f(X) in Z[X] irreduzibel ist, haben wir einen Widerspruch.

Sei umgekehrt f(X) in Q[X] irreduzibel. Wir wollen zeigen, dafs f(X) in Z[X] irreduzibel
ist. Annahme, nicht. Dann gibt es eine Zerlegung f(X) = g(X) - (X)) mit g(X), h(X) €
Z[X]*\U(Z]X]) liegt. Da f(X) normiert ist, sind die Leitkoeffizienten von g(X') Einheiten
in Z. Da aber g(X), h(X) & U(Z[X]), ist deg(g(X)) > 1 und deg(h(X)) > 1. Dann aber
ist f(X) auch in Q[X] nicht irreduzibel. Wir haben einen Widerspruch. o

Bemerkung 210 Sei p € Z, eine Primzahl.

Sei f(X) € Z]X] normiert. Sei g(X) € Z[X] normiert.

Sei g(X) ein Teiler von f(X) in Z[X].

Dann ist auch g(X) ein Teiler von f(X) in F,[X]; vgl. Bemerkung 208.

Bemerkung 211 Sei p € Z~5 eine Primzahl.
Sei f(X) € Z[X] normiert. Sei f(X) € E,[X] irreduzibel.
Dann ist f(X) in Z[X] und also auch in Q[X] irreduzibel.

Beweis. Wir miissen f(X) als irreduzibel in Z[X]| nachweisen; vgl. Bemerkung 209.(2).
Annahme nicht. Dann gibt es ¢(X), h(X) € Z[X] mit g(X) - h(X) = f(X) und mit
deg(g(X)), deg(h(X)) > L.

Betrachtung der Leitkoeffizienten liefert, dafs der Leitkoeffizient von ¢(X) in U(Z) =
{—1,+1} liegt. Somit sind ¢g(X) und h(X) o.E. normiert.

Es folgt g(X) - h(X) = f(X) in F,[X], wobei deg(g(X)), deg(h(X)) > 1; vgl. Bemer-
kung 208. Wir haben einen Widerspruch zu f(X) irreduzibel.

Lemma 212 (Eisenstein) Seip € Z> eine Primzahl.

Sei f(X) € Z|X] normiert.

Sein = deg(f(X)). Schreibe f(X) = X"+a, 1 X" '+...+aX°, wobeiag, ..., a, € Z.
Seia; =, 0 firi e [0,n—1]. Sei ag %2 0.

Dann ist f(X) irreduzibel in Z[X| und also auch in Q[X].

Beweis. Wir miissen f(X) als irreduzibel in Z[X] nachweisen; vgl. Bemerkung 209.(2).
Annahme nicht. Dann gibt es g(X), h(X) € Z[X] normiert mit g(X)-h(X) = f(X) und
mit deg(g(X)), deg(h(X)) > 1.
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Es folgt g(X) - h(X) = f(X) in F,[X], wobei deg(g(X)), deg(h(X)) > 1; vgl. Bemer-
kung 208. Nach Voraussetzung ist f(X) = X" Also ist g(X) = X* und h(X) = X"+
fir ein k € [1,n — 1].

Wir konnen also

g(X) = XF+bp X4+ 45 X0
h(X) = X" Fie, p  XPF 14 4+ X0

schreiben, wobei b; € Z mit b; =, 0 fir ¢ € [0,k — 1] und ¢; € Z mit ¢; =, 0 fiir
ie0,n—Fk—1].

Aus f(X) = g(X) - h(X) folgt nun 0 #,2 ag = by - ¢o =2 0. Widerspruch. -

Beispiel 213 Es ist X® + 25X? + 10 irreduzibel in Q[X].
Dies folgt mit Eisenstein fiir p = 5.

In der Tat ist 25 =5 0 und 10 =5 0. Alle weiteren Koeffizienten, ausgenommen der
Leitkoeffizient, sind null.

Dagegen ist 10 #52 0.

Somit sind die Bedingungen von Lemma 212 erfiillt, und wir kénnen folgern, dak das
Polynom X® + 25X + 10 in Q[X] irreduzibel ist.

Bemerkung 214 (Translation) Sei K ein Kdrper. Seia € K*. Seib € K.
(1) Wir haben den Ringisomorphismus

v K[X] = K[X]
f(X) = flaX+b)

Sein Inverses ist N
v KIX] — K[X]
— gla™'X —a™'b)
(2) Sei f(X) € K[X]* N U(K[X]).
Genau dann ist f(X) irreduzibel, wenn f(aX + b) irreduzibel ist.

Beweis. Zu (1). Es ist ¢ ein Ringmorphismus.

Es ist (p(f(X))) = $(/(@X + b)) = flala X — a'8) +b) = f(X) fir f(X) € K[X].
Es ist ¢(¢(9(X))) = (g™ X —a"'b)) = g(a™ (aX+b)—a™'D) = g(X) fiir g(X) € K[X].
Zu (2). Sei f(X) irreduzibel. Sei f(aX +b) = ¢g(X) - h(X), mit g(X), h(X) € K[X].
Anwenden von ¥ gibt f(X) = g(a™'X —a™'0)-h(a™' X —a'b). Da f(X) irreduzibel ist,

folgt g(a™*X —a~1b) € U(K[X]) oder h(a™'X —a~'b) € U(K[X]). Anwenden von ¢ gibt
g9(X) € U(K[X]) oder h(X) € U(K[X]). Somit ist f(aX + b) irreduzibel.

In der umgekehrten Richtung genauso, nach Ersetzung von a durch a™! und von b
durch —a=1b. o



94

Beispiel 215 Sei p € Z-5 eine Primzahl.

Wir wollen iiberpriifen, daf f(X) := 3740, X" = XP7' + X2 4.+ X% in Q[X]
irreduzibel ist.

Es ist
JX) (X =1) = (XP4+ X7 4 X - (X X X0 = XP
Einsetzen von X + 1 fiir X gibt

FX 41X = (X+1P—1 = X"+ Y (5)xr7,

je[lvp_”

Also ist

FX+1) =Xty Y (n)xrT

je[l’pfl]

Der konstante Term ist (ﬁ’ ) = p. Alle Koeflizienten aufier dem Leitkoeffizienten sind durch
p teilbar, da fiir j € [1,p—1] in (f) = #})!_ﬂ der Faktor p nur im Z&ahler, nicht im Nenner
auftritt.
Eisenstein gibt also, daf f(X + 1) irreduzibel ist; vgl. Lemma 212.
Bemerkung 214.(2) gibt nun, dak f(X) irreduzibel ist.

Zum Beispiel ist fiir p = 5 also X* + X3 + X? + X + 1 irreduzibel in Q[X].

Bemerkung 216 Beim Konstruieren mit Zirkel und Lineal seien gewisse Punkte in der
Ebene bereits konstruiert. Thre Koordinaten mégen im Zwischenkorper K von Q und R
liegen.

Die Koordinaten eines weiteren Punktes liegen dann in K(b) fiir ein b € R mit Minimal-
polynom von Grad 1 oder 2 tiber K. Insbesondere ist [K(b) : K| € {1,2}.

Geht man von Punkten mit Koordinaten in Q aus, so erhélt man durch iteriertes Kon-
struieren mit Zirkel und Lineal Punkte, deren Koordinaten in einem Zwischenkorper L
von Q und R liegen mit [L : Q] = 2" fiir ein n € Zs¢; vgl. Lemma 205.

Also ist ein Punkt, dessen Koordinaten eine Kérpererweiterung von QQ erzeugen, die einen
Grad hat, der keine Potenz von 2 ist, nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar; vgl.
Lemma 205.

So zum Beispiel ist der Punkt mit den Koordinaten (0, +/2) nicht mit Zirkel und Lineal
konstruierbar. Denn wir haben H%,Q(X) = X3—2:vgl. Lemma 212 oder Bemerkung 207,
Bemerkung 196. Also ist [Q(+/2) : Q] = 3; vgl. Lemma 194. Und das ist keine Potenz

von 2.

Das Delische Problem, die Kantenlédnge eines Wiirfels mit Volumen 2 zu konstruieren, ist
also mit Zirkel und Lineal nicht 16sbar.
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3.5 Endliche Untergruppen der Einheitengruppe eines
Korpers

Sei K ein Korper. Wir erinnern an die Einheitengruppe U(K) = K* von K.

Bemerkung 217 Sei f(X) € K[X] normiert.
Schreibe N :={a € K : f(a) =0} fir die Menge der Nullstellen von f(X) in K.
Dann ist |[N| < deg(f(X)).

Beweis. Induktion iiber deg(f(X)).

Induktionsanfang. Falls deg(f(X)) = 0 ist, dann ist N = ().

Induktionsschritt. Sei deg(f(X)) > 1.

Fall N = (). Die Aussage trifft zu.

Fall N # (. Sei a € N. Polynomdivision gibt f(X) = (X — a) - ¢(X) + r(X) mit

( ), 7(X) € K[X] und deg(r(X)) < deg(X —a) = 1. Also ist r(X) = ry € K. Es folgt
f(a) = (a—a)-g(a)+r(a) = ry. Folglich ist r(X) = 0. Somit ist f(X) = (X —a)-g(X).
Es ist g(X) € K[X] normiert. Es ist deg(g(X)) = deg(f(X)) — 1.

Sei N':={be K : g(b) =0}. Aus (X —a) - g(X) = f(X) folgt {a} UN" = N. Nach
Induktionsvoraussetzung ist |N'| < deg(g(X)). Folglich ist

INl = Ha} UN'| < 1+[N'| < 1+deg(g(X)) = deg(f(X)) .

Lemma 218
Sei G < U(K) eine Untergruppe endlicher Ordnung.
Dann st G zyklisch.

Beweis. Da G eine endliche abelsche Gruppe ist, ist GG isomorph zu einer Gruppe der Form
Cagy X Cgy X ... x Cg, mit k > 0, mit d; € Zs, fiir i € [1, k], wobei d; ein Teiler von d;;
ist fiir i € [1,k — 1]. O.E. ist dy € Z>5. Vgl. Korollar 171, Bemerkung 173.

Annahme, es ist G nicht zyklisch. Dann ist £ > 2. Jedes Element a in Cg, X Cg, X ... x Cg,
erfiillt a% = 1. Also gilt auch fiir jedes Element a in G, daf a% =1 ist.

Sei N:={ae€e K :a%—-1=0}. Esist GC N, also |G| < |N|. Esist [N| < dj; vgl.
Bemerkung 217.

Es ist |G’ :dldek

Also folgt

Somit ist dy - dy - ... dp_1 < 1. Aber k£ > 2 und d; > 2. Wir haben einen Widerspruch. o
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Korollar 219 Ist K ein endlicher Korper, dann ist U(K) zyklisch.

Beweis. Diesenfalls kénnen wir G = U(K) betrachten in Lemma 218.

Beispiel 220

(1)

Es ist U(F;) = F* zyklisch; vgl. Korollar 219. Also U(FF;) ~ Cg.

Konkret ist darin (3) = {3°, 3,32, 33 34 3%} = {1,3,2, -1, -3, -2} = U(F,).
Es ist U(F;) = (3) = (—2). Also sind 3 und auch —2 Erzeuger von U(F;).
Aber z.B. |(2)| = 3. Also (2) < U(F;), und 2 ist kein Erzeuger von U(F;).

Sei n € Zx ohne quadratischen Teiler. Ob fiir unendlich viele Primzahlen p nun
(n) = U(F,) gilt, ist eine offene Frage. Artin vermutete dies. Er vermutete genauer,
daf dies fiir einen gewissen Prozentsatz aller Primzahlen gilt.

Es ist U(F,) = F;* zyklisch; vgl. Beispiel 197.(5), Korollar 219. Also U(F,) ~ Cj.
Wir erinnern an o = o« + 1 und 2a = 0.

Es wird in F; konkret () = {&°, &, o®} = {1, o, x + 1} = U(TFy).

Ebenso ist (a+1) = {(a+1)°, (c+ 1)1, (x+1)?} = {1, &2, o'} = {1, o, o} = U(Fy).

SeiG:={zeC: =1}

Es ist G < U(C), denn zum einen ist 1 € G, zum anderen ist fiir z, w € G auch
(z-w =22 w?=1und also z-w™! € G.

Es ist |G| < 9 nach Bemerkung 217. Es ist G zyklisch nach Lemma 218.
Konkret, sei (g := exp(27i/9) € C. Dann ist {§ = 1.
Esist {¢] : j€[0,8]} CG.
Es ist ¢} = exp(27ij/9). Also ist ¢ # ¢ fiir j, k € [0,8] mit j # k.
Folglich ist {¢] : j €[0,8]} = G.
Insgesamt erhalten wir G = ({g) ~ Cy .
Bhenso ist ((3) = G, (&) = G, (¢§) = G, () = G und (¢§) = G.
Es ist U(Q) nicht zyklisch. Aber dies ist ja auch keine endliche Untergruppe der
Einheitengruppe eines Koérpers.
Annahme, es ist U(Q) zyklisch. Dann gibt es ein Element z € U(Q) mit (z) = U(Q).
Wir schreiben z = ¢ als gekiirzten Bruch, wobei a, b € Z*. Dann ist
() = {d"v*  kez}.
Teilt eine Primzahl p also den Zahler eines Elements von (x) in gekiirzter Darstel-

lung, dann teilt sie a oder b.

Sei ¢ eine Primzahl, die weder a noch b teilt. Eine solche existiert, da es in 7Z
unendlich viele Primzahlen gibt. Dann ist ¢ = 4 € Q* \ (x).
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3.6 Formales Ableiten und mehrfache Faktoren
Sei K ein Korper.

Definition 221 Sei f(X) =), a; X" € K[X] gegeben.

Wir setzen die formale Ableitung

FX) =) aiX™ = > ag(i+ D)X € K[X]

i1 120

Die formale Ableitung heifit auch kurz Ableitung.

Das Adjektiv “formal” bezieht sich darauf, dafs wir auf Differenzenquotienten und Grenz-
wertiiberlegungen verzichtet haben, um die Ableitung zu definieren. Verzichten mufiten,
denn unser allgemein gewahlter Korper K liefte dies wohl nicht zu.

Bemerkung 222 Die Abbildung

ist K-linear.

Beispiel 223
(1) Sei f(X)=X>-5X?+X — 1€ Q[X]. Dann ist f/(X) =3X?—-10X +1 € Q[X].
(2) Sei f(X)=X*+ X? € K[X]. Dann ist f/(X) =0.

Wir brauchen die Produktregel nun auch fiir das formale Ableiten :

Lemma 224 Seien f(X), g(X) € K[X].
Es 1st

Beweis. Wir vergleichen die beiden Abbildungen

KX x K[X] — K[X]
(u(X),v(X)) = (u(X)-v(X))
und
K[ X] x K[X] - K[X]
(u(X),v(X)) — (X)) v(X)+ulX)- v(X).
Beide sind K-bilinear. Also diirfen wir uns auf die Betrachtung von Basiselementen im
ersten und im zweiten Eintrag beschranken.
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Somit ist 0.E. f(X) = X* und g(X) = X* fiir gewisse k, { € Z>.

Fallk =0 und ¢ = 0. Es ist (f(X)-¢(X)) =0und f(X)-g(X)+ f(X)-¢'(X)=0. Das
ist dasselbe.

Fallk =0 und £ > 1. Esist (f(X)-g(X)) = (X" und f(X)-g(X)+ f(X) - ¢(X) =
0+ 1-¢X%1 Das ist dasselbe.

Fallk > 1 und £ = 0. Es ist (f(X)-g(X)) =kX* ! und f(X) g(X)+ f(X)-¢'(X) =
EX*1.1+4 0. Das ist dasselbe.

Fallk>1 und ¢ > 1. Esist (f(X)-g(X)) = (k+ ) X*+1
Esist f/(X)-g(X)+ f(X) ¢ (X) =kX*1. X + XF. 04X

Das ist dasselbe. o

Definition 225 Sei f(X) € K[X]*.

Es heift f(X) quadratfrei, falls es kein u(X) € K[X]* mit deg(u(X)) > 1 so gibt, daf
u(X)? ein Teiler von f(X) ist.

Beispiel 226 Esist X?—X € C[X] quadratfrei. Es ist X*— X? € C[X] nicht quadratfrei.
Lemma 227 Sei f(X) € K[X]* gegeben.

(1) Ist geT(f(X), f (X)) =1, dann ist f(X) quadratfrei.
(2) Ist char(K) =0 und f(X) quadratfrei, dann ist ggT(f(X), f'(X)) = 1.

Beweis. Zu (1). Sei f(X) nicht quadratfrei. Sei also f(X) = u(X)? - v(X), wobei u(X) €
K[X]* mit deg(u(X)) > 1 und v(X) € K[X]* sei.

Dann wird
fl(X) = (uX)? (X))
P2 ou(X) - (X) (X)) 4+ u(X)? - v'(X)
= u(X)- 2u(X) v(X) +u(X) v (X)).

Also ist u(X) ein Teiler von ggT(f(X), f/(X)). Also ist ggT(f(X), f'(X)) # 1.
Zu (2). Sei char(K) = 0 und f(X) quadratfrei. Wir schreiben

f(X) = s fu(X) - fo(X) - fir(X)

mit s € K, mit k£ > 0, mit f;(X) € K[X] normiert und irreduzibel fiir i € [1, k] und mit
fi(X) # f;(X) fiir 4, j € [1, k] mit ¢ # j. Vgl. Beispiel 52.(2), Lemma 58, Lemma 59.(1).

Annahme, es ist ggT(f(X), /(X)) # 1. Dann konnen wir ein i € [1, k| so wéhlen, daf
fi(X) ein Teiler von f’(X) ist. Mit Lemma 224 wird aber

) =s-> [0 I #0.

JE[1,K] te[l,kN{7}
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Es folgt, dak f;(X) auch ein Teiler von f!(X) - H fi(X) ist, da die anderen Sum-

manden durch f;(X) teilbar sind. te[1,k]~{i}
Es folgt, dafs f;(X) ein Teiler von f/(X) ist. Wegen char(K') = 0 ist das aber nicht moglich,
und wir haben einen Widerspruch. o

Eine Spitzfindigkeit ist noch zu kléren:

Bemerkung 228 Sei L|K eine Kdrpererweiterung.

Seien f(X), g(X) € K[X]* gegeben.

Sei h(X) ein grofiter gemeinsamer Teiler von f(X) und g(X), gebildet in K[X].

Dann ist h(X) auch ein grofster gemeinsamer Teiler von f(X) und g(X), gebildet in L[ X].

Man kann folgenden Beweis informell zusammenfassen zu: Die Berechnung von
geT(f(X),g(X)) unter Verwendung des Euklidischen Algorithmus, die in K[X] durchge-
fithrt werden kann, behélt in L[X] ihre Giiltigkeit.

Beweis. Induktion nach min{deg(f(X)),deg(g(X))}.

Sei 0.E. deg(g(X)) < deg(f(X)).

Polynomdivision gibt f(X) = ¢(X) - ¢(X) + r(X) mit ¢(X), 7(X) € K[X] und
deg(r(X)) < deg(g(X)).

Es ist u(X) € K[X] genau dann ein gemeinsamer Teiler von f(X) und ¢(X) in K[X],
wenn es dort ein gemeinsamer Teiler von 7(X) und ¢(X) ist. Also ist u(X) auch genau

dann ein grofter gemeinsamer Teiler von f(X) und g(X) in K[X], wenn es dort ein grofter
gemeinsamer Teiler von r(X) und g(X) ist. Vgl. Bemerkung 61.(5).

Esist v(X) € L[X] genau dann ein gemeinsamer Teiler von f(X) und g(X) in L[X], wenn
es dort ein gemeinsamer Teiler von r(X) und g(X) ist. Also ist u(X) auch genau dann
ein grofter gemeinsamer Teiler von f(X) und g(X) in L[X], wenn es dort ein grokter
gemeinsamer Teiler von r(X) und g(X) ist. Vgl. Bemerkung 61.(5).

Fall r(X) = 0. Es ist g(X) ein grofter gemeinsamer Teiler von f(X) und ¢g(X), gebildet
in K[X] oder in L[X]. Es ist g(X) assoziiert zu h(X) in K[X], also auch in L[X]. Also
ist A(X) auch ein grofter gemeinsamer Teiler von f(X) und g(X), gebildet in L[X].

Fall r(X) # 0. Es ist h(X) auch ein grofter gemeinsamer Teiler von r(X) und ¢(X),
gebildet in K[X]. Nach Induktionsvoraussetzung ist h(X) ein grofter gemeinsamer Teiler
von r(X) und g(X), gebildet in L[X]. Also ist h(X) ein grofter gemeinsamer Teiler von
f(X) und ¢g(X), gebildet in L[ X]. -
Bemerkung 229 Sei char(K) = 0.

Sei f(X) € K[X]* gegeben. Sei L|K eine Kdrpererweiterung.

FEsist f(X) genau dann quadratfrei in K[X], wenn f(X) quadratfrei in L[X] ist.

Beweis. Dies folgt mit Lemma 227 unter Beriicksichtigung von Bemerkung 228. o
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3.7 Kreisteilungspolynome
Sein > 1.

Definition 230

(1) Sei ¢, :=exp(2ni/n) € C.
Da (' —1 = 0 ist, da also (,, eine Nullstelle von X" —1 ist, ist (,, algebraisch iiber Q.

(2) Sei @,(X) := pe, 0(X) € Q[X] das n-te Kreisteilungspolynom.
Bemerkung 231 Es ist X" — 1= [, (X — ).

Beweis. Beide Seiten sind normiert von Grad n. Die rechte Seite teilt die linke Seite in
C[X]. Also haben wir Gleichheit. o

Bemerkung 232 Sei z € C. Sei u(X) € Z[X] normiert gegeben mit u(z) = 0.
Dann ist w,o(X) € Z[X].

Beweis. Es ist p,g(X) ein Teiler von w(X) in Q[X]. Die Aussage folgt nun mit
Bemerkung 209.(1). o

Bemerkung 233 Es ist ©,(X) € Z[X]. Es ist ®,,(X) ein Teiler von X™ — 1 in Z[X].

Beweis. Da (! — 1 = 0 ist, folgt ®,(X) € Z[X]; vgl. Bemerkung 232.

Es ist ®,,(X) ein Teiler von X" — 1 in Q[X]; vgl. Lemma 194. Dank Polynomdivision gilt
dies auch in Z[X]. o

Lemma 234 Sei z € C mit ©,(z) =0.
Sei p eine Primzahl, die nicht n teilt.

Dann ist ®,(z?) = 0.

Beweis. Fiir u(X) € Z[X] schreiben wir wieder u(X) € F,[X] fir das Polynom, das aus
u(X) durch koeffizientenweise Restklassenbildung entsteht.

Wir schreiben f(X) := ®,(X) € Z[X]; vgl. Bemerkung 233.

Annahme, f(zP) # 0. Da ®,(z) = 01ist, ist auch z"—1 = 0 und also auch (2*)"—1 = 0. Also
ist 2? algebraisch tiber Q. Wir schreiben g(X) := pw.» o(X) € Q[X]. Es ist g(X) € Z[X];
vgl. Bemerkung 232.
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Wegen f(zP) # 0 sind f(X) und g(X) zwei verschiedene irreduzible normierte Polynome
in Q[X], insbesondere nicht zueinander assoziiert. Also ist f(X) - g(X) ein Teiler von
X" —1in Q[X]. Sei A(X) € Q[X] mit f(X)-g(X) -h(X)=X"—1.

Da f(X) - g(X) € Z[X] liegt und normiert ist, folgt dank Polynomdivision von X" — 1
durch f(X) - g(X), dak auch h(X) ein normiertes Polynom in Z[X] ist.

Es hat das Polynom g¢(X?) die Nullstelle z. Also ist f(X) ein Teiler von g(X?) in Z[X].
Also ist f(X) ein Teiler von g(X?) = g(X)P in E,[X].

Sei v(X) € Z[X] ein normiertes Polynom derart, dak o(X) € F,[X] ein irreduzibler Teiler

von f(X) ist. Dann teilt 9(X) € F,[X] auch g(X)? und damit auch g(X). Somit ist
X" —1= f(X)-g(X)-h(X) in F,[X] nicht quadratfrei.

Aber in F,[X] ist (X" — 1) =nX" ! #£0, dan %, 0. Also ist ggT(X" — 1, (X" — 1)) =
geT(X™ —1,nX" ') = 1. Somit ist X" — 1 in F,[X] quadratfrei; vgl. Lemma 227.(1).

Wir haben einen Widerspruch. o

Beweis. Es ist ®,(X) ein Teiler von X" — 1 = [0, (X — ¢*); vgl. Bemerkun-
gen 233, 231.
Sei k € Z. Es geniigt, folgende Behauptung zu zeigen.

!

®,(¢y) = 0 = ggT(k,n) =1

Zu <. Man zerlege k in Primfaktoren und wende Lemma 234 fiir jeden Primfaktor an.

Zu =. Annahme, ggT(k,n) =: d > 1. Schreibe n' := n/d und k' := k/d. Es ist ®,(X) =
Her o(X), da es ein irreduzibles normiertes Polynom in Q[X] mit Nullstelle ¢k ist; vgl.
Bemerkung 196. Es ist (¥ = (¥ = (¥, aber auch eine Nullstelle von X™ — 1. Also ist

®,(X) ein Teiler von X™ — 1; vgl. Lemma 194. Aber ®,(¢,) = 0 und ¢ — 1 # 0. Dies
ist ein Widerspruch. o

Lemma 236 Es ist X" — 1= []1cn . a eite n Pa(X)-

Beweis. Sei k € [0,n — 1]. Wir haben zu zeigen, dafs es genau einen Teiler d € [1,n] von
n gibt und genau ein ¢ € [0, d — 1] teilerfremd zu d mit

!

gL (= L

vgl. Bemerkung 231, Lemma 235. Wir suchen also d und ¢ wie beschrieben mit k& = ¢-(n/d).
Es muf dazu n/d ein Teiler von k sein. Da /¢ teilerfremd zu d zu sein hat, mufs n/d der
grokte gemeinsame Teiler von n und £ sein.

Mit g := ggT(n, k) mub also ¢ = k/g und d = n/g sein. o
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Beispiel 237

(1) Esist &;(X) =X —1.

Wegen X2 — 1 = @(X) - ®5(X) folgt ®o(X) = X + 1.

Wegen X? — 1 = @,(X) - ®3(X) folgt &5(X) = X2+ X + 1.

Wegen X* — 1 =®(X) - $y(X) - &4(X) folgt P4(X) = X2 + 1.

Wegen X° — 1 =®(X) - §5(X) folgt P5(X) = X'+ X3+ X2+ X + 1.

Wegen X0 — 1 = @1(X) - §5(X) - B3(X) - B6(X) folgt ®6(X) = grzyasroase =
X0-1 — X4l x2 x4,

(X+1)(X3-1) X+1

(2) Sei p eine Primzahl. Wegen X? —1 = ®,(X) - ¢,(X) folgt
D (X) = X4 XP 24+ X0

Wir wissen nun sowohl von Beispiel 215 als auch, unabhéngig davon, von Definiti-
on 230.(2) und Lemma 194, dafs ®,(X) € Q[X] irreduzibel ist.

Definition 238 Sei

(pZZ>1 7

— Lz
= @

m):=|{ke[l,m]: ggT(k,m)=1}

die Fulersche @-Funktion.

Bemerkung 239
(1) Es ist @(n) = deg(®,(X)); vgl. Lemma 234.

(2) Bsist o(n) = [U(Z/(n))].

(3) Esist @(n)=[Q(¢): Q.

(4) Sind k und ( aus Z, teilerfremd, dann ist (k- €) = @(k) - @().

(5)

5) Sei p eine Primzahl. Sei a € Z>; .

Esist @(p®) = (p—1) - p*~

Bewezs.

Zu (1). Nach Lemma 234 ist ®,,(X) = [Ticiom 1), ggr(em=1(X — Gi)- Also ist

deg(®,(X)) = [{k€[0,n=1] : ggT(k,n) =1} = [{ke[l,n]: ggT(k,n) =1} = @(n).

Zu (2). Fir k € [1,n] ist k 4+ (n) € Z/(n) genau dann invertierbar, wenn ggT(k,n) =1
ist. Denn k + (n) € Z/(n) ist genau dann invertierbar, wenn ¢ € Z existiert mit
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(k4 (n) - (¢ + (n) =
dh. mit k-0 +n-(—t)
geT(k,n) =1 ist.

1+ (n), dh. wenn ¢, t € Z existieren mit k- ¢ = 1+ n - t,
= 1. Dies trifft genau dann zu, wenn (k,n) = (1) ist, d.h. wenn

L.194 D. 230. (1)

Zu (3). s ist [Q(G) : @ "2 deg(e,0(X)) * 2 deg(®.,(X)) £ o(n).
Zu (4). Esist Z/(k-0) ~Z/(k) x Z/({); vegl. Satz 34. Also ist auch
U(Z/(k-0) ~ U(Z/(k) x Z/(6)) ~ U(Z/(k)) x U(Z/(£)) .

Somit ist auch

(2

o(kt) 2 |UZ/(k0)] = |UZ/(k)xU(Z/(0)] = [UZ/(k)]-[UEZ/(0)] 2 ok)o(l) .

~

Zu (5). In [1,p] gibt es p*~! Elemente, die durch p teilbar sind, und daher (p — 1) - p®~*
Elemente, die das nicht sind.

Beispiel 240 Esist (1) =1, @(2) =1, ¢(3) =2, ¢(4) =2, ¢(5) =4 und ¢(6) = 2.
Vgl. Beispiel 237.(1).

3.8 Der algebraische Abschlufs

3.8.1 Begriff

Definition 241 Sei K ein Korper.

Es heifst K algebraisch abgeschlossen, wenn es fiir jedes Polynom f(X) € K[X] mit
deg(f(X)) = 1 wenigstens ein a € K gibt mit f(a) = 0.

Bemerkung 242 Sei K ein Korper. Genau dann ist K algebraisch abgeschlossen, wenn
jedes irreduzible normierte Polynom in K[X]| von der Form X — a ist fiir ein a € K.

Dies folgt mit Abdividieren von einem zu einer Nullstelle gehorigen Polynomen von
Grad 1.

Bemerkung 243 Es ist C algebraisch abgeschlossen, wie man mit Mitteln der Analysis
zeigt.

Definition 244 Sei K ein Korper.
Eine Korpererweiterung L|K heilt algebraischer Abschlufl von K, wenn L algebraisch

abgeschlossen ist und wenn jedes y € L algebraisch iiber K ist.

Wir wollen zeigen, daf jeder Kérper einen algebraischen Abschlufs hat. Dazu brauchen wir
ein Hilfsmittel aus der Mengentheorie: das Lemma von Kuratowkski-Zorn; vgl. §3.8.2.
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Beispiel 245
(1) Esist C|R ein algebraischer Abschluf von R.

(2) Esist C|C ein algebraischer Abschluf von C.

3.8.2 Lemma von Kuratowski-Zorn

Definition 246 Ein Poset (X, <) ist eine Menge X, zusammen mit einer Teilmenge
(<) € X x X derart, da® folgendes gilt. (%)

Wir schreiben zunéchst = <2’ & (x,2') € (X).

(1) Firz € X ist z < x.
(2) Firz, 2/ € X mit x < 2’ und 2’ < x ist x = 2.

(3) Fir z, 2/, 2’ € X mit x <2’ und 2’ < 2" ist © < 2.

Wir schreiben oft kurz X := (X, <).
Man nennt (<) eine Teilordnung auf X. Ein Poset heifit auch eine teilgeordnete Menge.

Eigenschaft (1) heifst Reflezivitit. Eigenschaft (2) heift Identitivitit. Eigenschaft (3) heifst
Transitivitat.

Wir sagen, es sind z, ' € X wvergleichbar, wenn x < 2’ oder 2/ < x ist.
Ein Poset X heilt linear geordnet, wenn x und 2z’ vergleichbar sind fiir z, 2’ € X.

Wir schreiben auch x < ' fiir (z < 2’ und x # 2’). Mit anderen Worten, es ist

(<) = ()~ {(z,x) :zeX}.

Definition 247 Sei X ein Poset. Sei x € X.

(1) Es heit  minimal in X, falls es kein y € X gibt mit y < z.

(2) Es heifst = initial in X, falls z < y gilt fiir y € X.

Falls X ein initiales Element hat, dann ist dies eindeutig bestimmt.
(3) Es heift z mazimal in X, falls es kein y € X gibt mit z < y.

(4) Es heifst = terminal in X, falls y < x gilt fir y € X.

Falls X ein terminales Element hat, dann ist dies eindeutig bestimmt.

8Engl. partially ordered set.
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Bemerkung 248 Sei X ein Poset. Sei x € X.
(1) Ist x initial in X, dann ist x auch minimal in X .
(2) Ist x terminal in X, dann ist x auch mazimal in X.

Beweis. Zu (1). Sei x initial in X. Annahme, es gibt ein y € X mit y < z. Da z initial
ist, ist z < y. Aus y <z und = < y folgt y = x. Widerspruch. Also ist x minimal in X. o

Bemerkung 249 Sei: X ein linear geordnetes Poset. Sei x € X.

(1) Es ist x genau dann initial in X, wenn x minimal in X ist.

(2) Es ist x genau dann terminal in X, wenn x mazimal in X ist.

Beweis. Zu (1). Dank Bemerkung 248.(1) geniigt es, die umgekehrte Implikation zu zeigen.
Sei z minimal in X. Wir haben zu zeigen, dafs = initial in X ist. Sei y € X. Wir haben

!

zu zeigen, dak x < y ist.

Annahme, es ist nicht x < y. Da X linear geordnet ist, ist z < y oder y < z. Es folgt
y < z. Dies steht aber im Widerspruch zur Minimalitat von x. o

Bemerkung 250 Sei X ein Poset. Sei Y C X.
Esist Y = (Y, ()N (Y xY)) ein Poset.

Dies wird in der Regel kommentarlos verwendet. Z.B. kann man von einem minimalen
Element von Y sprechen.

Beispiel 251

(1) Sei M eine Menge.
Die Potenzmenge Pot(M) ={ N : N C M }, zusammen mit (C), ist ein Poset.
Jede Teilmenge von Pot(M) ist ein Poset.

(2) Wir betrachten das Poset X := {{1},{2},{1,2}} C Pot({1,2}).
{1,2}

///// \\\\\
{1} {2}

Es hat X die minimalen Elemente {1} und {2}. Es hat X kein initiales Element.
Es hat X das maximale Element {1,2}. Es hat X das terminale Element {1, 2}.
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(3) Esist Z linear geordnet. Es hat Z weder ein minimales noch ein maximales Element.

Es hat Z das initiale Element 0.

Definition 252 Sei X = (X, <) ein Poset. Sei K C X.
Es heift K eine Kette in X, wenn K = (K, (<) N (K x K)) linear geordnet ist.
Eine obere Schranke einer Kette K ist ein Element s € X mit k < sfir k € K.

Beispiel 253 Wir setzen Beispiel 251.(2) fort. Es ist X = {{1}, {2}, {1, 2}}.
Schreibe x; := {1}, 29 := {2} und x5 := {1,2}.
Die Ketten in X sind:

(Z) ) {331} ) {332} ) {33172} ) {xb .T172} ) {5527 xlﬂ} :

Lemma 254 (Kuratowski-Zorn) Sei X = (X, <) ein Poset.
Es habe in X jede Kette eine obere Schranke.

Sei x € X. Dann ¢ibt es ein maximales Element m € X mit x < m.

Beweis. Siehe Lemma A.13 im Anhang §A.3. o

Beispiel 255 Sei X ein nichtleeres endliches Poset.
Dann hat in X jede nichtleere Kette ein terminales Element :
Annahme, nicht. Sei K C X eine Kette ohne terminales Element. Wihle k& € K.

Es ist kq nicht terminal. Wahle ky € K, fiir welches nicht ky < k; ist. Da K eine Kette
iSt, fOlgt kl < kg .

Es ist ko nicht terminal. Wahle k3 € K., fiir welches nicht k3 < ko ist. Da K eine Kette
iSt, fOlgt kg < kg .

Usf.

Folglich ist K nicht endlich. Daher ist X nicht endlich. Wir haben einen Widerspruch.

Es hat in X jede Kette K eine obere Schranke: Falls K = (), so ist jedes Element von X
eine obere Schranke von K. Falls K # (), so ist das terminale Element von K eine obere
Schranke von K.

Dank des Lemmas von Kuratowski-Zorn 254 gibt es ein nun fiir jedes z € X ein maximales
Element m € X mit x < m. Jedes Element von X liegt unter wenigstens einem maximalen
Element.
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3.8.3 Maximale Ideale

Lemma 256 Sei R ein kommutativer Ring.

Sei I < R ein Ideal ungleich R.
Dann gibt es ein maximales Ideal M tn R mit I C M < R.

Beweis. Sei X :={J : J< R} die Menge der Ideale von R, die ungleich R sind.

Es ist X = (X, C) ein Poset.

Wir behaupten, dak in X jede Kette K eine obere Schranke hat.

Ist K = (), dann ist I eine obere Schranke von K.

Sei nun K # (). Wir behaupten genauer, daf J = |J K eine obere Schranke von K ist.
Es ist 0 in einem Element von K enthalten, und damit auch in J.

Wir zeigen J é R. Seien dazu z, #’ € Jund r, ' € R gegeben. Wir haben rz + 12/ é J

nachzuweisen. Es gibt nun J € K mit z € J und J' € K mit 2’ € J'. O.E. ist J C J".
Also sind z, ' € J'. Da J' ein Ideal in R ist, folgt hieraus rz + 'z’ € J' C J.

o P -

Wir zeigen J # R. Dazu zeigen wir 1 € J. Annahme, 1 € J. Dann gibt es ein J € K mit
1 € J. Da J ein Ideal in R ist, folgt hieraus J = R. Aber wegen J € K C X ist J # R.
Wir haben einen Widerspruch.

Dank des Lemmas von Kuratowski-Zorn gibt es nun ein maximales Element M € X mit
I C M ; vgl. Lemma 254. Es ist M dann ein maximales Ideal in R; vgl. Definition 22. o

3.8.4 Grofie Polynomringe

Sei K ein Korper.

Sei I eine Menge, nicht notwendig endlich.

Definition 257 Sei T; eine formale Variable fiir i € 1.
Wir kiirzen auch T := (T;);e; ab.

Sei ein Monom in T = (T});c; ein Produkt der Form

e1 €2 €k
To T2 ... T,

1 )
wobel k € Zsg, i; € I und e; € Zs fir j € [1, k] selen, mit i; # i; fir j, 7/ € [1, k] mit
J# 3
Insbesondere haben wir das Monom 1, welches aus der Wahl k£ = 0 resultiert.

Sei ein Polynom f(T) in T' = (T;);e; mit Koeffizienten in K eine formale endliche K-Line-
arkombination von Monomen in 7' = (7})e; -
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Es ist also
_ €t,1 €t,2 €tk
f(T> - E : St frit,1 ’ z;t,z et frit,kt

te(1,¢]

fiir ein ¢ € Zzo, und, fiir t € [1,4], gewisse s, € K, k, € Zzo und iy ; € I, e;; € Zxp fiir
J €1, k.

Wir kénnen Polynome addieren und multiplizieren.
Sei
K[T] = K[T, : i€l
= {f(T) : esist f(T) ein Polynom in T' = (T;);ec; mit Koeffizienten in K }
der Polynomring in T = (T;);c; mit Koeffizienten in K.
Die Eigenschaften (Ring 1-7) von Definition 1 sind erfiillt.

Wir haben den injektiven Ringmorphismus K — K[T] : s +— s - 1. Entlang diesem
identifizieren wir und erhalten so den Teilring K C K|[T.

Beispiel 258 Sei [ :=7Z, .
Es sind

f(T) = T2T3T52 + %T1T3T5 s g(T) = T1T3T5 - TQ S Q[T] = Q[T‘z NS I] .

Es wird
F(T)+9(T) = TITE + STTT; — T
f(T)-g(T) = TDLTITE + YTHTET? — TITT? — ATV T T

Bemerkung 259 Sei R ein kommutativer Ring, welcher K C R als Teilring enthélt.
Sei fiir ¢ € I ein Element r; € R gegeben. Diese bilden das Tupel r := (7;);e;.

Dann gibt es genau einen Ringmorphismus ¢ : K[T| — R mit ¢(T;) = r; fiir ¢ € I und
. K .
mit | =idg .

Dieser ist gegeben durch
%)
K[T] - R
_ €t,1 €t,2 €t,ky¢ L LGt et2 X €t,ky¢
f(T) - Zte[l,f] St - 7—‘7:t,1 ' 7},572 R 7—‘7:,;]% = f(r) T Zte[l,f} St /rl't’l rit,Q s Tit,kt

Beispiel 260 Wir setzen Beispiel 258 fort.
Sei R = Q(v/2). Sei r; := /2 fiir i € I = Z, , unabhiingig von 1.
Der zugehorige Ringmorphismus ¢ aus Bemerkung 259 bildet z.B. wie folgt ab.

QI & Q(v2)
LLT2 +ANTT — V2-V2-v2 +3V2-V2-V2 = 4412
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3.8.5 Konstruktion des algebraischen Abschlusses

Sei K ein Korper.

Lemma 261 Es gibt eine Korpererweiterung LIK mit der Eigenschaft, daf es fir jedes
irreduzible normierte Polynom f(X) € K[X] einy € L gibt mit f(y) =

Kurz, jedes irreduzible normierte Polynom in K[X] hat eine Nullstelle in L.

Beweis. Wir indizieren die Menge der irreduziblen normierten Polynome in K[X] mit
einer geeignet gewéhlten Menge I. Es soll also

{fi(X) :iel} = {g(X) € K[X] : es ist g(X) normiert und irreduzibel }

sein, sowie fiir i, j € I mit i # j auch f;(X) # f;(X). (°)
Sei T' = (T;)ier - Wir betrachten den Polynomring K [T = K[T; : i € I].
Sei N C K|[T] die Teilmenge der Polynome in 7' = (T;);c; der Form

UI(T) : fll(Tu) +u2(T) : fzz(Tm) + ... +uk(T> : flk(TZk) )
wobel k € Zzg, u;(T) € K[T| und i; € I fiir j € [1,k].
Es ist N < K[T7.

! !
Wir behaupten N < K[T]. Dazu behaupten wir 1 ¢ N. Annahme, es ist 1 € N. Dann gibt
es k € Zxo, uj(T) € K[T) und 4; € I fiir j € [1, k] derart, daf

(*) ui(T) - [ (Tiy) + ua(T) - fio(Tiy) + -+ uk(T) - fir (Th) = 1

ist.

Sei K(] =K.

Sei K := K (b)) mit pp, k,(X) = fi,(X); vgl. Lemma 195.

Es ist f,(X) € K[X] C K;[X]. Wir wéhlen einen normierten irreduziblen Teiler
fi,(X) € K1[X] von fi,(X). Sei Ky := K;(by) mit w, x, (X) = fi,(X); vgl. Lemma 195.
Es ist fi;(X) € K[X] C K,[X]. Wir wéhlen einen normierten irreduziblen Teiler
fis(X) € Ky[X] von fi,(X). Sei Ky := Ky(bs) mit w, x,(X) = fi,(X); vgl. Lemma 195.

Ust.
Wir erhalten eine Kérpererweiterung K := Kj = K(by)(by) ... (b) | K.
Sei j € [1,k]. Esist f;,(X) € K;_1[X] C K[X] ein Teiler von f;,(X) € K[X] C K[X]. Es

ist f;,(b;) = 0. Also ist auch f; (b;) = 0.

9Man kann z.B. als I die Menge eben dieser Polynome wiihlen. Die Wahl der Indexmenge I ist unwe-
sentlich und dient nur der Schreibvereinfachung.
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Wir setzen r;; := b; fiir j € [1,k]. Wir setzen r; := 0 fiiri € I~ {4; : j € [1,k] }.
Wir bilden das Tupel r := (;);er.
Wir haben den Ringmorphismus ¢ : K[T] — K : h(T) +— h(r); vgl. Bemerkung 259.
Es schickt ¢ das Element 1 auf 1.
Es schickt ¢ das Element ui(T') - f;, (T3,) + w2(T) - fi, (1) + ... +u(T) - f;,,(T},,) auf
u(r) - fi(riy) +ua(r) - fi(rig) + -+ w(r) - fi, (riy)
ui(r) - fi (b1) + ua(r) - fir(b2) + ...+ wi(r) - fi, (br)
0.

Wegen (%) sollte ¢ diese beiden Elemente aber auf dasselbe Element abbilden. Wir haben
einen Widerspruch. Dies zeigt die Behauptung.

Sei M <1 K[T] ein maximales Ideal mit N C M <1 K[T], existent dank Lemma 256 unter
Verwendung der vorstehenden Behauptung.

Sei L := K|[T]/M. Es ist L ein Korper, der K als Teilkorper enthélt; vgl. Lemma 23.

Sei i € I. Wir haben zu zeigen, dafs es ein y € L gibt mit f;(y) = 0.

Wir setzen dazu y := T; + M. Es wird fi(y) = fi(T; + M) = fi(T;) + M. Aber es ist
fi(T;) e NC M. Also ist fi(T;) + M =0+ M =01in L. o

Lemma 262 Es gibt eine Korpererweiterung L|K mit der Eigenschaft, daf$ L algebraisch
abgeschlossen ist.

Beweis. Sei Ky := K.

Sei K;|K, so gewdahlt, dafs jedes irreduzible normierte Polynom in K[ X]| eine Nullstelle
in K; hat; vgl. Lemma 261.

Sei K|K, so gewéhlt, dafs jedes irreduzible normierte Polynom in K;[X] eine Nullstelle
in K5 hat; vgl. Lemma 261.

Sei K3|Ky so gewdhlt, dafs jedes irreduzible normierte Polynom in K3[X]| eine Nullstelle
in K3 hat; vgl. Lemma 261.

Ust.
Sei L :=

Fir x, y € L definieren wir die Addition wie folgt. Es gibt ein ¢ > 0 mit z, y € K;. Dort
bilden wir x 4+ y € K; C L. Diese Summe ist dann unabhéngig von der Wahl von 1.

K;.
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Fiir z, y € L definieren wir die Multiplikation wie folgt. Es gibt ein i > 0 mit x, y € K.
Dort bilden wir z -y € K; C L. Dieses Produkt ist dann unabhéngig von der Wahl von 1.

Esist 0 € Ko C L mit 04+ x =« fiir x € L.
Esist 1€ Ko C L mit 1z =x fir x € L.
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Die Eigenschaften (Ring 1-7) von Definition 1 sind erfiillt fiir L. Also ist L ein Ring. Es
ist zudem L ein kommutativer Ring.

Fiir x € L* ist x € K* fiir ein 4 > 0. Dort bilden wir 7! und erhalten dort = - 27! = 1,
was dann auch in L gilt.

Somit ist L ein Koérper und L|K eine Korpererweiterung.

Wir behaupten, dafs L algebraisch abgeschlossen ist. Sei g(X) € L[X] mit deg(g(X)) > 1.
Wir miissen ein y € L mit g(y) = 0 finden.

Sei f(X) € L[X] ein irreduzibler normierter Teiler von ¢g(X). Es gibt ein i > 0 derart,
dak die Koeffizienten von f(X) alle in K; liegen und folglich f(X) € K;[X] liegt. Nach
Konstruktion gibt es ein y € K;,1 C L mit f(y) = 0.

Da f(X) in L[X] ein Teiler von g(X) ist, folgt, dak auch g(y) = 0 ist. -

Bemerkung 263 Sei L|K eine Kdrpererweiterung.

Setn > 1 und seien Elemente yy, ..., y, € L gegeben.

Wir schreiben K(y1,...,yx) := K(y1) ... (yx) C L fiir k € [0,n].
Sei nun yi algebraisch iber K (yi, ..., yk—1) fur k € [1,n].

Dann ist K(y1, . ..,yn) ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Ferner ist jedes Element
von K(y1,...,yn) algebraisch tiber K.

Beweis. Da y, als algebraisch iiber K(y1,...,yx—1) vorausgesetzt wurde, ist
Kyt yk—1)lye] = K(y1,...,yx—1)(yx) endlichdimensional iiber K(yi,...,yx_1) fiir
k € [1,n]; vgl. Bemerkung 193.(2).

Somit ist K (yi,...,y,) endlichdimensional iiber K ; vgl. Lemma 205.

Sei nun w € K(y1,...,yn). Dann ist K[w] € K(y1,...,yn), also K[w] endlichdimensional
tiber K, also w algebraisch iiber K; vgl. Bemerkung 193.(2). o

Bemerkung 264 Sei L|K eine Korpererweiterung.
Sei A:={y € L : yist algebraisch iiber K }.

(1) FEsist A ein Zwischenkdrper von K und L, d.h. L|A|K.

(2) Falls L algebraisch abgeschlossen ist, dann auch A.

Beweis. Zu (1). Wir haben zu zeigen, dafs A ein Teilkorper von L ist, der K enthélt.
Es ist K C A, also auch 1 € A.

Seien y, z € A. Wir haben zu zeigen, daf y — z, y - z und, falls y # 0 ist, auch y~! wieder
in A liegen.
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Es ist y algebraisch iiber K. Da ferner z algebraisch ist iiber K, ist z auch algebraisch
tiber K(y). Mit Bemerkung 263 folgt K (y,z) C A.

1

Nun sind die genannten Elemente y — z, y - z und, falls y # 0 ist, auch y=" alle in

K(y,z) C A enthalten.

Zu (2). Sei f(X) = Y iciom X" € A[X] mit deg(f(X)) =n > 1. Wir haben zu zeigen,
daf f(X) eine Nullstelle in A besitzt; vgl. Definition 241.

O.E. ist f(X) normiert, also a, = 1.

|
Da L algebraisch abgeschlossen ist, gibt es ein y € L mit f(y) = 0. Es gentigt, y € A zu
zeigen.

Es ist aq algebraisch iiber K.

Es ist a; algebraisch iiber K, also auch tiber K(ay).

Es ist ay algebraisch iiber K, also auch iiber K(ag,aq).

Ust.

Es ist schlieflich a,,_; algebraisch iiber K, also auch iiber K(ag,ay,...,a, 2).

Nun ist f(X) € K(ag,a1,...,a,-1)[X]. Wegen f(y) = 0 ist also y algebraisch iiber
K(ao, A,y ... ,an_1>.

Dank Bemerkung 263 ist somit K (ag, a1,...,a,—_1,y) C A. Insbesondere ist y € A. o

Beispiel 265 Sei A := {z € C : esist z algebraisch iiber Q } C C. Dann ist C|A|Q;
vgl. Bemerkung 264.(1). Es ist A algebraisch abgeschlossen; vgl. Bemerkung 264.(2).

Also ist A|Q ein algebraischer Abschlufk.
7.B. liegen iv/5 und (i1 + (V2 in A.

Satz 266 Gegeben ist ein Korper K.
Es ezistiert ein algebraischer Abschluf8 A|K.

Beweis. Nach Lemma 262 gibt es eine Korpererweiterung L|K mit der Eigenschaft, daf
L algebraisch abgeschlossen ist.

Wir bilden den Zwischenkorper A der iiber K algebraischen Elemente in L; vgl. Bemer-
kung 264.(1).

Dieser ist algebraisch abgeschlossen; vgl. Bemerkung 264.(2).
Also ist A|K ein algebraischer Abschlufs; vgl. Definition 244. o

Lemma 267

Sei L|K eine Korpererweiterung, fir welche jedes y € L algebraisch ist iiber K.
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Sei M|K eine Korpererweiterung, fir welche M algebraisch abgeschlossen. ist.

Dann gibt es einen Korpermorphismus ¢ von L nach M iber K ; vgl. Definition 198.(2).
‘ M
K

Wir erinnern daran, dafs Kérpermorphismen injektiv, aber nicht notwendig surjektiv sind;
vgl. Definition 198.(1).

L

Beweis des Lemmas. Wir betrachten die Menge
A= {(:Z— M) : esist L|Z|K und v ein Kérpermorphismus tiber K } .

So etwa ist die Einbettungsabbildung (¢ : K’ — M) in A enthalten.
Wir definieren eine Teilordnung (<) auf A wie folgt.

Seien (: Z - M), (0 :Z > M) € A Sei(:Z > M)<(W:Z— M), falls ZC Z
und |z = 1 ist.

Es ist (<) reflexiv.
Es ist (<) identitiv, da fir (¢ : Z — M), (¢ : Z — M) € A mit

(W:Z—=M) < (p:Z—=M) ud @:Z—-M) < @:Z—M)

folgt, dak Z = Z und dann auch ¢ = 1 ist.

Es ist (<) transitiv, da fir (¢ : Z = M), (' : Z/ = M), (" : Z" — M) € A mit
W:Z—-M) < W:Z-M) und @':Z2'—-M) < @":2"—= M)

folgt, dak Z C Z/ C Z” und also Z C Z" ist, sowie daf ¢"|z = 9’ und ¢’|z = ¢ und also

V' z =" 2|z =)z = ist.

Sei K eine Kette in A. Wir behaupten, dafs K eine obere Schranke hat. O.E. ist K # ().

Sei dazu Z := Uw:z-mex Z-

Wir behaupten, daf Z ein Zwischenkérper von L|K ist.

Esist 1 € K C 7.

Fir y, z € Z kénnen wir ein (¥ :Z — M) € K wahlen mit y, z € Z.

Eswirdy —z,y-2 € ZC Z. Ist y # 0, dann wird auch y~! ezZCZ.

Dies zeigt die Behauptung.

Sei nun ¢ : Z — M fiir y € Z erklart durch ¢ (y) := ¢(y), wobei (¢ : Z — M) € K
gewdhlt wurde mit y € Z. Dies ist von der Wahl von (¢ : Z — M) unabhéngig, da
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fiir Elemente (¢ : Z — M), (Y : Z — M) € Kmity € Z und y € Z sich o.E.
(:Z— M)<(¢: Z— M) ergibt und also ¥(y) = (¥]2)(y) = ¥ (y) wird.

Wir behaupten, daf 2/1 . Z — M ein Korpermorphismus tiber K ist.
Es ist (1) = ¢(1) = 1, wobei ein (¢ : Z — M) € K gewéhlt wurde.

Es ist ¢(x) = ¢(x) = z fiir # € K, wobei ein (¢ : Z — M) € K gewihlt wurde; man
beachte, dak 1) ein Kérpermorphismus iiber K ist.

Seien y, z € Z. Wir wihlen (¢ : Z — M) € K mit y, z € Z. Dann ist w( ) =
Yy +2) = (y) +1(2) = d(y) + 0(2) und D(y - 2) = P(y-2) = b(y) - Y(2) = d(y) - ¥ (2).
Dies zeigt die Behauptung. Es ist also (@ZJ . 7 M) € A.

Nach Konstruktion ist (¢ : Z — M) < (¢ : Z — M) fiir (¢ : Z — M) € K. Also ist
(zp . 7 = M) eine obere Schranke fiir IC. Das zeigt die Behauptung.

Geméf Lemma von Kuratowski-Zorn liegt die Inklusionsabbildung (v : K — M) in einem
maximalen Element (¢ : Z — M) von A; vgl. Lemma 254.

Wir schreiben Z :=4(Z) C M. Es ist w\z . Z = Z ein Kérperisomorphismus iiber K.
Wir miissen nur noch Z = L zeigen.

Annahme, es ist Z C L. Wir wéhlen ein Element y € L \ Z. Es ist y algebraisch iiber K,
also auch algebraisch {iber Z. Wir schreiben p(X) := p, z(X) = 37, a: X" € Z[X].

Wir schreiben fi(X) = >, t(a;) X" € Z[X]. Sei § € M eine Nullstelle von ji(X),
existent, da M algebraisch abgeschlossen ist.

Wir haben den Ringisomorphismus Z[X] = Z[X] : 0,00 b:X" = 3, ¢(b) X

Dieser liefert den Kérperisomorphismus

ZIX]/(n(X)) = Z[X] Y bXTH (X)) = Y w(B) X+ (X))

>0 120

iiber K. Insgesamt haben folgende Korpermorphismen iiber K ; vgl. Lemma 194.

Zy) S ZIX)(WX) S ZIXY@EX) S 2@ - M
y o= X+@uX) = X+EX) = g o g
Z3z = 24 X)) = @ +EX) = 0@~ ).

Diese liefern den zusammengesetzten Korpermorphismus v : Z(y) — M tber K, also
(v:Z—=M)e A Esist y|z =1

Da Z C Z(y) ist, folgt (¢ : Z — M) < (v : Z(y) — M), im Widerspruch zur Maximalitét
von (¢ : Z — M). g

Satz 268 Gegeben ist ein Korper K.
Sei A|K ein algebraischer AbschlufS. Sei B|K ein algebraischer Abschluf.
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Dann gibt es einen Korperisomorphismus ¢ von A nach B iiber K ; vgl. Definition 198.(2).

A\f/B

K

Insbesondere ist A ~ B.

Beweis. Nach Lemma 267 gibt es einen Korpermorphismus ¢ : A — B iiber K.

Es bleibt zu zeigen, daf ¢ surjektiv ist.

Wir schreiben A := (A). Es ist B|A|K. Es ist ¢|* : A = A ein Isomorphismus iiber K.
Da A algebraisch abgeschlossen ist und da A ~ A, ist auch A algebraisch abgeschlossen.

Zu zeigen ist A= B.

Sei y € B. Es ist y algebraisch iiber K. Dann ist y auch algebraisch iiber A. Das Minimal-

polynom p, 5(X) € A[X] ist irreduzibel; vgl. Lemma 194. Da A algebraisch abgeschlossen
ist, folgt deg(p, 5(X)) = 1; vgl. Bemerkung 242. Also ist p, 5(X) = X — y. Somit ist
ye A o

Fiir einen Kérper K schreibt man manchmal auch K fiir einen irgendwie ausgewihlten
algebraischen Abschlufs K|K, gerne unter Berufung auf die Aussage von Satz 268.

3.9 Existenz und Eindeutigkeit endlicher Korper

Wir wissen von endlichen Kérpern:
Ist p eine Primzahl, dann ist F, := Z/(p) ein Kérper mit |E,| = p.

Ist weiter m(X) € F,[X] ein irreduzibles normiertes Polynom, dann ist F,[X]/(m(X)) ein
Kérper mit |F,[X]/(m(X))| = pdesm (X)),

Wir haben in einem Beispiel auch abgekiirzt und Fy = F,[X]/(X? + X + 1) sowie darin
o= X + (X2 + X + 1) geschrieben. In Fy ist so 2 =0 und «? = « + 1.

Diese Konstruktion von F,[X]/(m(X)) hing daran, dal es uns gelang, ein irreduzibles nor-
miertes Polynom m(X) von gewiinschtem Grad zu finden. Wir wollen nun unter anderem
klaren, daf das immer moglich ist.

Sei p eine Primzahl. Sei A|F, ein algebraischer Abschlufs; vgl. Satz 266.
Da char(A) = p, haben wir den Frobenius-Endomorphismus Fr = Fry : A — Ay — ¢,
vgl. Beispiel 200.

Bemerkung 269 FEsist Fr: A — A:y— yP ein Automorphismus.
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Beweis. Zu zeigen ist die Surjektivitét. Sei z € A. Das normierte Polynom X? —z € A[X]
von Grad p > 1 hat im algebraisch abgeschlossenen Korper A eine Nullstelle y. Es ist also
y? — z = 0. In anderen Worten, es ist Fr(y) = y* = z. o

Lemma 270 Sein > 1.

Set K :={yeA:F"(y) =y}

Dann ist A|K|E, mit |K| = p", also mit [K : F,] = n.
Insbesondere existiert ein Korper mit p"* Elementen.

In K[X] zerfillt das Polynom XP" — X in p" paarweise verschiedene normierte Faktoren
von Grad 1.

Wir schreiben auch Fyn := K ; vgl. auch Lemma 273 unten.

Beweis. Sei f(X) = X?" — X € E[X].
Esist f/(X) =p"X?P" 71 —1 = —1. Also ist ggT(f(X), /(X)) = 1. Somit ist f(X) in A[X]
quadratfrei; vgl. Lemma 227.(1). Da A algebraisch abgeschlossen ist, erhalten wir

fX) = (X=u)- o (X =)

mit 1, ..., ym € A, wobel y; # y; fir ¢, j € [1,p"] mit ¢ # j. Es ist

{yi, - ym}t ={yeA: flyy=0} ={yecld 'y =y} = K.
Wir haben eben |K| = p" gesehen.
Esist i,={x € A : 27 = x }. Aus 2P = z folgt 27" = x. Folglich ist F, C K.

Es ist K C A ein Teilkorper. Denn zum einen ist 1 € K. Ferner ist fiir y, z € K auch

Fr'(y — 2z) = Fr"(y) — Fr"(2) = y — z und Fr"(y - 2) = Fr"(y) - Fr"(2) = y - z und somit

y— 2,92z € K. SchlieRlich ist fiir y € K* auch Fr"(y~!') = Fr"(y)~' = y~! und somit
-1

y € K.

Im Ergebnis ist also A|K|F, mit |K| = p”. Ferner ist
FX) = (X =y)o o (X =)

eine Zerlegung in Faktoren in K[X].
Da K zugleich ein F,-Vektorraum mit p!! Elementen ist, folgt schlieRlich n = [K : F,].

Korollar 271 Sein > 1.
Es gibt ein irreduzibles normiertes Polynom m(X) € F,[X] von Grad deg(m(X)) = n.

Beweis. Sei K|F, eine Koérpererweiterung mit || = p"; vgl. Lemma 270.



Es ist U(K) eine zyklische Gruppe; vgl. Lemma 218. Sei y € U(K) = K* mit (y) = U(K)
gewahlt.

Dann ist auch K = F,(y). In der Tat ist jedes Element von K* sogar eine Potenz von y.

Es ist w, x(X) € F,[X] irreduzibel und normiert, von Grad deg(p, (X)) = [K : F,| = n;
vgl. Lemma 194. o

Beispiel 272 Im allgemeinen gibt es in F,[X] zu einem gegebenen Grad mehrere irredu-
zible normierte Polynome.

Z.B. erhalten wir in 5[ X] folgende Liste irreduzibler normierter Polynome von Grad < 5.

Grad | Irreduzible normierte Polynome
1 | X, X+1
2 | X?P+X+1
3 | XP+X+1, X3+X2+1
4 [ X1+ X+, X'+ X3+, X+ X3+ X2+ X +1
5 | X0+ X341, X+ X2+, X+ X X3 X2+ L, X+ X X X 1,
X+ XA+ X2+ X+, X+ X3+ X2+ X+ 1

Lemma 273 Sein > 1. Sei L ein Kérper mit |L| = p".
Dann ist L isomorph zu En ={y € A : Fr"(y) =y }; vgl. Lemma 270.

Insbesondere sind zwei Korper mit p" Elementen zueinander isomorph.

Es ist also im wesentlichen egal, welches irreduzible normierte Polynom von Grad n in F,[X]
wir zur Konstruktion eines Korpers L mit |L| = p™ verwenden.

Beweis. Sei q := char(L). Dann ist Z/(q) ein Teilring von L ; vgl. Beispiel 32. Als Teilring
eines Korpers ist Z/(q) ein Integritétsbereich. Fiir z € (Z/(q))* ist somit die Abbildung
Z/(q) — Z/(q) : y +— xy injektiv, mithin bijektiv. Also gibt es ein y € (Z/(¢q))* mit
xy = 1. Also ist Z/(q) ein Kérper. Also ist (¢) < Z maximal. Also ist g eine Primzahl und
Z/(q) =TF,. Also ist p" = |L| = ¢/*™l. Also ist p = ¢q. Also ist L|F,.

Wir haben einen Kérpermorphismus ¢ : L — A iiber F, ; vgl. Lemma 267. Wir schreiben
L := ¢(L). Da ¢ injektiv ist, ist ¢|* : L 5 L ein Kérperisomorphismus; vgl. Definiti-
on 198.(1).

Es bleibt L ;Fpn ={yeA "y =y}={yeA: 9y =y} zu zeigen.
. o
Da |L| = |L| = p" = |E,»| ist, geniigt es, L C F,» zu zeigen.

F ! n . .
Sei y € L*. Wir haben y € F,» zu zeigen. Wir haben also y” = y zu zeigen. Wir haben

also 7"~ = 1 zu zeigen. Aber y € L* = U(L), und U(L) ist eine Gruppe von Ordnung
U(L)| =p™ — 1. Also ist y*"~! = 1; vgl. Korollar 98. g
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Lemma 274 Sein € Z>,. Seien K und L Kérper mit |K| = |L| = p™ Elementen.
(1) Seia € K mit K =F,(a). Es gibt ein b € L mit
Hb,Fp(X) = Ha,F, (X) .
(2) Sei f(X) € F,[X] normiert und irreduzibel von Grad n. Dann gibt es ein b € L mit

ko, (X) = f(X) -

(3) Es ist
X" —X = I rx.
f(X) eBp[X]
normiert und irreduzibel, mit
deg(f(X))[n
Beweis.

Zu (1). Nach Lemma 273 gibt es einen Korperisomorphismus o : K = L. Da a(\ - a*) =
Maf(a))k fiir k € [0,n] und A € F, ist und da « sich mit Summen vertrigt, ist a(a) € L eine
Nullstelle des Minimalpolynoms p, g, (X). Da p.r,(X) € F,[X] normiert und irreduzibel
ist, folgt

Ha(a) 5, (X) = Hag, (X) -
vgl. Bemerkung 196.(1 < 2). Wir konnen also b = a(a) € L wéhlen.
Zu (2). Nach Lemmas 195, 194 ist K := F,[X]/(f(X)) ein Koérpererweiterung von F, , mit
a =X+ (f(X))ist K =TFy(a), es ist f(X) = Hog, (X) und es ist [K : F,] = n, also
|K| = p". Nun folgt die Aussage mit (1).

Zu (3). Esist (XP" — X)' = p"XP"~! — 1 = —1 und daher
geT(XP" — X, (X" — X)) = gegT(XP" — X, -1)=1.
Nach Lemma 227.(1) ist das Polynom X?" — X quadratfrei in F,[X].

Sei f(X) € F,[X] ein irreduzibles normiertes Polynom. Sei d := deg(f(X)).

Es geniigt zu zeigen, daff f(X) das Polynom X?" — X genau dann teilt, wenn d ein Teiler
von n ist.

Zu =. Sei f(X) ein Teiler von X?" — X.

Es zerfillt X?" — X in F,«[X] in paarweise verschiedene normierte Faktoren von Grad 1;
vgl. Lemma 270. Also zerféllt auch sein Teiler f(X) in F,»[X] in paarweise verschiedene
normierte Faktoren von Grad 1. Daher kénnen wir eine Nullstelle z € F,» von f(X)
wahlen.

Mit Z := F,(2) ist dann Fn|Z|F,. Es ist [Z : F)] = deg(u. 5, (X)) = deg(f(X)) = d; vgl.
Bemerkung 196, Lemma 194. Damit wird

n=[FEn:F| = [Fn:2]-[Z2:F)] = [Fn:2Z]-d
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nach Lemma 205. Also ist d ein Teiler von n.

Zu <. Nach (2) gibt es ein Element b € Fye mit f(X) = pp g, (X) und F,(b) = Fpa.

P
Da b in F, lieft, gilt W' = b, also auch b. Da f(X) = Hpr, (X) ist und da X" — X in
F,[X] liegt und b als Nullstelle hat, ist f(X) ein Teiler X7 — X ; vgl. Lemma 194.

Da d ein Teiler von n ist, gibt es ein k € Z mit n = k - d. Es ist p? — 1 ein Teiler von

p”—l,dap"—lz(pd)’“—lz(pd—l)( > pid) ist.

1€[0,k—1]

Wir wihlen ein ¢ € U(F,») mit U(F,») = (c) ; vgl. Korollar 219. Es hat ¢ also die Ordnung
(&) = [UEm)| = p" = 1.

p"'—1
Somit hat a := cﬁ Ordnung |(a)| = p®—1, und alle Elemente = € (a) erfiillen 27*~! = 1.
Folglich hat das Polynom X X genau p? Nullstellen in F,«, ndmlich die Elemente von
(a) und die 0. Insbesondere zerfillt X" — X in F,.[X] in paarweise verschiedene normierte
Faktoren von Grad 1.

Die Nullstellen von X?" — X in F,. sind gerade alle Elemente von F,. ; vgl. Lemma 270.
Insbesondere ist jede Nullstelle von X — X in F,» auch Nullstelle von X?" — X. Somit
ist X?" — X ein Teiler von X7 — X.

Insgesamt ist f(X) somit ein Teiler von X7 — X. o



Anhang A

Anhang

A.1 Eine Bemerkung zur Distributivitat

Man kann in Definition 1 das Axiom

(Ring7) Firr, 7', s, s € Rist (r+7)-s=r-s+r'-sundr-(s+s)=r-s+r-s.
aquivalent ersetzen durch das Axiom

(Ring7') Firr, ', s, € Rist (r+7r")-(s+5)=(r-s+7r"-s)+(r-s+1"-5).

Zu (Ring1,2,3,4,5,6,7) = (Ring1,2,3,4,5,6,7').

Fir r, 1, s, 8 € R wird

(Ring7)

(r4r) - (s+8) TED ) s g (rr) s D

(res+r-s)+ - -s+r-5).
Zu (Ring1,2,3,4,5,6,7) = (Ring 1,2, 3,4,5,6,7).
Wir schreiben 1 := 1z und 0 := 0.

Zunachst ist

o "9 4.
R2ed) (1 40)-(0+0)
2™ (1.040-0)+(1-040-0)
HZEY (040-0)+ (0+0-0)
(Ring1,3)

0-04+0-0.

120
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Fir x € R wird also

x-0 (x+0)-(0+0)
(Rlng?)
(x-04+0-0)+(x-0+0-0)
el 04+2-0)+(0-0+0-0)
= (x-04+2-0)40
(Rl;gii) 0420

dank (Ring4,2,3) also 0 =z - 0.

Fiir r, 7, s € R wird mithin

(r+7r")-s (R'i;g?)) (r+7)-(s+0)
(Rizg ') (r-s+r-s)+(r-0+7"-0)
= (r-s+r-s)+(0+0)
(Ring 3)

Genauso folgt die andere Gleichung in (Ring 7).

So sympathisch (Ring1,2,3,4,5,6,7") auch aussieht, die Konsequenzen sind also etwas un-
angenehm. Denn die Eigenschaft (Ring7) will man jedenfalls zur Verfiigung haben, ob sie
in der Liste der Axiome steht oder nicht.

A.2 Ein Beispiel zu Sylow

Folgende Argumentationsweise kenne ich von Nora Krauf.

Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung |G| = 168 =23 -3 - 7.

Wir wollen die Anzahl der 2-; 3- und 7-Sylowgruppen in G bestimmen. Wir verwenden
dazu Satz 154 und Korollar 155, ohne laufend darauf zu verweisen.

Da G einfach ist, besitzt G nur die Normalteiler 1 und G. Also ist | Syl (G)| > 1 fiir
pe€{23,7}

Es ist | Syl,(G)| ein Teiler von 3 - 7. Somit ist | Syl,(G)| € {3,7,21}.
Es ist | Syl;(G)] =3 1 und | Syl;(G)| ein Teiler von 22 - 7. Somit ist | Syly(G)| € {4,7,28}.
Es ist | Syl,(G)| =7 1 und | Syl,(G)| ein Teiler von 23 - 3. Somit ist | Syl.(G)| € {8}.

Fiir eine p-Sylowgruppe P werden wir vom Normalisator Ng(P) Gebrauch machen, wel-
cher in G eine Untergruppe von Index |Syl,(G)] ist.

Behauptung 1. In G gibt es keine Untergruppe U von Index k mit 2 < k < 6. Insbesondere
gibt es in G kein Element von Ordnung > 28.
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Angenommen doch. Es operiert G transitiv auf der G-Menge G/U mit |G/U| € [2,6].

Wir haben den Operationsmorphismus ¢ : G — Sy . Es ist Kern(p) < G. Da G einfach
ist, folgt Kern(¢) = 1 und also G ~ ¢(G).

Da [G : U] = k ist, ist Sg/uv =~ Si. Also ist G isomorph zu einer Untergruppe von Sy .
Da wegen k < 6 die Ordnung |G| = 168 kein Teiler von k! ist, ist dies nicht moglich.
Widerspruch. Dies zeigt Behauptung 1.

Zwischenstand. Es ist

SyL(G)] € {7,21}
ISyL(G)] € {7,28}
SyL,(G)] = 8.

Fir P, € Syl,(G), P; € Syl;(G) und P; € Syl;(G) ist also

INa(P2)| € {8,24}
INa(P3)| € {6,24}
INe(Pr)| = 21.

Behauptung 2. Fir P; € Syl,(G) ist | Syl;(Ng(P7))| = 7.

Es ist | Syl;(Ng(P;))| ein Teiler von 7, also | Syls (N (P7))| € {1, 7}.
Angenommen, | Syl;(Ng(Pr))| = 1. Sei @ € Syls(Ng(FPr)).

Nach Korollar 155 ist @) < Ng(P;) und daher Ng(P7) < Ng(Q).

Es ist @ eine Gruppe von Ordnung 3 und also ist @ € Syl;(G).

Nach obigem ist |[Ng(Q)| € {6,24}. Da |Ng(P;)| = 21 ist, und dies weder 6 noch 24 teilt,
ist Ng(P7) < Ng(Q) nicht moglich. Widerspruch.

Somit ist | Syl;(Ng(Pr))| = 7. Dies zeigt Behauptung 2.
Behauptung 3. Es ist | Syl;(G)| = 28.

Angenommen, | Syl;(G)| = 7. Sei P; € Syl;(G). Es enthélt Ng(P;) dank Behauptung 2
alle 3-Sylowgruppen von G. Folglich ist (Syl;(G)) < Ng(FPr).

Da | Syl;(G)| = 7 ist, gibt es 7 -2 = 14 Elemente von Ordnung 3 in G. Die Untergruppe
(Syl;(G)) enthilt also mindestens 15 Elemente. Da |Ng(P7)| = 21 ist und [(Syl;(G))|
ein Teiler hiervon, folgt (Syl;(G)) = Ng(P;). Da die 3-Sylowgruppen von G konjugiert
zueinander sind, ist Ng(P;) = (Syl;(G)) < G. Widerspruch zu G einfach. Dies zeigt
Behauptung 3.

Zwischenstand. Es ist

[SylL(G)| e {721}
| Syly(G)| = 28
Syl (G)] = 8
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Fir P, € Syl,(G), P; € Syl3(G) und P; € Syl;(G) ist also

Ne(P2)| € {8,24}
INa(Ps)| = 6
INe(Pr)] = 21.

In G gibt es 28 - 2 = 56 Elemente der Ordnung 3 und 8 - 6 = 48 Elemente der Ordnung 7,
sowie ein Element der Ordnung 1.

Die verbleibenden 168 — 56 — 48 — 1 = 63 Elemente haben Ordnung 2, 4, 6, 8, 12, 14, 21
oder 24.

Behauptung 4. Es gibt in G nur Elemente der Ordnung 1, 3, 7, 2, 4 oder 8.

Wir miissen ausschliefen, daft es in G Elemente der Ordnung 6, 14 oder 21 gibt. Daraus
folgt dann, daf es in GG keine Elemente der Ordnung 12 oder 24 gibt.

Angenommen, es gibt in G ein Element w der Ordnung 6.

Dann ist (w?) € Syly(G) und w € Ng((w?)). Da [Ng((w?))| = 6 ist, folgt Ng({(w?)) = (w).
Da alle 3-Sylowgruppen konjugiert sind, sind auch ihre Normalisatoren in G' konjugiert
und zyklisch von Ordnung 6. Verschiedene 3-Sylowgruppen haben verschiedene Normali-
satoren, da eine zyklische Gruppe von Ordnung 6 genau eine Untergruppe von Ordnung
3 hat. Also gibt es in G wenigstens 28 zyklische Untergruppen von Ordnung 6.

Die Abbildung, die jedem Element von Ordnung 6 sein Untergruppenerzeugnis zuordnet,
hat zweielementige Urbilder von jeder zyklischen Untergruppe von Ordnung 6. Somit gibt
es in G wenigstens 56 Elemente von Ordnung 6.

In G gibt es also 56 Elemente von Ordnung 3, mindestens 56 Elemente von Ordnung 6
und 48 Elemente von Ordnung 7. Es bleiben hochstens 168 — 2 - 56 — 48 = 8 Elemente
iibrig. Folglich ist | Syl,(G)| < 1 und damit | Syl,(G)| = 1. Also gibt es in G eine normale
2-Sylowgruppe. Widerspruch zu G einfach.

Angenommen, es gibt in G ein Element x der Ordnung 14.

Dann ist (z?) € Syl;(G). Ferner ist # € Ng((2?)). Aber |(z)| = 14 teilt nicht [Ng((2?))| =
21. Waderspruch.

Angenommen, es gibt in G ein Element y der Ordnung 21.

Dann ist (y”) € Syl;(G). Ferner ist y € Ng({y")). Aber |(y)| = 21 ist kein Teiler von
INe((y™))| = 6. Widerspruch.

Dies zeigt Behauptung 4.
Behauptung 5. Es ist | Syly(G)| = 21.

Angenommen, |Syl,(G)| = 7. Dann gibt es in G hochstens 7 - (8 — 1) = 49 Elemente von
Ordnung 2, 4 oder 8. Da es 56 Elemente der Ordnung 3 und 48 Elemente der Ordnung
7 in G gibt, sowie ein Element der Ordnung 1, hat G dank Behauptung 4 hochstens
49 + 56 4+ 48 + 1 = 154 Elemente. Widerspruch zu |G| = 168. Dies zeigt Behauptung 5.
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Endstand. Es ist

Syl (G)| = 21
| Syly(G)| = 28
Syl (G)] = 8

Ferner gibt es in G nur Elemente der Ordnung 1, 3, 7, 2, 4 oder 8.

A.3 Das Lemma von Kuratowksi-Zorn

Es sollen nun das Lemma von Kuratowski-Zorn gezeigt werden, wie in §3.8.2 angekiindigt.

Wir folgen hier im wesentlichen Grayson, D.R., Zorn’s Lemma, 2007, welcher seinerseits
Kneser, H., Fine direkte Ableitung des Zornschen Lemmas aus dem Auswahlaxiom, Math.

7. 53, p. 110-113, folgt.
Sei X = (X, <) ein Poset; vgl. Definition 246.

Erinnerung A.1 Das Auswahlaxiom besagt, dak es fiir jede surjektive Abbildung

v Ly

zwischen Mengen U und V eine Abbildung U <> V mit f o s = idy gibt.

Bemerkung A.2 Seien A und B Mengen.
Sei R C A x B derart gegeben, dafl fir jedes a € A ein b € B existiert mit (a,b) € R.
Dann gibt es eine Abbildung f : A — B mit (a, f(a)) € R fira € A.

Mit anderen Worten, jede linkstotale Relation enthélt eine linkstotale und rechtseindeutige
Relation.

Beweis. Nach Voraussetzung an R ist p: R — A : (a,b) — a surjektiv.

Wir wéahlen eine Abbildung i : A — R mit poi =1id,, vgl. Erinnerung A.1.
Wir schreiben i(a) =: (i1(a),i2(a)) € R C A x B fiir a € A.

Es ist a = p(i(a)) = p((i1(a),iz(a))) = i1(a) fir a € A.

Sei f(a) = iy(a) fir a € A. Dann ist f : A — B eine Abbildung mit (a, f(a)) =
(i1(a),i2(a)) € R fir a € A. -

Definition A.3 Secien Y, Z € Pot(X) gegeben.

Es heifst Y eine abgeschlossene Teilmenge von Z, geschrieben Y < Z, falls Y C Z und
falls fiir y € Y und 2z € Z aus z < y bereits z € Y folgt.
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Mit anderen Worten, es ist Y < Z genau dann, wenn Y C Z ist und
{z€Z:z2z<y} ={z€Y :z<y}

ist fir y € Y.
Wir schreiben YV < 7, falls Y < Z und Y # Z ist.

Bemerkung A.4 Auf Pot(X) ist (<) eine Teilordnung.
FEs ist also Pot(X) = (Pot(X), <) ein Poset.

Beweis. Zur Reflexivitdt. Fir Y € Pot(X) ist Y < Y,da Y C Y und da fiir z € Y und
y € Y aus z < y bereits z € Y folgt.

Zur Identitivitat. Seien Y, Z € Pot(X). AusY < Zund Z < Y folgt Y C Zund Z C Y,
alsoY = Z.

Zur Transitivitdt. Seien Y, Z, W € Pot(X). Seien Y < Z und Z < W.
Aus Y C Zund Z C W folgt Y C W.

!
Seien y € Y und w € W mit w < y gegeben. Wir haben w € Y zu zeigen.
Day e Z und w € W und w < y, folgt aus Z < W, dak w € Z liegt.
DayeY und w € Z und w < y, folgt aus Y < Z, dak w € Y liegt. 0

Definition A.5 Seien Z € Pot(X) gegeben.

(1) Wir erinnern daran, dafs Z linear geordnet heifst, falls fiir z, 2/ € Z gilt, daf z < 2/
oder 2/ < z ist, d.h. daf z und 2z’ vergleichbar sind; vgl. Definition 246.

Ist Z linear geordnet und Y C Z, dann ist auch Y linear geordnet.

(2) Es heilst Z wohlgeordnet, falls Z linear geordnet ist und falls jede nichtleere Teil-
menge Y C Z ein minimales Element besitzt.
Minimal und initial sind hier gleichbedeutend; vgl. Bemerkung 249.(1).

Gilt fiir yo, yy € Y, dab yo < y und y, < y fir y € Y, dann folgt yo < gy, und
Yo < Yo, also yo = yp -

Wegen dieser Eindeutigkeit kénnen wir also yo =: min(Y") schreiben.

Bemerkung A.6 Sei Z € Pot(X) wohlgeordnet. Sei Y < Z. Sei zyp := min(Z \Y).
Dann ist

Y ={z€Z:z2<2z}.
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Bewezs.

Zu C. Annahme, es kann ein y € Y gewdhlt werden mit y € {2z € Z : 2 < 2y }. Da Z
linear geordnet ist, folgt 2o < y. Da Y eine abgeschlossene Teilmenge von Z ist, erhalten
wir zg € Y, im Widerspruch zu zo € Z \Y.

Zu D. Annahme, es kann ein z; € {z € Z : z < zp } gewéhlt werden mit z; € Y. Es liegt
21 € ZNY.Dazg=min(Z \Y), folgt zo < 21. Aus 21 < 2o und 2p < z folgt 2 = zp.
Aber es ist z; < zo, Widerspruch. o

Bemerkung A.7 Sei Y C X. Sei ' C Pot(Y') derart, daf$ fir Z € F stets Z <Y ist.
Sei W = U Z CY. Dannist W LY.

ZeF

!
Beweis. Sei w € W und y € Y gegeben mit y < w. Es ist y € W zu zeigen.

Wir wahlen Z € F'mit w € Z. Dann ist w € Zund y € Y und y < w. Da Z <Y, folgt
ye ZCW. o

Lemma A.8 Wir betrachten das Poset Pot(X) = (Pot(X), <); c¢f. Bemerkung A.4.

Sei F' C Pot(X) eine linear geordnete Teilmenge derart, daf$ fir Z € F stets Z eine
wohlgeordnete Teilmenge von X 1ist.

Sei
W o= UZgX.

ZeF

(1) Es ist W wohlgeordnet.

(2) Fir Z € Fist Z <W.

Beweis.
Zu (1). Wir haben zu zeigen, daf W linear geordnet ist. Seien xy, o € W.

Wahle Z; € F mit 1 € Z,. Wahle Zy € F mit x5 € Z,. Da F' linear geordnet ist, ist
o.E. Zy < Z,, insbesondere Z; C Z,

Also sind z1, x9 € Zy. Da Z, linear geordnet ist, ist 7 < w9 oder x5 < 27 .

Wir haben zu zeigen, dafs fiir jede nichtleere Teilmenge U C W ein ug € U existiert, fiir
welches uy < u gilt fiir u € U.

Da U # (), kann ein u; € U gewahlt werden. Da u; € U C W, kann ein Z, € F gewahlt
werden mit u; € Zy. Es ist u; € Zo N U und somit Zy N U # (). Da Z, wohlgeordnet ist,
koénnen wir ug := min(Zy, N U) € Zy N U bilden.

!
Sei v € U. Wir haben uy < u zu zeigen.
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Esist u e U C W. Wir wihlen ein Z € F mit u € Z. Dau € UN Z liegt, ist U N Z # ().
Da Z wohlgeordnet ist, kénnen wir v’ := min(Z NU) € ZNU bilden. Es ist v’ < w.

Da F linear geordnet ist, ist Zy < Z oder Z < Zj.

Fall Zoy < Z. Esist ug € ZoNU C ZNU. Also ist ' < ug. Da Zy < 7, folgt v/ € Z.
Insgesamt ist v’ € Zy N U und also ug < o'. Es folgt ug = v’ < u.

Fall Z < Zy. Esist v/ € ZNU C ZyNU. Also ist ug < v'. Da Z < Z,, folgt ug € 7.
Insgesamt ist ug € Z NU und also v’ < ug. Es folgt ug = v’ < u.

Zu (2). Sei Z € F. Es ist Z C W. Zu zeigen ist Z é w.

Sei z € Z. Sei w € W. Sei w < z. Zu zeigen ist w é Z.

Wir wihlen Z’ € F mit w € Z'. Da F linear geordnet ist, ist Z < Z’ oder Z' < Z.
FallZ' < Z. Esistw e Z' C Z.

FalZ <Z' ' Daze Zund w € Z' und w < z, folgt aus Z < 7/, dall w € Z liegt. o

Definition A.9 Wir schreiben
Wohl(X) := {Z € Pot(X) : Z ist wohlgeordnet } C Pot(X) .

Eine Abbildung
Wohl(X) &4 X
Z = 9(2)

derart, daf fir Z € Wohl(X) fiir z € Z stets z < g(Z) ist, heifit Schrankenabbildunyg.
Sei g eine Schrankenabbildung. Sei Y € Pot(X). Es heift Y dann g-wohlgeordnet, wenn
Y wohlgeordnet ist und wenn
g{y ey 1y <y}) =y
ist fiir y € Y. Wir schreiben

gWohl(X) = {Z € Pot(X) : Z ist g-wohlgeordnet } C Wohl(X) C Pot(X) .

Bemerkung A.10 Sei g eine Schrankenabbildung.
Sei Z € gWohl(X). Sei Z' .= Z U{g(Z)}.
Dann ist Z C Z' und Z' € g-Wohl(X).

Beweis. Es ist Z C Z', da g(Z) nicht in Z liegt, da nicht g(Z) < g(Z) ist.
Wir haben zu zeigen, dak Z’ linear geordnet ist.

Seien zi, 25, € Z' gegeben. Falls 2] = g(Z) ist, dann ist 25 < 2. Falls 2}, = ¢(Z) ist,
dann ist 2] < z5. Falls 21, 2}, € Z liegen, dann sind 2] und 2} vergleichbar, da Z linear
geordnet ist.
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Wir haben zu zeigen, dak Z’ wohlgeordnet ist.
Sei ) C Y C Z'. Wir haben zu zeigen, daf Y ein minimales Element besitzt.
Falls Y N Z = () ist, dann ist Y = {¢(Z)} und min(Y") = g(2).

Falls Y N Z # () ist, dann verfiigen wir iiber m := min(Y N Z) € YNZ C Y, da
Z € Wohl(X).

Behauptung. Es ist m minimal in Y. Esist Y = (Y NZ)U (Y N{g(Y)}). Sei y € Y. Falls
yeYNZ dannist m < y. Falls y € Y N {g(Y)}, dann ist m < g(Y') = y. Dies zeigt die
Behauptung.

Wir haben zu zeigen, daf 7’ insgesamt g-wohlgeordnet ist.
Sei z; € Z'. Wir haben g({2' € Z' : 2/ < 2| }) = 21 zu zeigen.

Da g(Z) eine obere Schranke von Z ist, ist nicht g(Z) < 2] und also

{ZeZ 2<2} ={z€Z:2<2}.

Falls 21 € Z, dann ist g({2' € Z' : 2/ < 21}) = g{z € Z : 2z < Z|}) = 21, da
Z € g-Wohl(X).

Falls 21 = g(Z), dannist {2/ € Z' : 2/ < 24} ={z€ Z : 2 < 2} = Z und also
g{zeZ 2 <2})=9(2) = 2. -

Lemma A.11 Sei g eine Schrankenabbildung.
Wir betrachten das Poset Pot(X) = (Pot(X), ).
Darin ist g-Wohl(X) eine linear geordnete Teilmenge, d.h. eine Kette.

! !
Beweis. Seien Y, Z € ¢g-Wohl(X). Wir haben zu zeigen, daf Y < Z oder Z < Y ist.

Sei
W .= U U .

U € Pot(X)
U<L<Yund UL Z

Dank Bemerkung A.7 ist W <Y und W < Z.

Es geniigt zu zeigen, dafs W 2 Y oder W = Z ist.

Annahme, es ist im Gegenteil W <Y und W < Z.

Da Y wohlgeordnet ist, konnen wir y; := min(Y ~ W) bilden.

Da Z wohlgeordnet ist, kénnen wir z; := min(Z ~ W) bilden.

Dank Bemerkung A6ist W={yeY :y<ytundW={ze€Z :2<2z}.
Da Y eine g-wohlgeordnete Menge ist, folgt gW)=9g({y €Y :y<wyi})=u1.



129

Da Z eine g-wohlgeordnete Menge ist, folgt (W) =g({z€ Z : 2 <2z1}) = 2.
Wir schreiben w' :==y; = g(W) = 2 .

Sei
W' = Wu{uw'}.

DaW ={yeY :y<w}, ist w ¢ W. Insbesondere ist W C W’.
! !
Behauptung. Es ist W/ <Y und W' < Z.

!
Wegen der Symmetrie der Situation geniigt es, W/ <Y zu zeigen.

Da W < Y und da w' = y; € Y, ist W C Y. Wir haben zu zeigen, daf W’ eine
abgeschlossene Teilmenge von Y ist.

Sei z € W’. Sei y € Y. Sei y < x. Wir haben y é W' zu zeigen.
Fall x € W. Wegen W <Y folgt aus y < x, dal y € W C W’ liegt.
Fall x = w'. Es ist y < w'.

Subfall y = w'. Dann ist y € W’.

Subfally <w' =y, . Dannistye {geY :g<y } =W CW".
Dies zeigt die Behauptung.

Da W = U U , folgt aus der Behauptung nun W’ C W.
U € Pot(X)
U<Yund UK Z
Dies steht im Widerspruch zu W C W'. o

Lemma A.12 Es habe jede wohlgeordnete Teilmenge von X eine obere Schranke.

Dann ¢ibt es in X ein mazimales Element m, d.h. ein Element m € X mit

{zreX m<z} =10.

Beweis. Annahme, esist {z € X : m <z} # 0 fir m € X.
Fiir jedes m € X gibt es also ein x € X mit m < x.

Wir wihlen eine Abbildung s : X — X mit x < s(z) fiir x € X ; vgl. Bemerkung A.2,
anzuwenden mit R = (<).

Nach Voraussetzung an X gibt es fiir jedes Y € Wohl(X) ein z € X, fiir welches z eine
obere Schranke von Y ist.

Wir wéhlen eine Abbildung ¢ : Wohl(X) — X mit §(Y) obere Schranke von Y fiir
Y € Wohl(X); vgl. Bemerkung A.2, anzuwenden mit

R = {(Y,z) € Wohl(X) x X : z ist obere Schranke von Y } .

Sei g := so g : Wohl(X) — X.
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Fir Y € Wohl(X) und y € Y ist also y < §(Y), da g(Y') eine obere Schranke fiir Y ist.
Ferner ist §(Y) < s(g(Y)) = g(Y). Insgesamt ist y < g(Y) fiir y € Y. Mithin ist ¢ eine
Schrankenabbildung; vgl. Definition A.9.

Wir betrachten die linear geordnete Teilmenge g-Wohl(X') C Pot(X); vgl. Lemma A.11.
Sei
we= |J UcX.
U € gWohl(X)
Gemifs Lemma A.8.(1) ist W wohlgeordnet.

Geméf Lemma A.8.(2) ist U < W fiir U € g-Wohl(X).
Behauptung. Es ist W € g-Wohl(X).

Sei w € W. Wir haben w = g{zeW : x <w}) zu zeigen.
Wir wihlen U € g-Wohl(X) mit w € U. Es ist U < W. Folglich ist
{zeW :iz<w} ={zelU:z<w};

vgl. Definition A.3. Da U € g-Wohl(X) liegt, erhalten wir

g{zeW z<w}) = g{zelU  z<w}) = w.
Dies zeigt die Behauptung.
Sei W' := W U {g(W)}. Dank Bemerkung A.10 ist W C W’ und W' € g-Wohl(X).
Letzteres hat aber W/ C W zur Folge, im Widerspruch zu W C W". 0

Lemma A.13 (Kuratowski-Zorn) Wir erinnern an das Poset X = (X, <).
Wir erinnern daran, dafS eine Kette in X eine linear geordnete Teilmenge von X bedeutet.
Es habe jede Kette in X eine obere Schranke.

Sei x € X. Dann ¢ibt es ein maximales Element m € X mit x < m.

Beweis. Sei X ={ze€ X : 2<%}

Sei K eine wohlgeordnete Teilmenge von X.

Falls K = () ist, dann ist = eine obere Schranke von K. Es ist = € X.

Falls K # () ist, dann wéhlen wir uns ein Element k € K. Da k € K C X, ist x < k.

Ferner ist K eine Kette in X. Nach Voraussetzung an X konnen wir nun eine obere
Schranke s € X von K wahlen. Es ist x < k < s und daher s € X.

Somit hat K in beiden Fillen eine obere Schranke in X.

Dank Lemma A.12 kénnen wir in X ein maximales Element m wihlen. Da m € X, ist
T <m.

Behauptung. Es ist m maximal in X. Annahme, es kann ein 2’ € X mit m < 2/ gewahlt
werden. Da z < m < 2/, ist 2/ € X. Nun ist m in X maximal, 2’ € X und m < /. Wir
haben einen W?jderspruch. o
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