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Mathématiques assistées par ordinateur
Examen du 19 juin 2008, de 10h45 a 13h45, durée 3h.

Documents du cours et calculatrices autorisés.
Justifiez vos réponses — brievement mais suffisamment.
Ce sujet comporte deux pages. Les trois paragraphes sont indépendants.
1. CALCUL EXACT ET CALCUL APPROCHE
On considére la fraction rationnelle

Fxy) = LyP+ 15350 12 (1132 — Yo — 121y* — 2) + .

1.1. Evaluerf en (x = 77617y = 33096 en faisant deux calculs indépendants :
I'un en mode approché et l'autre en mode exact. Comparer les résultats puis
juger leur qualité : quel calcul vous semble préférable ?

1.2. Pour contr6ler, évaluef dans le point voisinx = 77617y = 33095 par
deux calculs indépendants, I'un en mode approché et I'autre en mode exact.
Qu’observez-vous ? Expliquez le phénomeéne de I'exertite

2. INTEGRATION NUMERIQUE
Pour toute fonction continué: [-1,4+1] — R on souhaite approcher l'intégrale
I(f)= ffll f(x)dx par une méthode d’intégration numérique.

Une méthode de Newton-Cotes. £a premiére partie a pour but d’'expliciter la
méthode de Newton-Cotes paur= 3. Pour ceci on considére les quatre points équi-
distantso = —1,% = —3,% = +3,x3 = +1.

2.1. Expliciter les polynémekog, L1, Ly, L3 € R[X]<3 tels queL = ZE:O Lk f (x) soit
le polynéme interpolateur de Lagrange fdpar rapport &g, X1, X2, X3.

2.2. Déterminer les poidsi, w1, W2, W3 € R tels que la méthode d’intégration nu-
mériqueS(f) = T2_owk f (x) soit exacte pour les polyndmésie degré< 3.

2.3. Quelle est I'erreur de cette méthode pdyx) = x* ?

Une méthode de Gauss. Pour approcher l'intégralg f) = ffll f(x)dx on consi-
deére la formule approché&f) = f(—&)+ f(&) ou & € [0, 1] est encore a déterminer.

2.4. Calculerl (f) etS(f) pour les polyndmes$(x) = 1,x,x2,x3,x*.
2.5. Déterminer 'ordre de I'approximatio§( f) en fonction de < [0,1].

2.6. Quel est 'ordre maximal possible ? Pour quelle(s) valeur(€) ést-il réalisé ?



3. SERIES ENTIERES

On souhaite approcher I'exponentielle éppourx € [—10,+10]. Afin d’assurer
10 décimales significatives, on s’autorise une erreur relative d&'10

3.1. Sachant que exXf) € [2,3], encadrer I'image de exp—10,+10] — R
(par une minoration et une majoration commodes mais pas trop grossieres).
Quel est I'erreumbsolues tolérable sur 'intervallé—10,+10] afin de garan-
tir partout une erreurelative majorée pad = 101172

3.2. Rappeler la série entiére gxp = z‘lfzoakxk en explicitant(ay)ken-
Rappeler la majoration du resyg’,, 4 axX en fonction demetx.

3.3. Déterminem tel que le polyndme(x) = T ,axk approche ex{x) a prés
pour toutx € [—10,+10]. Quels sont les inconvénients de cette approche ?
Esquisser en quelques mots une approche alternative plus efficace.

On se propose ensuite d'implémentdx) = Mw pour x € [—10,+10],
avecf(0) = 1. On souhaite également assurer 10 décimales significatives.

3.4. Développerf en une série entiérg,_, bx?* en explicitant(by)ken.

3.5. En comparant avec la majoration du reste pour(expi-dessusg.2),
majorer le restg . 1 bx? en fonction den etx (en supposarik| < n/2).

3.6. Déterminem tel que le polyndmey(x) = S2_obx?¢ approchef (x) a 10711
prés pour touk € [—1,+1]. Est-ce une bonne idée pgur10, +10] ?

3.7. Admettons que nous disposons d’une approximagion ~ exp(x) a 10 deé-
cimales significatives, implémentée efficacement. L'approximatior gar

h(x) = w atteint-elle notre objectif ? pour quek [—10,+10] ?

3.8. En résumant, esquisser une approche efficace pour cafguler



