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Objectif : des polyndmes aux séries

Rappel : avec les quatre opérations arithmétiques +, —, *, /
on peut construire des polynémes et des fractions rationnelles.

Prochaine étape : construire des fonctions plus générales comme

Probléme : quel sens donner aux trois petits points « ... » ?
Comment rendre ces formules rigoureuses ? Deux possibilités :

1 Développement fini : polynéme de Taylor >";_, arz* + erreur!
2 Développement infini : série entiére 377  axz* + convergence !
Les deux approches sont trés importantes dans les applications.
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Développement de Taylor
Soit I C R un intervalle ouvert et soit zy € 1.
Soit f: I — R une fonction n fois dérivable.
Ses dérivées seront notées f(O = f, f1) =/ 2 = " etc.
Définition
Le développement de Taylor de f a l'ordre n en x, est le polynébme

(e ™) (g,
To(z) = f(20)+ ' (20) (& —20) + £E (z—0)2 4+ -+ L2420 (z— )™,
Ainsi les dérivées de f en T, coincident en x( jusqu’a I'ordre n.

/\ En général les fonctions f et T,, sont trés différentes !

(Ona f =T, si et seulement si f est un polynéme de degré < n.)
On peut néanmoins espérer que T,, approche f autour de z.
Notation

Le terme d’erreur sera noté R,,(z) := f(z) —

Autrement dit, on a f(z) = T, (z) + R, ().
Il faut maintenant controler le reste R, (x).

51.1

Le théoréeme de Taylor—Lagrange

Théoréme (contrdle du terme d’erreur)

Soit f: I — R une fonction n + 1 fois dérivable sur un intervalle I.

Alors pour tout zo, z € I il existe § € (x, ) tel que
Z DTN sl
o (n+1)!

terme d'erreur R, ()

(2 — o)™

polynéme de Taylor T}, (x)

Ici on utilise la notation (a,b) = {(1 —t)a+tb |0 <t < 1}.
Ainsi ¢ € (xg, z) veut dire que « & est situé entre z et = ».

Remarque (TAF)
Pour n = 0 nous avons le théoréme des accroissements finis :

f(@) = f(wo) + f/(§)(w —20) pourun ¢ € (zo,).
Le théoréme de Taylor-Lagrange en est une généralisation.

51.1

Démonstration du théoreme de Taylor-Lagrange

On fixe z € I et on définit M € R par f(x) =T (x) + M(z — o)+

Nous voulons montrer que M = "

@ +1), ) pour un ¢ € (zo,z).

Pour t € (xo, z) nous définissons
g(t) = f(t) = Tu(t) — M(t — zo)" .
En dérivant n + 1 fois nous obtenons
g (@) = FOHY(@) — (n+ 1)IM.
Il suffit donc de prouver que g("+1) (&) = 0 pour un € € (zg, z).
Par construction T (29) = £ (20) pour k = 0, ..., n, donc
9(x0) = ¢'(x0) = --- = g (o) = 0.
D’abord g(z¢) = g(z) = 0, d’ou ¢'(&1) = 0 pour un & € (g, x).

Ensuite ¢'(z0) = ¢'(§1) = 0, d'ol ¢'(§2) = 0 pour un & € (zo, &1)-
Enfin gt (z0) = g™ (¢,) = 0, d'olt g™ +1) (&) = 0 pour un ¢ € (o, ).

51.1

Application a I'exponentielle

Théoréme
Soit f: R — Ryg une fonction vérifiant f' = f et f(0) =
Alors f(z) = Y o % = exp(z) pour tout = € R.

Démonstration. Nous avons f € C= et f*)(0) =1 pour tout k € N.

Pour z € R fixé et tout n € N on pose donc s, = Y ;o .

D’apres le théoreme de Taylor-Lagrange il existe &, € (O, x) tel que

n+1

F(@) = s+ F(€) .

Pourz >0onal < f(&,) < f(z) car f est croissante. Ainsi

Znt+l
[f(z) = snl < f(x ) (CESH I 0.
Pour z < 0ona f(x) < f(&,) < 1 et ainsi
[f(x) — 5| < (n+1) — 0.

Dans les deux cas on conclut que s,, — f(z).

51.2

Application a sinus et cosinus
Théoréme

Soient f,g: R — [—1,+1] deux fonctions vérifiant f' = g etg' = — f
ainsi que f(0) = 0 et g(0) = 1. Pour tout = € R nous avons alors

oo (e

k ) _1\k

flz) = (gkﬂ) 2kt —gin(z) et g(z) = ((2,3! 2% = cos(x).
k=0 k=0

Démonstration. Nous avons f,g € C* et f(*)(0) = (, ,—1

ainsi que ¢*) =1,0,—-1,0,... de période 4 pour k = 0,1,2,3,..

Pour z € R fixé et tout n € Non pose donc

—D* | 2k+1
=0 (2k+1 et :

D’aprés le théoreme de Taonr—Lagrange il existe &, € (0, ) tel que

p2n+2

f(x) =50+ l)nﬂf (&n) Grgayn @2n+2)!
Notre hypothese |f| < 1 assure que

42
‘f( 971‘ < 2n+z)| — 0.

Pour g I'argument est analogue. O
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Implémentation de I'exponentielle

Objectif : approcher f(x) = exp(z) ae = 10720 prés ol = € [0,1] .

Approximation : on développe f en zo = 0 a I'ordre n.
.2 T
Ona f® =exp, donc T, (z) =1+ x4+ L+ + ;.

Majoration de l'erreur : Ry, (z) = L) (3 — 20)"*1, € € (x, x0).

(n+1)!
exp(§) +1 3 ! —20
n(@)] = 2"t < < e=10
(@)l = 1 (n+1)! c

Pour cette majoration on utilise = € [0, 1] et que exp est croissante.
On trouve n par tatonnement : ici n = 21 convient.

Implémentation : Pour évaluer le polynéme T;, on utilisera Horner !

Sicofr = (- (D)5 +1)5 +1)-

JE+1)2 41

51.3
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51.3

Implémentation de I'exponentielle (suite)

Objectif : approcher exp(z) ou z € [—1000000, +1000000]
a une erreur relative de ¢ = 10714 prés.

Idée naive : On applique directement le développement de Taylor.

Pour R, (x) = 22E 2"+ on exige que | R, (z)/ exp(x)| < e.
Mais pour 2 = 1000000 on obtient Zﬂ), < ¢ seulement pour
n > 1000000. Cette approche est donc hors de question !

Réduction de I'argument : On se raméne a l'intervalle [0, 1].
Pour ce faire on utilise nos connaissances de la fonction exp.
m Pour z < 0 on applique la formule exp(z) =
m Pour 2 € [0,1] le calcul de exp(z) est facile.
On vient de l'implémenter & une erreur relative de 10~2° prés.
m Pour z € ]1,2] ona x = 2z oll 2 € |1, 1],
puis on calcule exp(z) = exp(2z¢) = exp(wo)?.
m Tout = € ]1,1000000] s’écrit comme = = x - 2% ol g € ]3,1] et
ke {1,...,20}. Ainsi exp(z) = exp(zg - 2¥) = exp(mo)zk.
Ce calcul revient a élever k fois au carré. Chaque fois I'erreur relative
est multipliée par 2, donc tout au plus par 22° = 1048576 =~ 10°.

1
exp(—z)*
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Objectif : des polyndmes aux séries

Un polynome P € C[Z] est une expression formelle P = 3"} _ ¢, Z*.
Il est déterminé par la suite finie g, c1, . .., ¢, € C de ses coefficients.
Ceci permet d’effectuer toutes les operations algébriques usuelles.

/\ A tout polynéme P € C[Z] on associe la fonction polynomiale
correspondante fp: C — C définie par fp(z) = > ;_, ck2"*. Par abus
de langage on identifie souvent le polynéme P et la fonction fp.

Une série formelle P € C[[Z]] est une expression P = Y32 ¢, Z*.
Elle est déterminée par la suite infinie ¢y, c1, ... € C des coefficients.
Ceci permet d’effectuer toutes les operations algébriques usuelles.

/\ A une telle série formelle P € C[[Z]] on veut associer la fonction
correspondante fp définie par la série entiére fp(z) = Y p crz”.
Or, fp(z) n'est définie que si cette série dans C converge !

A priori il faut donc bien distinguer la série formelle P = 377, cx Z* et
la série entiére fp(z) = > po, crz*. Dans la suite nous étudierons le
domaine de convergence de fp puis ses propriétés.

52.0
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52.0

Révision : rappels d’analyse

Supposons f: R — R infiniment dérivable. Pour tout n € N on a
S8 (o)
=Y e
k=0
. n f(k)(a:“)
Si R, (x) — 0 pour n — oo, alors Y7, " (x
vers . 1) (o)
Zo
0 =3
k=0

Pour cela il faut donner un sens rigoureux a des notions comme

20)* + R (x).
— 20)* converge

x — x)k.

.. s R R N 1—q" 1

limite d’'une suite lim a,, parexemple lim T _ S ——
nooo n—oo 1 —gq 1—-¢q
o o0 1

série numérique ay, par exemple ) =
k=0 k=0~

L " R B
série entiere » _ a;z", par exemple » 0= exp(2).

k=0 k=0

Je renvoie a I'aide-mémoire pour ces notions d’analyse qui seront
indispensables pour bien fonder le développement qui suit.
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Séries formelles :
Définition
Une série formelle est une expression de la forme P = Y72 a, Z*.

« polynémes de degré infini »

Ici Z n’est qu’une variable formelle (et non un nombre).
De méme P n’est qu’une série formelle (et non une fonction).
Ce qui compte est seule la suite des coefficients (ax)ren dans C :

3 Z b 2"

Z (Lka
k=0

Si a; = 0 pour tout k > n il sagit d’un polynéme >°_ ai Z*.

On peut définir les opérations formelles usuelles :

< ay, = by, pour tout k € N

Addition : (i aka') T (i ka’“) = imk YA
k=0 k=0 =
Multiplication : (Z aka) . (Z ka’“) = Z(Z a[bk,g>Z"'
= k=0 k=0 =0
Dérivation : (Z akZ]‘)/ = Z(kdk) ZF1 = Z(k + Dag 2°
k=0 k=1 k=0

52.1
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52.2

Rayon de convergence

On considére une série formelle P = >3 a;, Z*.
Pour quels z € C la série numérique > axz* converge-t-elle ?

Exemples

La série 3" k! 2* converge pour z = 0 mais diverge pour tout z
La série 3" 2* converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.
La série ) & 2* converge pour tout = € C.

£ 0.

Théoréme

Pour toute série formelle P = 577 a2 kil existe un nombre
pp € [0,+0cc], appelé le rayon de convergence de P, tel que

m Pour tout z € C Vérifiant |z| < pp la série > 72, axz* converge.
m Pour tout z € C Vérifiant |z| > pp la série > -, axz" diverge.

= limsup {/|ax|.

Par exemple, si |ax| < Mp~* pour tout k > ko, alors pp > p et
la série Y"32 , axz" converge pour tout z € C tel que |z| < p.

Ce rayon est donné par pp*

14/36

Rayon de convergence : démonstration

Lemme

Supposons que (ay2¥)xen reste bornée pour un z; € C\ {0}.

C'est le cas, par exemple, siy ;" a2y converge, puisque a2 — 0.
Alors 3°7°  a.z* converge absolument pour tout » vérifiant |z| < |z1].

Démonstration du lemme.

Nous avons M := sup |axzF| < oo ainsi que =1l <1

‘,,
Ceci implique que |axz*| = |axz¥| - 55t = |anzl| - ¢* < M.
On conclut par comparaison avec Ia serle geometrlque :

Yo lanz*| < g Mg* = M3

Démonstration du théoréme.

Pour 0 < p < pp ona limsup {/|ax|-p < 1.

Ainsi {/]ax| - p < po < 1 donc |ag|p* < pf — 0.

On voit en particulier que la suite (ap*)ren reste bornée.

On conclut que 377, ax2* converge pour tout z vérifiant |z| < p < pp.
Pour |z| > pp on alimsup |ax2*| = co et Y _po  axz* diverge. O

52.2
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52.2

Séries entieres

On note B(zg,p) :={z € C| |z — 20| < p} ‘P\A.ZO
le disque ouvert de rayon p centré en z.

En particulier B(zo,0) = 0 et B(zg,00) = C.

Théoreme

Toute série formelle P = Y77 a,Z* d'un rayon de convergence
pp > 0 définit une fonction

fp:B(0,pp) = C par fp(z) =

E akz

La fonction fp est continue et dérivable sur tout le disque B(0, pp).
Sa dérivée f}, est donnée par la série formelle P' = Y77 | kap Z*1,
qui a le méme rayon de convergence pp: = pp :

o0
= E kagzF!
k=1

En itérant cet argument, on voit que fp est inﬁniment dérivable.
fP <0 pour tout k € N.

fp(2) = fp(2)

En particulier on retrouve les coefficients ay, =

16/36



Séries entieres : démonstration
Vérifions d’abord que pp: = pp. Puisque ¥k — 1 nous trouvons que

ppr = limsup {/klay| = limsup ¥/]ay| = pp'.
Ainsi fp/ est définie sur B(0, pp). Nous voulons montrer que

Fo(2) = tim L =52

existe et coincide avec  fp/(z)
w—z

w—z

pour tout z

f(w) - f(Z) _ fp/(Z) _ Zak <u1k — Zk B k2k71>

€ B(zo, pp). Ceci découle du calcul suivant :

Pour \w| |z\ < p < pp nous avons donc

‘ fw) = f(z)

oo
<|w — 2] Z lax|E2p*~2 < |w — 2| - const.
w—z

k=2
Pour w — z on trouve ainsi que fp est dérivable et que fp = fpr. O

= fri(2)

§2.2
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Séries entieres : addition et multiplication

Théoréme

Soient P =37 apZ* et Q=342 brZ* deux séries formelles
qui convergent sur le disque B(0, p), c’est-a-dire que pp, pg > p.

Alors les séries formelles P + Q et P - Q convergent sur B(0, p) et

fre@=1fr+fq et frq=1fr-fo

Démonstration. Pour tout z € B(0, p) nous avons

oo

Z(a;C + bk)z}C = Z apz® + Z b2",
k=0 k=0
oo k
Z a/bk,/_z)zk = (Z aizi) (Z bjzj).
k=0 £=0 i=0 =0

La derniére égalité découle de la multiplication et le réarrangement
des séries absolument convergentes. |

52.2
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Séries entieres : dérivation et intégration
Exemple (la série exponentielle)

Pour la série formelle P = 3"7° ) X" on trouve :

=k = i =1
IO B ey R Dy

Comme pp = oo, la fonction f: C — C définie par f(z) = > e 42"
est dérivable, et la dérivée formelle P’ = P implique que f’ = f.

Remarque

Lintégration de séries entieres fonctionne de maniéere analogue :
f:Bl20,p) = C,  f(2) = Ypegan(z — 20)*

a pour primitive

9(2) = XiZo br(z — 20)".

Fax—1 pour k > 1, et by est la constante d'intégration.

g: B(z0,p) = C,
ou bk—

52.2
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Exemples de développements en série
Exemple (le logarithme naturel In)
Considérons f: |—1, +oo[ — R définie par f(z) =In(1 + z).
Ona f'(z) = 17 = 1=y = Lheol— pour|:c|<1
Par intégration on obtient In(1 + x) Zk Sl s

A Bien que f soit définie sur ]—1, oo, le développement

en série Zf:(](fl)’C H] ne converge que pour x € |—1,+1].
Enz = —1lasérie Y7, k = —oo diverge (série harmonique).
Enz =1lasérie Y o, c 12 converge (série alternée, Leibniz).

pour |z| < 1.

Exemple (la fonction arctan)

Considérons f: R — R définie par f(x) = arctan(x).

Ona f'(z) = e = = ( 7y = Laeo(—2 22)* pour |z| < 1.

Par intégration on obtient arctan(z) = > 72 ,(—1)* ;:1 pour |z| < 1.
/\ Bien que f soit définie sur tout I, le développement

en série Y o, (—1)F L ne converge que pour z € [—1,+1].

52.2

20/36

Série de Taylor
Nous avons vu qu’une série entiere est infiniment dérivable (C>).
On pourrait espérer qu’une fonction C> se développe en série :
Définition
Soit I C R un intervalle et soit f: I — R une fonction de classe C*.
La série de Taylor de f: I — R en z, € I est définie par

0 (k) (.
_ Z f k(‘lO) (’E _ To)k
k=0 ’

A Le rayon de convergence de T n’est pas forcément > 0.
On devrait donc parler prudamment de la série formelle de Taylor.

A Méme si T'(z) converge, la limite n’est pas forcément f(z).

Exemple (une fonction remarquable)

siz <0
siz>0
est infiniment dérivable et f*)(0) = 0 pour tout k. Ainsi T' = 0.

La fonction f: R — R définie par f(z) = e
(&

52.3
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Une fonction remarquable

Proposition
. 0 siz <0, s -
La fonction  f(x) = { Ry ,x - est infiniment dérivable et
e /T siz >0,
siz <0,

our un certain polynéme p;..
-1z gigs0, P AR,

0
(k) =
f (ZL‘) {Pk(i)@

Démonstration. L'énoncé est vrai pour f = £ ol py = 1.

Supposons I'hypothése vraie pour f*).
Alors f*) est continue : pour x — 0 on a f(z) — 0.
Sur R+ la fonction f(¥) est dérivable avec pour dérivée

(@) = [~ Lph () + Zpe(2)] eV = praa(L)e /"
SurRg ona f*+Y(z) = 0. En 0 on trouve la dérivée

f“”)('r f(k) (0) _ 1
T

pk(é)c’l/”g — 0 pourz —0,

donc f#+1(0) = 0. On conclut par récurrence sur k € N. O

52.3
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Fonctions développables en série
Définition
On dit qu’une fonction f est développable en série ou analytique

en o si f(z) =Y pe an(z — xo)* pour tout z € B(zo, p) €t p > 0.
Remarque
Si f(z) = Ypey ar(z — 20)* pour tout z € B(zo, p), alors f € C et

ar, = 5.f®)(xo). Ainsi f(z) = T(z) pour tout = € B(zo, p).

Remarque

Soit f: I — R une fonction C'*°, cad infiniment dérivable
D’aprés Taylor-Lagrange on a toujours f(z) = T,,(x) + R, (z) ou

n *) (0 (n+1) (¢, n
To() == Yo L0 (@ — 20)* et Ra(x) = Lpléed (x — zg)™H.
Ainsi f(z) = T'(x) si et seulement si R,,(z) — 0 pour n — oo.

Remarque : Si une fonction réelle est analytique, alors elle s’étend
(localement) en une fonction complexe définie par la méme série.

52.3
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Opérations sur les développements en séries

Théoréme

Soient f(z) =3 peoar(z —z0)* et g(z
deux développements en séries sur B(ro, p).
Alors les fonctions suivantes sont développables en séries :

k

=2kzobx

(z — x0)

Z(ak + b)) (xz — wo)k

(f +9)(z) = sur B(zo, p),
k=0

(f-9)(=) = Z(Zazbk z)(z—zo) sur B(zg, p).
k=0 (=0

Supposons en plus que f(z) # 0 pour tout z € C tel que |z — x| < p.
Alors est développable en série sur B(xy, p).

Exemple : f(z) = 1 + 22 est développable en série (sur tout R).
Ona f(z) # 0 pour |z| < 1, mais f(z) = 0 pour z = +i (dans C!).
Ceci explique pourquoi la série 7z =1 — 2 +2* — 25+ ...

a p = 1 pour rayon de convergence (et non p = oo).

52.3
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Exemples de calcul avec des séries
Exemple (formules d’Euler)

On a déja vu que exp est développable en série :

Composition de séries
Lemme (composition de séries formelles)

Soit F = Y72, a; X7 une série formelle vérifiant F(0) = 0.
Alors la puissance F* n'a pas de termes de degré < k.

Kk
exp(z) = Z— pour tout z € C. Pour toute série formelle G = >"32 b Y'* on peut ainsi définir
k= oo o0
Les formules d’Euler donnent les développements bien connus : GoF:i=) bF* =Y c X"
k=0 =0
exp(iz) + Oxp( iz) R
cos(z) = ——————— = Z(* A noter que pour chaque ¢, la somme est finie. O
_ 2k+1 - N oa o Y
sin(z) = exp(iz) exp( i2) Z( 1)k e Théoreme (composition de séries entieres)
Si f est analytique en z et si g est analytique en yo = f(zo),
pour tout z € C. Il en est de méme pour alors leur composée g o f est analytique en zy :
o on Soit f(x) = 372 aj(x — x0)? sur B(xo, p)
exp(2) + exp(—z 22k : J=0"7
cosh(z) = %p() = o et soit g(y) = S0 bi(y — vo)* sur B(yo, ).
k=0 ’ Supposons en plus que f(B(xo,p)) C B(yo,n).
) — exp(z) —exp(—z) o= 22kt Alors g(f(x)) = 372 co(x — z0)* sur B(zo, p)- O
52.3 s (Z) o 2 - 'Z (Zk: + 1)!7 2536 |52.3 26/36

Exemple de composition de seéries formelles
Composons F = log,( +X)= Zf"l( J) X7 et

G=exp(Y)=37", le Les puissances de F sont
F o= X —1X? 4+3X3 —1x' +1x° +..
F? o= X2 -X® Xt -3XP 4.
F3 = X3 -3Xxt +IXS 4
Ft = X4 —2X5 +..
F5 = X5 o+
Explicitons ensuite les termes £ F* :
F = X —4x? +5X3 -gX* +UXS 4.
%F2 _ +%X2 —%X“ +“X4 —%X‘E’ 4.
HF = +5: X3 —Sxt +BXS 4.
1rt = +HXT —WX5 4+
HF5 = +5X7 4+
Pour la composée G o F = 37 | L F* on trouve ainsi
GoF=1+F+F?+ L3+ P+ L3P+ =1+ X.

52.3
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Exemple de composition de séries entiéres

Soit f(z

On se propose de développer W en série en 0.

=Y 12, arz® une série entiére, p; > 0.

D’abord il faut que f(0) # 0. Cette condition est aussi suffisante :

Ona f(z) = ap+ g(z) tel que ag # 0 et g(z) = S e, arz®

1 1 _ 1 1 _ 1 ( g(z))
f(z) aotg(z) a0 1_ (_%) ao =5 ao
Cette série converge si |g(z)| < |aol, ce qui assure f(z) # 0.

Corollaire

Soit f une fonction développable en série en z.
Si f(z0) # 0, alors % est développable en série en z. O

52.3
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Exemple de composition de séries entiéres
Exemple

0 siz =0
e VT §ipg£0
n'est pas analytique en z, = 0 mais elle I'est en tout zp € R\ {0}.

La fonction f: R — R définie par f(z) =

En z5 < 0 on trouve la série de Taylor 7" = 0, donc T" # f.
En zo > 0 on peut développer h(z) = 1 en la série

1 1 To—x -t Ry —" B (=1)* &
_— =1 — — = — _ = xr — .
z zo ( z0 > z0 ijQ( ; Z rkH (%’ :m)

o k=0 %o
Elle converge pour tout = € B(xo, |zo|), évitant justement 2 = 0.
La fonction g(y) = e~¥" est aussi développable en série :

I o L o D LY
oY :Z(};) :Z(k!)yk

k=0 : k=0

pour tout y € R.

La composée g(h(x)) = exp(—1/z?) se développe en zo # 0 en la
série composée, qui converge pour tout « € B(xo, |zo|)-
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Fonctions usuelles développées en séries (12)
Nous venons d’établir les développements suivants :

ok

exp(z) = Z R zeC
k=0
In(1+2) = ;—1)“1@ 5 <1
o0 2k
R
cos(z) = ;]( 1) 2nr zeC
) 2k+1
. )k F
sin(z) = ;( 1) CTESYE zeC

Exercice

Pour entrainement déduire de ces séries que exp’(z) = exp(z) et
In'(1+2) = 1+z ainsi que sin’(z) = cos(z) et cos'(z) = — sin(z), puis
la formule d’Euler exp(iz) = cos(z) + isin(z).
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Fonctions usuelles développées en séries (22)

2k

cosh(z) = Z (;k) zeC
k=0
o 2kt1
z
sinh(z) = Z s z€C
R 1
22k 1 1)!
> 22k+l
arctan(z) = Z(f ’ , |zl <1
= 2k+1
(1+2)* = Z(Z“)zk, |2l <1,a €R
k=0
loi (§) = 2le=bofaskttl) _ 1% | «=/* poura € Retk € N.

Pour o € N on trouve un polynéme (rayon de convergence = co).
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Retour sur 'implémentation de exp(z)
Objectif : On veut approcher exp(z) a e = 10720 prés ot = € [0, 1].

Approximation : On sait que exp(z) = > e ’;‘6—’: pour tout z € R.
Or, sur ordinateur on ne peut calculer qu’un nombre fini de termes !

k
Zk n+1 %

Silonprend T, (z) = >_p_ %7 " il reste a majorer R, (z

Lemme :Ona R,(z) < 2(;'“ r pour tout |z <14 n/2.

(C’est un peu mieux que I'estimation selon Taylor-Lagrange.)
Preuve : On compare avec la série géométrique :

0 k

z |+ || |=[*
Rn(z)] < . 1
| (””—k;l i (n+1)! et ymes T
< |I|n+1 141 1 + . o Mt ‘1‘724»1
~ (n+1)! 4 (n+1)!

Pour z € [0,1] le choix n = 21 assure que |R,,(z)| < 1072,

/\ Pour |z| (tres) grand il faut choisir n (trés) grand.
Il vaut mieux éviter ce probléme et réduire I'argument ! (voir plus haut)
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Exemple : implémentation de In(z)

Objectif :
On veut approcher In(1 + z) ol z € [-1, 1] ae = 1072 pres.

Approximation :
(=p**t

On sait que In(1 +z) = Y5, “=—=* pour tout = € |—1, +1[.
Sur ordinateur on ne peut calculer qu'un nombre fini de termes !

Considérons donc T, (z) = -1, CU™ gk,

Majoration du reste : R, (x) = Y0, CU ok,

Pour |z| < 1 on peut comparer avec la série géométrique :

© (_1)k+1 > zl* > 1\ k .
I P O

k=n+1 k=n+1 k=n+1

|R”(JL‘)‘ =

Pour 2 € [-3, 1] le choix n = 67 assure que |R,(z)| < 1072,

A Proche des bords la convergence devient de plus en plus lente.

Y - —1)k+1
Dans I'extrémité = = 1 la série 352 | &1

converge (vers In 2),

§3.2

mais seulement trés lentement ! Trop lentement pour étre profitable.

Exemple : implémentation de In(z) (suite)
On a intérét a choisir, si possible, une série qui converge rapidement !
Personne ne nous oblige de calculer In(1 + z) par Z;‘;l(fl)’““%.
Astuce : Pour |t| < 1 nous avons

— A S N S
Inl-t)=—t-5 -5 -5 -6 -F&—..

= ln(%)=ln(1+t)—ln(1—t)=2<t+§+%+...)

Cette série converge, comme la série géométrique, pour [¢| < 1.
Par exemple pour ¢ = £ on obtient 1L = 2, et la série

In2= 2 + 3% + =35 + ... converge assez rapidement.

Avec ¢ € [0, 1] on peut ainsi calculer In(z) pour tout = € [1,2].

Réduction de I'argument : On se raméne a l'intervalle z € [1,2].
m Pour z € [1,2] le calcul de In(z) est facile, avec notre astuce.
m Pour z > 2 on applique la formule In(z) = In(z/2*) + kIn(2).
m Pour 0 < z < 1 on applique la formule In(z) = —In(2).
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Exemple : fonctions de Bessel
Objectif : Les fonctions de Bessel apparaissent en physique comme
solution de I'équation différentielle
22y +ay + (22 —mPy=0  pourm € Z fixé.
Comment calculer concrétement ces fonctions ?

Développement en série formelle :
Cherchons une solution en série formelle Y = Y77 ap X" :

Yo k(e — DarX® + 377 0 kar X + 37 (X2 — m?)ap Xk =0

soit encore -
Yok —m? + X?)ar Xk =0

Calcul récursif des coefficients :
Prenons le cas m = 0 pour simplifier. On a alors
a1 Xt + [22ag + ag) X2 + [3%a3 + a1] X3 + [4%a4 + ag] X2+ =0
Ceci laisse le choix de ay € R mais impose a; = 0, puis
ak = —7zar_2 pour tout k > 2.

On trouve ainsi as;j+1 = 0 et ag; = (71)1'4‘7.2’$)2 pour tout j € N.

§3.3

Exemple : fonctions de Bessel (suite)
Rayon de convergence : 372, az;z*/ converge pour tout z € R.
Par construction f: R — R, f(x) = .77 as;z*, est analytique.
On a ainsi trouvé une solution de I'équation différentielle de départ :
gx) = 22" (@) + of () + 22 f(2)
est analytique sur R et donnée par la série 0, donc g = 0.

Implémentation sur ordinateur :
Notre série converge a peu pres aussi rapidement que sin(z).
On peut donc facilement calculer une valeur approchée :

m On fixe un intervalle [a, b] et un écart toléré ¢ > 0.

m On détermine n tel que le reste R,,(z) = 372, || ag;z?
satisfasse |R, ()| < € pour tout z € [a, b].

m On approche la fonction f(x) par le polynéme Y7 ag;z™.
Pour z € [a, b] on garantit ainsi un erreur absolue < «.

Observons aussi que |az;z%| < |ag;j_22® 72| sij > |z|.
Notre série satisfait donc au critere de Leibniz pour j > |z|.
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