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Objectifs de ce chapitre

On sait résoudre les équations polynomiales de degré 2,3,4
avec les quatre opérations +, —, =, / et les racines ¢/~ et /.
En degré > 5 ceci n'est plus possible.

Le théoréme de Gauss—d’Alembert assure au moins I'existence des
racines dans le corps des nombres complexes. Ce chapitre présente
des méthodes pour effectivement localiser ces racines :

m Les régles de Descartes et de Budan—Fourier.
m La méthode de Sturm pour localiser les racines réelles.
m La méthode de Cauchy pour localiser les racines complexes.
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Equations polynomiales
On veut résoudre une équation polynomiale (réelle ou complexe)
"+ a2 4z ag =0
Degré 1 : Pour I'équation = + ag = 0 on trouve la solution z = —aq.

Degré 2 : Pour 2% + px + ¢ = 0 on trouve

24pr+q=0

B3

/A Pour toujours assurer I'existence des racines il faut passer aux
nombres complexes. Par exemple, pour 2 + 1 = 0 on trouve z = =+i.




La formule de Tartaglia—Cardano Existence des racines
En degré 3 on cherche a résoudre On veut résoudre une équation polynomiale (réelle ou complexe)

2+ az? +bx+c =0, 2"+ a2 4w +ag =0

Degré 1 : on trouve = = —ay.

Degré 2 : on trouve - = — 4 + \/ﬂ

Degré 3 : formule de Tartaglia (1530), publiée par Cardano (1545)
Degré 4 : formule de Ferrari (1540), un éléve de Cardano

J Théoreme (Ruffini 1799, Abel 1824, Galois 1832)

24 g - ﬁ =0. En degré > 5 aucune formule générale de ce type n’existe,
construite a partir des opérations +, —, x, /, et des radicaux {/”.

D’abord on substitue 2 = y — a/3 pour éliminer le terme quadratique :

v +py+a=0.
Apreés un petit calcul on trouve p = b % etg=c+ %

Ensuite on remplace y = z — p/3z et multiplie toute I'équation par z* :

C'est une équation quadratique en 2| On en déduit que
On ne dispose donc pas de formule « magique » en degré supérieur.
Peut-on néanmoins étre sir que des solutions existent ? dans C ?

Ceci permet de calculer 2* puis z, puis y, et finalement . Théoreme (de Gauss—d'Alembert)

Pour tout polynéme F = X" + a, 1 X""' + -+ + a1 X + ay dans C[X]

Programmer cette méthode sur ordinateur est un défi non trivial : b -
A 9 il existe ry, 7, ..., rn€Ctelsque F = (X —r)(X —72) - (X —rn).

pour les diverses racines il faut choisir / déterminer les bons signes !

it seafsn

Racines rationnelles d‘un polynéme rationnel Localisation grossiere : la borne de Cauchy
Considérons P = 42 + 41X + ... + %= X" dans Q[X| Afimit
Quitte a multiplier Sar ppcm(bu ‘‘‘‘‘ b,‘) on peut supposer P e Z[X]. Definition (borne de Cauchy)

Soit F=X"+c, 1 X" 1 +---+c1X + ¢ dans C[X].

Proposition Onpose M = max{ |col.....[ca 1]} € pri=1+ M.

Considérons P = ag + a1 X + - -+ + a, X" dans Z[X].
SiP() =00l pged(p,q) = 1, alors p | ap etq | a,. Théoreme (localisation grossiere des racines)

Siag # 0 eta, # 0, il nexiste qu'un nombre fini de candidats 2, Pourtout = € C tel que |2| > pr ona |F(z)] > 1. Par conséquent,

Démonstration. Nous avons toute racine complexe de F' estdans B(prp) = {z € C||z| < pp}.
¢"P(2) = aoq" +a1q" P! -+ anoag'p" ! anp”

Si P(,L") =0, alors p | apg™ etq | anp”.

Puisque pged(p,q) = 1,onap|apetq|a,. (]

Démonstration. L'énoncé est vrai pour F = X" 1ici M =0 et pp = 1.
Supposons donc M > 0 et pp > 1. Pour |z| > pp on trouve
[F(z) = 2" = leo + - 2" < Jeol + -+ Jen—al 2"
<M A4 Mz + -+ Mz =

+ene

Corollaire

En testant tous les candidats, ceci permet de trouver toutes les
racines rationnelles d'un polynéme rationnel donné.

Ainsi nous obtenons
|27 = |2" = F(z) + F(2)] < |2" = F(z)| + |F(2)], diou
BEsEs F(2)| 2 2" = [F(z) = 2" 2 |o|" = (|l2]" = 1) = 1.

|, Determiner les entiers n € Z et a € Z pour lesquels y/a est rationnel. | - Ceci prouve que |z| > pr implique |F(z)| > 1. u}




Racines réelles d’'un polynéme réel
Objectif : Comment déterminer/majorer le nombre de racines d'un
polynéme réel P € R[X] dans un intervalle donné [a,b] ?

Si P(a)P(b) <0Oilyenalou3oub...(comptées avec multiplicité).
Si P(a)P(b) > 0ilyena0ou2oud...(comptées avec multiplicité).
Comment déterminer ce nombre plus précisément ?
m La régles de Budan-Fourier et la régle de Descartes donnent
des majorations a I'aide des dérivées P, P', ..., PM™enaeth.
Ces régles sont faciles a appliquer mais restent approximatives.
m La méthode de Sturm calcule le nombre exact a l'aide de
I"algorithme d'Euclide (divisions euclidiennes itérées).

C'est un résultat élémentaire, élégant, et époustouflant !
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Variation de signes : définition
Vi, =) =V(-+) =1,
V(+,+) = V(- V(0,0) =0,
V(+.0)=V(0,4) =V(-.0)=V(0,

Définition (changements de signes, zéros inclus)

Pour une suite (so, .. ., s,) d'éléments dans R nous posons
V(s0,---, ) i= Yoy V(sk—1,5%) = Ly 3]sign(su—1) —sign(sy)|-
Pour une suite (Sj, ..., ¢ Sn) de polyndmes dans R[X] nous posons

8,) ==V (So(a),..., Su(a)).

Pour la différence en a, b € R nous écrivons V. := V, — Vj.

Définition (changements de signes, zéros exclus)

On forme d'abord la suite réduite  en supprimant les éléments nuls,
puis on définit V(s) := V(3). De méme pour V, et V! =V, — Vj,.
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Les regles de Descartes et de Budan—Fourier
Comment déterminer le nombre de racines de P € R[X] dans [a,b] ?
La régle de Descartes majore le nombre des racines positives :

Théoréme (régle de Descartes)
Pour tout polynéme P = c+c¢1 X + -+ ¢, X" dansR[X]* ona
#{z€Rs0 | Plx)=0} < V(co,er...cn)

Pour les rgg:';es négatives on passe de P(X) a P(—X).

Budan et Fourier étendirent cette majoration a tout intervalle réel :

Théoréme (régle de Budan—Fourier)

Pour tout polynéme P =cy+c¢; X + -+ ¢, X" dansR[X|* ona
#h{ z€lab]|P(z)=0} < VAPP,.. P™).

On a égalité pour tout intervalle ]a,b] C R ssi P an racines dans R.

Avantage : Cette majoration est facile & calculer.
Inconvénient : Elle surestime souvent le nombre de racines.
C’était I'état de l'art avant la découverte de Sturm en 1829.
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Variation de signes : dérivées d'un polynéme
On considére un polynéme de degré n et ses dérivées :
P =P =a, X"+ +a:X*+ a1 X +ap
P'=PWY =na, X" 4+ 4+ 20X +

P’ =P® =n(n—1)a,X""?+ - +2a
P =npla,
Pour z € R on note v(x) := V(P(z), P'(x)..... P"(x))
la variation des signes dans la suite P, P',..., P évaluée en .

Pour & — 400 on trouve v(z) = 0 car
sign P () = signdom P = signa,,.
Pour 2 — —oc on trouve v(z) = n car
sign P®) (z) = (—1)" *signdom P*) = (—1)" *signa,.

Notre objectif sera d’étudier le comportement de v(x) au milieu.

21
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Variation de signes : racines de P
Nous souhaitons comprendre v(x) lors du passage d’une racine.

L /‘b L\r B h
N

soit (—
soit (+ — (0,
Pour une racine double de P on trouve w(n)
soit (+,—,+,...) 4?([)0‘#
soit (— ..)—(0,0,— )
Lors du passage d'une racine de multiplicité m la suite
(P.P,..., P(™)) perd m variations de signe :

Observation (passage d’'une racine de P de multiplicité m)

Si P(r) = P'(r) = --- = Pt=1(r) = 0 sont les seules racines de

Variation de signes : racines de P*)

N
/N

Lors du passage d'une racine simple de P’ on a v(a) — v(b)

soit > (4,04, ) = (4, +, . ) v(a) — vl
soit L v(a) — o
soit v(a) — v(b
soit ( (u) —o(b,
Pour une racine double de P’ on trouve v(a) B
soit (x, +, —, + ) — (%,0,

soit (s, —, +, ) — (*.(H).
Observation (passage d’une racine de P%*) pour k > 1)

Supposons que k > 1 etque PH)(r) = ... = Pktm=1 () = 0
sont les seules racines de P, P',..., P surJa,b]. Alors on trouve

PP, PO sur ]u B, alors v(a) — v(b) = m. v(a) — v(b) = m pour m pair, et v(a) — v(b) = m =+ 1 pour m impair. O
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La regle de Budan—Fourier : démonstration La regle de Descartes : démonstration
Théoreme (Budan 1807, Fourier 1820) Corollaire (régle de Descartes, 1637)
Soit P € R[X]. On note m(a, b) le nombre des racines dans |a, b|, Soit P = ¢+ 1 X + caX? + - + ¢, X™ un polynéme réel.
compte?s‘ayec multiplicités. Alors on am(a,b) < L*(z%) v(b). Alors P admet au plus V (c ¢4) racines positives,
Plus précisément, on am(a,b) = v(a) —v(b) — 2u otiu € N. etau plus V(+co, —c1,+ca, ..., (~1)"c,) racines négatives.
On a l'égalité m(a,b) = v(a) — v(b) pour touta < b dans R » . . .
si et seulement si P est de degré n et admet n racines réelles. S'ily en a moins, le défaut est un nombre pair.
Démonstration. Démonstration. On applique le théoréme de Budan-Fourier :
On a déja observé que v(a) — v(b) = m(a,b) + 2u. m Poura=0onauv(0)="V(c,ci... ca)
On adonc m(a,b) = v(a) — v(b) — 2u < v(a) — v(b). i m Pour b > 0 assez grand on a v(b) = 0.
Choisissons Jag, bo] contenant les racines réelles de P, P/, ..., P("). Ainsi m(a,b) < v(a) — v(b) = V(g c1,- - cn).
Alors v(a) = n pour tout a < ag et v(b) = 0 pour tout b > by. Pour les racines négatives on considére P(—X). u}
Sim(a,b) < v(a) — v(b) sur un intervalle ]a, b, alors
Exemple
m(ao, bo) = m(ao, a) +m(a, ) +m(b, bo) — X + X? + X® admet exactement une racine positive.
< (v(ag) = v(a)) + (v(a) = v(0)) + (v(b) + v(by)) = n. 1+ X — X2 — X* admet 2 ou 0 racines positives.

Par contraposé, si m(ag, by) = n, alors m(a,b) = v(a) — v(b). (]

1528
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Effectivement, on trouve la factorisation P = (X — 1)(X +1)%.
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Le théoreme de Sturm : énoncé

li22

Théoréeme (Sturm 1829)

Pour tout polynéme réel P € R[X|* et tout intervalle [a,b] nous avons
#{z€a,b] | P(x) =0} = V2(So,81,-..,5n)

Déventuelles racines sur le bord {a, b} comptent pour un demi.

Ici la suite Sp, S1,...,S, estconstruitede Sy =P et S; =P’ par

division euclidienne Sy.1 = —(Sk_1 rem Si) jusqu’a ce que S, 41 = 0.

Ainsi S,, ~ pged(P, P') comme dans I'algorithme d’Euclide (ici signé).

Si S, n'est pas constant, il faut encore diviser Sy, Sy, ...,S, par S,.

Corollaire

Ce théoréme permet de compter puis de localiser toutes les racines

réelles : On commence par la borne de Cauchy puis on subdivise. . .

s 32 I T U T S W U W T B
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Le théoreme de Sturm : exemples

o2

Algorithme de Sturm : Sg := P, Sy :=P', Sii1 = —(Sk—1rem Si).
0 1 2 3
+1 0] +1]+10
o[ -1 +a[+15
-1] - +3
ta | 8 +53
2 0
1-V5

—
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Dans cet exemple il n'existe qu’une seule racine réelle, r ~ —0.84.

1828

Péles d’une fonction rationnelle

li22

Soit f = % € R(X)" une fraction rationnelle ol pged(Q. P) = 1.
On compte les pdles de f selon la convention suivante :

e o] e
Ind=+1 Ind=0 Ind=0

Définition (indice de Cauchy en un point)

a
Zin

Ind=—1

Pour feR(X)* et a € R onpose

Inda(f) = Ind; (f) ~ Ind; () oU
si lim f = +oc,
si limS f = —o0,
0 sinon.

Inds(f) =

Par exemple, ona Indg(1) =1 et Indo(—21) = —1 et Indg(£) = 0.

1928

Lindice de Cauchy : définition

22

e

e -

Zin

-1 Zin

Ind=+1 Ind=-1 Ind=0
Définition (indice de Cauchy sur un intervalle)
Pour a < bdans R nous posons
d(f):= Y Inde(f) + Indf(f)—Ind; (/).
z€la,b]
Pour b < a on pose Ind:(f) := —Indj(f), et finalement Indj(f) := 0.

Remarque
Lindice de Cauchy jouit des propriétés semblables a I'intégrale :
1 Ind?(f) + Ind§(f) = IndS(f) pour tout a, b, c € R.
2 Ind}(f o 7) = Ind7{?) (f) pour toute fonction affine 7(z) = px + g.




Lindice de Cauchy compte les racines réelles
Proposition (dérivée logarithmique)

+1 sia estune racine de f,

Pour f e R(X)* ona Ind.(f'/f) =< —1 sia estunpdlede f,

0 sinon.
Démonstration. On factorise f = (X —a)™g tel que g(a) € R*.

On obtient /7 =2+

L. Ainsi Ind, (4 ) = sign(m).

Corollaire (racines réelles de polynomes réels)

Lindice Ind’,(P'/P) compte les racines de P € R[X|* dans [a,b] :
#{zeab]|Plx)=0} = Ind(P'/P).

Déventuelles racines sur le bord {a, b} comptent pour un demi.

Probléme : Comment calculer I'indice sans connaitre les poles ?

Solution : La suite de Sturm permet de calculer Ind’(%).

li22
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La formule d’inversion de Cauchy
Formule d’inversion (Cauchy 1837)

Si P,Q € R[X]* n'ont pas de racine commune en a ni en b, alors

mdf;(%) J 1ndfj(£) —V(PQ).

Dé ion. On peut supp que pged(P,Q) = 1.

Si [a,b] ne com\ent pas de racine de P nide Q, alors les indices
Ind’, (%) et Ind, ( ) sont nuls, puis le TVI assure que V,(P.Q) = 0.
La formule est additive par rapport a bisection de l'intervalle.

Si [a, b] contient de racines, on peut donc supposer que c'est a ou b.
Par symétrie nous pouvons supposer que P(a) = 0 et Q(a) # 0.
Sur Ja, b] les polynémes P, Q sont non nuls, donc de signe constant.

22

b(Qy_ L ,» LT _
ndy(F) =+5 = VuPQ =3 WPQ=
b 1 1 .
U md(F)=5 5 nre=g wra -
Dans les deux cas nous obtenons I'égalité énoncée. [m)
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Suites de Sturm
Définition (suite de Sturm)

Une suite (S, S,,) dans R[X] est de Sturm sur [a,b] C R si
Si(x) =0pour 0 < k < neta € [a,b] entraine Sy ()Sk+1(x) < 0.

Exemple. Pour % ol pged(R, S) = 1 l'algorithme d’Euclide signé
produit une suite de Sturm commencant par S, = S et S; = R puis

Siy1 = SkQk — Sk_1 jusqua S, = const.

Exemple. On peut assouplir 'hypothése : il suffit que
aySr1 = SpQk — b S—1

avec des constantes réelles ay, by, > 0.

Exemple. Plus généralement encore, il suffit que
AkSk41 = SkQr — BiSk—1

avec des polyndmes réels Ay, By vérifiant Ay (z) > 0 et By(x) > 0,
puis S, () # 0 pour tout = dans l'intervalle [a, b] en question.

li22
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Le théoréme de Sturm
Corollaire (de la formule d'inversion)

Sy) est une suite de Sturm sur [a,b] C R, alors
md”( ) + Ind"( 2l =

Démonstration. La formule d'inversion est Iélescop\que :
S,
Ind”( L ) +Ind’, (b ”) + Iudf;( ) + Indf',( ) = V(So, 51, 52)

Les termes au milieu s'annulent : si Sy (x) = 0, alors Sy(x)S2(z) < 0.

V2(S0, 51, .., Su-1.50).

Théoreme (fraction continue selon I'algorithme d’Euclide)

Pour R/S ot pged(R, S) = 1 l'algorithme d’Euclide signé produit une
suite de Sturm Sy = S, S1 =R, ..., S,, = 1, S,+1 = 0. Ainsi.

Ind’,(R/S) = V}(S0. 81, ..., 5n)-

& Cette formule permet de calculer lindice de Cauchy Ind} (R/S).

22
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Lindice de Cauchy compte le nombre de tours
Soient R, S € R[X] deux polyndmes réels et F = R +iS.
Lapplication [0, 1] — C, ¢ — F(t), décrit un chemin dans le plan
complexe, allant de F(0) vers F(1), a coordonnées R(t) +iS(t).

Im

Observation

Lindice § Indj(£) compte le nombre de tours autour de 0 :

traverser I'axe réel compte 1 selon le sens gauche / droite.

On suppose ici que le chemin Q(t) ne passe pas par 0.

Autrement dit, R et S n‘ont pas de racine commune.
hes
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Indice de Cauchy d’un polynéme complexe

Soit P € C[X] un polynéme complexe. Im

Comment localiser ses racines ? d c
Objectif : établir une méthode effective
analogue au théoréme de Sturm réel. T Re
Au lieu d'un intervalle [a,b] C R b

a

on considére un rectangle I' ¢ C.

Calcul d’indice : On considére le chemin rectiligne de a vers b.
Par changement de variable on pose F = P(a + (b—a)X).
Les parties R = Re F' et S = Im F sont des polyndmes réels.
Lapplication [0, 1] — C, ¢ — F(t) décrit un chemin allant de
F(0) = P(a) vers F(1) = P(b), a coordonnées R(t) + iS(t).

Définition
On pose ind’,(P) := £ Indj(£). Pour le rectangle I on pose
indor(P) := ind’(P) + ind§(P) + ind(P) + ind}(P).

@ indsr(P) se calcule aussi efficacement que dans le cas réel :
Euclide pour la suite de Sturm de g puis évaluation en 0 et 1.

Lindice de Cauchy compte les racines complexes
Proposition (exercice)

sir esta lintérieur de T,

sir est surun coté deT,

sir est un sommet deT',

sir est a l'extérieur deT'.

Pour P =X —r ona indyr(P) =

Théoreme (admis)
Si P,Q € C[X] n'ont pas de racines sur les sommets de T ¢ R?, alors
indyr(P - Q) = indr(P) + indar (Q).

[1] M. Eisermann, The Fundamental Theorem of Algebra made
effective : an elementary real-algebraic proof via Sturm chains.
Corollaire

Si P € C[X] n'admet pas de racine sur les sommets deT' C R?,
alors indsr (P) compte le nombre des racines de P dansT'.

li23
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Localisation des racines complexes
Par dichotomie, I'indice de Cauchy permet de localiser toutes les
racines complexes d’un polynéme complexe donné P € C[X].

1 o

I —&8
IERE a
s 3 o m
OB ﬂj:h:ﬁﬂ .
@ On commence par le carré [—p, +p]? ol p est la borne de Cauchy.

Chaque carré contenant des racines est subdivisé en quatre.
On ne retient que ceux d'indice > 0, contenant des racines.

@ On peut assurer que les racines de P sont simples, quitte a
diviser par pged(P, P'). Dés qu’on a bien séparé les racines, on
passe a la méthode de Newton, qui converge plus rapidement.
Conclusion

Cette méthode a le mérite d'étre élémentaire et facile a implémenter.
Elle est suffisamment rapide pour des polynémes de degré moyen.

Pour des polynémes de grand degré il existe des algorithmes plus
économes, mais plus compliqués. (Schonhage 1982, Smale 1986.)
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