Give a digital computer a problem in arithmetic, and it wiliigd away methodically,
tirelessly, at gigahertz speed, until ultimately it prodadhe wrong answer. (...)
The problem is simply that computers are discrete and fingehimes, and they
cannot cope with some of the continuous and infinite aspéctathematics.
Brian HayesA Lucid Interval

CHAPITRE XV

Calcul arrondi

Objectif. Dans ce chapitre notre but est de nous familiariser aveddelcarondi. Notamment nous
voulons comprendre et illustrer ses avantages et sesspiege

— Le calcul exact n’est pas toujours possible ; méme quarsd possible, il n’est pas toujours efficace.
Ainsi I'arrondi permet de rendre certains calculs faisaptei bien plus efficaces sur ordinateur.

— En général le résultat d'un calcul arrondi sera errdirést donc indispensable de connaitre I'erreur
commise, au moins de la majorer convenablement. La prudgingeose !

— Sans aucun contrdle de la marge d’erreur la valeur ngménalculée n’apporgcundnformation
sur la valeur exacte cherchée. (J'insiséicune)

D’ou vient le probleme ? Dans toute I'analyse mathématique le cofpsles nombres réels joue
un role primordial. Malheureusement I'implémentatioa ®@ls calculs sur ordinateur pose de sérieux
problemes. Tandis que les calculs avec les nombres efftietsrationnelsQ peuvent étre effectués de
maniére exacte sur ordinateur, ceci est impossible paundenbres réels. C'est cette difficulté qui dis-
tingue le calcul algébrique (exact) du calcul numéricampfoché). La raison est simple :

Limitation dans|’espace: Comme tout objet doit étre représenté par une dinte de bits 0 et 1, il
est impossible de représenter tout nombre réel de neai@cte sur ordinateur.

Limitation dansletemps. Les constructions en analyse utilisent la notion de limiig, — u pour
n — oo », alors que sur ordinateur on ne peut effectuer qu’un noriird’opérations.

Si ces restrictions sont assez évidentes, les soluticssliges le sont beaucoup moins.

Que peut-on faire ? Dans les applications scientifiques ou technologiques becesent obligé de
modeéliser des calculs daifssur ordinateur, malgré tout. Pour cela on utilise typiqaatiesnombresa
virgule flottante qui ne forment qu’un certain sous-ensemble Rri R des réels. Ces nombres sont bien
adaptés al'ordinateur, mais se comportent assez eifférent de ce que vous connaissez des mathématiques.
Pour cette raison on les appelle aussinbres machiné_e choix deR n’est pas du tout naturel, il n'a au-
cune signification mathématique, et il ne suit que des dénations pragmatiques.

Peut-on néanmoins en déduire des informations surldteéséel cherché ? On verra qu’au moins dans
des circonstances favorables la réponse esti », heureusement. Cet espoir explique I'usage frequent du
calcul numérique, mais il existe aussi de mauvais usages'#Hayt éviter a tout prix.

Pourquoi de petites erreurs sont-elles emtantes ? Parce qu’elles ne restent pas toujours petites!
Approcher les nombres réels par des nombres machine uitibeserreurs d’arrondi C’est un probleme
inhérent et omniprésent du calcul numérique. Ces esrpeuvent se propager dans les calculs, elles
peuvent s’accumuler, voire exploser, ce qui peut rendrédaltat calculé inutilisable. C’est d’autant plus
dangereux que l'utilisateur n’aura souvent aucune ingtinagur I'erreur commise et se fiera aveuglement
a un résultat grossierement faux! Ceci arrive plusdggment que I'on ne pense. L'expérience montre
gu’un utilisateur typique surestime systématiquemeptégision des calculs numériques.

Comment s’y prendre ? Le bon sens et une certaine méfiance éclairée sont indiapées pour tout
utilisateur, et ne serait-ce que pour interpréter avedgmue les résultats crachés par une application toute
faite. Afin d’expliquer les quelques regles de bon senssrmnsacrons ce chapitre entier aux nombres
a virgule flottante et leur calcul arrondi. Pour les raisémequées, le calcul arrondi est peu intuitif et
'usage des nombres flottants est assez délicat. Utiilmpsudemment, mémes les calculs numériques
les plus simples peuvent étre grossierement erron&s.\Rws en convaincre, ce chapitre vous présente
de nombreux exemples, certes simplifies mais asseztezlié ne faut pas en conclure que le calcul
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numérique soit inutile et se détourner avec mépris. Antreadre, il faut comprendre les fondements afin de
calculer intelligemment avec ces nombres, puis integpi@rrectement des résultats numériques.

Que serait donc un usage&aliste ? On rencontre souvent deux positions extrémes :
— Le débutant imagine, a tort, que tout calcul numéridfteceué sur ordinateur est correct, et qu’il
peut s’y fier aveuglement. On va voir que ce point de vue redif@p optimiste
— Apres avoir vécu un certain nombre de mauvaises sugprisére débutant résigne. Il pense mainte-
nant, également a tort, que tout calcul numérique estisifgEcement errong, et qu’on ne peut jamais
rien en conclure avec certitude. Ce point de vudregtpessimiste
Soyez assurés : le calcul numérique peut mener a desusios transparentes et prouvables. Mais
comme tout outil informatique il nécessite un certain @ppissage. Notre objectif sera donc de développer
un usageéaliste Au prochain chapitre nous discuterons les éléments dalcul fiable theme qui fait
actuellement I'objet d’'intenses recherches et qui sgé blien dans la pratique.

Peut-on augmenter la pecision ? En C++ on dispose des typ&doat, double et long double
pour les nombres a virgule flottante. Leur précision edidin 24, 53 et 64 bits, respectivement, ce qui
correspond a 8, 16 et 20 décimales environ. C’est suffisaunt beaucoup d’applications. Si jamais il vous
faut plus de précision vous pouvez faire appel a une htidigue spécialisee, comme &\VU multiple
precision librar GMP), qui implémente des nombres flottants en précisibitraire (mais toujours finie).

Augmenter la précision n’est pourtant pas le remede & st maux numériques : d’'une part cela
alourdit les calculs, d’'autre part il ne vous protege papakesibles explosions d’erreurs. Le principe du
calcul arrondi restera le méme : bien que les erreurs didirenient plus petites, elles sont toujours non
nulles, elles se propagent et parfois explosent, et toesadifficultés mentionnées persisteront. On ne peut
donc pas échapper aux problemes fondamentaux de |'&fihoe arrondie.

Pour en savoir plus. On n’expliquera dans ce chapitre que I'idée essentielleraenbres flottants.
Pour ne laisser rien a l'interprétation, le comportentstnombres machine a été standardisé en 1985, sous
la norme« IEEE-754 : Standard for Binary Floating-Point ArithmeticCet effort fut fondamental pour
abolir I'anarchie qui régnait dans les divers implémé&ates et pour que le calcul numérique se comporte
toujours de maniere identique sur deux machines diffesetittérature :

(1) Pour la petite histoire, on lira avec profit les mémode&V. Kahan, un des initiateurs du standard
IEEE-754 :www.cs.berkeley.edu/~wkahan/ieee754status/754story.html.

(2) Pour avoir une idée du standard actuel et futur (en adeideveloppement) vous pouvez consul-
ter le sitegrouper.ieee.org/groups/754/ etles liensy indiqués.

(3) Vous trouvez une excellente introduction a I'arithigée flottante dans le cours de V. Lefevre et
P. Zimmermannwww.vincl17.org/research/papers/arithflottante.pdf.

(4) Vous pouvez également consulter les ouvrages de vdiletheque, par exemple le livre de
J.-C. Bajard et J.-M. MulleCalcul et arithngétique des ordinateur&avoisier, Paris, 2004.
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1. Motivation — quelques applications exemplaires du caldinumeérique

Nous commencons par esquisser quelques applications esgm@&sentatives du calcul numérique.
\Vous pouvez ainsi directement vous lancez dans la prograimmai cela vous intéresse et que vous
en avez le loisir. Les chapitres suivants vous expliquegoetques techniques de base pour analyser et
ameéliorer de telles implémentations. Par conséquedimensi vous ne les programmez pas maintenant,
gardez ces problemes exemplaires en téte afin d'y revirsitard.

1.1. Fonctions usuellesEn mathématiques et dans de nombreuses applicationstisezifrequemment
des fonctions usuelless. Si vous avez eu de la chance, quelques unes ont été dtesttidéveloppées
pour vous dans un cours d'analyse. Ensuite, pour les utdeses des calculs numériques, il faut encore les
implémenter sur ordinateur. Comme toujours dans la progration, le principal probleme sera de le faire
correctemenet efficacementOn pourrait, bien sir, se servir d'une bibliothéque diesgfonctions toute
faite, mais essayons de voir si nous y arrivons nous-mémes.

Exemple 1.1(repris au3). Ecrire une fonctionsqrt (x) qui calcule,/x a partir d’'un nombre réed > 0,

en n'utilisant que les quatre opératiohs—, %, /. Documentez, vérifiez, puis testez soigneusement votre
implémentation. Si vous voulez vous pouvez ensuite g#iser a une fonctiomracine (x,n) qui calcule
v/Xxpourx > 0 etn € N. Pouvez-vous majorer la marge d’erreur de vos résultatseniques ?

Exemple 1.2(repris a§5.5). Ecrire une fonctiorexp (x) qui calculee* a partir d'un nombre réel € R,

en n'utilisant que les quatre opératiohs—, *, /. Documentez, vérifiez, puis testez soigneusement votre
implémentation. Si vous voulez vous pouvez ensuitecBitésur Log(x) , sin(x), cos(x), ... OU VOS
fonctions préférées. Pouvez-vous majorer la margeel)ede vos résultats numériques ?

Ces notes ne peuvegtre qu’une modeste invitatianla programmation nugrique, en
privilégiant des exg@riences pratiques. Elles partent du principe que vousatiep des
bases requises en analyse et que vousdesez en paradlle. On fera des rappeétape pal
étape, certes, mais en aucun cas ceux-ci ne peuvent remplaselide cours d’analyse.

1.2. Résolution d’équations. Les problemes suivants sont classiques et seront disdatés la suite.

Exemple 1.3(repris au5.8). Ecrire un programme pour résoudre une équation quadesid + bx+c=
0. Le résultat calculé est-il raisonnablement procheadsolution exacte ? Comment le vérifier ? Votre
programme sait-il traiter tous les cas ? Dans quels cagliedevient-elle inacceptable ?

Exemple 1.4(repris au chapitr&VIl ). Ecrire un programme pour résoudre une équation polyrierd&
la formeanx” 4+ a,_1xX" 1+ --- +a;x+ag = 0. Alors qu’en degré < 4 il existe des« formules closes,
cecin’est plus le cas en degré> 5. Y-a-t il toujours des solutions ? Combien ? Comment lasveo? Une
fois trouvées, comment vérifier la qualité des solutiapprochées ?

Exemple 1.5(repris au chapitrXVIIl ). Comment résoudre une équation linéalse= b ou A est une
matrice b est un vecteur donng, et le vectauwst inconnu ? Y a-t-il toujours une solution ? Est-elle urigu
Si oui, comment la trouver ? Une fois trouvée, commentfigria qualité d’'une solution approchée ?

1.3. Intégration numérique. Assez souvent, quand le calcul exact est impossible ou tropd veut
numeériquement calculer une intégrale de la fotmeff f(x)dx, par exemplefol e*¥/2dx Dans ce cas, au
lieu de I'intégrale exacte, on pourra regarder I'appraadion par lanieme somme de Riemann

n —
Ih:=In(f,a,b) = z f(x)Ax  avec Ax:T et x¢=a+kAx
k=1
Théoreme 1.6.Si f: [a,b] — R est continue, alors;l— | = f;’ f(x)dx pour n— oo,

Exercice/M 1.7. Faire un dessin pour motiver I'approximation de I'intégriapar la somme,. En passant
vous étes invités a réviser le résultat précédensdatre cours d’analyse. Dans notre exemplest
monotone ; donner un encadrement explicité éa fonction dd, qui prouve qué, — .
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Exemple 1.8. Ecrire une fonctionriemann (a,b,n) quicalculel, pour une fonctiorf : [a,b] — R fixée.
Documentez, vérifiez, puis testez soigneusement votréeimgntation. Pouvez-vous majorer la marge
d’erreur de vos résultats numériques ? Qu’obtenez vousaatre exemplﬁ)1 e ¥/2dx? Quand vous faites
augmenten=2,4,8,16,32,... est-ce que les approximations successives se comportameprévues ?
Quels problemes constatez-vous ? Mettent-ils en quekitmeoreme ? Ou plutdt nos méthodes de cal-
culs ? Essayez de décrire les problemes aussi préas&mue possible, puis esquisser quelques solutions
ou pistes qui vous semblent prometteuses.

1.4. Sysémes dynamigues.Comme vous savez peut-étre, le mouvement de deux corpsasiouse
gravitationelle peut &tre décrit par une jolie formulesd. Pour un nombne > 3 de corps, par contre,
un tel traitement est en général impossible et il fauefaippel a des méthodes numériques. Si cela vous
intéresse, nous esquissons ici les ingrédients d’uleesiteplémentation assez simple.

Beaucoup de systemes en physique, chimie, biologie, tilogie, etc. sont modélisés d’'une maniere
tres similaire. Historiguement, le mouvement plangtdirt un des premiers exemples a étre étudié, et
reste a ce jour un sujet classique que tout étudiant ena&sedevrait connaitre. Bien slr vous pouvez le
remplacer par un autre qui vous est plus proche.

Un mockle de la necanique €éleste. —On considéren corps, numérotés= 1,...,n, chacun d’'une
certaine masse constame > 0. On s'intéresse a la position= x;(t) € RS et la vitessey; = Vv, (t) e R3
au cours du temps> 0. Au tempst = 0 les positions initialeg; (0) = x° et les vitesses; (0) = \? sont
données, puis elles évoluent suivant la mécanique megriae : on aq(t) = vi(t), puis la vitessey(t)
change sous l'influence gravitationelle des autres corps. frécisement, la force gravitationelle sur le

corpsi est donnée pdfi = y j, ymm, fxx_" 7:‘) , avec une certaine constante universgllet on anv, = F.
A

Le systmea résoudre. —Calculer les trajectoires de planetes, c’est donc résoudre le systeme
d’équations différentiellex] = v; et v/ = F;/m avec les conditions initiales;(0) = x,0 etv(0) = v,0
Evidemment on va SUppOSKIZ Xj pouri # j et toutt > 0, sinon notre modéle va tout droit dans la catas-
trophe. Si jamais un tel probleme se produira lors des tsalon abandonnera en expliquant brievement ce
qui s’est passé.

Discrétisation du temps. e modele continu ne peut pas s'implémenter directemandiglinateur.
Nous allons donc discrétiser le tentpsn intervalles d’une longueur fix@g. Autrement dit, au lieu d’'un
temps continué € R, nous regardons un temps disdiet kAt pourk=0,1,2,3,....

Approximation nurarique. —Une fois discrétisé, le systeme ci-dessus se transfermne simple
formule de récurrence : nous avaxiss w ce qui nous mene A(tcy1) ~ X (tk) + Vi(ty)At. De
mémev; ~ % nous méne & (tc;1) =~ vi(tx) + AtF(tc) /m. Nous obtenons ainsi & nouveau I'approximation
d’'une intégrale :

X — X%
X lsn) =X () FUIAL et Wilta) =W + 5 v i
i# 1= A
L'espoir tacite de stabili. —Bien entendu notre reformulation numérique s’est éle@du systeme
exact, mais nous pouvons espérer que les trajectoiresleéascet les trajectoires exactes se ressemblent.
Pour le moment nul ne nous garantit que cet espoir soit biethfad_es résultats numériques seront donc a
vérifier et a interpréter avec la plus grande prudence!

Exemple 1.9.Si cela vous intéresse vous pouvez implémenter I'appraibn numeérique esquissée ci-
dessus. (Pour faire joli il serait souhaitable d’ajouteaffithage graphique...) Documentez, vérifiez, puis
testez soigneusement votre implémentation. Expérieneavtec le choix du parametfg. Est-ce que la
trajectoire calculée en dépend ? Quels sont les avan&ides inconvénients de choidlt plus petit ou
plus grand ? Voyez-vous des situations ou le modele nignieise comporte raisonnablement? Pouvez-
vous concevoir des situations ou le calcul numériqueéel? Quelles en sont les causes possibles ?

O Invariants : Pour vérification automatique par votre logiciel, vous yerifaire calculer I'énergie et la
guantité du mouvement totales. Dans le modele exacteuztitgs restent constantes au cours du temps,
et une bonne approximation doit faire pareil. Il peut y aeautres invariantsA noter aussi que ce n'est
gu’une exigence minimale, et non une garantie de correction
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2. Le probleme de la stabilie numérique

2.1. Un exemple simple : les suites de FibonacaComme premier exemple, simple et concret, nous
allons regarder des suites de Fibonacci : on se donne deexrsahitiales<, x; € R puis on procéde par
la récurrencen 2 = Xn1 + Xn. Pour un systeme dynamique on ne peut plus simple!

Exemple 2.1. Pourxg = 1 etx; = 1 on obtient la célebre suite de Fibonaxci= 2, x3 = 3,X4 = 5,%5 =8,
etc. Regardons ce qui se passe si I'on varie legeremeocoteditions initiales, disong, = 1.01, ce qui est
une déviation de 1%. Suivant la récurrence on trouve :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Q
Xy | .00 100 200 300 500 800 1300 2100 3400 5500 8900
X, | 1.00 101 201 302 503 805 1308 2113 3421 5534 8955

On constate qu'ici I'erreur initiale se propage d’'une neaaibien contrdlée : dans toute la suite les
valeursx, etx, ne different que de 1%. Vous pouvez tester cette observatiod’autres exemples a I'aide
du programmefibonacci.cc.

Définition 2.2 (stabilité, formulation heuristique)On dit qu’un calcul numérique establelors qu’un
petit changement des données initiales n’entraine quétihchangement des résultats.

Exemple 2.3.Malheureusement pas tous les calculs se réjouissent tie lmmtne propriété de stabi-
lite. Méme la récurrence de Fibonacci peut étre nugqunnent méchante. Par exemple, on constate un
phénomene étrange poxy= 1 etx; ~ —0.618:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Q
Xp | 1.000 —0.618 0382 -0.236 Q146 —-0.090 Q056 -0.034 0022 -0.012 Q010
X, | 1.000 —0.619 0381 -0.238 0143 —0.095 Q048 —0.047 Q001 -0.046 -—0.045

Dans la suite on voit que I'erreur croit de plus en plus rapidnt : on trouvepg = 0.230 etx,, = —6.535,
puis xzp = 28.280 etxy, = —803760. Ceci veut dire qu’une petite erreur initiale (moins @6) peut se
propager et s’amplifier, et finalement entrainer une ewensidérable au cours de quelques itérations.

Remarque 2.4. Souvent les valeurs avec lesquelles on calcule ne sont patesx

— Si les valeurs initiales sont issues d’un calcul arrorltBsesont en général déja contaminées d’er-
reurs d’arrondi. Le mieux que I'on puisse espérer est qualleul précédent permet explicitement
de garantir une certaine précision.

— Siles données initiales sont des quantités réellesir@es (par une expérience physique ou autre),
elles ne peuvent non plus étre exactes. Dans ce cas il estsd@re de spécifier la précision, disons
sous forme d’urx intervalle de confiance.

— Méme dans les rares cas ou les données initiales soctesxées calculs suivants introduiront des
erreurs d’arrondi. On n'échappera donc pas a des petionisales données, qui font que les calculs
peuvent s’éloigner des résultats exacts.

Dans une telle situationuneriguement instablan calcul ne sert a rien : la moindre erreur peut exploser
au cours du calcul, de sorte que le résultat calculé n@pgdus aucune information.

Des calculs nur@riques sans conbte d’erreur sont toujours @rilleux. Dans une situation
O instable ils tournen& la catastrophe car la moindre perturbation peut s’amplifie cours O
du calcul. Des ésultats ainsi calc@s sont aussi fiables qu’un tirage au sort.

2.2. Analyse mattematique du prenomene. A titre d'illustration, analysons une question naturelle :

Exemple 2.5. Que peut-on dire de la convergence ou divergence d’'unedelifébonacci en fonction des
valeurs initiales( etx; ? En fixantxg = 1, est-il possible de choisig de sorte que I'on obtienne une suite
convergente ? Si oui, quelle sera la limite ?

— Pourxg =1 etx; = 1 on trouvex, — +. (Pourquoi?)

— Pourxg =1 etx; = —1 on trouvex, — —oo. (Le vérifier.)

Vue les valeurs numériques ci-dessus, on peut soupc@ueepourx; > —0.618 la suite s’échappe
vers+oo, alors que poux; < —0.619 elle s’échappe versw. Peut-étre trouve-t-on une valeur intermédiaire
qui donne lieu a une suite convergente ?
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Certes, I'approche par tatonnement devient vite fasigBe Heureusement il est possible de répondre
a cette question dés que nous disposons d’une formule plms le terme généray :

Proposition 2.6. Toute suite &rifiant %,, 2 = Xn, 1 + X, pour tout n> 0 est de la forme x= aa" + bB"
avec des coefficientslac R et des constantes = 1*—2\/5 etp= %ﬁ’ En voici deux corequences :

(1) Pour les deux premiers termes on obtiefitxa+ b et x = aa + bf3, ce qui permet de trouver
a,b en fonction dex x;. Concietement, en fixangx= 1, on obtient a= % eth=1-a.

(2) Pour a# 0 la suite (Xy)nen diverge, plus peciment on voit quepx— +c pour a> 0, et
Xn — —oo pour a< 0. Le cas critique a= 0 se produit si et seulement si 3 %o : dans ce cas
on a convergence ver€m, %, = bB" — 0 pour n— oo,

Exercice/M 2.7. Montrer la proposition précédente.

Exercice 2.8.Le programmefibonacci.cc permet de calculer une suite de Fibonacci a partixgdet
X1. Essayez de comprendre son fonctionnement, puis exp&@emavec ce programme.

(1) Quand vous vérifiez les calculs pour les tableaux csales/ous allez constater de petites differences
étranges : alors que les valeurs initiales sont connuesatéene exacte, le calcul des termes sui-
vants est contaminé d’erreurs d’arrondi. A priori on neatend pas dans un calcul aussi simple,
avec des chiffres rondss. Ceci s’expliquera plus loin : le programme repose sur leshres a
virgule flottante, qui ont un comportement particulier etfgut I'objet de ce chapitre.

(2) Qu'observez-vous autour du cas critigkes 1 etx; ~ 3~ —0.61803398874989497? Les premieres
valeurs calculées, x3, X4, . .. sSemblent-elles plausibles, autant que I'on puisse direléeisnales
affichées ? Les valeurs absolueg décroissent-elles, comme prévA’bartir dexsg (voire x100)
le calcul numérique déraille ; comment expliquer cettglesion d’erreurs ?

(3) Est-il possible de construire sur ordinateur une swgteidonacci convergente ? Quelle est la dif-
ficulté ? Dans quel sens le calcul numérique (utilisanblmsbres machine) peut-il correspondre
au raisonnement mathématique (concernantles nomiais$ PéDans quelle mesure peut-on faire
confiance a notre calcul numérique ?

2.3. Conclusion. Ce joli exemple est trop simpliste dans le sens qu'il esdirg et vous disposez
d’'une formuler close. Ainsi vous pouvez analysez la sitratlans le moindre détail, et en particulier la
propagation des erreurs se comprend parfaitement. Dansemnpée réaliste la situation sera plus com-
pliguée, mais qualitativement les mémes phénomenasspe se produire, quoique de fagon moins trans-
parente. Ainsi pour tout calcul numérique qui se respdciera question de stabilité et de propagation
d’erreurs.

3. Le probleme de I'efficacié : calcul exact vs calcul arrondi

En analyse en construit certaines fonctién®R > U — R, commey/x, sin(x), cogx), expx), log(x),
etc. Pour le calcul numérique sur ordinateur, nous aimsraalculer explicitement la valedi{x) pour un
x donné. Typiquement cela ne sera pas possible de manigcieerais on peut espérer d'implémenter un
calcul approché, si possible efficace.

3.1. La méthode de Newton-Heron. Pour entrer dans le vif du sujet, nous allons illustrer nptce
pos par une méthode importante et peu triviale : le calgui@ghé d’'une racing/ad’un nombre réea > 0.
La méthode de Newton nous donne un formidable outil poueliiestapproximations, car elle fournit une
suite (uk)ken facilement calculable qui converge rapidement vers laneacherchée.

Proposition 3.1 (Newton-Héron, version qualitativepoient n> 2 un entier et a R, un nombre éeel
positif. Pour toute valeur initiale ¢1> O la suite ®©currente y, 1 = % (n—Duc+ a/uﬂfl) converge vers
la racine r= y/a, c’esta-dire vers 'unique nombregel r € R, vérifiant " = a.

\Vous connaissez ce résultat sans doute de votre courdytana noter qu'il s’agit d’une affirmation
topologique, a caractere purement qualitatif. Pour lewdaaumérique il est indispensable de l'affiner par
une majoration d’erreur (résultat métrique, a canactpiantitatif). Un peu mieux encore, I'énoncé suivant
donne un encadrement (ce qui repose sur une structure giasifne : la relation d’ordre suR).
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Théoreme 3.2(Newton-Héron, version quantitativepoient n> 2 un entier et ac R, un nombre éel
positif. Pour toute valeur initiale ¢1> 0 la suite ecurrente w1 = £ ((n—1)uc+a/uf ) converge vers
la racine r= y/a. Pour k> 1 on a convergence monotong 'y, r. Synétriquement poury= a/uE*1 ona
Vi /' r. On obtient ainsi des encadrements explicitesiy < uk de plus en plus fins :

Vi<vo<vg <o Sr <o <3< < Ug
Ug—Tr
r

in( h=1c2 n-1
&1 < min (Al Bt )

Quanta la vitesse de convergencesdart relatif g = verifie

Pour une valeur loin de la racine r, la convergence est donc au moin&dine, avec un rapport de
contraction”%1 < 1. Finalement, pour gproche de la racine r& savoir pour r< ug < &nzr) la conver-
gence est quadratiquea chaque iération le nombre de&timales valables doubéepeu pes.

Remarque 3.3.Pas tous les problemes numériques admettent de sol@imss elégantes et efficaces.
Pour la mettre en relief, soulignons donc trois points fdetda méthode de Newton-Héron :

— Clest la convergence quadratique qui fait de ce théowammautil trés puissant : si vous avez calculé
un encadremerjty, u] &~ 10~2 prés, disons, I'itération suivante ne laissera qu’uarés 104,
celle d’aprése 1078, puis~ 10 ® etc.

— Non seulement le théoreme précédent vous garantitaneergence rapide, mais vous pouvez a
tout moment, par un simple calcul, contrdler I'ecart aestuy — vi|. Ceci vous permet de terminer
I'itération lorsque la précision est suffisante pour vesdins.

— De plus la méthode est numériquement stable : si la vajganochéey est perturbée par une erreur
d’arrondi, les itérations suivantes convergeront toutnéene.

Exercice/M 3.4. La dynamique de l'itération de Newton est une jolie appiarade I'étude de fonctions.
Comme exercice, vous pouvez prouver le théoreme enlldétdiesquisse suivante.

EsQuIsSSE DE PREUVE La fonctionp: R, — R, , x+— X" est strictement croissante, donc injective.
Elle est continue avep(0) = 0 et p(x) — c pourx — o, donc surjective par le theoreme des valeurs
intermédiaires. Autrement dit, il s'agit d’une bijectide R surR.. : pour touta € R il existe un et un
seul réel positif € R, verifiantr” = a. Pour approcher la valearcherchée, nous itérons la fonction

f: R, — R, donnéepar f(x) = %((n — Dx+a/x"1).
L'unique point fixe def estr. Elle est dérivable de clas€®, avecf’(x) = °=1(1—a/x"). Sur]0,r[ on
a f’ < 0 et la fonctionf est strictement décroissante et vérifie ddiig) > f(r) =r. Sur]r,+o[ on a
0< f'(x) < “;nl et la fonctionf est strictement croissante. Par le théoréme des acenoésgs finis on a
f(x)—r=f(x)—f(r) = f'(&)(x—r) < =2(x—r) doncr < f(x) < x. On conclut que le point fixe est
attractif, avec touR | pour bassin d’attraction. Les suitgset ux donnent ainsi des encadrements

ViSVp<va<- - <r<---<ug<Ux<u.

Par conséquent, les limites= lim vy etu = lim uy existent et vérifient < r < u. D’autre part, la continuité
def etl'équation de récurrenag.; = f(ux) donnent, par passage a la limite,

u=limu1 = lim f(uc) = f(limu) = f(u).

On conclut quas = r par unicité du point fixe. De maniére analogue r.
Etudions finalement la vitesse de convergence. Pourkigufl nous avonsi = r(1+ &) avec une
erreur relativesg > 0. Aprés un petit calcul on trouve qag, 1 = g(&) est obtenue en itérant la fonction

o(e)=te+ I (1+e)t"—1].

n

Evidemmenty est majorée pa-?%le, ce qui donne la convergence linéaire. Mgisst aussi majorée par
h(e) = 251&2, ce qui assure la convergence quadratique. Effectivernardg(0) = h(0) = 0 etg/(0) =
i (0) = 0 ainsi quey”’(g) < h”(¢) pour toute > 0, ce qui impliquey’ < h' puisg < h. O
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3.2. Exemples nunériques.

Exemple 3.5.Calculons par exemple des valeurs approchées-de/2 a 1010 pres. Avec la valeur
initiale ug = 1 l'itération de Newton donne les encadrements suivants :

i<r< 1.3333333333 r < 15000000000
B<r<i 14117647058 r < 1.4166666667
B<r<3f 14142114384 r < 1.4142156863
aLo0d < r < So588) 1.4142135623< r < 1.4142135624

Dans la derniere ligne on\a — us < 10710, A noter que les valeurs dari & gauche sont exactes, alors
que les développements décimaux a droite sont arrantilsdécimales : vers le bas payret vers le haut
pouruy, afin de garantir la correction de I'encadrement affiché.

Exemple 3.6. Dans I'exemple précédent, le calcul ddpsemble satisfaisant. En général il n’en est rien!
Regardons le calcul de= /10 & 1010 prés. Avec la valeur initialeg = 1 I'iteération de Newton donne :
5 4
gSr=1
640 23
s29SI<7%

44774560 4909
22008281~ | < 2116

65004506234796576480 r < 55223315303
30496145530545539818 — 25495981298

151137897149456207062734071576976875584120695788863605296810 | < 83759169926117983945469262167029
70155985467123073201502136155274385049683388676852094686841— ' — 38876457805393768546966848104041

Apres cing itérations la précision — us ~ 0,0001837 est encore loin d’étre satisfaisante, mais les fra
tions produites dans le calcul commencent déja a explb$aut encore deux itérations pour atteindre la
précision souhaitée, et les numérateurs et denomirsatst quelques centaines de chiffres. (Inutile de les
reproduire ici, mais vous étes invités a le vérifier sutimateur.)

Exemple 3.7.0n peut calculer directement avec des développemenitmdéx sous forme de nombres a
virgule flottante, en utilisant I'arithmétique arrondigpdiquée plus bas. Nous obtenons ainsi les encadre-
ments suivants de la racine cherchée /10 :

0.625000000000000€ r < 4.0000000000000000
1.2098298676748582 r < 2.8750000000000000
1.8579980870834728 r < 2.3199432892249528
2.1315646651045386 r < 2.1659615551777928
2.1543122250101298 r < 2.1544959251533748
2.1544346865510652 r < 2.1544346917722930
2.154434690031883% r < 2.1544346900318838

Apres sept itérations nous arrivons ainsi a une préaisi 1016, comme souhaité.

3.3. Conclusion. Soulignons a nouveau que les nombres ration@disrment un corps, ce qui veut
dire que vous pouvez effectuer les quatre opérations @efhas, -, / comme vous les connaissez. Ajoutons
que 'on peut représenter tout nombre rationnel de maregacte sur ordinateur, typiguement sous forme
de numérateur et dénominateur, et ainsi les calculs @asisffectuent de maniere exacte.

En analyse on s’intéresse surtout au cdRpdes nombres réels. Ici une représentation exacte sur
ordinateur est en général impossible, mais on peut appracimporte quel nombre réel par des rationnels.
Cette propriété est fondamentale pour la théorie et @oss des calculs numériques.

Jusqu’ici tout marche bien, mais malheureusement les neswhtionnels entrainent assez souvent des
calculs inutilement lourds. La catastrophe de I'exeniillustre que le calcul exact dard, bien que
théoriquement préférable, peut étre mal adapté éidaee pour certaines taches. Ce phénomene est assez
frequent dans les calculs itératifs : lors d'un calcul sl@nles fractions peuvent exploser avant que I'on
n'arrive a un résultat satisfaisant (suffisamment prafgé limite cherchée). Dans ce cas la manipulation
des nombres rationnels devient trop coliteuse en tempsrabire.
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4. Qu'est-ce que les nombrea virgule flottante ?

Par souci d'efficacité il semble avantageux de calculec avedéveloppement décimal convenable-
ment arrondi a chaque étape. De toute maniére, c’estesbwe format qui est souhaité pour le résultat
final. Dans ces circonstances on abandonne le calcul exgebfitdesnombresa virgule flottante C'est
une astucieuse invention de I'informatique qui permet désuts efficaces. Hélas, le prix a payer sont les
erreurs d'arrondi. Par conséquent il faut comprendre fieoctionnement et quelques regles de bon sens
afin d'utiliser intelligemment cet outil informatique etiferpréter correctement ses résultats.

4.1. Déeveloppement binaire. Regardons le développement binaire d’'un nombrexé&ell, 2] :
Q) x= (Lajazazay...)pin:=1+ z a2 ¥ avec des chiffres binaireg € {0,1}.
k=1

Toute telle série converge vers un nombre x&e[1, 2], et réciproquementtoute [1, 2] peut étre représenté
par un tel développement. (Certains nombres en admetent-g- lesquels ?) Pour recouvrir tdRt. on
multiplie par un facteur 2avec exposarg € Z, puis on ajoute un signe pour atteindte :

(2) X = i(l.a1a2a3a4...>bin-26-

La représentationl) esta virgule fixe alors que la représentatio®) (esta virgule flottante parce que le
facteur Z permet de décaler la virgule, c'est-a-dire de la rendilettante». En base 10 par exemple on
a 1234567= 123 4567- 10! = 12,34567- 10° = 1,234567. 10°. On peut ainsi supposer que la virgule se
trouve immédiatement apres le premier chiffre non nufj@ieend cette représentation unique.

4.2. Nombresa virgule flottante. Sur ordinateur on ne peut pas stocker une sofieie de chiffres.
On fixe donc une longuedret on ne considere que les nombres réels qui s'écrivent

©) + (Laidgas. .. a)pin - 2°

La suite des chiffreesn= (1,a;,ap,as,...,ay) est appelée lanantisseet? + 1 est donc ldongueurde la
mantisse. Tres souvent on restreint aussi I'exposarnin intervalldemin, émax] fixé d’avance. La définition
des nombres a virgule flottante dépend donc du choix dssgasametres, emin, €max-

Définition 4.1. L'ensembleR formé de 0 et des nombres de la forn® éstI'ensemble des nombres
exactement ref@sentableavec une mantisse de longuéur 1 et un exposare € [€min, emax]-

R={0}uU {:I: (1+ 2_“2) -2°|me [[072Z[[, ec [[emin,emax]]}

On les appelle ausaombresa virgule flottanteou un peu plus courtombres flottantou encor@nombres
machinell s’agit d’'un sous-ensemble fini d& A noter queR ne forme pas un sous-corpsiiet queRn’a
aucune propriété mathématique intéressante — misetdgpsimplicité de ses éléments en développement
binaire.

Exemple 4.2. Avec une mantisse de longueis 1 = 3 et un exposarg< [—3,0], les nombres exactement
représentables so = {0} U {x1}-{4,2,8 1} .{273,272,271 20}, Graphiquement, ceci donne la
discrétisation suivante de l'intervalle- 2, 2, qui ressemble vaguement a ueehelle logarithmique

9/8 w2
-2 1 odd 3 2

On voit par exemple que= 9/8 ne peut &tre représenté par un tel nombre machine tiléprocher
par un de ses voisinX|g = 1,0 ou [X]g = 1,25. Il en est de méme pour le nombmg2 qui peut étre
approché par son voisin le plus prochre/2]; = 1,5, par exemple. Ainsi le choix des nombres machine

introduit des erreurs d’arrondi inévitables. Typiquerriefaut s’attendre a une erreur relati\‘}%“ ~27t
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4.3. Les types primitifs du C++. Augmenter la longueut de la mantisse rend la discrétisation plus
fine. Elargir l'intervalle de I'exposarenin, émax] €tend l'intervalle de la discrétisation. (Le détaiker des
exemples.) En C++ on dispose des tyfdsat, double et long double pour les nombres a virgule
flottante, correspondant aux parametres suivants :

type mantisse  erreur relative| exposant minimum maximum
float 24bits 2%%~6.10% | 8bits 212810738 2127~ 1038
double 53 bits 2%~ 1.10716 | 11bits 2710245107308 21023470308
long double | 64bits 2%4~5.10720 | 15hits 216384104932 16383y (1932

Exercice 4.3.On peut empiriquement tester ces valeurs a 'aide du pnogr@precision.cc. Il pro-
voque delibérément une erreur d'arrondi pour déteemia longueur de la mantisse, ou un dépassement
de capacité pour déterminer la plage des exposanted @kt de trouver par tatonnement le plus petit
exposank > 0 tel que poue =2 Konait 1.0 + eps == 1.0. Essayer d’expliquer le fonctionnement
de ce test, puis l'utiliser pour vérifier le tableau ci-dessVous constaterez de petites difféerences entre
les valeurs du tableau et vos résultats empiriques. (8iwalis intéresse vous pouvez vous renseigner
sur Internet sur la norme IEEE 754 qui définit les nombregditas dans le moindre détail. Voir aussi
www.vincl7.org/research/papers/arithflottante.pdf.)

4.4. Comment calculer avec les flottants A linstar des opérations réelles, —,*,/: RxR —
R on veut définir les opérations élémentaires -, *, / pour les nombres flottants. On peut bien-sar
regarder la restriction, —, %, /: Rx R— R, mais dans la majorité des cas les résultats ne retomtyzaen
dans le sous-ensemb®eC R des nombres machine. Il faut doacondir pour représenter le résultat.

Duea la précision limige, les oprationsélémentaires ne peuvent rendre qu’une valelr
O approclee lorsque le&sultat exact n’est pas repsentable dans la nuamation choisie. O
On parle ainsi de larithmétique arrondieu aussi de Brithmétique flottante

Exercice/M 4.4. Essayez de définir une additien Rx R— R pour notre exemple minusculée{ 1= 3,
ec [-3,0]). Quelles additions sont exactes, lesquelles faut-ilratire? Dans votre définition vous pouvez
vous servir des valeurs exceptionneles si vous voulez. (Elles sont tellement utiles qu’elles saétpes
dans toutes les implémentations standards des nombnegiées flottantes.)

0 On explicitera une implémentation complete§adV/I, quand on parlera ducalcul arrondi fiable.

Tous les calculs ultérieurs se baseront sur ces opésaél@mentaires : évaluation des polyndmes
ou des fractions rationnels, approximation des fonctiangelies comme/, exp, log,sin,cos.... Comme
les opérations élémentaires sont déja des approxington doit s’attendre a une propagation d’erreurs
(parfois non négligeable). On en verra quelques exemales k& suite.

4.5. Quand vaut-il mieux calculer de manére exacte ?Le principal probleme du calcul approché
est la propagation des erreurs d’arrondi. Ainsi le réstiltal calculé peut étre assez éloigné du résultat
exact cherché. Un exemple flagrant de ce genre esptdyndme de Rump (voir rump.cc):

f(xy) = @y% 1—1y8+ X (11x2y2—y6— 121y4_2)
4 2 2y

On trouve par un calcul exact quUé77617 33096 = —54767/66192~ —0.8274. Or, I'évaluation en
X = 77617y = 33096 provoque de graves problemes quand on utilise debnesra virgule flottante :

— Calcul def (7761733096 utilisant le type float : -1.1056291e+30

— Calcul def (7761733096 utilisant le type double : 1.787028332140613e+20

— Calcul def (77617 33096 utilisant le type long double : 0
On observe ici une perte totale de chiffres significatifsement dit une explosion de I'erreur relative. On
n'arrive méme pas a déterminer le bon signe ! Si vous vowlgifier ces résultats, tout a fait imprévisibles,
VOUS pouvez vous servir du programmenp . cc . Par exemple, vous pouvez tester des parametres voisins
afin de comprendre un peu mieux ce qui se passe. fgofrpour un phénomene similaire d’annulation.)
Ici le calcul exact est clairement préférable : la quesidmet une formulation qui ne fait intervenir que
de nombres rationnels, et les calculs exacts a effectu@rdinateur ne sont pas trop colteux.
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5. Des pegesa éviter

Le but principal des exercices suivants est de vous comaiue les nombres machine modélisent as-
sez mal le corpR des nombres réels! Ainsi 'usage du calcul numérique binierprétation des résultats
présentent des difficultés particulieres. Une certaxgerience et un esprit critique sont donc importants
pour tout utilisateur, et d’autant plus pour tout programntgii se respecte.

Méme sans ambitions approfondies, il faut au moins cdremde bons et de mauvais exemples
Nous allons donc faire quelques expériences numériquesrdinateur. Vous trouverez dans la suite des
exemples suffisamment drastiques, jespére, pour vousnercdurablement contre le calcul naif. Notre
but sera ensuite de comprendre sous quelles conditionsleud aarondi peut tout de méme aboutir a un
résultat significatif.

5.1. Nombres non repésentables.Les erreurs d’arrondi peuvent se produire dans les calesls |
plus simples, méme avec des nombres rationnels. Voici emple typique. Le calcul suivant ne donne pas
0, comme il serait mathématiquement correct. Le tester gxpliquer son résultat :

float a= 10.0 / 3.0; // calcul exact : a vaut 10/3

float b= a - 3.0; // b vaut 1/3

float c= b *x 3.0; // c vaut 1

float d= c-1.0; // d vaut 0

cout << d << endl; // Que vaut le résultat approximatif ?

Effectuer aussile calcul similaire=10.0/4.0; b=a-2.0; c=b*2.0; d=c-1.0; Cette fois-cile résultat
est-il exact? Comment expliquer ce phénoméne chanceux ?

O ‘ Méme les calculs les plus innocents peuvent produire dearsrdéarrondi. O

5.2. Quand deux nombres flottants sont-il& égaux» ? Les erreurs d’arrondi sont aussi inévitables
gu’imprévisibles. Pour en comprendre les effets catphigues possibles, souvent inattendus, regardons
un logiciel de gestion comme le suivant (Iegerement siiéjpl

Programme XV.1 L'agent comptable est innocent! compte.cc
1 #include <iostream>
2 using namespace std;
3
4  int main()
5 A
6 float somme= 0.0;
7 for ( int i=1; i<=10; ++i ) somme+= 0.1;
8 cout << "La somme vaut " << somme << "." << endl;
9 if ( somme == 1.0 ) cout << "Le compte est bon." << endl;
10 else cout << "Vous &tes accusé de détournement de fonds." << endl;
11}

Exercice/P 5.1.Quel résultat ce programme donne-t-il? Le tester puispliguer. Indication. — On
pourra faire affichersomme-1 pour tester si les deux flottants sont égaux ou seulemenpnoches. Par
curiosité on pourrait augmenter la précision : est-celgtygpe f1oat ou double OU long double joue
un rdle ? A priori on ne s'attend pas aux erreurs quand onulsalvec des nombresrondsy comme O1.
Pour comprendre I'occurrence des erreurs d'arrondiydéter le développement binaire deglg,..

Afin de tester Bgalitt de deux nombres flottants, il faut remplacer
a==b par abs(a-b)<eps et a !=b par abs (a-b)>=eps.
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5.3. Combien de chiffres sont significatifs ?Le fichier en-téte<cmath> fournit quelques fonctions
usuelles, commexp, log, pow, sqrt, etc. Quelle précision peut-on attendre de ces fonctions ?

Exercice/P 5.2.Pour plus de précision on pourrait &tre tenté d’afficHes ple chiffres, par exemple :
float a= sqrt(2.0); cout.precision(50); cout << a << endl;

Expliquer I'erreur logique dans cette approche. Combiegtidffres sont significatifs ? Pour résoudre ce

mystere et pour bien rigoler, remplacsgrt (2.0) par 10.0/3.0, puis float par double, ...

O Il faut se néfier de I'affichage inutile de chiffres non significatifs. O

Psychologiquement, un nombre affiché avec beaucoup denales suggere une grande précision, le
probleme étant que les chiffres terminaux n’ont souveicuae signification! Vous pouvez vérifier cette
observation au quotidien. Penser par exemple a un sondagmde de« 57,14% des personnes inter-

rogées> au lieu de dires quatre des sept personnes interrogées

L'affichage des chiffres non significatifs est soit malat#rsbit malhonéate.

D Afficher n &cimales seulement si I'erreur relative est plus petite siuE".

5.4. Perte de chiffres significatifs.D’apres ce qui précéde, il faut préserver précieusgme maxi-
mum de chiffres significatifs, ce qui est souvent difficilar Bontre, les expériences suivantes montrent
gu’il est trés facile de détruire la signification d’urstétat.

Exercice/P 5.3.Incroyable mais vrai : I'addition des flottants n’est méras pssociative | Pour=-1e30,
b=1e30, c=1.0 comparer(a+b)+c et a+(b+c) . Expliquer la difference.

L’addition de deux nombres, 'ungrand » I'autre « petit »,

D entréine la perte de chiffres significatifs contrigsipar le petit.

Exercice/P 5.4.La définition f/(x) = Iimgﬂow pourrait inspirer la tentative d’une dérivation

numérigue comme suit. Essayez d’en prédire le réspltes, vérifiez-le.

Programme XV.2  Dérivation numérique naive derivation.cc

#include <iostream>
using namespace std;

1
2
3
4  double f( double x )

5 { return 3.14159265358979323846 * x * x; }
6

7

8

9

int main()

{
cout.precision(20); // demander 20 décimales & 1’affichage
10 double a= 1.0, eps= 1.0; // on calcule avec 16 décimales
11 for ( int i=0; i<60; ++i, eps/=2 )
12 cout << ( f(ateps)-f(a) ) / eps << endl;
13 1}

La soustraction de deux nombres proches, ou I'addition dexd@mbres presque oppEss
produit une perte (parfois congdable voire totale) de chiffres significatiis.éviter!

En voici un exemple :

x=1,23456789047321 avec quinze décimales significatives
y=1,23456789021588 avec quinze décimales significatives
x—Yy=0,00000000025733 seulement cing décimales significatives

MAR 22 juin 2009



5 — Des piéges a éviter 287
§ preg

5.5. Commentéviter une perte de chiffres significatifs ? Regardons un exemple important : com-
ment implémenter une approximation pas trop mauvaisesdpdnentielle expR — R ? Le programme
exp.cc le fait via la série exfx) = 3o £ x*. Evidemment on ne peut pas sommer une infinité de termes,
on doit donc se contenter d’aller jusqu’a un certain ran@elui-ci doit étre choisi

— suffisamment grand pour garantir une bonne majorationsta reegligé,

— mais pas inutilement grand afin d’obtenir un calcul efficace
Dans notre exemple naif on laisse le choixxdet n a I'utilisateur. Ensuite le programme évalue la série

tronquée apres leieme termesy(x) = Yp_o ’Q—T par la méthode de Horner :

X)_kioi_:(_ ((...(((EJrl)TlJrl)Terl) )>—Z(+1)’—1(+1

Soulignons qu'il est toujours une bonne idée de considéoener quand il s’agit d’évaluer un polyndme :
c’est simple et efficace. Pourtant, dans le calcul numeéeragux problemes se posent :

— Si|x| est tres grand, les premiers tern%}s croissent avant que la factoriekéne I'emporte. Ceci
veut dire qu'il faut aller assez loin dans la série afin déstit un reste suffisamment petit. Le tester
empiriguement poux = 10,20, 30,40,50,.

— Pourx< 0 les terme% sont de signes alternes Qudrfest grand, ceci entraine une perte dra-
matique de chiffres significatifs. Le tester empiriquenysoirx = —10, —20, —30, —40, —50, .
Pourquoi ne sert-il plus a rien d’augmenter le rardans ce cas ?

O Souvent la perte de pcision peuetreévitte en reformulant le calcul. ‘ O

Dans ce cas concret la solution est tres simple : on évalserle seulement quand est petit, disons
pourx dans l'intervalle{—1, 1] ou le comportement numérique est excellent. Bgjus 1 on se raméne au
cas précédent via exp = exp(x/2)?, en profitant de notre précieuse connaissance de la foreti.

Exercice/M 5.5. Montrer I'égalité dey/1+x—1 et \/F Prédire puis comparer les résultats d’un calcul
numeérique poux proche de zéro. Quelle formule est préférable et poufjjuo

Exercice/M 5.6. Discuter la formule sinfx) = % (e — e %) sous I'aspect d’'une éventuelle perte de précision.
Esquisser une implémentation sérieuse de la fonctidm>sirpour x proche de 0. Est-ce que le méme
probléme se pose pour cdgh= 3 (e+e7¥) ?

5.6. Prenomenes de bruit. Rappelons que la méthode dichotomique pour résoudresguoation
réelle f (x) = 0 se base sur le theoreme des valeurs intermédiaires :

Théoreme 5.7.Soit f: [a,b] — R une fonction continue ety une valeur comprise en{e® €t f(b). Alors
il existe xe [a,b] de sorte que (x) =y. En particulier, si {a) et f(b) n'ont pas le néme signe, alors il
existe un nombreéel xe [a,b] avec f(x) =0

Exercice/M 5.8. La méthode dichotomique pour résoudi&) = O procede comme suit : supposons que
ax < bxetf(ax) <0< f(bk). On prendx, = %(ak+ bx) puis on compare : sfi(xc) > 0 alors on continue
avec l'intervalle[ay, ], si f (%) < 0 alors on continue avec l'intervalley, by]. Montrer que cette algo-
rithme produit une suitéxy) qui converge vers une limitec [a, b] vérifiant f (x) = 0. Montrer de plus la
majoration|x — x| < 3|bx — a| = 27K|b—a|, ce qui prouve une convergence linéaire.

Selon vos expériences numériques, quels problemeégig&vous pour une implémentation de cette
méthode sur ordinateur ? Quelle précision peut-on esgérealiser ? Quels sont les facteurs limitant ?

Le programme suivant illustre un phénomene deuit » tres embétant dans I'eévaluation de fonctions,
aussi gentilles qu’elles soient. On évalue le polynéifre = x5 — 9x° 4+ 30x* — 40x® + 48x — 32 par la
méthode de Horner, ce qui en soi est une bonne idée. Puifidredes valeurs (x) pourx proche de 2.

Exercice 5.9. Vérifier que le polyndmé s’annule erx = 2 (exactement). Numériquement, en utilisant le
type double, il se trouve que poux € [1,9997;20003 la valeurf (x) oscillealéatoirement autour de 0.
Vérifiez-le et essayez d’expliquer ce phénomene. Estreepropriété de la fonctioh ou bien un artefact

de notre implémentation ? Bien sir, ce phénoméne dédstdésespérant quand on cherche a trouver une
solution def (x) = 0 par la méthode dichotomique!
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Programme XV.3  Bruit « aléatoire» dans I'évaluation d’'une fonction bruit.cc

#include <iostream>
using namespace std;

1
2
3
4 double f( const double& x )

5 { return ((((x-9)*x+30)*x-40)*x*x+48)*x-32; }
6

7

8

9

int main()

{
cout.precision(10); // Demande d’afficher 10 décimales
10 cout.setf( ios::scientific | ios::showpos ); // pour bien aligner les chiffres.
11 for( double x=1.9997; x<=2.0003; x+=0.00001 ) // Cette boucle produit un tableau.
12 cout << "f(" << x << ") = " << f(x) << endl; // Il y aura des surprises...!
13 1}

5.7. Conditions d’arrét. Un probléme particulier se pose pour la condition d’adléts une itération
X+1 = f(X«). Supposons que la suite converge vers une limitelim Xy, dont on cherche une valeur
approchée & une certaine précisonr 0 pres. Mathématiquement il faut itérer jusqu’a ce gue x¢| <
€. (Dans la pratique on ne connait en général pas la valedonc on remplace cette condition d’arrét
par|x — x_1| < €, et on majore la vraie distan¢e— x| par une autre méthode.) Numériquement cette
condition peut parfois étre impossible a atteindre. Bepns la méthode de Newton :

Programme XV.4  Premiere tentative d'implémenter Newton-Héron

float inf= 1, sup= a, ecart;
do {
sup= ( (n-1)#*sup + inf ) / n;
inf= a / puissance( sup, n-1 );
ecart= abs( sup-inf );
} while( ecart >= eps ); // Cette condition d’arrét est-elle raisonnable ?

Exercice/P 5.10.A cause de la précision limitée, la condition d’arrégtis de causer de sérieux problémes.
Tout marche, par chance, paue= 2,n =2, € = 1le— 20, mais tourne a la catastrophe paut 3. Le tester
empiriquement; il faut donc diminuer la précision exig@ee se passe-t-il quand on rempld&dat par
double puis parlong double ? Quelle précision est raisonnable ? Comment le savoiede?

Méme avec le calcul le plus sophist&an ne peut pas surpasser

D la précision (souvent &s limige) des nombres flottants utéis

O

Malgré ces difficultés, il faut modifier la condition d’@trde sorte que le calcul se termine toujours :
soit I'écart souhaité est atteint, soit I'écart ne dioerplus. Tester ainsi le programneecine . cc, conve-
nablement modifié. Peut-on ainsi calcufé8 as = 1010 prés ? & = 1020 prés ? Peut-on &tre sir de la
précision atteinte ? (On développera une réponse aatisite avec le calcul fiable plus bas.)

Programme XV.5 Seconde tentative d’implémenter Newton-Héron

float inf= 1, sup= a, ecart= abs( sup-inf ), ecart_precedent;
do {

sup= ( (n-1)*sup + inf ) / n;

inf= a / puissance( sup, n-1 );

ecart_precedent= ecart;

ecart= abs( sup-inf );
} while( ecart >= eps && ecart < ecart_precedent );
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5.8. Equations quadratiques. L'équation ax? + bx+ ¢ = 0 admet deux solutions, données par la
formule bien connuey. = 2—161(—bi b2 — 4ac). Outre les opérations arithmétiques elle n'utilise qaie |
fonction x — /X, dont on vient de discuter une méthode d’approximation érigpe. Le programme
quadratique.cc en déduit une implémentation hative et insoucieuse fEsiEquations quadratiques.
Il résout correctemenf — x — 2 = 0, mais il traite beaucoup d’autres cas de maniére makadroi

(1) Notre programme ne fait aucun effort pour éviter undepde chiffres significatifs : Pou? —
1234%+ 1= 0l trouvex; = 12345 etx_ = 0 au lieu dexy ~ 1234499992 etx_ ~ 0,00008.
L'erreur relative dex, est petite, mais powr_ elle est de 100%. Dans un tel cas il sera avantageux
de calculer d’abord; puisx_ = aiy (Le cas inverse est également possible.)

(2) Dans le cas = 0 il s'agit d’'une équation linéaire, ce qui est plus facilais nécessite un traite-
ment a part. Lancer notre programme pour résower@ = 0, il y aura des surprises. ..

(3) Dans le cad < 0 les solutions sont complexes ; tester le comportent duranogne sur 'exemple
X2 4 2x+ 3. Pour un programme qui se respecte il sera certes une bdeeale prévoir des
solutions complexes, ou mieux encore d’autoriser mémeadeficients complexes.

0 Un nombre complexe peut &tre modélisé par une paire déremilottants, ce qui entraine les avan-
tages et inconvénients discutés plus haut : calcul efficaais erreurs d’arrondi inévitables. Apres inclusion
du fichier en-téte<complex> vous pouvez utiliser les typesomplex<float>, complex<double>, etc.

Si vous voulez, modifier ainsi le programmeadratique. cc et optimisez-le.

6. Sommation de éries

Dans les exercices suivants vous pouvez expérimenterlesetifferents types de nombres flottants
commefloat, double, long double, ou bienmpf_class de la bibliotheque GMP (tapeinfo gmp
C++ dans une ligne de commande).

Exercice/P 6.1.La sériey # diverge, c'est-a-dire les sommes partiebigs= $§_,; # croissent sans borne.
Pourtant elles deviennent stationnaires quand on leslealeiivement sur ordinateur! Essayez de prédire
la valeur stationnaire pour le typEloat . Le vérifier avec le programmeéivergence.cc. Quelle valeur
trouvez-vous ? Que se passe-t-il avec le tgpable ?

O ‘ Se néfier d’'une apparente convergence nuémique» sans contdle d’erreur. ‘ O

Exercice/P 6.2.La s’eriez{lek—l2 converge. Pour approcher la limite, en utilisant le tyffi®at , calculer

31 k—lz dans le sens des indices croissants, gﬁié— dans le sens des indices décroissants. Vu la nature des
erreurs d'arrondi, quelle approche vous semble plus egaCmmparer avec les résultats obtenus avec le
type double et long double.

O ‘ Lors d’'une sommation nunique I'ordre des termes peut influencer ésultat. O

Exercice/M 6.3. Afin d’encadrer la valeur dé(2) = zok°:1E12 il ne suffit évidemment pas de calculer la
i i i mai g 1 1 1.
somme partielle,, il faut aussi majorer le restg = 3’ ,, 1 ;7. Montrer queg; <rn < 5

(1) via l'encadrement — f < 5 < 57 — ¢ Puis une somme télescopique,

+

(2) via I’encadremen\)fkk ! Xizdx< k—12 < _ﬁlil X—lzdx puis la somme des intégrales.

En déduire un programme qui calcule un encadremedt(@g en fonction den. (On sait d’ailleurs que
{(2) = /6, mais ce beau résultat ne joue pas de role ici.)

C’est la majoration du reste qui fait d'unése 3 _; ax

O . . -
une n&thode praticable pour calculer une valeur appréehde la somme.

Exercice/M 6.4. En généralisant I'exercice précédent, écrire un mogne qui calcule un encadrement
del(3) =5, k—13 en fonction den. Si vous voulez, vous pouvez étendre cette approche afircakizer
{(s) pours=2,3,4,5,.... Est-ce envisageable pour taut 1 ?
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O ‘ Essayez toujours de justifier vassultats nur@riques en pecisant leur marge d’erreur. O

Exercice/P 6.5.Afin de calculer I'exponentielle eXR) on pourrait théoriquement se servir de la limite
exp(xX) = limp_w (1+ )—rj)n Quels problémes prédiriez-vous ? Pour le tester emy@ritent, implémentez
efficacement ce calcul et essayez d’ainsi calcule(£gpou exg+100) a 10 décimales pres.
Indication. —Il est inutile de parcourirtous les cas=1,2, 3, ..., vous pouvez en choisir une suite extraite
judicieuseA noter que poun = 2 la puissanca” est particulierement facile & calculer : évitez une beuc
al,a?,a%,...,a" de longueun, une boucle?,a* a8, ..., a" de longueuk suffit!

Comparer avec I'approche ¢6.5 Si vous voulez, vous pouvez complétez le progranexe. cc en
une implémentation plus robuste qui calcule I'expondleti@ au moins 10 décimales pres. Le tester sur
beaucoup de valeurs agpetites et grandes, positives et négatives.

Exercice/P 6.6.Afin de calculer In2 on pourrait théoriquement se serviradgdrie In2= 33 ; (1)1,

Ecrire un programme qui calcug = zﬂzl(—l)k%. Majorer le reste, puis donner un encadrement de
In2. Peut-on ainsi calculer In2 & 1®prés ? a 1012 pres ?

O ‘ On atout inéréta choisir, si possible, unesie qui converge rapidement. ‘ O

Exercice/P 6.7.Dans I'exemple précédent, rien ne nous empéche de eall? par une série mieux
adaptée. Poyk| < 1 on a les développements en série

XX X Xt
In(1+X)—+X—E+§—Z+...

XX X
In(1—x) = —x-2 ~ &~
1+x X X

Pourx = % on obtient ainsi In2= 52 4 %31*%. Ecrire un programme qui calcule la somme partielle
S =31 %31*”. Majorer le reste, puis donner des encadrements de In2. Peut-on ainsi calo@ler
a10 ¥ pres? a 10 pres ?
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Numerical data piles up and numerical programs grow everevambitious and complicated while their users
become, on average, far less knowlegeable about numericatanalysis, though no less clever than their
predecessors about subjects they care to learn. Consdygurmherical anomalies go mostly unobserved or, if
observed, routinely misdiagnosed. Fortunately most ahtden’t matter. Most computations don’t matter.

W. Kahan,How futile are mindless assessments of roundoff in flogiimigt computation?

PROJET XV

Dérivation numeérique et extrapolation de Richardson

Avant de traiter I'intégration numeérique, le présertjpt discute la dérivation numeérique, souvent plus
facile. Le développement qui suit introduit une technifmredamentale : I'extrapolation de Richardson.
Elle nous servira plus tard pour I'intégration dans lamogle de Romberg.

Les expériences numériques du chapxké (exercice5.4) ont déja montré que le calcul numérique
d’'une dérivée lim_g w est loin d’étre trivial : si les valeur§(a) et f (a+ h) sont calculées avec
n chiffres significatifs, il est assez difficile d’en déduiiae valeur approchée dé(a) avecn chiffres

significatifs. Dans de telles situations, I'extrapolatdmRichardson peut remédier a la perte de précision.

Sommaire

1. Convergence lirgaire vs quadratique.
2. Convergence d’ordred4.
3. Extrapolation de Richardson.

1. Convergence lirgaire vs quadratique

Nous supposons que Ja— €,a+ £[ — R est de class€™*?, avecn aussi grand que nécessaire. Nous
avons en particulier la formule de Taonr (avec reste de dage) :

2% k' 4—1)! |

Du coté numérique, nous disposons d'une implémentaiion £ ( Flo x ) qui calculef avec une
précision satisfaisante, disons de 15 décimales, asarttlun type flottant que I'on nommeFao. A noter
toutefois qu’un tel calcul peut étre colteux ; on essaiera’en servir avec modération.

Par contre, nous n’avons aucune connaissance des d&ffyéeé, ..., on suppose seulement leur exis-
tence. Notre but est de développer une méthode efficacegadeuler une valeur approchée fida) a
partir de trés peu de valeurs @l@ans un voisinage de

Exercice/M 1.1. Dans un premier temps, on pourrait prengi€h) := fath-1@)

prochée de la dérivee exact§a). Veérifier I'estimation d'erreurp (h) = f'(a) + 3
la convergence (h) — f’(a) est donc au moinlnéaire, souvent abreg@l( ) = f'(a) + O(h).
¢

Un peu plus raffinée, considérons la valeur approahée) := <a+h)2h . Vérifier I'estimation
d’erreurgy(h) = '(a) + 4 ()2 Pourh — 0 la convergencegy(h) — f'(a) est donc au moinguadra-
tique, souvent abrég@ (h) = f/(a) + O(h?). Ceci explique I'intérét de cette deuxieme approche.

% comme valeur ap-
a)+ 1 f"(&)h. Pourh — 0
=f

(a=h)

Exercice/P 1.2.Comparer les deux approches sur un exemple numériquesdisiR — R donnée par
f(x) = sin(x). Calculer des valeurs approchéestlena = 1 par les deux méthodes ci-dessus goar2
aveck=1,2 3,...,50. On pourra commencer I'implémentation par

typedef double Flo;
const Flo a= 1.0;

Bien slr on connait la valedf(a) = cog1) =~ 0.54030230586; pour information faites affichess (a)
de la bibliothéquecmath . Quelle est la précision maximale que I'on puisse att@iralrec la méthode
linéaire ? avec la méthode quadratique ? Quelles sontdiesins optimales pouk, environ? Expliquer
pourquoi il faut choisik ni trop petit ni trop grand.
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2. Convergence d’ordre4

Exercice/M 2.1. Nous nous proposons d’obtenir une convergence encoreggiger Reprenons la dérivée

approchéep(h) = W En supposant de class€2"3, montrer que
@(h) = f'(a) + agh? + ayh* + .. .aph®" + %rﬁnﬂ.
(2n+3)!

Veérifier que pour toutr € R la fonctiongu(h) := @ (h) + a [@(h) — @(2h)] converge vers’(a) pour
h — 0. Détermineir de sorte que la convergence soit d’ordre 4.

Exercice/P 2.2.Implémenter la méthode ci-dessus pour notre exerhidp= sin(x) et calculer ainsi des
valeurs approchées déena = 1 en calculanp(h) puis g(h) pour pouth = 2 K aveck=1,2,3,...,50.
Veillez a ne pas évaluer la fonctidninutilement, en réutilisant les valeurs gedéja calculées. Quelle est
la précision maximale que I'on puisse atteindre ? Queliéaegaleur optimale pouk, environ? En quoi la
méthode est-elle intéressante ?

3. Extrapolation de Richardson

En généralisant ce qui précede, supposons@u®, ] — R est une fonction que I'on sait calculer
poure2 K aveck = 0,1,2,.... Afin d’en déduire une valeur approchée delirg(h), on supposera que
@ admet un développement limité

¢(h) =ap+ azh2 + a4h4 4+ 4 a2nh2n + O(h2n+2)

avec des constanteg,ay, ay, . ..,ax € R que nous ignorons. Pokr=0,1,2,... on posedf(’ = (p(£2*k) ;
c’est la premiere ligne du schéma suivant. La convergdﬁ% (p(O_) est quadratique. _Afin d’obtenir une
convergence plus rapide, on calcule la ligre1,2,...,n pard) := di; ] + 725 [dj 7 — di Y.

d & @ ... d? — @O
dl dl L odi, )
@ . d2, ~ 0
do - (0)

Exercice/M 3.1. Vérifier quedf( — @(0) pourk — o et déterminer l'ordre de la convergence.

Exercice/P 3.2.Nous supposons de disposer d’'une implémentati@a phi( Flo h ). Ecrire une
fonction Flo richardson( Flo eps, int n ) qui met en ceuvre I'algorithme développé ci-dessus
pour calculer lim_o @(h).

Indication. — Une méthode éprouvée est de ne stocker que la diagdfiale,d? ,.d ;,d2. Explicite-
ment : poutk = 0 on calculedg et le stocke dans un vecteur; pdus= 1 on ajoutedf et remplacedg par

d3; pourk = 2 on ajouted?, remplaced? pardi, puisd} pard3. Ainsi le vecteur s’agrandit chaque fois
d’'un élément, les améliorations se propagent de la fis leedébut, et la« meilleur approximatiomn dg

est toujours stockée en position 0. C’est la valdfliqui est finalement renvoyée par la fonction. (Pour des
tests vous pouvez faire affichd% dans chaque itération.)

Exercice/P 3.3.Appliquer votre fonctionrichardson a I'exemplef(x) = sin(x) et calculer ainsi des
valeurs approchées déena= 1 poure =1 etn=1,...,20. Peut-on choisin trop petit ? trop grand ?
Quelles sont les valeurs acceptables pgenviron ? Cette méthode vous semble-t-elle assez robuste

Exercice 3.4. Verifier querr = limy_.., 2¢sin(2%m). Interpréter geomeétriquement ces valeurs en compa-
rant avec la circonférence d’urf-gone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1. Pour tal@y =
sin(2-¥mm) numériquement on n'utilisera pas de valeur approchée, ae la fonction sin, mais la formule

de récurrence + 2a§+1 =4/1- aﬁ en commencant pax; = 1. (La vérifier.) Calculer ainsi des valeurs

approchées de<@in(2-¥m) pourk = 1,2,3,... et juger si la convergence est satisfaisante. Pourquei cett
formule de récurrence est-elle mal adaptée au calculenigné ?A quelle précision pouvez-vous ainsi
approchert? Appliquer la méthode de Richardson pour calculer unel@eiapproximation der.
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