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CHAPITRE IV

Numeération positionnelle et conversion de base

Objectifs

» Reéviser la numération en balse> 2 et I'algorithme de changement de base.
» Implémenter une application surprenante : le calcue dederr a une précision arbitraire.
» Préparer le terrain pour le calcul arrondi (chAl.) et le calcul arrondi fiable (chaiVI)

Ce chapitre explique d’abord comment convertir la repré@n d’'un nombre de la base 10 a la
base 2, puis comment convertir entre deux bases quelcoridgdés est simple, mais les applications sont
étonnantes : avec tres peu d’analyse, cette méthodespeatalculer quelques milliers de décimales de
e=2,71828 .. Le projet traitera ensuite le calcul de= 3,14159...

Sommaire

1. Numération positionnelle. 1.1. Un premier exemple : la conversion de la base 10 a lahase
1.2. Représentation en basel.3. Conversion de base.

2. Représentation factorielle. 2.1. Calcul deea 10000 décimales.

3. Quelques conseils pour une bonne programmation.

1. Numération positionnelle

1.1. Un premier exemple : la conversion de la bast0 a la base2. Rappelons d’abord la division
euclidienne des entiers : pour tautb € Z avecb # 0 il existe une unique pair@,r) € Z x Z telle que
a=bqg+ret0<r < |b|. Dans la suite on utilisera la notatiamlivb := q pour le quotient, eamodb :=r
pour le reste d’'une telle division euclidienne.

Exemple 1.1. Comment trouver la représentation binaire du nombrg815,.? C'est facile pour la
partie entiere 1gec=1-23+0-22+1.21+1.20 = 1011,. Ce développement s'obtient par une division
euclidienne itérée selon le schéma suivant :

11mod2=1 et 11div2=5
5mod2=1 et 5div2=2
2mod2=0 et 2div2=1
1mod2=1 et 1div2=0

Pareil pour la partie fractionnaire, @875, = 1-2"14+0-224+1-234+1.27% = 0.1011pjpn.
Ici on multiplie par 2 au lieu de diviser, on extrait la parietiere et continue avec la partie fractionnaire :

0,68752=1,3750

0,3750-2=0,7500

0,7500-2=1,5000

0,5000-2=1,0000
Exercice/M 1.2. Vérifier la conversion de 39,. en binaire donnée en chapilrgpagel2. Cette fois-ci
on obtient une représentation binaire qui est périodi(@urquoi ?)

69



70 Chapitre IV — Numération positionnelle et conversion deeha

1.2. Repsentation en bas®. Les bases 10 et 2 n'ont rien de particulier, a part leur ug@geient,
et nous regarderons dans la suite une tepeelconque, avel € N, b > 2. Explicitons d’abord les deux
algorithmes sous-jacents aux exemples précédents.

Algorithme IV.1  Représentation d’un nombre natuaet O en basd

Entr ée: Un nombre naturet € N et un entietb > 2

Sortie: L'unique suite(X_n,...,Xo) dans[0, b[ telle quex= y2_
Initialisern «— —1
tantque x>0 faire n<—n+1, Xx_p<xmodb, x+« xdivb
retourner (X_p,...,Xo)

xhbKetx_n£0

-n

Exercice/M 1.3. Vérifier que I'algorithmelV.1 est correct. Plus explicitement : étant donmés N et
b > 2, pourquoi produit-il une suitéx_n,...,xo) dans[0,b[ vérifiantx = 39_  xbk? Pourquoi cette
suite est-elle unique ? Ceci justifie d'appelgie kieme chiffre dex dans le développement en bdse

Algorithme IV.2  Représentation d’'un nombre r&et 0 en basd

Entr ée: Un nombre réek > 0 et deux entierb > 2, p>0

Sortie: L'unique suite(X_p,...,Xo, ...,Xp) dans[0,b[ avecx_p # 0
verifiantx = 3P xb~+ &, avec un reste & &, < bP

—n

Trouver d’abord la représentatigr_p, ..., Xp) de la partie entierex|.
pour k de 1 a p faire x«x—[x], X+bx X+ |X
retourner (X_n,...,Xo,...,Xp)

Exercice/M 1.4. Vérifier que I'algorithmdV.2 est correct : étant donn&s> 0 etb > 2 etp > 0, pourquoi
produit-il une suiteX_p, ..., Xo, . ..,Xp) dans[0,b] ? Pourquoi a-t-ox = zif}nxkb*k—i—sp avec un reste
0 < &p < b~P? Pourquoi cette suite est-elle unique ?

Exercice/M 1.5. Montrer que l'algorithmdV.2 eststabledans le sens suivant : augmenter la précision
de p & p+ 1 ajouteun chiffre sans changer les chiffres précédents. On gdaest, gourp — o, obtenir
un développement infiren baseh. Définir ce que c’est et expliquer pourquoi il n'y a plus utécQuels
nombres admettent plus d’'un développement infini ? L'atgore ci-dessus n’en produit qu'un, lequel ?

Remarque 1.6. Dans l'algorithmelV.2 nous ignorons comment est donné le nombre xgelest-a-dire
comment il est représenté concretement sur machinesllla shose qu'il faut savoir est d’effectuer deux
opérations élémentaires : multiplication garpuis séparation des parties entiere et fractionnaiien B
gu’élémentaires, ces opérations ne sont pas toujocitse$a pour vous en convaincre, essayez d'appliquer
I'algorithmelV.2 av/7 ou ain2 ou d&e*xz/zdxou tout autre nombre réel qui vous vient a I'esprit.

Par conséquent, dans toutes les applications suivames supposons queest lui-méme donné dans
une numération positionnelle, c’est-a-dire par une semsy Xk ou lesx, sont les« chiffresy», pondérés
par des valeurs positionnellgg, choisies convenablement selon le contexte. Ce cadre fisesument
général pour étre intéressant, et en méme temps iléte pren au calcul.

1.3. Conversion de baseCe paragraphe expliqgue comment convertir un développeemhase
en une autre base La partie entiere se traite comme ci-dessus et ne posengrobleme. Nous nous
concentrerons donc sur la partie fractionnaire uniquenfautrement dit, nous allons implémenter des
calculs avec desombresa virgule fixe c’est-a-dire avec des développements de la forme

X0,X1X2X3 ... Xm €en baseb.

Une telle représentation n’est rien d’autre que la dordigee suite de chiffresg, X1, ..., Xm. Afin
d’avoir une notation commode nous introduisons 'appi@af-),, : Z™1 _ Q qui associe & chaque suite
finie X = (Xo,X1,...,Xm) le nombre rationne(x), := S ,xb ¥ ainsi représenté. C’est une application
Z-linéaire, dont I'image consiste de tous les nombresmatis de la forme/b~™ avecz € Z.

MAR 22 juin 2009



§1 — Numération positionnelle 71

Définition 1.7. On dit queq € Q estrepréseng parx € Z™ 1 en basé si (x),, = g. Une telle représentation
est appeléaormale(par rapport &) si 0 < xx < b pourtoutk =1,2,...,m.

Pour simplifier nous n’exigeons pas que g < b; I'entier xg joue le rdle de la partie entiere et peut
prendre n'importe quelle valeur dafis Ce sont les chiffres apres la virgule qui nous intéresisen

O Dans tout ce chapitre nous allons utiliser ceésvéloppements ditsvirgule fixe O

Notons d’abord que la normalisation est toujours possiilpar exemplem, ne vérifie pas & xm < b,
on effectue une division euclidienng, = gb+ X, avec quotient] = Xy, divb et un restes, = xn modb
verifiant 0< x;,, < b. On remplace alorsy, parx;, et ajoute la retenug@axy_1. En itérant ce procédé pour
k=m-1,...,1 on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.8(normalisation) Toute repésentation x Z™* peutétre normalig&e par rapporéi la base
b, c’esta-dire qu'il existe une regisentation normalg € Z™ ! telle que(Xj, = (X),.

L'algorithmelV.3 ci-dessous construit une telle représentation normpéetir dex.

Algorithme IV.3  Normalisation par rapport a une base

Entr ée: Un vecteux = (Xg,Xq, ..., %m) € Z™7 représentant = (X), en baséd > 2
Sortie: Le vecteur normak = (Xg,X1,...,Xm) € Z™? représentant &n basé > 2
pour k de m a 1 faire /I 'indice k parcourt de droite a gauche
Xk—1 < Xk—1+ (Xcdivb) /Il ajouter la retenue &1
Xk < Xx modb /I réduirex, modulob
fin pour

retourner (Xg, X1, ..,Xm)

Nous allons prouver la propositidn8en montrant que I'algorithme est correct :

Lemme 1.9(correction) L'algorithme V.3 est correct. Plus explicitement, la valeur régenge (x),, ne
change pas durant I'écution de I'algorithme, et le vecteur renveoy est normalis.

DEMONSTRATION. EvidemmentI'algorithme se termine (toujours apriigérations). Vérifions d’abord
linvariance. Par définition on &), = S ,xb~¥. La division euclidienne donrng = b-q+ X, tel que
0<x,<betq>0.Silonposeq_ ; =x_1+ g on voit aisement qué), = (X),,. (Le détailler.)

Montrons par récurrence que le résultat est normaligpp&sons qu’avant l'itératiok les chiffres
Xict1,- - -, Xm Sont normalisé, c'est-a-dire que<0x; < b pour toutj = k+1,...,m. Ces chiffres-la ne
changent pas lors de l'itératidn et apres le chiffrey vérifie 0< x < b par construction. O

C’est toujours une excellente idée de majorer les calaukrmédiaires : explosent-ils ou restent-
ils bornés? Plus concretement, on peut se demander setés pntiers (de typeint) suffiront pour
implémenter I'algorithme. Le lemme suivant en donne fzorése :

Lemme 1.10(majoration) Dans I'algorithmelV.3, si tous les i satisfont initialemen® < x, < cb, avec
une constante € N, alors la retenue ne&passe jamai&c.

DEMONSTRATION. Pourk > m la retenue est nulle, il n’y donc rien & montrer. Supposares lg
retenue ajoutée X a été inférieure a@ Alors 0 < x¢ < ¢(b+ 2). La division euclidienney = bg+ X
donne donc & x, < bet0< g < 2ccarb> 2. On conclut par récurrence O

Le lemme suivant confirme que tronquer une représentatidoaseb donne la partie entiere.

Lemme 1.11(unicité) Si x< Z™* est normale par rappor la base b, alors < (x), < Xo + 1.
Sixy e Z™1 sont normales par rappo# la base b, alorgx), = (y), entréne x=y.

DEMONSTRATION. Evidemmentx), = S ;b > xo car tous les termes de la somp@ ; xb*
sont positifs ou nuls. D’autre pagtl ; xb K < s (b—1)bK=1-bM< 1.

Supposons maintenant gug € Z™ sont normales et qug),, = (y),,. Tout d’abord on constate que
L(X)p] = X0 et [ ()] = Yo, ce qui impliquexo = yo. Ensuite|b(x),| = bx+x1 et [b(y)p] = byo+y1, ce
qui impliquex; = y1. On conclut ainsi par récurrence. O
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72 Chapitre IV — Numération positionnelle et conversion deeha

L'argument de la preuve précédente n’est rien d’autrelgu&veloppement en baberu dans I'algo-
rithmelV.2. Apres cette préparation, I'algorithnié¢4 formalise la méthode de I'exemplel :

Algorithme IV.4 ~ Changement de la babe la base a une précision donné&e

Entr ée: Un vecteurx = (Xg, X1, ..,Xm) € Z™1 et trois entierd > 2,¢>2,n>0

Sortie: Un vecteury = (Yo, Y1, --,¥n) € Z"71, normal par rapport & la base

Garanties: La valeur(y). est une approximation optimale dans le sens(ghe< (X), < (y)c+¢ "
pour j de 0 a n faire

normaliserx par rapport a la bade /I ceci fait appel a I'algorithme précédent
yj < Xo, X< 0 Il transférer la partie entiesg dansy;
X C-X /I multiplier chaque chiffre de parc

fin pour

retourner (Yo,Y1,---,Yn)

Proposition 1.12(correction) L'algorithmelV.4 est correct, c’esi-dire qu'il convertit la repésentation
x € Z™1 en base b en une repsentation normale g Z"1 en base c telle quéy), < (X), < (y).+c "

DEMONSTRATION. Evidemment l'algorithme se termine (toujours apmesérations).

Vérifions d’abord que les chiffreg, ..., yn ainsi produits sont normalisés dans le sens qde/p< c.
Ceci n’est pas forcément vrai poyy qui recoit la partie entiére initiale. Mais pope 1,...,nnous savons
que 0< (X), < c. La normalisation d& assure qu& < (X),, < Xo+ 1 d’apres le lemmé.11

Notonsx'!) etyl)) les représentations au debut dédme itération. On vérifie aisement par récurrence
que l'algorithme préserve 'egalitg), = (y\)).+c~1 (x))),. (Cest le point clé. Le détailler.) On en déduit
I'encadrementyl)), < (x), < (y)).+c 1, ce qui prouve la correction de I'algorithme. O

Remarque 1.13(approximation) En général on ne peut pas espérer tomber exacteme(y)sut (X),,
méme avec une précisianarbitrairement grande. Pour le voir convertir par exerréjle (0,1)5 vers
(0,3,3,3,...)19 en base 10, ou biefD,1),, en base 2. Mais en choisissant la précisiosuffisamment
grande, 'encadremeny). < (x),, < (Y).+ ¢ " garantit une approximation aussi fine que souhaitée.

Remarque 1.14(complexité) L'algorithmelV.4 est de complexitquadratique il nécessitannitérations
pour convertir la représentation initiatale longueum en la représentation finajede longueun.

Exercice/P 1.15.Implémenter les algorithme¥.3 etlV.4 en deux fonctions

void normaliser( vector<int>& chiffres, int base );

void convertir( vector<int> chiffresl, int basel,

vector<int>& chiffres2, int base2, int precision );

Justifier le mode de passage des parametres. L'utilisdtitype int risque-t-elle de provoquer des erreurs
de dépassement de capacité ? Tester votre fonction aygogramme qui lit au clavier une représentation
en basé de longueum et la convertit en baseavec précisiom. (Pour I'entrée-sortie des vecteurs vous
pouvez vous servir du fichierectorio.cc.)
O Les bases frequemment utilisées sont 2, 8, 10, 16, et aaratement besoin d'une bake- 16. Il
semble donc une bonne idée d'utiliser les chiffoes .9 puis A. . .F pourreprésenter les entiers Q,15.
Adapter votre programme pour qu'il utilise cette notation.

2. Représentation factorielle

La représentation en basest pratique et omniprésente, mais il y a d’autres reptasiens intéressantes
qui sont parfois mieux adaptées. Nous regarderons dangitia le developpement factorieEn imi-
tant I'approche di1.3 nous introduisons I'applicatiof), : Z™?1 — Q qui associe a chaque suite finie

X = (Xo,X1,...,Xm) le nombre rationnefx), := S’ ﬁ Par exemplé2,1,1,1), =2+ % + % + % est

le début de la sérigy_o & qui converge vers=2,71828....

Remarque 2.1(base mixte) La représentation factorielle utilise ce que I'on appetiebase mixteDe tels
systemes sont trés courants, par exemple pour parlee dlurée de temps : ainsi la durée de 2 semaines, 3
jours, 10 heures, 55 minutes et 17 secondes eqUVABEA+ 22, + 722 -+ 715 semaines.
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§2 — Représentation factorielle 73

Exercice/M2.2. L'application (-), : Z™* — Q estZ-linéaire et son image consiste de tous les nombres ratisnn
(m+7zl)! avecz € Z. En particulier, tout nombre rationngle Q admet une telle représentation avaconvenable.
Expliquer pourquoi le développement en basméne aux représentations périodiques pour certaindresmation-
nels, alors que dans le systeme factoriel tout tel deypelo@nt se terminer&crire deux algorithmes analogues aux

algorithmedV.1 et V.2 qui développent un nombre r&el> 0 en base factorielle.

Définition 2.3. On dit quex € Z™! estnormalepar rapport a la base factorielle skOx < i pour tout
k=1,...,m (Comme avant nous ne posons aucune restriction sur larvgléu

Heureusement, comme en b&séa normalisation en base factorielle est toujours possibl

Lemme 2.4 (normalisation) Toute repésentation x Z™?! peutétre normalige par rapporta la base
factorielle, c’esta-dire qu'il existe une repizsentation normalee Z™* telle que(x), = (x),. L'algorithme
IV.5 ci-dessous calcule une telle réqgentation normala partir de x.

Algorithme IV.5  Normalisation par rapport a la base factorielle

Entr ée: Un vecteux = (Xo, X1, - - -, Xm) € Z™ 1 représentant = (x), en base factorielle
Sortie: Le vecteur normak = (Xg, X1, .., Xm) € Z™? représentant én base factorielle
pour k de m a 1 faire /I l'indice k parcourt de droite a gauche
Xk—1 < Xk—1+ X div (k+ 1) /I ajouter la retenue 1
X < X mod(k+ 1) /I réduirex, modulok+ 1
fin pour

retourner (Xg, X1, ..,Xm)

Exercice/M 2.5. Prouver I'algorithmdV.5 : pourquoi la valeutx), ne change-t-elle pas ?

Le lemme suivant affirme que tronquer une représentatictorfi@lle donne la partie entiere, et on en
déduit que la représentation normale en base factogstlanique :

Lemme 2.6(unicité). Si xe Z™! est normale par rappor la base factorielle, alorsx< (X) <%+ 1.
Sixy e Z™ sont normales par rappo# la base factorielle, alorgx), = (y), entrane x=y.

Exercice/M 2.7. Montrer le lemme précédent en prouvant U ; (kflﬁ =1- (mil)!

l'unicité, expliciter comment la valeu), déterminexo, puis les chiffres, x2,xs, ...

. Ensuite, pour

Reste a établir la conversion entre développementifi@ttt développement en base

Proposition 2.8 (conversion) L’algorithme IV.6 convertit la repésentation factorielle x Z™?* en une
représentation y= Z" en base b telle quéy), < (X), < (y), +b™"

Algorithme IV.6  Changement de base factorielle en basgec précisiom

Entr ée: Un vecteux = (Xg,Xq, ..., %m) € Z™1 et deux entierd > 2,n >0

Sortie: Un vecteuty = (Yo,Y1,---,¥n) € 7" normal par rapport & la base

Garanties: La valeur(y),, est une approximation optimale dans le sens{ghe< (x), < (y),+b™"
pour j de 0 a n faire

normaliserx par rapport a la base factorielle /I ceci fait appel a baithme précédent
yj < Xo, X< 0 Il transférer la partie entiesg dansy;
X+ b-x /I multiplier chaque chiffre de parb

fin pour

retourner (Yo,Y1,---,Yn)

Exercice/M 2.9. Prouver I'algorithmeV.6 : expliquer pourquoi les chiffreg, ..., y, sont normalisés dans
le sens que & yi < b, puis prouver 'inégalitéy), < (x), < (y),+ b ". (On pourra suivre la preuve de la
propositionl.12) Pourquoi ne peut-on en général pas espérer tomberégalité(y), = (x), méme avec
une précisiom arbitrairement grande ?
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74 Chapitre IV — Numération positionnelle et conversion deeha

2.1. Calcul dee a 10000 écimales. Comme application on se propose de calceler z{”:o% en
baseb a une précisiorp donnée pres. Plus explicitement, on cherche une suitédiffees (to,t1, ... ,tp)
telle que le nombre rationnek= 3§ _,tkb~ ainsi représenté veérifte< e < t +bP.

Exercice/M 2.10. Expliquer pourquoi cette spécification définit le vectéyrts,...,tp) de maniére uni-
voque. Comment définir leschiffres dee » ? Y a-t-il unicité ? Quel est le rapport entre les chifftgst
les chiffres dee?

Quant au calcul, voici une démarche possible, qui n’estdiautre qu’'un changement de base :

— Tout d’abord, le vecteux = (2,1,1,...,1,1) € Z™1 représente une valeur approctee- (X),
vérifiants < e < s+ 25y (Le montrer.)

— En convertissantde base factorielle en basgcomme ci-dessus, on obtignt Z™! qui représente
une valeur approché&e= (y), vérifiantt <s<t+b™".

Ce procédeé produit alors un développemeatZ" en basé qui représente une valeur approchée

P 2 _

vérifiantt < e<t+ € avec une errels = T T b—".

Exercice/M 2.11. Pour calculerp = 10000 chiffres valables de nous considérons = 10010, disons.
Trouverm tel que(m—zz)! < b™", afin de garantie < 2b™". On fixe ainsi les deux parametreset n

utilisés dans le procédé ci-dessus. Expliquer pourtpidéveloppement ainsi trouvé donne presqure
chiffres exacts de : au pire, le dernier chiffre devrait étre augmenté parvécaéventuelle propagation
des retenues sur les chiffres précédents. Malgré cetiégaiité concernant les derniers chiffres, pourquoi
peut-on espérer d'ainsi obtenir au moins 10000 chiffréshlaes des?

Avant de mettre en ceuvre ce développemerd €le C++, assurons-nous que le typet suffit pour
tous les calculs intermédiaires effectués dans I'atgorelV.6.

Proposition 2.12(majoration) Soit xe Z™ normal par rapporta la base factorielle. En effectuant la
multiplication par b puis la normalisation, tous les calsumternédiaires sont majars par bm.

DEMONSTRATION. Commencgons par un vecteur normat Z™1, c’est-a-dire 0< x < k. La mul-
tiplication parb produit un vecteux’ = bx avecx, = bx, < bk Jusqu’ici le plus grand nombre qui puisse
apparaitre edtm Montrons que la normalisation suivante ne produit pas dehmes plus grands. On a
bxm < bm< b(m+ 1), donc la retenuam, = bxndiv(m+ 1) est majorée pas— 1. Pour la position d’avant
on obtient ainsbxy,_1 + an < bm donc la retenue,,_; est également majorée par 1. Par récurrence
on conclut que chaque retenag est majorée pab — 1 et quebx ; + ax < bk Ainsi tous les calculs
intermédiaires sont majorés pgam O

Pour le calcul des, le vecteur initialx = (2,1,1,...,1) € Z™* est normal par rapport & la base fac-
torielle. Sous la condition quiem n’excede pas la capacité det , nous pouvons alors implémenter le
calcul dee en utilisant le typeint .

Exercice/P 2.13.Ecrire un programme qui calcule les 10000 premiers chitfredéveloppement décimal
dee. Que valent les chiffres aux positions 9991 a 10000 ?
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3. Quelques conseils pour une bonne programmation

Tout travail fait, contemplons la citationalgorithms + data structures = programdonnée au début
du chapitre. Plus concrétement, explicitons quelguemmnetcandations de bon sens pour le développement
d’un travail informatique. Dans le cadre de ce cours cefesege sont que des conseils, mais elles de-
viennent primordiales pour tout projet important, en marter si differentes taches sont réparties sur une
équipe. Dans ce but nous proposons une liste de six étapestelles :

1. Specification: Cette étape préliminaire consiste a définir ce queV@aunifaire. Ainsi on doit détailler
le domaine d’application et le résultat exigé, ce qui tituns la specificationde la fonction re-
cherchée. Il faut en particulier s’assurer que la spé@tifo correspond bien a I'objectif envisagé,
gu’elle est univoque et ne contient pas de contradictions.

O Pour un projet important cette phase aboutit souvent @daation d'urcahier des charges
qui fixe I'objectif et détaille la spécification sous formiein contrat. Remarquons que la descrip-
tion supplémentaire de ce que la fonctiomfait paspeut également servir a clarifier I'objectif.

2. Structuration des donaes et choix des algorithmed:e langage utilisé, le compilateur et les bi-
bliotheques fournissent certainstsuctures de dorfresavec leurs opérations spécifiques. Ceci
est le “bas” du programme, c’est-a-dire le niveau le plasentaire.

Pour résoudre le probleme spécifieé dans I'étapequtécte, il faut maintenant décider de
la représentation informatiqudes objets en question et décrire les opérations dont @sairh
Autrement dit, il s’agit de formuler umockle informatiquedu probléme posé et de la solution
envisagée. Ceci est le “haut” du programme, c’est-aldireveau le plus complexe.

3. Programmation modulaire:Le principe consiste a partager un probleme donné ernepitsssous-
problemes que I'on traite successivement, pour arrivaddiment aux opérations élémentaires,
déja implémentées. Idéalement c’est une traductiogctt de la structuration €laborée dans
I'étape précédente. Limplémentation du programmgt pinsi se faire de haut en bas§-down)
ou de bas en haubbttom-up.

4. Preuve de correctionlLe programme étant écrit, on lgrouve c’est-a-dire qu’on montre qu'il
vérifie la spécification. Cette étape développe alorsaisbnnement précis et complet, souvent
issu de I'analyse faite dans les étapes précédentesiofigoque la preuve de correction est plus
ou moins facile pour les programmes simples, mais elle devie défi inextricable pour des
programmes complexes (ou mal organisés).

O Lidéal serait la preuve automatique des programmes, cegjypossible avec certains lan-
gages de programmation réceriisidemment une telle approche demande une programmation
beaucoup plus rigoureuse : le programmeur doit fournir teatu programme avec le code de
sa preuve. Le compilateur ne peut en généralpamnterune preuve de correction, mais il peut
trés bienvérifier une preuve, convenablement formalisée. En tout cas, leeb+esst loin.

5. Tests: Si tout ce qui précéde a été fait correctement, cetipeeest superflue. Néeanmoins il est en
général prudent de s’assurer sur égemplesjue I'on a atteint le butA noter que les tests ne
peuvent en général porter que sur trés peu d’exemplégfilulté étant de n’oublier aucun cas
particulier. En général, la phase de tests s’effectueadesh haut : on teste d’abord les fonctions
élementaires pour finir avec la fonction principale.

6. Présentation: Il convient de bien présenter le code source et de le conensans retenue. Ce n'est
pas seulement une préoccupation esthétique! Ce souglatation du programme assure sa
compréhension, puis sa diffusion et son évolution awelié. Dans ce but il sera également sou-
haitable d’établir une documentation, détaillée et plate, indépendante de I'implémentation.

O Tres souvent un projet de programmation n’est pas un psasdséaire maisyclique Si la preuve

ou les tests (étapes 4 et 5) exhibent des erreurs, on eétdercéviser I'étape 3 (pour une erreur de pro-
grammation) voire recommencer I'étape 2 (pour une errewrathception plus fondamentale). Si les tests
montrent que le programme s’exécute trop lentement ou géngralement mobilise trop de ressources,
on sera mené a reconsidérer I'étape 3 (pour optimigapleémentation) voire I'étape 2 (pour choisir des
structures et/ou des algorithmes plus efficaces). Si fireémn découvre des ambiguités ou méme des
contradictions dans la spécification, on est forcé densidérer I'étape 1.
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Que j'aime a faire apprendre
un nombre utile aux sages!
Glorieux Archimede, artiste, ingénieur,
Toi de qui Syracuse aime encore la gloire,
Soit ton nom conservé par de savants grimoires.

PROJET IV

Calcul de ra 10000 cécimales

Objectifs

» Calculer les chiffres der a une précision donnée.
» Développer une preuve de correction pour cette impléatiemnt

Ce projet présente une méthode simple, publiee par SnBaliz et S. Wagon en 1995, pour calculer
ra une précision donnée pres. Cette méthode est suffisatrefficace pour nos besoins, mais surtout elle
a le mérite d’étre trés élémentaire : il ne s'agit querdchangement de base ! Sur un ordinateur standard
on arrive ainsi facilement a calculer les 10000 premieiffrels dert.

Ce projet se décompose en deux parties : la premiere di$emalyse mathématique, la deuxieme
concerne l'implémentation. Il va sans dire que les deug, amalyse détaillée et une implémentation soi-
gneuse, sont essentielles pour que votre futur programitneoscect. Si vous travaillez soigneusement ces
deux étapes, non seulement votre logiciel produira desraes, mais vous saurez mépm@uverqu'il
s'agit des décimales de
0 Remarque. —Si vous préférez aller directement aux sources, vousgmoaensulter I'article original
de Stanley Rabinowitz et Stan Wagadh,spigot algorithm for the digits oft, American Mathematical
Monthly 102 (1995), no. 3, pages 195-203. Les auteurs@jenta la fin une implémentation hative en
Pascal, dont vous trouverez une traduction en C++ dans leffiehbinowitz. cc. Malheureusement ce
programme n’est pas entierement correct (voir les comai@stdans notre fichier source). Ceci ne diminue
en rien le travail mathématique des auteurs, mais souligmgortance d’'une implémentation soigneuse.

Sommaire

Quel est le but de ce projet?

Une représentation convenable det.

Développement en base de Wallis et conversion en base
De 'analyse matlematiquea I'impl émentation.
Quelques points de &flexion.

agrwNPE

1. Quel est le but de ce projet?

Avant d’entrer dans le vif du sujet, précisons ce que I'onisage a faire. Tout d’abord on choisit
une basé > 2, disonsb = 10 pour fixer les idées. Dans le développement en basepeut écrirgr =
S keo rqib> b~k avec des chiffres;qib) € [0,b[ pour toutk > 1. Dans la pratique, c’est-a-dire en temps limité,
on ne peut calculer qu’'un nombre fini de chiffres. On fixe alorsiombrep de chiffres a calculer, ce que
nous appelons la précision souhaitée. Le but de ce pratjeff&crire une fonction

approx_pi( int base, int precision, vector<int>& chiffres )
qui calcule les chiffregto, s, . .. ,tp) d’'un nombre rationndl= zfzotkb*k de sorte que I'on puisse garantir
t < m<t+b P. Afin de garantir sa correction on développera une preuvhénaatique.
Exercice/M1.1 (optionnel) Rappelez pourquoi tout nombre réel admet une représemtain basé, puis expliciter

les réels qui en admettent plus d’une. Expliquez pourcueprésentation est unique pour le noniarévous pouvez
admettre querest irrationnel.) On peut donc parler kiéme chiffre dertdans le développement en béisee que nous

avons not’e‘qﬁb). Expliquer pourquoi la spécification d&,t,...,tp) donnée ci-dessus définit ce vecteur de maniere
univoque. Quel est le rapport entre les chiffrigst les chiffresrq&b) ?

7
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2. Une représentation convenable der

Notre point de départ est la présentatiorrdear la série suivante :

noE 12k 1 12 123
1 b, S Wl
1) 2= 2,35 (1) ~t3T3s 37t

Votre futur programme convertira tout simplement cettéesén un développement en badse

Exercice/M2.1 (optionnel) Dans tout ce projet vous pouvez considérer la formulegatéate comme définition de
Pour ceux qui se demandent s'il s’agit bien du nomiorgsuel, voir par exemple P. Eymard & J.-P. Laféwmitour du
nombrer, §2.7 (Edition Hermann, Paris 1999). Voici une preuve élégaretribution de Vincent Munnier (Licence
de Mathématiques a I'Institut Fourier en 2004) :

On considere les intégrales de Wallig= sinkt dt. On trouvely = Z etly =1, puis, par une intégration

par parties, la relation de récurrenge; = +1Ik,l. On obtient ainslox.1 = <'§k+1) Nous constatons que le terme

rr/2

général de notre série est justemen‘flakﬂ Nous avons alors :

2351 ZZkil Z/ 2" S|n2k+1tdt—/ 22 Ksin@+1¢ gt

/2 2sint /2 2sint m2_ T
= = —— 2arctarfcost -
/o 2 —sinft /o 1+ cot =[- ficost) | o 2

Comme exercice, vérifier les détails de ce calcul. Pourgeot-on interchanger la somme et I'intégrale ?

3. Développement en base de Wallis et conversion en base

Comme valeur approchée deon considere la somme finie

mo 1.2k
@) S= 2235 (&4 1)

Exercice/M 3.1. Montrer ques < 11 < s+ 2™,

En imitant 'approche du chapiti®/, nous introduisons I'applicatiof) ; : Z™1 — Q qui associe a
chaque suite fini& = (Xo,X1,...,Xm) le nombre rationnel er base de Wallis
dl 1.2k
®) Z 3.5 (2k+1)

Par exempld2,2,2,2) =2+2- % +2- % +2- 1 357 3 est le debut de la série présentée ci-dessus.

Définition 3.2. On dit quex € Z™! estnormalepar rapport a la base de Wallis skOx, < 2k pour tout
k=1,...,m (Comme avant nous ne posons aucune restriction sur larvglg¢u

Exercice/M 3.3. Toute représentationc Z™! peut &tre normalisée par rapport a la base de Wallist-c’es
a-dire qu'il existe une représentation normale Z™1 telle que(x},, = (X) . Montrer que I'algorithme
IV.7 ci-dessous calcule une telle représentation normaleté gax.

Algorithme IV.7  Normalisation par rapport a la base de Wallis

Entr ée: Un vecteux = (Xo, X1, .- ., Xm) € Z™1 représentant = (x) , en base de Wallis
Sortie: Le vecteur normak = (Xg,Xq,...,Xm) € Z™* représentant &n base de Wallis
pour k de m a 1 faire /I 'indice k parcourt de droite a gauche
Ok — Xk div (2k+1) /I calculer la retenue
Xi—1 < X1+ Kok /I ajouter la retenue %1
Xk — Xx mod(2k+1) /I réduirex, modulo k+ 1
fin pour

retourner (Xo, X1, ..,Xm)

Exercice/M 3.4. Six € Z™1 est normale par rapport a la base de Wallis, algrs (x),, < Xo+ 4. Montrer
cette majoration, par exemple en comparant avec une s&ia&rique convenable.
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Exercice/M3.5 (optionnel) Contrairement aux représentations analysées en ohdyiton ne peut pas garantir la
majoration(x) , < Xo+ 1. (Trouver un contre-exemple.) En particulier notre peeque la représentation normale est
unique n’est plus valable pour la base de Wallis. (Trougadément un contre-exemple.) Vous pouvez optimiser notre
majoration en montrant que) ; < Xo -+ 2. Plus précisément, montrer q(&2,4,6,...,2m)  =2— 2m+1/(2mm+1) — 2.

Reste a établir la conversion entre développement endmsVallis et développement en base

Exercice/M 3.6. Montrer que I'algorithmeV.8 ci-dessous convertit la représentation Z™* en base de
Wallis en une représentatigre Z" en basé telle que(y), < (X),, < (y), +4b~". Les chiffresys,...,yn
produits dans la boucle sont-ils forcément normaliség&ll®@ majoration peut-on garantir ? Motiver ainsi
la normalisation dg a la fin.

Algorithme IV.8  Changement de base de Wallis en basgec précisiom
Entr ée: Un vecteux = (Xg,Xq, ..., %m) € Z™1 et deux entierd > 2,n >0
Sortie: Un vecteuty = (Yo,Y1,---,¥n) € 71 normal par rapport a la base
Garanties: Les nombres représentés sont proches,(gad< (X), < (y),+4b™"

pour j de 0 a n faire
normaliserx par rapport a la base de Wallis  // voir I'algorithme préeét

yj < Xo I'y; n'est pas forcément la partie entiere(olg,;, mais ...
Xo < 0 /I en soustrayantj on assure au moins que0(x) ; < 4
X+ b-x /I multiplier tous les chiffres pédb

fin pour

normalisely par rapport a la badg retourner y

Exercice/M 3.7. Supposons que I'algorithm¥.8 est appliqué a un vecteur initiake Z™! qui est normal
par rapport a la base de Wallis. Montrer que les valeursritédiaires qui peuvent intervenir pendant les
calculs sont majorées pabr (Mous pouvez prendre le lemn#12 pour modele.) En utilisant le type
unsigned int a 32 bits et une badec [2,16], jusqu’a quelle longueun et quelle précisiom peut-on
aller ? M&me question pour le typmsigned short a 16 bits.

4. De I'analyse mattematiquea I'impl émentation

Nous pouvons maintenant calculeg une précision donnée pres :
— Tout d’abord, le vecteur= (2,2,2,...,2,2) € Z™1 représente une valeur approclsée: (x),, de
mvérifiants < 1< s+ 2™ (voir exercice3.1).
— En convertissant de la base de Wallis & la babgon obtienty € Z" qui représente une valeur
approchée = (y), destelle quet <s<t+4b™" (voir exercice3.6).
Ce procédé produit alors un développemeatZ™ ! en basé qui représente une valeur approchée it
telle quet < <t + & avec un écart = 21" 4 4b ",

0 Sil'on veut arriver ap chiffres valables det, il faut choisir une précision initial@ legerement plus
grande que la précision souhaifgeEn voici 'argument détaillé :

Exercice/M 4.1. Etant donné € N expliquer pourquoi le choix = p+3 etm > 2+ plog,b permet

de calculery € Z"* tel quet = (y), satisfassé < 11 <t + & avec un écart < b~P. Ensuite, tronquer
yay=(Yo,Y1,...,¥s) donne presque Chiffres valables det : au pire, le dernier chiffre devrait &tre
augmenté de 1, avec éventuelle propagation des retemues shiffres précédents. Malgré cette ambiguité
concernant les derniers chiffres, pourquoi peut-on espftenir au moing = 10000 chiffres valables de
rmen partant d'une longueur initiale ge="10010?

0 Approche pragmatique : on construit d’abord un vectede Tongueurp avec précisiom P, puis on
supprime, un par un, les chiffres terminaux dont on ne peat&ir. Disons, par exemple, les décimales
de 1T aux positions 760 a 769 sor@499999983. Si I'on calcule jusqu’a la position 765, on n'est slr
gue des chiffres jusqu’a la position 760. En généralailtfsupprimer tous les 9 terminaux ainsi que le
chiffre d’avant. (Le justifier.) Méme s'il restera finalentanoins que lep chiffres souhaités, au moins le
programme est honnéte. Si besoin en est, I'utilisateurrade relancer avec une précisipmlus grande.
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Exercice/P 4.2.Ecrire une fonctionapprox_pi qui prend comme parametres la bas@omprise entre
2 et 16) et la précision souhaitpgcomprise entre 1 et et qui construit le vecteufto, ty, . .. ,tp) desp
premieres décimales de Veillez a supprimer, un par un, les chiffres terminauxtdmnne peut garantir la
correction. Que valent les chiffres aux positions 9991 @000du développement décimal @

0 Voici quelques indications :

— On n’abesoin que de deux vectexiety. Ne pas oublier de normalisga la fin.

— Il sera utile que le programme affiche 'avancement du tkgvar exemple la précision achevée (la
taille dey déja atteinte), éventuellement les chiffyggiéja obtenus.

— Pour l'affichage on utilisera les chiffres usu&l$23456789ABCDEF, voir I'exercicel.15 L'affi-
chage regroupé en blocs de dix chiffres, avec dix blocsigae) semble assez lisible sur I'écran.

— Par curiosité et pour une comparaison/vérificationdaple vos résultats, vous pouvez faire une
statistique des chiffres jusqu’a la positiprdonnée.

— Quand votre programme marche et vous vous étes convamea dorrection, nettoyez le code
source et rédigez la version finale des commentaires. Eszshgyproduire un code dont vous serez
fier et qui vous plaira toujours d’ici un an.

5. Quelques points de &flexion

Structuration du projet. Reconsidérez le projéV (oulll oul) sous I'angle des remarques faites
au chapitrelV, §3. Ou la spécification s’est-elle faite dans ce projet? Lacstiration des données?
L'implémentation fut-elle menée de haut en bas ou de baset? Arrive-t-on & prouver que le programme
est correct ? En quoi les tests étaient-ils décisifs ? bgr@mme final arrive-t-il & un niveaupubliable» ?
Vaut-il la peine de peaufiner la documentation et la prégimt du code source ?

O Pour un exemple extréme, reconsidérez le prograhigea trois lignes seulement :
const int a=10000; int b=52514; vector<int> c(b); int d=0, e=0, f, g, h;
for( ; (f=b-=14); d=1, cout << setw(4) << setfill(’0’) << g+te/a << flush )
for( g=el=a; (h=--f*2); e/=h ) e=exf+ax( d ? c[f] : a/5 ), cl[fl=eli--h;
Avec beaucoup d’effort on pourrait exhiber de vagues rebtEme avec I'algorithme de ce projet. Mais
sans aucun contexte il semble tombé du ciel. (Ou vientsiigplde I'enfer ?) Bien que syntaxiquement cor-
rect, ce programme est extremement mal présenté eehalesde toute documentation le rend inutilisable.

Complexité quadratique. Notre approche est suffisamment efficace pour calculer 16866inales
de 1T, encore un record mondial vers la fin des années 1950. Daptescalcul ne nécessite que quelques
minutes! Le programme arrive-t-il aussi bien a calculet décimales ? puis fodécimales ? Comment
expliquer le ralentissement observé ?

Notre algorithme est d’'une complexité dgaadratiqueen fonction de la précisiop : afin de calculer
un par un les chiffres dey, on itere une boucle sur, 1.,n. Dans chaque itération la multiplication puis
la normalisation de exécute elle-méme une boucle sur..., 1. Le nombre total des instructions est donc
proportionnel au produinn, qui vaut a peu prés congt?. Dix fois plus de chiffres nécessitent donc cent
fois plus de temps!

Entre-temps des méthodes beaucoup plus efficaces okwtogdpées, et on est ainsi arrivé en 1999
a calculer plus de 210 décimales det. Pour en savoir plus vous pouvez consulteZascinant nombre
rmde Jean-Paul Delahaye (Pour la Science, Paris 199 )umleashedde Jorg Arndt et Christoph Haenel
(Springer-Verlag, Berlin 2001).

Geéneéralisation. Notre approche marche plus généralement pour tout norébler qui se présente
sous forme d’une série = S XV dans un« systeme positionnel généraliséPour cela on suppose
gue les« chiffres» x sont des entiers, et que lesvaleurs positionnelles vy vérifient un certain type
de récursion : on supposg = 1 ety = vk,l% avec deux nombres naturgg, g > 1 v’erifiant% <6
pour toutk et une constanté < 1. Ceci englobe nos trois exemples précédents : lalbéseecp, = 1 et
gk = b), la base factorielle (avgmy = 1 etgx = k+ 1), et la base de Wallis (avex = k etgx = 2k + 1).

Si vous voulez, vous pouvez étudier cette nouvelle sinatiégerement généralisée, en y étendant
le développement précédent. Si jamais vous tombez suconstante mathématique qui se présente sous
cette forme, vous aurez déja un algorithme quadraticeiguc permettra de calculer quelques milliers de
décimales.
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