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Objectifs de ce chapitre

Les polynémes sont un outil omniprésent en algébre
et dans ses nombreuses applications comme la cryptologie.

Développement mathématique :
m Division euclidienne S = PQ + R telle que deg R < deg P.
m Sur un anneau intégre un polynéme de degré n a au plus n racines.
m Sous-groupes multiplicatifs finis G ¢ K* d'un anneau intégre K.

Développement algorithmique :
m Ar é des polynémes,
m Application aux anneaux quotients : représentants et algorithmes.
m Recherche d'une racine primitive de K dans un corps fini.

la division euclidienne.
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L'anneau des polynémes

Théoreme
Pour tout anneau commutatif K. il existe un anneau commutatif K[ X| tel que :
m Lanneau K[X] contient K comme sous-anneau et X comme élément.

m Tout élément P € K[X|* s'écrit de maniére unique comme
P=ao+aX'+ - +a. X" o0 neN, ap,a1,...,an €K, an #0.
Définition
Dans ce cas on dit que K[X] est I'anneau des polynémes sur 'anneau des
coefficients K en la variable X. On appelle P un polynéme sur K en X.
On définit le degré deg P := n et le coefficient dominant dom P := a,,.
0.

Le polynéme nul est particulier : on pose deg 0 := —oc et dom 0 :

Tout polynome P € K[X] peut étre écrit de maniére unique comme:

sous-entendant que seul un nombre fini de coefficients a; sont non nuls.
Ainsi deg P = sup{k € N | ax. # 0} avec la convention sup ) = —oo.




Lanneau des polynémes : opérations L'anneau des polynémes : preuve d’existence par construction

. } . Pour la construction on considére les suites dans K a support fini,

Ce qui compte est la suite des coefficients dans K : K {(a ) Onaax € K pour toutk € N et ex\ste}
: i ken

Zﬂk)\k *Zbk)(" — ax = by, pourtout k € . n € N tel que a; = 0 pour tout k > n.

prd Sur K™ on définit une addition et une multiplication par
< Pour l'mplémentation il suffit donc de stocker les coefficients : (@) ey + (O0) oy = (ar +b0) 0y €
m Pour un polyndme « dense » on stocke toute la suite initiale
i bs) . b .
(ag. a1, az, ... ay) telle que a, # 0 etax = 0 pour k > n. (o )19‘ (”)Jt ( Z @ ‘J)ws\‘

i+i=s

m Pour un polynéme « creux » on ne stocke que les mondmes non nuls.
Lemme (exercice long mais bénéfique)

L'addition et la multiplication des polynémes sont données par
(K", +, ) est un anneau commutatif.

> X S heX) =3 .) X*
(‘Z‘,‘“ ) * (Z b z(““ +be) On identifie tout élément a € K avec (a,0,0,0,...) € K™
- Ainsi I'anneau i devient un sous-anneau de 'anneau K7,

(Zr;;(') (Zb >el ) Z( > a b,)X’ On pose X := (0,1,0,0,...), ce qui entraine X2 = (0,0,1,0,...), etc.
=

520 Nibj=s Tout P € K™ non nul est de la forme P = (ag, ai, ..., an,0,...) ol

" P ag,ay,...,a, € Keta, # 0:il s'écrit donc de maniére unique comme
& Ces formules se traduisent immédiatement en algorithmes. 0 # a

Sil'on sait implémenter K, alors on sait implémenter K[X]. P=ay+a X'+ +a, X"
Ceci prouve que K est I'anneau des polynémes sur K en la variable X.
s sazine a)
Lanneau des polyndémes : vérification des axiomes L'anneau des polynémes : vérification des axiomes

Lassociativité de (K™, -) repose sur celle de (K, -) :

[(@)e- ®)s] - e = (3 aibs) (= 3 (@b)er),
52

Pour prouver que (K™, +, -) est un anneau il faut vérifier les axiomes.

it
Lassociativité de (K, +) découle de celle de (K, +) : =( X albe) =@ (3 ber) = (@i [5:); (]
[an)y + ()] + (er)y, = (an + b + (@), = [(ax + be) + e S
= o+ (b + el = (@) + O+ er)y = (@) + [0, + (er),] La commutativité de (K", -) repose sur de celle de (K, -) :
La commutativité de (K", +) découle de celle de (K. +) : (@i (b5); = (; “'b]>~ = ( > b]w) = (ba); - (@)
: g

(ar)y, + (br)y = (ax + br)k = (b + a)i = (br),, + (ax), )= (6:)s 0l o = 1 et & =0 pouri > 0:
Lélément neutre de (K™, +) est le polynéme nul :
(7, +) estle poly ()i (u]ﬁ(zm) (a
(0, + (ax)y = (0 + ar)y = (@) -

Dans (K™, +) I'élément opposé de (ax)x est (—ax)x : La distributivité de (K", +, -) repose sur de celle de (K, +,) :

(orle+ Cawy = (o + (Zany = O @) )y + ()] = (@i Gy + )y = (3 aults +¢)

iti=s

= ( > u.b,+a,r]>‘ = (g; a,b]) (Z aic;

iti=s

L'élément neutre est (1,0,0

(ai)ix(b)+(ai)ix(c5);

lint m2fsr 832




Lanneau des polyndémes : algorithmes

9.1 addition de deux polynd

Entrée: les coefficients de A = S°_ ap X* et B = 51 by X* sur K.

Sortie: les coefficients de la somme C' = A + B sous la forme C = S"7_ . X*

pour k de 0 & n faire o, — az + by, fin pour

retourner (co. ... cn)
9.2 de deux 0
Entrée: les coefficients de A = -7 a; X' et B = S7_ b; X7 sur K.
Sortie: les coefficients du produit C' = A - B sous la forme C = 7" ¢, X*

pour k de 0 a m | n faire c, — 0 fin pour
pour i de 0 a m faire
pour j de 0 & n faire
Ciyj < Citj +aibj
fin pour
fin pour

retourner (co,....cmin)

/\ Cette méthode de 1 est de ité qu
elle effectue (m + 1)(n + 1) additions et multiplications dans K.

lir2

952,

Analogie formelle entre polyndmes et entiers naturels

Larithmétique des polynémes et des entiers naturels sont trés similaires.
Lanalogie est la plus frappante quand on travaille en base p :
m Tout entier naturel A € N* s'écrit de maniére unique comme

=ag+aip+azp’ +...a0p" OU 0 < ag < pyan #0.
m Tout polynéme A € Z/,[X]" s'écrit de maniére unique comme

A=ao+aX +a: X’ +...an X" OU ay € Zfp,an #0.

Laddition et la multiplication dans Z/,[X| sont trés similaires & celles dans .
Une seule différence est cruciale : dans le cas des entiers la propagation des
retenues fait que le calcul au rang k peut avoir un effet au rang k + 1.

Pour les polynémes il n'y pas de retenue : ainsi I'arithmétique des polynémes
est plus simple que I'arithmétique des entiers !

On verra plus tard d'autres similarités :
m Les anneaux Z et Z/, [ X] sont tous les deux euclidiens.
m |Is ont la méme asymptotique des éléments premiers.

12
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La propriété universelle de 'anneau des polynémes

Proposition

Soit p: K — L un morphisme d'anneaux. Soit K[X] lanneau des polynémes.

Pour tout z € L il existe un unique morphisme d'anneaux ¢: K[X] — L tel
que 3| = ¢ et 3(X) = a. Explicitement, ce morphisme est donné par
-+ ¢(an)z”

@ao + a1 X' + - + anX™) = p(ao) + plar)z* +

Démonstration. Unicit
vérifiant ¢lx = ¢ et (X

— Tout morphisme d’anneaux ¢: K[X]| — L
= est de la forme explicitée dans I'énoncé.

Existence. — La formule définit une application @: K[X] — L.
Exercice : vérifier qu'il s’agit d’'un morphisme d’anneaux.

(Ou utilise-t-on les propriétés de I'anneau des polynémes K[X] ?) o

Notation

SiK =Lety: K — L estI'identité, ou si K C L et ¢: K < L est linclusion,
alors on écrit simplement P(z) pour ¢(P) :
P=ap+aX'+ - +a.X" = P(z)=ao+az' +- +anz".

Autrement dit, on substitue la variable X par I'élément z.

lirs
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Polynémes vs fonctions polynomiales

Corollaire
Tout polynéme P € K[X] définit une fonction fr: K — K parx — P
Pour a € K la fonction f, = a est constante. Nous avons fx = idx et

frrq=fr+fo et frq=fr-fo

Autrement dit, nous avons un morphisme d'anneaux K[X] — KX, X — idx.

/A Pour K = R nous avons I'habitude d'identifier P et f».

On verra plus bas que c'est possible si I'anneau K est intégre et infini.

En général ce n'est pas possible car f» = f ne garantit pas que P = Q.
Exemple

Soit K = 7/, ou p € N est premier. Considérons P = X” — X dans Z/,[X].
Alors P # 0 mais fp = 0 d'aprés le petit théoréme de Fermat.

Remarque (Exercice)

Pour tout anneau K et tout ensemble (2, ensemble K* des fonctions

f:©Q — K estun anneau pour 'addition et la multiplication « point par
point» : (f + g)(x) = f(z) + g(x) et (f - g)(z) = f(x) - g(x) pour tout = € .
En particulier ceci explique I'anneau K* des fonctions K — K ci-dessus.

g
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Evaluation d'un polynéme d'aprés Horner

Soit P = ap + a1 X + az X? + -+ + a, X" un polynéme sur K.
Comment calculer efficacement 'évaluation P(x) pour « € K ?

Meéthode naive : On calcule aj.z axx---x en effectuant k multiplications.
Implémenté ainsi, le calcul de P(z) = ao + a1z + a2 + - + apa”
nécessite n additions et 1+2+ - ot

+n = "5 multiplications.

Méthode de Horner : On évalue P(z) par I'expression équivalente suivante :
P(z) = (- ((an@ + an-1)z + an—2) -+ + a2)z + 1)z + ao

Ceci ne nécessite que n additions et n multiplications !
Pour n = 100 on passe de 5050 a 100 multiplications.
Pour n = 1000 on passe de 500500 a 1000 multiplications.

Algorithme 9.3 évaluation d’'un polynéme selon Horner

Entrée: des coefficients ao, a1, a2, ..., an € K etun élément x € K.
Sorti lavaleur y = ag + arx + aza® + -+ + ana™.

Y= an,

pour k de n—1 a 0 faire y — y -+ a; fin pour

retourner y

s
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Propriétés du degré
Proposition
Par . tout anneau de K[X] sur un anneau K
vient avec une fonction deg: K[X| — NU {—oc}.

1 deg(P + Q) < sup{deg P, deg Q},
avec égalité ssi deg P # deg Q ou dom P + dom Q # 0.
2 deg(PQ) < deg P + deg Q,
avec égalité ssi P =0 ou Q = 0 ou dom P - dom @ # 0.
Sidom P - dom Q # 0, alors dom(PQ) = dom P - dom Q.

Démonstration. L'assertion (1) est claire.

Lassertion (2) est triviale si P = 0 ou Q , suivant la convention
(—00) + deg Q = —oc et deg P + (—o0) = —oc dans ces deux cas.
Si P # 0etQ # 0, il suffit d'expliciter le produit : Supposons que

P=ag+ai X'+ +a, X" ol an#0,
Q=bo+ b X'+ - +buX™ OU b #0
Alors |
PQ = aobo + (aobs + arbo) X' + -+ + (anbm) X"
Si anbin # 0, alors deg(PQ) = n +m et dom(PQ) = dom P - dom Q. o

21
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Anneaux intégres

Corollaire
Pour tout anneau K les conditions suivantes sont équivalentes :
1 LanneauX est intégre.
2 Onadeg(PQ) = deg P + deg Q pour tout P,Q € K[X].
s Lanneau des polynémes K[X] sur K est intégre.
Démonstration. (1) = (2) : Clair pour P = 0 ou Q = 0. Si P,Q € K[X]",
alors dom P # 0 et dom Q # 0, donc dom P - dom @ # 0 grace a (1).
D'aprés la proposition on conclut que deg(PQ) = deg P + deg Q.
(2) = (3):Si P #0etQ # 0, alors deg P > 0 et deg Q > 0, et grace  (2) on
obtient deg(PQ) = deg P + deg Q > 0. En particulier PQ # 0.

(3) = (1) : Dans un anneau intégre tout sous-anneau est intégre. o

Exemple (Avertissement dans le cas d'un anneau non intégre)

Dans Z/s[X] on considére P =1+ 2X et Q = 1+ 3X.
On a deg P + deg Q = 2, mais pour le produit on trouve deg(P - Q) = 1 car
1

P.-Q=(1+2X)-(1+3X)=1+5X+6X>=1+5X

li21

1552

Eléments inversibles

Corollaire
Pour tout anneau intégre K nous avons K[X|* = K*.

Démonstration. Evidemment on a toujours K* ¢ K[X]*.
Montrons K[X]* = K* si K estintégre : Si P € K[X]*, alors il existe
Q € K[X] tel que PQ = 1. On adonc 0 = deg(PQ) = deg P + deg Q.
Ceci implique deg P
Exemple (Avertissement dans le cas d'un anneau non intégre)
Dans 7/4[X] on considére P = 1+ 2X de degré 1. On trouve

> p=(1+2X)-(+2X)=1+4x+4x*=1.
Exercice : expliciter le groupe Z/1[X]* des éléments inversibles dans Z/;[X].

21

=deg@Q =0,donc P,Q € Ketainsi P,Q € K*. [m]
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Division euclidienne de polynémes
Proposition (Division euclidienne de polyndmes)

Soit P € K[X] un polynéme a coefficient dominant inversible, dom P € K*.
Alors pour tout S € K[X] il existe une unique paire Q. R € K[X] telle que

S=PQ+R et degR<degP.

Dans cette situation on appelle S quo P := Q le quotient et
Srem P := R le reste de la division euclidienne de S par P.

Démonstration. Unicité. —Si PQ + R = PQ' + R’ etdeg R, deg R’ < deg P,
alors P(Q - Q') = R’ — R. Puisque dom P € K*, nous avons

deg P+ deg(Q — Q') = deg[P(Q — Q')] = deg(R — R') < deg P.
Ceci n'est possible que pour deg(Q — Q') < 0, c'est-a-dire @ — Q" = 0.
On conclut que Q = Q' puis R = R
Existence. — Si deg S < deg P alors Q = 0 et R = S conviennent.
Pour deg S > deg P on procéde par récurrence sur n = deg S.
On suppose le résultat vrai pour tout polynéme S avec deg 5 < n.
Onpose M =dom(P)~'dom(S)- XIeS—dP ot =5 _ pPM.
On voit que deg(PM) = deg ' et dom(PA) = dom $, donc deg 5 < deg S.
Par hypothése il existe Q. R € K[X] tels que PQ+ RetdegR < deg P.

La division euclidienne : algorithme

Algorithme 9.4 division euclidienne de deux polynémes

Entrée: deux polyndmes S, P € K[X] tel que dom P € KX.
Sortie:  les polyndmes Q, R € K[X| vérifiant S = PQ + R et deg R < deg P.
Q—0; R3S

tant que deg R > deg P faire
M — dom(P)~1 dom{R) e e Rdeg P
Q—Q+M; R—R—-PM

fin tant que

retourner (Q, k)

Proposition
Lalgorithme 9.4 ci-dessus est correct.

Démonstration. Terminaison. — Le monéme M est choisi tel que 1 et P
aient le méme degré et coefficient dominant. Ainsi deg(R — PM) < deg R.
L'algorithme se termine aprés au plus 1 + deg S — deg P itérations.

Validité. — Linitialisation Q — 0, R «— S assure que S = PQ + R.
Chaque itération Q — Q + M, R «— R — PM conserve cette égalité.

Ainsi S = §+ PM = PQ + Renposant Q = Q + M. Alafin nous avons S = PQ + R et deg R < deg P, comme souhaité. o
lie2 e o 1w
Application aux anneaux quotients Exercices
Corollaire
Soit P € K[X] un polynéme tel que dom P & K*. Alors 'anneau quotient
K[X]/(P) admet une description pratique : pour toute classe = € K[X]/(P) il Exercice

existe un unique représentant R € K[X| tel que deg R < deg P.

Démonstration. Existence. — On sait que = = () pour un S € K[X].
ll existe Q, R € K[X] tels que S = PQ + R et deg R < deg P.
On obtient ainsi = = c[(S) = cl(PQ + R) = cl(R) comme souhaité.
Unicité. — Supposons que = = c[(R) = cl(R’) ol deg R, deg R’ < deg P.
Onaalors R — R' = PQ avec Q € K[X]. Ainsi
deg P > deg(R — R') = deg(PQ) = deg P + deg Q.
On conclut que @ = 0, donc R = R’, comme énoncé. [m)

Remarque
Soulignons I'analogie entre 7/, et K[X]/(P) : dans les deux cas on peut
choisir un représentant préfére pour chaque classe du quotient.
I ={7|r €N,y <m}={0,1,.... m—1}
K[X]/(P) = {R | R € K[X],deg R < deg P}
Ainsi calculer dans K[X]/(P) c'est calculer dans K[X] en ne retenant que le

e reste modulo P (c’est-a-dire I'unique reste de la division euclidienne par P).

1932

Soit Fy := Z/2[X]/(X? + X +1). On pose z := X € Fa.
1 Donner la liste des éléments de F,.
2 Ecrire les tables daddition et de multiplication pour Fi.

3 Est-ce que F, est un corps ?

Exercice
Soit P € Z/,n[X] un polynéme avec deg P = d et dom P = 1.
1 Déterminer le cardinal de I'anneau quotient Z/,, [ X]/(P).
2 SiZ,,[X]/(P) estun corps, alors nécessairement m est premier et P
est irréductible, c'est-a-dire P = QR implique Q € 7/ ou R € 7/,;.
(On verra plus bas que ces conditions sont aussi suffisantes.)

2a




Racines d’un polynéme

Définition
Soit K un anneau et soit P € K[X] un polynéme sur K.
On appelle a € K une racine ou un zéro de P si P(a)

Proposition

Un élément a € K est une racine de P € K[X]| si et seulement s'il existe un
polynéme Q € K[X] tel que P = (X — a)Q. Dans ce cas Q est unique.

Démonstration. Il existe une unique paire de polynémes Q. R € K[X]

(X —a)Q+ Retdeg R < deg(X —a) = 1,donc R € K.

= R s'annule si et seulement si & = 0.

Dans ce cas P = (X — a)Q, comme souhaité. [m]

Corollaire

Pour tout P € K[X]* et tout a € K il existe un unique entier m > 0 et

un unique polynéme Q € K[X] tels que P = (X — a)™Q et Q(a) # 0.

Sim > 1 on dit que a est une racine de multiplicité m

On dit que a est une racine simple sim = 1, et multiple sim > 2. [m]

Mise en facteur des racines d'un polynéme

Corollaire

Tout P € K[X* s'écrit comme P = (X — a)™ -+ (X — ax)™Q

ola,..., ax € K sont des racines distinctes, de multiplicité m., . . . . mp > 1,
et le polyndme Q € K[X] n'a pas de racine dans K.

Démonstration. On procéde par récurrence sur deg(F) > 0.

Si deg(P) = 0 alors P n'a pas de racines et P = @ convient.

Si deg(P) > 1 on distingue deux cas : si P n'a pas de racines alors P = Q.
Sias € K est une racine de P, alors P = (X — a;)™ P* olimy > 1

et P* ¢ K[X] vérifie P"(a1) #0et0 < dLg(l") < deg(P).

Par récurrence, on sait déja que P* = (X —a2)™2 - (X —ap)"™*Q

ol az,..., a € K sont des racines d\snnc(es de multiplicité m, ..., mg > 1,
et le polynéme Q € K[X] n'a pas de racine dans K.

On conclut que P = (X — a1)™ -+ (X — ax)™* Q comme souhaité. o
A\ Cette factorisation nest en général pas unique !

De méme, il n'est pas vrai qu'un polynéme de degré n ait au plus n racines :

Exemple (Avertissement dans le cas d'un anneau non intégre)
Sur I'anneau Z/s le polynéme P = X2 — 1 admet quatre racines distinctes, &

lis1

n admet au plus n racines dans K (comptées avec multiplicité).

Démonstration. On peut écrire P = (X —a1)™ -+ (X — ax)™*Q

ol ay,...,a; € K sont des racines distinctes, de multiplicité m., ... ,mx > 1,
et le polynéme @ € K[X] n'a pas de racine dans K.

Si P(a) = 0 pour un a € K, alors l'ntégrité de K entraine qu'un des facteurs
ci-dessus s'annule : ce ne peut étre Q(a), on a donc (a — a;) = 0 pour un i.
Ainsi a est forcément une des racines ax, ..., a;. déja exhibées,

et'égalité deg P = my + - - 4+ my, + deg Q prouve I'énoncé. [m]

Remarque
Nous ne regardons ici que des anneaux commutatifs.
Dans Ianneau non commutatif Mat (2 x 2,C) le polynome x* + 1 admet une

infinité de racines : pour tout triplet (z, y, z) € R® venham 2> +y*+22=1on
voit que la matrice a2 vérifie M =

Il en est de méme dans le corps non commutatif des qualernions :
H={(j*7%3%) | r,z,y,2 € R} € Mat(2 x 2,C).

23

b>
P)-Q+P-(0Q)-
Démonstration. Evidemment 9(P + Q) = 9P + 0Q et d(aP) =
tout a € K. La régle de Leibniz est vérifiée pour P = X™ et Q =

A(PQ) = X™" = (m+n)x" !
XX XX

Elle est K-linéaire et vérifie la régle de Leibniz : 9(PQ) = (D

(OP) pour
(" car

= (@P)-Q+ P (0Q).

Cette formule est linéaire en P et en @, elle s'étend donc a toute paire de
polynémes. (Exercice !)

Proposition

Un élément a € K est une racine multiple de P € K[X]" si et seulement si
a est une racine commune du polynéme P et de sa dérivée OP.

Démonstration. Supposons P = (X —a)™Q ot m > 0 et Q(a) # 0.
D'aprés Leibniz ona P/ = 9P = m(X — a)™'Q + (X — a)™ (9Q).

Si a est une racine multiple, c'est-a-dire m > 2, alors P(a) = 0 et P'(a)
Réciproquement P(a) = 0 implique m > 1, puis P'(a) = 0 entraine m > z
car pour m = 1 on aurait P'(a) = Q(a) # 0.

32

savoir +1 et £3. Effectivement P = (X — T)(X + 1) = (X — 3)(X +3).
531 21732 531 23|
Le nombre des racines d'un polynéme Racines multiples et dérivée
Proposition Proposition
Soit K un anneau commutatif intégre. Alors un polynéme P € K[X| de degré La dérivation 9: K[X] — K[X] est définie par (Y, axX*) := ¥, kar X*'.
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Racines multiples et dérivée : exemples

Exercice

Considérons P = X” — X dans Z/,[X], p premier. A-t-il de racines multiples ?
1ére solution On trouve P’ = pX?~! — 1 = —1 car on travaille sur Z/,.

Par conséquent il n'existe pas de racines communes de P et P'.

2nde solution Par chance, on connait toutes les racines de P!

Tout a € Z/, vérifie a” = a d'aprés le petit théoréme de Fermat.

Avec 0,1,2,...,p— 1 nous avons donc trouvé p racines distinctes.
Ainsi X7 — X = [[,cp (X —a) = X(X = 1)(X —2) -+ (X —p+1). ]

Exercice

Considérons P = X" — 1 dans %, [X], p premier. A-til de racines multiples ?

Solution. On trouve la dérivée P/ = nX" ',
Si p ! n, alors P’ s'annule seulement en 0,
etil n'existe pas de racines communes de P et P'.

Sin = mp, alors toute racine de P est multiple :
par Frobenius on trouve X" —1 = (X™ —1)". ©

@ En général, sur un corps K, on pourra utiliser I'algorithme d'Euclide dans
K[X] pour trouver les facteurs communs de P et P’ en calculant pged(P, P').
lis2

253

Sous-groupes multiplicatifs finis : exemples
Exemple
Dans I'anneau Z des entiers, le groupe Z* = {+1} est d'ordre 2.
Les seuls sous-groupes sont le groupe trivial {1} et le groupe {+1}.
Exemple
Dans le corps R des réels, le groupe R* = R ~. {0} est infini,
mais les sous-groupes finis ne sont que {1} et {+1}, comme avant.
(Tout élément a € R* vérifiant |a| # 1 engendre un sous-groupe infini.)
Exemple
Dans C* il existe un sous-groupe fini pour tout ordre n € N1, & savoir
(7Imy = {7¥/m |k =0,...,n~1}
C'est le seul sous-groupe de C* d'ordre n. (Voir la proposition suivante.)

Exemple

Soit K un anneau unitaire et soit G un groupe (commutatif ou non) d'ordre n.

Alors G est isomorphe & un sous-groupe de Mat(n x n,K)* = GL(n, K).
Effectivement, on a d'abord G < S, puis S, — GL(n,K).
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Sous-groupes multiplicatifs finis : exemples

Proposition

Dans un anneau intégre K il existe au plus un
sous-groupe G C K* pour tout ordre donné.

Démonstration. Soit G C K* un sous-groupe dovdre n.
D'aprés Lagrange, tout élément « € G vérifie z™ = 1
Ceci fournit n racines distinctes du polynéme X" —
On en déduit que G = {z € K | 2" — 1 = 0}, car X"
ne peut avoir plus de racines que les n racines déja exhibées.

Si H ¢ K* est un autre sous-groupe d'ordre n, alors

cetargument montre que H = {r e K[ z" —1=0} = G. [m]

Exemple

Cet énoncé ne tient plus si K n'est pas intégre. Le groupe Z/s
admet trois sous-groupes d'ordre 2, & savoir {1,3} et {1,5} et {

liss
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Sous-groupes multiplicatifs finis : cyclicité
Théoreme

Soit K un anneau intégre et soit G C K* un sous-groupe fini du groupe K* .
Alors G est cyclique, c'est-a-dire qu'il existe g € G tel que G = (g).

Démonstration. Soit n = |G| I'ordre du groupe et soit
décomposition en facteurs premiers p1 < -~ < py ol ey, .
Tout = € G vérifie " = 1 par le théoréme de Lagrange.
Pour my = p{'~'pi? - pi* le polyndme P, = X™ — 1 admet au plus m
racines dans K, il existe donc z; € G tel que P;(x1) # 0. Alors

g = erifie gB =t =1 mais g = £1
Ceci veut dire que g, est d'ordre p;' exactement.
De la méme maniére il existe g2, . . ., gi tels que ord(g:)
Leur produit g = g1 - - - g, estd'ordre p{' - - pi*, donc G

Exemples
Comme Z/~ est un corps, le groupe Z/x est cyclique d' ordre 6. Le théoréme

Par tatonnement on trouve ord(2) = 3 puis ord(3)
Lanneau Z/s n'est pas intégre, et le groupe Z/5* = {1,3,5,7} n'est pas
cyclique : 1 est d'ordre 1, alors que 3, 5, 7 sont tous d'ordre 2.

33

2832




Lordre d'un produit dans un groupe abélien

Lemme

Soit G un groupe abélien et soient .,y € G deux éléments tels que
m = ord(z) etn = ord(y) soient premiers entre eux. Alors ord(zy) = mn.
Démonstration. On a (zy)™" = 2™"y"™ = 1, donc ord(xy) divise mn.

Il existe des coefficients de Bézout u, v € Z tels que um +vn = 1.

On obtient ainsi (xy)*" = &' “™y"" = x, par conséquent () C (xy).

Ainsi ord(z) divise Old('J) par le théoreme Lagrange.

De méme (zy)"™ = &™"y'~"" =y, donc ord(y) divise ord(zy).

Ainsi ppem(m,n) = mn divise ord(xy). On conclut que ord(zy) = mn. [m]

/A Sim etn ne sont pas premiers entre eux, alors ord(zy) divise
ppem(m, n) mais en général on ne sait pas dire plus.

Racines primitives
Corollaire

Si tout corps fini K le groupe multiplicatif K* est cyclique.
Tout générateur du groupe K. est appelé racine primitive de K. o

Algorithme 9.5 Trouver une racine primitive g d'un corps fini K

Entrée:
Sortie:

un corps K et la factorisation de n = [K*|, n = p§* -+ pi*
un générateur g du groupe cyclique K.

g1
pour i de 1 & k faire
m —n/p;
répéter
choisir - € K* de maniére aléatoire // voir 'exercice suivant
jusqu'a « £ 1 / avec la puissance rapide !
g gan/7 I/ avec la puissance rapide!
fin pour
retourner g

Exercice

Vérifier la validité de cet algorithme. Justifier qu'un choix aléatoire de =
tombera avec probabilité 1 — vl sur un élément vérifiant =™ # 1.
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Exercices Exercices

N Exercice
Exercice - o2 3 4 5 6 T xS

. ) . . ) Evaluer P = 1+8X +28X* +56X” + 70X" +56X° +28X° +8X" 4+ X" en
Considérer quelques corps de petit cardinal (disons < 20) et expliciter leur T G T e U A e e e CEB
racines primitives. Combien y en a-t-il ? Comment en trouver une ? toutes ?

Exercice

Exercice Soit K un anneau intégre de cardinal infini. Alors I'application K[X] — K*

1 Pour p = 2° + 1 = 257 quel est lordre du groupe Z/,° ? d.onnee Far‘l + fp est un morphisme d'anneaux \miclll !

2 Comment déterminer efficacement l'ordre d'un élément = € Z/55; ? Sla]l:secsé Z':g]:?ed: S:?;alsq;gfl;? ME\YL; ;vcf éess‘:rmfjecﬂl.o
Déterminer ainsi I'ordre de 2 puis de 3 dans Z/3:. ) ncorps el f= AT~ Y B
(Justifiez votre réponse en détaillant les calculs effectués.) Et si K est de caractéristique 0, intégre ou non?

3 Définir ce qui est une racine primitive de 7/ ol p est premier. e

4 Expliciter une racine primitive = de Z/55;. Combien y en a-t-il ? X . .
Comment expliciter toutes les racines primitives de 755 & partir de = ? P € Z|X] n'admet pas de racines dans Z si P(0) et P(1) sont impairs.

Exercice
Exercice Soit p > 2. Dans Z[ ‘(] montrer que le reste de la division euclidienne de
Soit m = 2% + 1 un entier avec k € N, k > 1. Supposons qu’un élément M=X" -X = X" — XestR= X? — Xolur= mrem n.
@ € U vérifie 2> =1 et 2" # 1. Peut-on en déduire que m est premier ? (Indication : calculer modulo X*" — X, ce qui veu( dire que X*" = X)
En déduire par récurrence que pged (M, N) = X*" — X ol d = pged(m, n).
siml|ieo  En particulier, X*" — X divise X" — X si et seulement si m divise n. 292]
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