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Objectifs de ce chapitre

La cryptologie est en grande partie fondée sur des structures algébriques.
Dans les chapitres précédents nous avons étudié les groupes (abéliens).

Dans ce chapitre nous continuons a développer nos outils algébriques :

m Le vocabulaire des anneaux et des corps :
sous-anneaux, Sous-corps, morphismes, idéaux, . ..

m Lanneau quotient A/I d’'un anneau A par un idéal I.

Les anneaux suivants nous intéressent tout particulierement :

m Lanneau Z des nombres entiers, et ses quotients.

m Lanneau K[X] des polyndémes sur un corps K, et ses quotients.
En cryptologie ce sont des objets fondamentaux et omniprésents.

Nous nous en servirons dans toute la suite : les chapitres suivants seront
consacrés a l'arithmétique des polynémes et a la construction des corps finis.
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§1.1

Anneaux et corps

Soit A un ensemble muni de deux opérations +,-: A x A — A.
On dit que (A, +, ) est un corps s'il vérifie aux axiomes suivants :

D’abord on exige que (A, +) soit un groupe abélien :

(A1 : associativité) Va,b,ce A: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
(A2 : commutativité) Va,be A: a+b=b+a

(A3 : élément neutre) H0eAVacA: 0+a=a

(A4 : élément opposé) Vae AFbeA: a+b=0

Ensuite on exige que la multiplication soit distributive sur I'addition :

(D : distributivité) Va,b,c€ A: a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
Finalement on exige que (A*, -) soit un groupe abélien, ou A* = A\ {0} :
(M1 : associativité) Va,b,c€e A: (a-b)-c=a-(b-c)

(M2 : commutativité) Va,be A: a-b=b-a

(M3 : élément neutre) 1 eA*VaceA: 1-a=a

(M4 : élément inverse) Vae A*FbeA: a-b=1

Pour un anneau (A, +, -) on n’exige que (A1-A4), (D) et (M1).
Un anneau est commutatif s'il vérifie (M2), et unitaire s'il vérifie (M3) :

Dans la suite nous dirons « anneau » pour « anneau commutatif unitaire ».
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§1.1

Exemples simples
Pour chacun des exemples déterminer quels axiomes sont satisfaits :

1 Les nombres naturels N, entiers Z, rationnels Q, réels R, complexes C.

2 Le sous-groupe 2Z C Z muni de la multiplication usuelle (par restriction)

3 Le quotient Z/,,, muni de I'addition et de la multiplication induites.

4 SiAi,..., A, sontdes anneaux, on munit A; x --- x A,, des opérations

(a1y.-yan)+ (b1,...,bn) :i= (a1 + b1,...,an + bn),
(a1y.-eyan) - (b1,...,bn) := (a1b1,...,anby).

Si Ai,..., A, sont des corps, est-ce que A; X --- x A, estun corps?

5 Soit A un anneau et soit  un ensemble. On peut munir 'ensemble A%
des fonctions 2 — A de I'addition et de la multiplication point par point.
De méme pour 'ensemble A®Y des fonctions 2 — A & support fini.

6 Pour tout ensemble Q2 on peut considérer (Z(©2), A,N) ou 2(Q) est
I'ensemble des partiesde Q et AAB=(AUB)\ (AN B).

7 Les matrices Mat(2 x 2, C) avec les opérations usuelles :

a1l a2 4 bi1 bi2 _ (an +ai1 a2 +bi2

a1  a22 ba1  boo az1 +b21 a2 + bao
ann a1z (b b2 _ (@b +aizbar anbiz + aizbze
az1 a2 ba1  boo a21b11 + a22b21  a21b12 + a22b22

De méme pour Mat(n x n, A) sur un anneau A.
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§1.1

Exemples sophistiqués
7 Un corps non commutatif ? Les quaternions de Hamilton (1843). ..

On considére H = {al + bi + ¢j + dk | a, b, c,d € R} comme un espace
vectoriel sur R qui a pour base 1, ¢, 7, k. On définit la multiplication sur la
base pari® = j> = k? = —1,ij = —ji = k, jk = —kj =i, ki = —ik = 7,
puis par extension linéaire sur tout H. Visiblement le produit n’est pas
commutatif. . . Est-ce que (H, +, -) est un corps non commutatif ?

g—{(otib —c-id | a,b,c,d € BY C Mat(2 x 2,C).
c—td a—1b
8 Un corps de cardinal 4 ? La découverte de Galois (1830)...

On sait que Z/» est un corps de cardinal 2 ; de méme Z/5 est un corps de
cardinal 3 ; mais Z/, de cardinal 4 n’est pas un corps. Existe-t-il un corps
de cardinal 4 ? Essayons F4 = {0, 1, z, y} avec les opérations suivantes :

+|0|1l|z|y 01|z |y
0(0|1l|xz|y 0(0(0(0]|0
1(1|0|y|x 1{0(1|z|y
z|lx|y|0]1 z|(0|x|y|l
ylylxz|1l]|0 y|0|y|l|x

En dépit d’outils, c’est pour le moment une question de brute force.
Un des objectifs de ce cours et de construire tous les corps finis.
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§1.1

Remarques

Convention de notation : on écrit ab + cd au lieu de (a - b) + (¢ - d).

Dans tout groupe I'élément 0, étant neutre pour I'addition, est unique.
De méme, I'élément opposé de a est unique, et on le note —a.
Dans tout anneau on a 0a = (0 + 0)a = Oa + Oa, d'ol 0 = Oa.

Dans tout anneau I'élément 1, étant neutre pour la multiplication, est unique :
sil’ € Avérifie ’a =al’ =apourtouta € A,alors1’'=1-1" = 1.
Ontrouve (—1)a+a=(-1)a+1la=(—14+1)a=0a=0,dou (-1)a = —a.

Dans tout corps, I'élément inverse de a est unique :
siab=ab' =1,alors b=1b= (V'a)b =b'(ab) =V'1 =1
Lunicité nous permet d’'écrire sans univoque o' pour l'inverse de a.

Lexemple trivial ({0}, +, -) est 'anneau nul ot 1 = 0 (anneau non unitaire).
Inversement, si 1 = 0, alors a = 1la = 0a = 0 donc A = {0}.
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Diviseurs de zéro

§1.2

Définition (diviseurs de zéros)

Soit A un anneau. On note A* = A \ {0} les éléments non nuls.
On dit que a € A* est un diviseur de zéro s'il existe b € A* tel que ab = 0.
Lanneau A est intégre s’il n’a pas de diviseurs de zéro.

Remarque

Un corps est un anneau integre car il n’a jamais de diviseurs de zéro :
Siab=0eta#0alorsb=1b= (a *a)b =a '(ab) = a0 = 0.

Exemples

Lanneau Z/s a des diviseurs de zéro : 2 - 3 = 0.
Lanneau Z/z est un corps et n’a donc pas de diviseurs de zéro.
Lanneau Z est intégre mais ce n’est pas un corps.

Exercice

Pour m € Z, m > 2, nous avons Z/., intégre < m premier < Z/,,, un corps.
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Eléments inversibles

§1.3

Définition (éléments inversibles)

Un élément a € A est inversible dans A s'il existe b € A tel que ab = 1.

Dans ce cas b est unique et on I'appelle 'inverse de a, noté o= *.

On définit A* := {a € A | a estinversible dans A}.

Exemples

Dans 'anneau Z nous avons Z* = {—1,+1} C Z*.
Dans I'anneau Z/,, nous avons Z/,» = {a | a € Z et pged(a,m) = 1}.

Remarque

Un élément inversible n’est jamais un diviseur de zéro.
Un anneau est un corps si et seulement si A* = A*.

Exercice
Un anneau fini integre est un corps.
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Le groupe des éléments inversibles

§1.3

Proposition

Soit (A, +, ) un anneau (commutatif). Alors (A*,-) est un groupe (abélien).

Démonstration.

Sia,bc AX, alorsab € A* car (b"'a"')(ab) =b  (a " ta)b=b""b=1.

Ceci permet de définir la multiplication -: A* x A* — A* par restriction.
Cette multiplication est associative (et commutative si 'anneau l'est).
Lélément 1 est inversible, donc 1 € A%, et il sert d’élément neutre.

Sia c AX alors a™! € A* par définition, et aa™' = 1. O

Exemples
Dans Z nous avons Z* = {—1,+1} C Z*. Dans Q nous avons Q* = Q*.

Dans Z/,, nous avons Z/,; = {a | a € Z et pged(a,m) = 1}.
Ici l'inverse se calcule par I'algorithme d’Euclide-Bézout.
Nous avons analysé sa structure par le théoréme des restes chinois.

Pour 'anneau A = Mat(n x n,K) des matrices sur un corps K nous
obtenons le groupe A* = GL(n;K) = {A € Mat | det(A) € K*} des
matrices inversibles. Ici 'inverse se calcule par 'algorithme de Gauss.
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Anneaux et corps : extensions quadratiques

§1.3

Les exemples suivants sont une source d’inspiration inépuisable.

Exercice (entiers de Gauss)

On considére le corps des nombres complexes C = R + iR ol i? = —1.
Lensemble Q[:] = {a + bi | a,b € Q} est-il un corps ? (sous-corps de C)
Lensemble Z[i] = {a + bi | a,b € Z} est-il un anneau ? (sous-anneau de C)

Exercice (extensions quadratiques)

En généralisant I'exemple précédent on fixe un entier ¢ € Z quelconque.
Lensemble Q[/c] = {a + by/c | a,b € Q} est-il un (sous-)corps ?
Lensemble Z[\/c] = {a + by/c | a,b € Z} est-il un (sous-)anneau ?

Exercice (norme et éléments inversibles)

On fixe ¢ € Z, ici ¢ < 0 pour simplifier. Nous écrivons \/c = iv/d ou d = |¢].
On définit N: Z[i/d] — N par N(a + ibv/d) := |a + ibVd|*> = o + b?d.
A-t-on mutiplicativité N (zy) = N(z)N(y) pour tout =,y € Z[iv/d] ?
Montrer que x € Z[iv/d] est inversible si et seulement si N (x) = 1.
Expliciter ainsi les groupes Z[i]* puis Z[iv/d]* pourd € N, d > 2.
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Morphismes d’anneaux

§2.1

Définition (morphisme d’anneaux)

Soient A, B deux anneaux.
Une application ¢: A — B est un morphisme d’anneaux si

m o(z+y) = ¢(z) + ¢(y), morphisme des groupes additifs,

B §(la) = 1 et ¢(zy) = ¢(x)¢(y) pour tout z,y € A.
C’est un mono- / épi- / isomorphisme s’il est injectif / surjectif / bijectif.

Exemple (théoréme des restes chinois)

Lapplication quotient 7: Z — Z/, est un morphisme d’anneaux.

Pour m,n € Z il existe un unique morphisme d’anneaux Z/mn — Z/m X Z/n.

C’est un isomorphisme d’anneaux si et seulement si pged(m, n) = 1.
Dans ce cas ¢ induit un isomorphisme de groupes 7/, = Z/y X Z/,X.
Nous 'avons utilisé pour l'indicatrice d’Euler et le cryptosysteme RSA.

Remarque (exercice)

Si ¢: A — B est un isomorphisme d’anneaux, alors I'application inverse
¢~ ': B — A estaussi un (iso)morphisme d’anneaux. Tout morphisme
d’anneaux A — B induit un morphisme de groupes A* — B*.
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Morphismes de corps

§2.1

Définition
Soient A, B deux corps. Alors tout morphisme d’anneaux ¢: A — B est
appelé morphisme de corps.

Proposition

Tout morphisme de corps est injectif.

Démonstration. Soit »: A — B un morphisme de corps.
Poura € A* = A% onaé(a)p(a™t) = ¢plaa™") = $(14) = 1p.
On en déduit que ¢(a) # 0 et que ¢(a) ™" = ¢(a™).

En particulier ker(¢) = {0} est ¢ est injectif.

Remarque

Un morphisme de corps n’a en général aucune raison d’étre surjectif :
les inclusions Q — R et R — C sont injectives mais non surjectives.
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Caractéristique d’un anneau ou d’un corps

§2.2

Remarque (exercice de révision)

Soit Z 'anneau des nombres entiers et soit A un anneau quelconque.

Il existe un unique morphisme d’anneaux ¢: Z — A, a savoir ¢(n) =n - 14.

Le noyau ker(¢) est donc un sous-groupe de Z.
Nous en déduisons que ker(¢) = mZ pour un certain m € Z, m > 0.
Par passage au quotient nous obtenons ¢: Z/mZ = im(¢) C A.

Définition
Le générateur m > 0 de I'exemple précédent tel que ker(Z — A) = mZ

est appelé la caractéristique de 'anneau A, notée car(A) = m.

Exemples

Nous avons car(Z/m) = m pour tout m € N, ainsi que car(Z) = car(Q) = 0.

A noter que car(A) = 0 si et seulement si le morphisme Z — A est injectif.

Remarque

Si A est intégre, alors ou car(A) = 0 ou car(A) est un nombre premier.
Si K est un corps, alors ou Q C K ou Z/, C K (léger abus de notation).
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Le morphisme de Frobenius

§2.2

Exercice

Soit A un anneau de caractéristique p ou p est un nombre premier.
Alors §: A — A, f(a) = aP est un morphisme d’anneaux.

Que faut-il montrer ?
Quant a 'addition il faut montrer que f(a + b) = f(a) + f(b) pour tout a, b € A.
Quant & la multiplication il faut montrer que f(1) = 1 et f(ab) = f(a)f(b )

Solution. On a toujours (1) = 17 =1 et f(ab) = (ab)? = a’b” = f(a)f(b).
Ici nous n’utilisons que I'associativité et la commutativité de la multiplication.

Pour p premier nous avons déja montré que p | (¥) pourvu que 0 < k < p.
Comme A est de caractéristique p nous avons p- 14 = 04 dans A, d’'ou
fa+b) = (a+b)" =37 _, (})a"b"™" = a” +b" = f(a) + §(b). ®
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Sous-anneaux

§2.3

Définition (sous-anneau)

Soit A un anneau. Un sous-anneau de A est une partie B C A telle que

m B est un sous-groupe de (4, +),
m1e Betxye Bpourtoutz,y € B.

Ainsi (B, +, -) est un anneau et B — A est un morphisme d’anneaux.

Exemples

Par exemple, Z est un sous-anneau du corps Q (ou de R).
Par contre, 2Z n’est pas un sous-anneau de Z car 1 # 2Z.
Proposition

Soit¢: A — A’ un morphisme d’anneaux.

Si B est un sous-anneau de A, alors ¢(B) est un sous-anneau de A'.

En particulier I'image im(¢) = ¢(A) est un sous-anneau de A’'.

Exemples

Bien slr A C A est un sous-anneau de A ; c’est le plus grand.
De méme im(Z — A) est un sous-anneau de A ; c’est le plus petit.
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Sous-corps

§2.3

Définition (sous-corps)
Un sous-corps est un sous-anneau qui est un corps. Plus explicitement :
Soit A un corps (ou un anneau). Un sous-corps K C A est un sous-anneau

tel que tout élément non nul z € K admette un inverse dans K.
Exemples

Z est un sous-anneau de R mais non un sous-corps.

Q est un sous-corps de R, ainsi que R est un sous-corps de C.
Exercice (caractérisation des sous-corps)

Soit A un corps. Une partie K’ C A est un sous-corps si 0,1 € K et pour tout

a,bdans K onaaussia+beta—betabetab ' (pourvu que b # 0) dans K.

Une moitié de ces exigences est redondante : laquelle ?

Exercice (révision des espaces vectoriels)

Soit E un anneau et soit K C E un corps. On a 'addition +: E x E — E et
la multiplication -: K x E — E des éléments de E par des éléments de K.
Montrer que cette structure satisfait aux axiomes d’'un espace vectoriel.

Ainsi un anneau FE est un espace vectoriel sur tout sous-corps K.
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Sous-anneaux et sous-corps engendrés

§2.3

Proposition (exercice)

Soit (A;)ic1 une famille de sous-anneaux A; d’un anneau B.
Alors leur intersection A := (., A: est un sous-anneau de B.

Définition (sous-anneau engendré)

Soit B un anneau, A C B un sous-anneau, et S C B un sous-ensemble.

On note A[S] le plus petit sous-anneau de B contenant a la fois A et S :
c’est I'intersection de tous les sous-anneaux de B contenant A et S.

Proposition (exercice)

Soit (K;):c1 une famille de sous-corps K; d’'un anneau A.
Alors leur intersection K := (.., K; est un sous-corps de A.

i€l
Définition (sous-corps engendré)

Soit L un corps, K C L un sous-corps, et S C L un sous-ensemble.
On note K (S) le plus petit sous-corps de L contenant a la fois K et S :
c’est l'intersection de tous les sous-corps de L contenant K et S.
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Sous-anneaux et sous-corps engendrés : exemples

§2.3

Exercice

Dans C expliciter le sous-anneau Z[i] et le sous-corps Q(i) ol i2 = —1.
Déterminer la dimension de Q(:) comme espace vectoriel sur Q.

Exercice

Dans C expliciter le sous-anneau Z[/c] ol ¢ € Z et le sous-corps Q(+/c).
Déterminer la dimension de Q(/c) comme espace vectoriel sur Q.

Exercice
1

Dans R expliciter le sous-anneau Q[e] et le sous-corps Q(e) olie = > | .

Déterminer la dimension de Q[e] comme espace vectoriel sur Q.

Nous admettons ici que e = 3 77 | # est transcendant sur Q,
c’est-a-dire que ap + a1e + - - - + ane™ # 0 si (ao,a1,...,an) #0.
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Corps des fractions : définition

§2.3

Tout sous-anneau d’un corps est integre : ab = 0 implique a = 0 ou b = 0.
Etant donné un anneau intégre, pouvons-nous le plonger dans un corps ?
Définition
On appelle corps des fractions de A toute paire (K, ) tel que

m K estuncorps et k: A — K est un monomorphisme d’anneaux.

m Tout z € K s'écrit comme x(a)x(b) " ol a,b € A, b # 0.

Proposition (propriété universelle)

Soit (K, k) un corps des fractions d’un anneau A.
Soit \: A — L un monomorphisme dans un corps L.
Alors il existe un unique morphisme de corps ¢: K — L tel que A = ¢ o k.

Démonstration. Si x(a)x(b) ™ = k(c)k(d) " alors x(a)k(d) = K(b)k(c),

d’ou k(ad) = k(bc) puis ad = be car k est un monomorphisme.

Ainsi A(ad) = A(be) puis A(a)A(d) = A(B)A(c) d'ot A(@)A(D) ™" = A(e)A(d) ™.
On peut donc définie ¢ par x(a)k(b) ™ — A(a)A\(b)"' olia,b € A, b # 0.

On vérifie ensuite que ¢ est un morphisme de corps. O

Corollaire (unicité)

Deux corps des fractions d’'un anneau A sont canoniquement isomorphes.
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Corps des fractions : construction

§2.3

Proposition (existence)

Pour tout anneaux intégre A il existe un corps des fractions (K, ).

Démonstration. On veut construire les fractions ¢ pour a,b € A, b # 0.

En s’inspirant de cette idée, on considere FF = A x A* avec les opérations
(a,b) + (¢, d) := (ad + be, bd) et (a,b) - (¢,d) := (ac, bd).

On constate que (F, +, -) n’est pas un anneau. (Pourquoi ?)

Afin de sortir de cette impasse, on définit la relation (a, b) ~ (¢, d) si ad = be.
On vérifie d’abord qu’il s’agit d’une relation d’équivalence, ensuite que les
opérations + et - sont bien définies sur le quotient K = F/, et finalement
que (K, +,-) est un corps. (Le détailler! Ou utilise-t-on l'intégrité de A ?)

La classe d’équivalence de (a, b) est notée ¢. Lapplication x: A — K donnée
par a — ¢ est un homomorphisme d’anneaux et il est injectif. Tout élément
z € K s'écritcomme z = ¢ = 41 = k(a)k(b) ' olia,b € A, b#0. O

Remarque (le corps des fractions comme extension)

On peut identifier 'anneau A avec son image x(A) dans le corps K.
Ainsi A devient un sous-anneau de son corps des fractions K.
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Idéaux

§3.1

Remarque

Pour tout morphisme d’anneaux ¢: A — B le noyau I = ker(¢) vérifie
(1) I estun sous-groupe de (A, +).
(2) Pourtoutae Aetbe ITonaabe I.

Démonstration. Pour (2) on voit que ¢(ab) = ¢(a)d(b) = ¢(a) - 0 = 0. O
Définition

Un idéal d’un anneau A est un sous-ensemble I C A satisfaisant (1) et (2).
Exemples

Evidemment {0} et A sont des idéaux de A, dits idéaux triviaux.

Nous savons que mZ est un idéal de Z, et tout idéal de Z est de cette forme.

Exercice (correspondance des idéaux)

Soit ¢: A — B un épimorphisme d’anneaux. Soit .# I'ensemble des idéaux
de A contenant ker(¢). Soit ¢ I'ensemble des idéaux de B. Alors

O: I — 7,1 ¢(I), et U 7 — 7, T o (),

sont bien définies et des bijections mutuellement inverses. ,
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Construction de I'anneau quotient

§3.1

Proposition

Soit I un idéal d’un anneau A. Alors sur le quotient A/I il existe une unique
structure d’anneau telle que w: A — A/I soit un morphisme d’anneaux.
Ainsi on appelle A/I I'anneau quotient de A parI.

Pour I = A on obtient I'anneau nul A/I = {0} qui n'est pas unitaire (1 = 0).
Si'anneau A est unitaire (1 # 0) et si I'idéal I est propre (I C A),
alors I'anneau quotient A/I est a nouveau unitaire (1 # 0).

Démonstration. Le groupe (A, +) est abélien et I C A est un sous-groupe.
Sur le quotient A/I il existe donc une unique structure de groupe telle que
I'application quotient m: A — A/I soit un morphisme de groupes.

Si 7 est un morphisme d’anneau, alors 7(z)7(y) = w(xy).
Ceci prouve l'unicité de la multiplication sur A/1I.

Pour montrer son existence, il faut vérifier que le produit =(z)7(y) := 7 (zy)
ne dépend que 7 (z), 7(y) € A/I et non des représentants =,y € A.
Sin(z) =m(z)etn(y) =n(y)alorsz’ =z +aety =y+baveca,bel.
Nous trouvons z'y’ —zy = (x +a)(y + b) —xy = zb+ay + ab € I.

Ceci prouve que 7 (z'y") = w(zy), le produit est donc bien défini.

Finalement, on vérifie aisément que (A/I,+, ) ainsi construit satisfait aux

axiomes d’'un anneau et que w: A — A/I est un morphisme de groupe. O
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Passage a 'anneau quotient

§3.1

Proposition
Soit A un anneau, soit I C A un idéal, et soit ¢: A — B un morphisme
d’anneaux. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1 Il existe un morphisme d’anneaux ¢: A/I — B tel que ¢ = ¢ o .
2 I C ker(¢)

Dans ce cas on dit que ¢ passe au quotient; le morphisme ¢ est unique, et
on 'appelle le morphisme induit par passage au quotient.

Démonstration. «=» Sia € I alors 7(a) = 0, donc ¢(a) = ¢ o w(a) = 0.
«<=» Supposons que I C ker(¢), et construisons ¢ tel que ¢ = o
Cette exigence entraine que ¢(cl(a)) = ¢(a). Montrons que c’est bien défini.
Sicl(a) = cl(b), alors a — b € I, donc a — b € ker(¢), puis ¢(a) = ¢(b).
On peut donc définir ¢: A/I — A par ¢(cl(a)) := ¢(a).
On a ¢ = ¢ o« par construction. C’est un morphisme d’anneaux :
(cl(a) + cI(b)) = @(cl(a + b)) = p(a +b) = ¢(a) + ¢(a) = ¢(cl(a)) + (cl(b)),
¢(cl(a)el(b)) = d(cl(ab)) = ¢(ab) = ¢(a)p(a) = ¢(cl(a))(cl(b)),
¢(cl(1a)) = ¢(1a) = 1.

Ceci prouve la proposition. O
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§3.1

Factorisation canonique des morphismes

Corollaire

Tout morphisme d'anneaux ¢: A — B induit
un isomorphisme d’anneaux ¢: A/ ker(¢) = im(¢).

Démonstration. D’abord ¢ induit un morphisme surjectif ¢: A — im(¢).

Par passage au quotient ¢ induit un morphisme ¢: A/ ker(¢) — im(e).

Si ¢(z) = ¢(gy) alors ¢(z) = ¢(y), donc z — y € ker(¢), d'ou T = §.

Exemple

Pour tout anneau A il existe un unique morphisme d’anneaux ¢: Z — A.

Nous en déduisons que ker(¢) = mZ pour un certain m € Z, m > 0.
Par passage au quotient nous obtenons ¢: Z/mZ = im(¢) C A.

Autrement dit, tout anneau A contient une copie de Z/mZ comme
sous-anneau ou l'entier m = car(A) est la caractéristique de A.
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Idéaux engendrés

§3.2

Proposition (exercice)

Soit (In)reca est une famille d’idéaux I, d’'un anneau A.
Alors leur intersection I = (N, ., Ix est un idéal de A.

Définition
Soit A un anneau et soit S C A un sous-ensemble.

On note (S) C A le plus petit idéal de A contenant S :
c’est l'intersection de tous les idéaux de A contenant S.

Remarque (exercice)
Plus explicitement, pour tout S C A nous avons
(S)={aisi+--+ansn | n>0,a1,...,an € A, s1,

...,8n €S}

Notons des cas particuliers : Pour un singleton S = {s} on écrit

(S)=(s) =sA=As={as|a € A}
Pour une famille finie S = {s1,...,sn} on écrit
(S) =(s1y.+.,8n) = As1 + -+ + Asn.



ldéaux engendrés : exemples et applications

§3.2

Exemple

Dans 'anneau Z tout idéal est de la forme (m) pour un m € N.
Pour tout a,b € Z on a (a, b) = (m) ou m = pged(a, b) par Bézout.

Proposition

Un anneau A est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont {0} et A.

Démonstration. «=-» Soit A un corps et soit I C A un idéal.

Si I # {0} alors il existe z € I . {0}.

Pour touta € Aonadonca = (ax™') -z €1,donc I = A.

«<» Supposons que {0} et A sont les seuls idéaux de A.

Pour a € A* on a {0} # (a), donc (a) = A.

Il existe donc b € A tel que ab = 1, d’'ou a est inversible. O

Corollaire

Tout morphisme ¢: K — A d’un corps dans un anneau unitaire est injectif.
Démonstration. Le noyau I = ker(¢) est un idéal de K.

Puisque ¢(1x) =14 # 04, nous avons 1x ¢ I, donc I # K.

Notre hypothése implique que I = {0}, donc ¢ est injectif. O
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Idéaux d’un quotient

§3.2

Proposition

SoitI C A unidéal et soitw: A — A/I le morphisme quotient.
Soit 2" 'ensemble des idéaux de A contenant I.

Soit % I'ensemble des idéaux du quotient A/1.

Alors les applications

O X ¥ X —-n(X), e U:¥-XY—nl(Y),

sont bien définies et des bijections mutuellement inverses.
Exercice

Prouver la proposition. Expliciter les idéaux de Z/12Z et leurs inclusions.
Expliciter les quotients de Z/12Z et leurs morphismes quotients.
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Idéaux premiers et maximaux

§3.3

Définition
Soit A un anneau et soit I C A un idéal.
m On dit que I est premier si 'anneau quotient A/I est integre.
m On dit que I est maximal si 'anneau quotient A/I est un corps.

Rappelons que A/I estintégre siz # 0 ety # 0 entraine z - § # 0.
Par contraposé, ceci veut dire :siz -y =0,alorsz=00uy =0
Pour l'idéal I C A ceciveutdire:sizy € I,alorsz e Touy € I.

Remarques

Lidéal (0) est premier si et seulement si A est integre.
Lidéal (1) = A n’est jamais premier car A/A = {0} n’est pas intégre.
Tout corps est intégre, donc tout idéal maximal est premier.

Si A/I est un corps, alors ses seuls idéaux sont {0} et A/I.
Les seuls idéaux de A contenant I sont donc I et A. Par conséquent :

Proposition

Un idéal I C A est maximal si pour tout idéal J de A
vérifiant] C J Cc AonaouJ =1ouJ = A.



Lanneau des fonctions polynomiales

§4.0

Exercice (I'anneau des fonctions C*° (R, R))

Lensemble C* (R, R) des fonctions R — R infiniment dérivables est un
anneau pour I'addition et la multiplication des fonctions (point par point).

Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes. Lanneau
C*(R,R) n'est pas intégre : si f, g sont a supports disjoints, alors gf = 0.

Exercice ('anneau des fonctions polynomiales)

La fonction identité définie par X: R — R, = — x, appartient a C>= (R, R).

Le sous-anneau R[X] est formé des fonctions polynomiales f = >°7_ ar X*.
Evidemment les coefficients ao, . .., a. € R déterminent la fonction f, et
réciproguement les coefficients sont déterminés par f, car ay, = %f(’“’(o).
On définit le degré par deg f := sup{k € N | ax # 0}. Montrer qu’il vérifie

deg(f + g) < sup{deg f,deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g).
En déduire le groupe R[X]* des éléments inversibles.
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Lanneau des fonctions polynomiales en deux variables

§4.0

Exercice ('anneau des fonctions C>°(R?, R))

Lensemble C*(R?,R) des fonctions R? — R infiniment dérivables est un
anneau pour I'addition et la multiplication des fonctions (point par point).
Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes.

Exercice (I'anneau des fonctions polynomiales en deux variables)

C>(R? R) contient X,V : R? - R, X(z,y) =z et Y(z,y) = v.
Le sous-anneau R[X, Y] est formé des fonctions f =37, , ax,  X*Y*.

0 z 0z k+2¢
Les coefficients ay ¢ € R sont déterminés par f, car ax, = & % 21

On définit le degré total par deg f := sup{k + ¢ | ax,¢ # 0}. Montrer qu'il

verifie deg(f 4 g) < sup{deg f,deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g)-
En déduire le groupe R[X, Y]* des éléments inversibles.

%l @ aakay? (0)-
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Lanneau des fonctions trigopnométriques

§4.0

Exercice (I'anneau des fonctions trigopnométriques)

Les fonctions cos, sin: R — R appartiennent a 'anneau C*° (R, R).

Le sous-anneau R]cos] est formé des fonctions f = 3"7'_ ax cos”, ar € R.
En linéarisant, on peut réécrire f comme f(z) = > ;_, ax cos(kx), ar € R.
Dans une telle ecrlture les coeff|C|ents ak sont unlquement déterminés par la
fonction f, car ao = 5= [2" f(z)dz etar = L [27 f(x) cos(kz)dz pour k > 1.

Le sous-anneau R[cos, sin] est forme des fonctions f = 3", , ax,¢ cos” sin”.

Malheureusement une telle écriture n’est pas unique, car cos? + sin® = 1.
Montrer que le sous-anneau R|cos, sin| est formé des fonctions

f(x) = a0+ > p_; ak cos(kx) + by sin(kx) ou ar, br € R, et qu'ici les
coefficients sont uniquement déterminés par f.

On peut donc définir deg f := sup{k € N | ax # 0 ou bx, # 0}. Montrer qu’il

vérifie deg(f + g) < sup{deg f, deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g).
En déduire le groupe R|cos, sin]* des éléments inversibles.
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