Plan de I'exposé

La problématique générale :

Le théoréme du dictateur Comment se mettre d’accord dans un groupe ?
Séminaire Mathématiques et Applications 7'/ ? %;
5

Dans la série « comment écrire une thése en une semaine
puis décrocher le prix Nobel d’économie »

Michael Eisermann

wawe Four i er . uj f-gr enobl e. {1/ ~ei ser Modélisation mathématique : I'approche axiomatique.

Trois axiomes : transitivité, unanimité, monotonie.
ggm%%ﬂ]s%EPHFOURIER Deux exemples : dictature et scrutin majoritaire.

Institut Fourier, 24 &vrier 2005 Le paradoxe de Condorcet (=~ 1789).
Le théoréme d’Arrow (1948).
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Comment déterminer un « choix social » ? Une analogie tirée par les cheveux

Problématique : Comment définir le volume d’un parallélépipede ?

Comment trouver un compromis entre priorités divergentes ?

Comment construire un mode de scrutin qui soit « optimal » ?
vol(vy, Vo, V3) =72

Exemple : Soit | = {1,2,3,4} un groupe d'étudiants. Afin de Idée : on cherche
préparer leurs examens ensemble, ils veulent se mettre d’accord vol: RExR3xR3— R
sur les priorités : a = algebre, b = intégration, ¢ = calcul diff. .y
ou plus généralement

Chacun des étudiants a ses préférences individuelles : volp: R™" - R qui soit

1: ~ a > ¢ Y

2: - ¢ >~ b homogene : vol(...,Avi,...) = Avol(...,Vi,...

3: ~ b oc additif: vol(...,vi+Vj,...)=vol(...,v,...

4: c - b » a alterné : SiV; =Vj pouri # j, alors vol(...,V,...
Comment trouver un compromis « raisonnable » ?

normé : Pour le cube unitaire on exige vol(ey,...
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Le théoreme du déterminant

Définition :
On appelle déterminant toute application R"™" — R
qui soit multilinéaire, alternée, normée.

Théoréme :
Il existe un et un seul déterminant R™" — R.
[l Formules, algorithmes, applications, généralisations, ...

exemples (mathématiques), abstraction formulation d’axiomes,
_

expériences (physiques) modélisation propriétés essentielles

_ fraralicatinn o .
prathueT généralisation 7 théoriel étude

réfutation ? mathématique

applications des résultats, application déeduction de théoremes,
%

vérification du modele interprétation | propriétés moins évidentes
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Comment modéliser des préferences ?

Un ordre de préférence est un classement linéaire :
the café tisane

eau gazeuse coca
café aulait  eau plate schweppes fanta

Soit A= {a,b,...} I'ensemble des alternatives.
On écrit aPbsi a est préféré (ou équivalent) a b.

Axiome de transitivité :  On exige que P soit
transitif: aPbet bPcimpliquent aP¢
linéaire : pour tout a,b € Aon aaPbou bPa

Notation habituelle pour une relation d’ordre :
Préference faible: a=b :< aPhb

Indifference : &b & aPbetbPa
Préference stricte: &b :< aPbmais non bPa
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Qu’est-ce qu’un mode de scrutin ?

Au lieu d’un seul ordre de préférence on considere maintenant un
ensemble | d'individus 1,2,...,navec n > 2. On suppose que
chaque individu i déclare son ordre de préférence R.

Probléme : Comment en déduire un classement commun ?

On note P I'ensemble des ordres de préférences sur A.
Nous cherchons donc une application « raisonnable »

c:P—P, (P,...,P)—P

On interpréete C comme un mode de scrutin, ou une constitution,
ou bien un algorithme pour construire un compromis.
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L'axiome d’'unanimité

Préférences individuelles
1: a = b > c
2: a = ¢ ~ b
3: c -~ a »~ b
Quelles conclusions en tirer ?

Principe : Si tous les individus préferentaa b,
alors le classement commun doit préférer a a b.

Axiome d’unanimité :
Soit C(Py,...,Py) =P. Sia>; bpourtouti €I, alors a> b.

[1 C’est aussi appelé I'axiome de souveraineté : le groupe |
peut imposer, en cas d’unanimité, n'importe quel classement.
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Monotonie — 1ler exemple

Deux jeux de préférences individuelles
1: a>~b>c 1: a>"b>'c
2: a>c>Db 2: a>'"c>~'b
3: c-a>b 3: a>'c>'b
Quelles conclusions en tirer ?

Deux principes semblent naturels :

Si les préférences entre a et b changent en faveur de a,
alors leur classement relatif ne peut pas changer en faveur de b.

Si les préférences entre a et b ne changent pas du tout,
alors leur classement relatif ne change pas non plus.
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L'axiome de monotonie

Principe : Si les préférences entre a et b changent en faveur de a,
alors leur classement relatif ne peut pas changer en faveur de b.

Axiome de monotonie :
Supposons {i |aRb} C {i|aRb} et {i|bRa} 2> {i|bFa}.
Soit P=C(Py,...,P,) et P =C(P;,...,P,). SiaPbalors aPb.

[1 Corrélation positive entre préférences individuelles et
classement commun.

Cas particulier :
Supposons {i |aRb} ={i|aPRb} et {i|bRa}=/i|bFa}.
Alors aPb < aPh.

[1 Indépendance des alternatives non pertinentes.
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Monotonie — 2nd exemple

Deux jeux de préférences individuelles
1: a-b>c 1: a~"b >
2: a~-c>Db 2: a~"b>x'c
3: c-a=b 3: ¢c~"a’
Quelles conclusions en tirer ?

Troisiéme cas
Si c-a>b alors ¢~ a >’
ou a~r’ ¢+’
ou a>'c¢c '
ou a>' ¢~/
ou a>"b >’
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Constitutions dictatoriales

Soit j € 1. On définitC: P' — P par C(Py,...,P,) = Pj.
Ce mode de scrutin respecte I'unanimité et la monotonie . ..

Unanimité : Sia >; b pour tout i, alors a’~; b, donc a > b.

Monotonie :
Supposons {i |aRb} C {i|aRb} et {i|bRa} D {i|bPa}.
Ona aPb <= aPb = aPb <«= aPb

Définition : Une constitution C: P! — P est dictatoriale s'il existe
j €1 tel que a > bimplique a > b quels que soient a,b € A.

[1 Un tel mode de scrutin ne vérifie pas I'axiome de symétrie :
C(Py,...,P,) =C(Pu,...,Pm) pour toute permutation Tt
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Scrutin par majorité

Supposons que A= {a,b} ne contient que deux alternatives.

Onpose aPb sietseulementsi #{i|aRb} > #{i|bRa}.
Ceci respecte la symétrie, 'unanimité et la monotonie . ..

Unanimité : Si a > b pour tout i, alors a > b.

Monotonie :
Supposons {i |aRb} C {i|aRb} et {i|bRa} 2> {i|bFa}.
Alors aPb=- aPb.

Généralisation : On fixe une mesure p: | — R, avec $; (i) = 1,
puis on compare  YiappM(i) & YipraM(i) (vote pondéré).
[1 Brise la symétrie mais respecte I'unanimité et la monotonie.

[0 Le cas extréme [ = O revient & une constitution dictatoriale.
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Majorité dépassant un seulil

Comme avant, nous regardons deux alternatives : A= {a,b}.
Selon la différence v= Wi | aRb} — p{i | bRa} on pose :
—_— | |
1 1
-1 B a +1
b>-asiv<f, ar~bsiB<v<a, axbsiv>a.

[1 Ce mode de scrutin respecte I'unanimité et la monotonie.
[0 Pour a = [3 = 0on obtient le vote par majorité simple.

[J Possiblement O et 3 ne sont pas symétriques.

A titre d'illustration supposons que a = 3 = % Dans ce cas
une partie J C | avec p(J) = % ne peut pas imposer a > b,

mais elle peut imposer b = a. Elle est en position de « veto ».
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Parties décisives

Une partie J C | est dite décisive pour (a,b) si elle peut imposer
a > b, quelles que soient les préférences du complément | ~ J.

Par monotonie, J est décisive pour (a,b) ssi elle impose sa
préférence dans la constellation suivante :

J: a = b
I J: b ~ a

Par unanimité, | est décisif pour tout couple (a,b).
Lensemble vide ne peut pas étre décisif.

Dans un vote majoritaire, J est décisive ssi p(J) > 3.
En général, il y a plusieurs parties décisives [minimales].

Dans une dictature, J est décisive ssi elle contient le
dictateur j. Ici la partie décisive minimale est {]}.
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Exemple : scrutin en cascade

Comme avant, nous regardons deux alternatives : A= {a, b}.

On choisit des parties non vides Ji,Jo,...,J; C | ainsi qu’'un mode
de scrutin C: P* — P pourtoutk=1,2,....7.

décision:ouaoub

décision: ouaoub

' o

suspense . décision

[ Sitous les modes de scrutin C, respectent I'unanimité et la
monotonie, alors le scrutin en cascade les respectent aussi.
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Marquis Antoine de Condorcet (1743-1794) Le paradoxe de Condorcet

Appliguons le vote majoritaire a trois alternatives
1: a - b > c

Philosophe, mathématicien et homme politique,
nommé a I'Académie des Sciences (1769), élu <o,
a I'Académie francaise (1782), il collabora a “ g 2. b - ¢ > a
I'Encyclopédie (1784-89). Député a I'Assemblée 16- ./ & 3: c » a > b
gislative (1791), puis & la Convention (1792). Défen- | i = #8 ) Que donne le vote paire par paire ?
seur de nombreuses causes libérales, il participa a 1 '

[0 1let3soutiennent a = b tandis que 2 est contre.

la rédaction de la Constitution. ) )
[0 let2soutiennent b = ¢ tandis que 3 est contre.
1765 : Essai sur le calcul intégral, 1767 : Du probleme des trois corps, 1768 : Essais 02 3 . di 1
d'analyse, 1781-1784 : Mémoire sur le calcul des probabilités, 1784 : Réflexions sur et 3 soutiennent c ~ a tandis que est contre.

I'esclavage des négres, 1790 : Essai sur 'admission des femmes au droit de cité. Conclusion: a = b = ¢ = alll

Petite histoire : Quand les Jacobins introduisirent la constitution de 1793, trés différente des Probleme : possibilité de contradictions / préférences circulaires!

propositions de Condorcet, celui-ci la critiqua, ce qui le fit condamner pour trahison. Il se Peut-on construire un mode de scrutin qui évite ce probléme ?
cacha durant 8 mois. Arrété, il meurt dans une prison dans des circonstances obscures.
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Kenneth J. Arrow (1921-) Le théoreme du dictateur

Théoréme d’'impossibilité  (K.J. Arrow, 1948)

Supposons que I'ensemble A contient au moins trois alternatives.
Alors il n’existe pas de constitution C: P! — P qui vérifie a la fois
les trois axiomes d’'unanimité, de monotonie, et de symétrie.

Economiste de formation mathématique, professeur
a Stanford (1949-1968 et 1980—présent) et Harvard
(1968-79). Prix Nobel d’économie en 1972 pour ses

études sur les choix collectifs. L o | o
Plus précisément : toute constitution C: ' — P vérifiant les deux

1948 : Cowles Commission Memorandum ' axiomes d’'unanimité et de monotonie est dictatoriale !

1951 : Social choice and individual values
1986 : Social choice and multicriterion decision-making — k=

Approche : Dans toute la suite on fixe une constitution C: P! — PP
Petite histoire : Au début de la guerre froide il participa aux recherches stratégiques des dont on exige les axiomes d’unanimité et de monotonie.

Etats Unis. Il fut demandé de construire un mode de scrutin optimal, qui en particulier La preuve procéde en deux étapes .

On analysera d’abord les parties décisives,
puis on démasquera le dictateur ...

résolve le paradoxe de Condorcet. « It took about five days to write in September 1948.
When every attempt failed, | thought of the impossibility theorem. »
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Décisif implique tout-puissant Démonstration du théoreme

Supposons J décisive pour (a,b). Regardons la constellation Soit J une partie décisive minimale et j € J.

J: X = a = b Regardons une constellation a la Condorcet :
I~NJ: b > x > a j: a = z = b

On a X = a par unanimité, puis a = b car J est décisive, donc N AN I b -~ a »= z
X > b par transitivité. On conclut que J est décisive pour (X, b). 1< J: Zz - b - a

J: a = b >y J est décisive pour (a,2). Elle impose donc a > z

I~ J: b -~y > a Si I'on avait b > zalors J\ {j} serait décisive pour (b, z).
On a a bcar Jest décisive, puis b >y par unanimité, donc Ceci contredirait la minimalité. On a donc z 3= b.
a -y par transitivité. On conclut que J est décisive pour (a,y).

Par transitivité a = zet z = b entrainent a > b.

Conclusion : J est décisive pour toute paire (X,Y). D’autre part, j seul préfére aa b. Il est donc décisif pour (a,b).
Par notre hypothése de minimalité on conclut que J = {j}.
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Conclusion et perspectives Références bibliographiques

Le théoreme d'impossibilité dit que dans ce modéle précis K.J. Arrow : Social choice and individual values, John Wiley &
il n’existe pas de mode de scrutin optimal. Sons, New York 1951. (Elaboration de sa thése.)

SiI'on ne veut pas accepter cette conclusion, il faut d’abord K.J. Arrow : Social choice and multicriterion decision-making,
verifier la preuve . (Exercice bénéfique!) MIT Press, Cambridge 1986. (Reprend la question initiale et

Vérification faite, on va revenir sur la modélisation ! discute de nombreux deéveloppements ultérieurs.)

R.D. Luce, H. Raiffa : Games and decisions, John Wiley &
o ‘ | Sons, New York 1957 ; Dover Publications, New York 1989.
Définir C: X — IP sur une partie X C ' ? Laquelle ? (Le chapitre 14 discute le théoréme d'impossibilité d’Arrow.)

Formuler les préférences sur l'axe réel? A-ce un sens ? S.Nasar : A beautiful mind, Faber & Faber, London, 1998.
Mésurer l'intensité ? Comparaison inter-personnelle ? (Voir le chapitre 12, qui traite de la RAND Corporation.)

Modifier/remplacer 'axiome de monotonie ? Comment ?

thé café coca Quant aux prix Nobel voir ht t p:/ / nobel pri ze. org

coca  thé café

café coca  thé
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