Iteration und Konvergenz
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Iteration und Konvergenz 1

1 Die Kreiszahl 7

Beginn
Online-
Einheit 1

Sicher hast Du bereits von der Zahl 7 gehort. Damit wir wissen, iiber was wir sprechen, definieren
wir m zunachst.

Definition: Sei U; der Umfang des Kreises mit Radius » = 1. Uy
Dann ist die Zahl Pi definiert durch

Uy
5

T =

Jetzt haben wir die Zahl 7 definiert, aber typisch Mathematiker: Wie grol 7 ist, wissen wir nicht.
Das Problem mit der GroRe von 7 ist, dass 7 eine irrationale Zahl ist. Das bedeutet, dass wir sie
nicht als Bruch angeben konnen, und dass wir nie alle Nachkommastellen hinschreiben konnen. Man
kann 7 nur ndherungsweise berechnen.

Archimedes (287 — 212 v. Chr.) hat sich bereits mit der Frage beschaftigt, wie grol8 7 ist. Wir gehen
SO vor wie er.

Erste Naherung fiir 7: Zeichne ein regelmaRiges Sechseck in den Kreis mit r = 1 ein.

- 360°

‘A N _ 600
- =

Jedes Dreieck ist gleichschenklig = ~ = §
3 Winkelsumme: o + 25 = 180° = [ = 60°

Also ist jedes Dreieck gleichseitig,
das Sechseck hat die Seitenldnge 1.

Offenbar gilt U7 > 6 -1
= 7>3

Fiir eine genauere Naherung von 7 wird der Satz des Pythagoras bendtigt. Vorsichtshalber kannst
Du ihn hier nachlesen. In einem rechtwinkligen Dreieck heillt die Seite, die dem rechten Winkel
gegeniiber liegt, Hypothenuse.

Satz des Pythagoras: Im rechtwinkligen Dreieck mit B
Hypothenuse b gilt

a4+ 2 = B2 a c

C b A
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[\

Aufgabe 1
—*= C Im nebenstehenden Kreis mit Radius = 1 sind ein

regelmaliges Sechseck und ein regelmaRiges Zwolf-
eck einbeschrieben.
B
5\
A

a) Gib die Lange von s an.

h b) Berechne mit dem Satz des Pythagoras die

r=1 Lange von h.

c) Berechne mit dem Satz des Pythagoras die
Seitenlange des Zwodlfecks.

d) Welche Abschatzung fiir 7 kann man hieraus
—= folgern? (Taschenrechner benétigt.)

Losung:
a) § =

= h?= = h=

c) Pythagoras im Dreieck HBC" s, =
Tipp.' HB — MB . MH -----------------------------------

= S12 =

Um eine bessere Naherung fiir 7 zu erhalten, kann man entsprechend den Umfang des regelmaRigen
24-Ecks, dann des regelmaligen 48-Ecks usw. berechnen. Es ist jedoch langweilig und umstandlich,
dieselben Uberlegungen immer wieder anzuwenden. In der nichsten Aufgabe kannst Du eine all-
gemeine Formel herleiten, wie man aus dem Umfang eines regelmaBigen m-Ecks den Umfang des
2m-Ecks mit demselben Umkreis mit Radius » = 1 berechnen kann. Diese Aufgabe ist nicht einfach.
Falls Du nicht auf die Losung kommst, kannst Du sie einfach tiberspringen. Die Rekursionsformel,
die in der Aufgabe hergeleitet werden soll, steht im ndchsten Satz.
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Iteration und Konvergenz 3

Aufgabe 2

In einem Kreis mit Radius = 1 sind ein regelma-
Riges m-Eck und ein regelmaliges 2m-Eck einbe-
schrieben. Ein Ausschnitt ist in der Graphik links
skizziert. Stelle eine Formel auf, wie aus der Sei-
tenldnge s, des m-Ecks die Seitenldnge ss,, des
2m-Ecks berechnet werden kann. Gehe folgender-
malen vor: Nimm an, s,, sei bekannt. Berechne
nacheinander aus s,, folgende Langen bzw. Aus-
driicke: h?, (1 — h)?> = 1 — 2h + Rh?, s3 .. Trage
die Formeln in die vorgesehenen Plitze ein.

M

Losung:
Pythagoras im Dreieck MHC:"

= K=
30 h:\/
= (1-h)?=

Pythagoras im Dreieck HBC:  s3 =

= SS9y, =

Bezeichnung: Eine Formel, mit der neue Werte jeweils aus dem davor erhaltenen Wert berechnet
werden, heillt Rekursionsformel.

Das Resultat dieser Aufgabe schreiben wir nun als Satz auf.

Satz: Sei s, die Seitenldnge des regelmaBigen m-Ecks, das einem Kreis mit Radius » = 1 einbe-

schrieben ist (m > 3). Dann gilt
Som = \/2— \/4—87%”.

Aus sg = 1 konnen damit die Seitenldngen sis, So4, . . . berechnet werden.

Man muss also nur noch die Formel anwenden und kann so immer bessere Naherungen fiir den
Umfang des Kreises mit » = 1 und fiir 7 berechnen.
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4 Iteration und Konvergenz

Aufgabe 3

Fiir die Seitenlange des 12-Ecks gilt s = v/2 — /3. Der Umfang des 12-Ecks ist dann 12- s1,. Fiir
die ndherungsweise Berechnung von 7w wird der halbe Umfang des 12-Ecks benétigt, also 6 - s15.

In dieser Aufgabe sollen immer bessere Niherungen fiir m gefunden werden, indem 2 - s, fiir

2
regelmaRige m-Ecke mit immer groRerer Eckenzahl m berechnet wird.
a) Trage die Werte fiir 3- 56 und 6- 515 in die unten stehende Tabelle ein (7 Nachkommastellen).

b) Berechne mit einem Taschenrechner und der Formel aus der letzten Aufgabe s,4, die Ndherung
12 s94 fiir m, s4g und 24 s4g, usw. Trage die Ergebnisse in die Tabelle ein (7 Nachkommastel-
len).

c) Welche (mdglichst gute) Abschatzung fiir 7 folgt hieraus?

Lésungen zu a) und b):

m Sm 5 Sm
6 Sg = 356 =
12 S10 = 6512 =
24 Soq = 12 - 594 =
48 | sug ~ 24 - 548 &
96 | S95 ~° 48 - s96 ~
192 | sy99 &~ 96 - 5192 &
384 | S3g4 & 192 - 5384 =
T68 | S76s ~ 384 - s768 &
1536 | Sy536 ~ 768 - 51536 ~
3072 | s3979 ~ 1536 - s3072 &
6144 | sgia4 =~ 3072 - sg144 ~

Losung zu c): Es folgt = >

Weiter auf nachster Seite
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Iteration und Konvergenz 5

Man kann diese Zahlen veranschaulichen, indem man sie in ein Koordinatensystem eintragt.

3,15 &
I S EEEEEEEEEET EEEE SRR EEEEE EEEEL SRR SEEEE SRRl T
313 1 o

3124
3114+
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3,09
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m

| | |

{ }
6 12 24 48 96 192 384 768 1536 3072 6144

Hier sieht es so aus, als ob 7w ab m = 192 bereits vollstandig berechnet wurde. Wir zoomen in das
Schaubild hinein, um die Abweichungen besser sehen zu kdénnen.

30 S S S S N S U S S
3,1415 +

3,1414 +
3,1413 +
3,1412 +
3,1411 -
3,1410 - .

T

T

m
T T T T

6 12 24 48 96 192 384 768 1536 3072 6144

| | | |

Wenn man nochmals zoomt, ergibt sich die Graphik auf der nichsten Seite. Du kannst sehen, dass
sich alle berechneten Werte immer noch von 7 unterscheiden.
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6 Iteration und Konvergenz

m

2 " Om
3,141594 +
R e e T e e e A e  BERR
3,141590 + 0
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3,141582 -

T

T

m

| | | |
T T T T

6 12 24 48 96 192 384 768 1536 3072 6144

Die berechneten Werte stabilisieren sich fiir wachsendes m. Aber es ist nicht klar, ob sie sich in der
Nihe von 7 stabilisieren. Deshalb fiihren wir nun eine Abschatzung von oben durch. Dafiir werden
die Strahlensitze bendtigt. Falls Du sie noch nicht kennst, sind sie hier aufgeschrieben.

Strahlensatze: Zwei Geraden g, go schneiden sich im Punkt Z.
Zwei weitere Geraden h; # hy sind zueinander parallel und gehen nicht durch Z.

1. Strahlensatz: % = —

b
2. Strahlensatz: a_¢ +
& d

Bisher haben wir  durch Zahlen angenahert, die kleiner als 7 sind. Mit Hilfe der Strahlensitze kannst
Du nun 7 durch Zahlen annahern, die groBer als 7 sind. Dadurch wird 7 in Intervalle eingesperrt.

Aufgabe 4
Einem Kreis mit Radius r = 1 sind ein Sechseck
umbeschrieben und ein Sechseck einbeschrieben.

Y a) Berechne aus den GroBen des einbeschriebe-
nen Sechsecks (vgl. Aufgabe 1) die Seiten-
lange ts des umbeschriebenen Sechsecks.
Tipp: 2. Strahlensatz.

b) Berechne t5 und 3t mit dem Taschenrech-
/ ner (7 Nachkommastellen).

c) Welche Abschatzung fiir den Wert von 7 er-
halt man aus Deinem Ergebnis?

Die obere Schranke fiir 7, die hier berechnet wurde, ist noch sehr ungenau. Um bessere Abschatzun-
gen zu erhalten, kannst Du in der nichsten Aufgabe wieder eine Rekursionsformel aufstellen. Diese
Aufgabe ist nicht einfach. Falls Du nicht auf die Lésung kommst, kannst Du sie einfach iiberspringen.
Die Rekursionsformel, die in der Aufgabe hergeleitet werden soll, steht im nichsten Satz.
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Iteration und Konvergenz 7

Aufgabe 5

Einem Kreis mit Radius » = 1 sind ein m-Eck
und ein 2m-Eck umbeschrieben. Ein Ausschnitt
ist in der Graphik rechts skizziert. Berechne aus
der Seitenlange t,, des m-Ecks die Seitenlange
tom des 2m-Ecks.

Hinweise: AC = ., AB = BD = b=,

BC =AC — AB == —

Pythagoras in MAC:"
R? = BR= \/ (1)

Pythagoras in BCD:

tm tgm 2 2. binom.
tmo_ Tem\ T - 2
( 2 2 ) Formel ( )

1. binomische Formel auf linke Seite von (2) anwenden und R? und R aus (1) in rechte Seite von
(2) einsetzen:

Satz: Sei t,, die Seitenldnge des regelmaRigen m-Ecks, das einem Kreis mit Radius 7 = 1 umbe-
schrieben ist (m > 3). Dann gilt

2 S . .
Aus tg = — konnen damit die Seitenlangen t15, o4, ... berechnet werden.

V3
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8 Iteration und Konvergenz

Aufgabe 6

a) Trage die Werte von tg und 3tg aus Aufgabe 4 in die untenstehende Tabelle ein.

b) Berechne aus tg mit Hilfe der Rekursionsformel ¢4, to4, . . .. Trage die berechneten Werte und
die Werte von G153, 12to4, ... in die Tabelle unten ein (7 Nachkommastellen).

c) Bestimme aus der Tabelle eine moglichst gute obere Abschatzung fiir den Wert von .

m tm 5 tm
6 te ~ 3l ~
12 ty =~ 6-t1p &
24| ty =~ 12 - tyy =
48 | tyug = 24 -ty =~
96 | tog ~ 48 - tgg ~
192 | tige ~ 96 - t192 ~
384 | t3g4 = 192 - 354 =~
T68 | tres ~ 384 - t763 ~
1536 | ty536 ~ 768 - 1536 ~
3072 | tagr ~ 1536 - t3072 ~
6144 | tgraa =~ 3072 - te1aa =

Weiter auf nachster Seite
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Veranschaulichung der berechneten Niherungswerte:

% tn
3,47 -
3,46 - »
3,45 1
3,44 -
3,43 1
3,42 -
3,41 -
3,40 -
3,39 -
3,38 -
3,37 -
3,36 -
3,35 -
3,34 -
3,33 -
3,32 -
3,31 -
3,30 1
3,290 -
3,28 -
3,27 -
3,26 -
3,25 -
3,24 -
3,23 1
3,22 -
3,21 -
3,20 -
3,19 -
3,18 +
3,17+
3,16 + o
3,15 +

3’14A ———————————————————————————— o ___- - ---@----@----@0----- ®----@--
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T

T

T

T

T

T

T

T

T

Du kannst hier sehen, wie sich die berechneten Werte von oben an 7 annahern.
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Unsere Berechnungen in einer Tabelle zusammengestellt:

m 5 Sm 5 tm
6 3s¢ &~ 3,0000000 3tg ~ 3,4641016
12 6s12 =~ 3,1058285 6t12 =~ 3,2153903
24 12894 = 3,1326286 1294 = 3,1596599
48 24 548 &~ 3,1393502 24ty =~ 3,1460862
96 48 sgg &~ 3,1410319 A8tgs ~ 3,1427145
192 96 5199 &~ 3,1414524 96 t190 ~ 3,1418730
384 192 5384 &~ 3,1415576 192384 =~ 3,1416627
768 384 s768 &~ 3,1415838 384 tres = 3,1416102
1536 | 768 s1536 =~ 3,1415904 768 t1536 =~ 3,1415970
3072 | 1536 s3970 ~ 3,1415921 1536 t3g72 ~ 3,1415937
6144 | 3072 sg144 = 3,1415925 3072tg140 =~ 3,1415929

Fazit: Wir haben bewiesen, dass 3,1415925 < 7 < 3,1415929 gilt.
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Losungen der Aufgaben

Aufgabe 1

. . r l
Losung: a) s' =3,

b) Pythagoras im Dreieck MHC': h* + (%)2 =12

_ 1_ 3 3
= h2—1—z—z = h—?;

c) Pythagoras im Dreieck HBC:

Im nebenstehenden Kreis mit Radius » = 1 sind ein
regelmaliges Sechseck und ein regelmaRiges Zwolf-
eck einbeschrieben.

Gib die Lange von s an.

Berechne mit dem Satz des Pythagoras die
Lange von h.

Berechne mit dem Satz des Pythagoras die

Seitenlange des Zwolfecks.

Welche Abschatzung fiir 7 kann man hieraus
folgern? (Taschenrechner bendtigt.)

s = (1—h2+ () = 1-2n4+h2+1 = 1-V3+341 =23

= S12 = 2—+/3

d) Offenbar gilt U; > 12515 = 12- /2 — /3
= 7>6-1v2—3~3,1058

Aufgabe 2

In einem Kreis mit Radius = 1 sind ein regelma-
Riges m-Eck und ein regelmaRiges 2m-Eck einbe-
schrieben. Ein Ausschnitt ist in der Graphik links
skizziert. Stelle eine Formel auf, wie aus der Sei-
tenlange s,, des m-Ecks die Seitenldnge ss,, des
2m-Ecks berechnet werden kann. Gehe folgender-
maBen vor: Nimm an, s,, sei bekannt. Berechne
nacheinander aus s,, folgende Lingen bzw. Aus-
driicke: h?, (1 —h)?> =1 —2h + Rh?, s3,,. Trage

die Formeln in die vorgesehenen Plitze ein.

Losung: Pythagoras im Dreieck MHC': h? + (%sm)2 =1

= h2=1-1s

4°m

/ 1

= (1-h?=1-2\/1—1s2, +1— 152, =2-2,/1— 152, —
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12 Iteration und Konvergenz

Pythagoras im Dreieck HBC'" s3, = (1 — h)? + (lsm)2
2—-24/1—

2 1.2 1.2 1.2
= S9m ZSm 4Sm+ 4Sm

o

2-2,/1—1g2

1
¢2—2 1-1s2,

2 — /4 — 52

m

=  Som

Aufgabe 3

Fiir die Seitenlinge des 12-Ecks gilt s15 = v/2 — v/3. Der Umfang des 12-Ecks ist dann 12- sy. Fiir
die ndherungsweise Berechnung von 7 wird der halbe Umfang des 12-Ecks benétigt, also 6 - s15. In
dieser Aufgabe sollen immer bessere Naherungen fiir 7 gefunden werden, indem % -s,,, fiir regelmaRige
m-Ecke mit immer groRerer Eckenzahl m berechnet wird.

a) Trage die Werte fiir 3- s und 6 - 515 in die unten stehende Tabelle ein (7 Nachkommastellen).

b) Berechne mit einem Taschenrechner und der Formel aus der letzten Aufgabe so4, die Naherung
12 894 flir 7, s45 und 24 s45, usw. Trage die Ergebnisse in die Tabelle ein (7 Nachkommastellen).

c) Welche (mdglichst gute) Abschitzung fiir 7 folgt hieraus?

Losung: a), b) m Sm e
6 s¢ = 1,0000000 3-s¢ = 3,0000000
12| s;o~ 0,5176381 6512 ~ 3,1058285
24| s9q4 =~ 0,2610523 12594 = 3,1326286
48 | sus =~ 0,1308063 24 548 &~ 3,1393502
96 | sgs ~ 0,0654382 48 s ~ 3,1410319
192 S192 =~ 0,0327235 96 S192 =~ 3,1414524
384 | s3gq~ 0,0163623 192 5384 = 3,1415576
768 | s76s8 = 0,0081812 384 s768 = 3,1415838
1536 S1536 ~ 0,0040906 768 S1536 ~ 3,1415904
3072 | s3072 = 0,0020453 | 1536 83972 =~ 3,1415921
6144 | sgraa = 0,0010227 | 3072 86144 =~ 3,1415925
c) Es folgt: m > 3,1415925.
Aufgabe 4
N Einem Kreis mit Radius 7 = 1 sind ein Sechseck
umbeschrieben und ein Sechseck einbeschrieben.
7 1 N a) Berechne aus den GroBen des einbeschriebe-
nen Sechsecks (vgl. Aufgabe 1) die Seiten-
h lange tg des umbeschriebenen Sechsecks.
M ; Tipp: 2. Strahlensatz.
b) Berechne t5 und 3t mit dem Taschenrech-
\ / ner (7 Nachkommastellen).

I~ —\

c) Welche Abschitzung fiir den Wert von 7 er-
halt man aus Deinem Ergebnis?
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Losung: a) 2. Strahlensatz:

b) ts ~ 1,1547005, 3 - tg ~ 3,4641016.

c) m <3 — =2V3~ 3,4641016.

S

Aufgabe 5

Einem Kreis mit Radius = 1 sind ein m-Eck

und ein 2m-Eck umbeschrieben. Ein Ausschnitt

ist in der Graphik rechts skizziert. Berechne aus

der Seitenlange t,, des m-Ecks die Seitenlange

to,, des 2m-Ecks.

Hinweise: AC = tn, AB = BD = Lm
BC:AC—AB:%”—752

=

l\D|

2 2
Losung: R? =12+ (7) B0 g1+ (t—m> (1)

tm 2 : m 2 . binom. tm 2
(- 22) :(3—1)2+(22) 2 bin R2—2R+1+(27) 2)

Formel

t
= tpton = 4 1+Zm_4 = /16 +4t2 —4
16 + 42, — 4 42 4
- VI ~ () -t

= tom
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14 Iteration und Konvergenz

Aufgabe 6

a) Trage die Werte von tg und 3¢ aus Aufgabe 4 in die untenstehende Tabelle ein.

b) Berechne aus ts mit Hilfe der Rekursionsformel ¢5, ¢4, . ... Trage die berechneten Werte und
die Werte von 6t12, 12%54, ... in die Tabelle unten ein (7 Nachkommastellen).

c) Bestimme aus der Tabelle eine moglichst gute obere Abschatzung fiir den Wert von .

Lésung: a), b): m tm Tty
6 tg =~ 1,1547005 3-tg ~ 3,4641016
12| tio =~ 0,5358984 6t~ 3,2153903
24 | toy = 0,2633049 12 - toy =~ 3,1596599
48| tm~ 0,1310869 24 145 ~ 3,1460862
96 | fog ~ 0,0654732 A8 - tys ~ 3,1427145
192 | t190 = 0,0327278 96 - t19o =~ 3,1418730
384 | tsga =~ 0,0163628 192 - t384 = 3,1416627
768 tres = 0,0081813 384 - tr6s ~ 3,1416102
1536 t1536 ~ 0,0040906 768 - t1536 ~ 3,1415970
3072 | tso72 = 0,0020453 | 1536 - t3072 =~ 3,1415937
6144 | t6144 = 0,0010227 | 3072 - t144 = 3,1415929

c) Es folgt: 7 < 3,1415929.
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