Iteration und Konvergenz
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42 Iteration und Konvergenz

Beginn
Online-
Einheit 6

Die Definition einer Nullfolge kann man mit Hilfe eines e-Streifens veranschaulichen.
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Anschaulich: Eine Folge (z,,) ist eine Nullfolge, wenn es zu jedem noch so schmalen &-Streifen eine
Zahl ng gibt, so dass fiir alle n > ny die Folgenglieder im e-Streifen liegen.

Aufgabe 1
Welche der angegebenen Folgen bildet eine Nullfolge? Trage ,J* fiir Ja, ,N“ fiir Nein ein.
Ist (a,) eine
Definition (ay,) Nullfolge?
1
Ay = ﬁ
1
y, = ——=
vn
n+1
ay, =
n
1
Ay, = —
271
1
ay, =
n —100,5
1000
Ay = ——
vn
1
(n = 10%
Ay, =N
a, = 0,001
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Hier noch Veranschaulichungen zum Thema Intervallschachtelung.

CLI1 . by ‘R Die Intervalle I = [a1;as], Ir = [ag;bo],... mit a, < b,
a'2 b'2 R bilden eine Intervallschachtelung, falls
s b R 1) (ay,) monoton wachsend ist und
! ! > 2) (b,) monoton fallend ist und
21 ba R ) .
: : > 3) (b, — a,) eine Nullfolge ist.
as b5 R
ag by R
Satz: Bilden I = [ay; b1], Is = [ag; b, . . . eine Intervallschachtelung, dann gibt es genau eine reelle

Zahl z, die in allen Intervallen enthalten ist.

G b, R
A 5, R
a5 b, R
a b R
as b, R
Aufgabe 2

Welche der angegebenen Eigenschaften sind erfiillt? Trage ,J" fiir Ja, ,,N“ fiir Nein ein:
(ay) ist (bp) ist | (by — an) | I, = [an, by]

monoton | monoton | ist eine ist Intervall-
Def. (a,) Def. (by,) wachsend | fallend Nullfolge | schachtelung
1 1
n— — ~ — bn = =
¢ vn n®
a, =4 b, = 4,00001
D)
a, = —2 m:2+”§"
n
n—1 n®>+n
a, = b, =
n n?

Weiter auf nachster Seite
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8 Konvergenz

In der folgenden Graphik siehst Du, was passiert, wenn man zu der Nullfolge aus der Graphik der
vorvorigen Seite die Zahl 1 addiert.
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Die Folgenglieder werden um 1 ,nach oben” verschoben und n3hern sich nun an 1 an. Deshalb
verschiebt man auch den e-Streifen entsprechend nach oben, um die Anndherung an 1 zu veran-
schaulichen.

Definition: Eine Folge (z,) heilt konvergent gegen die Zahl g, wenn es zu jedem noch so kleinen
e > 0 ein ny € N gibt, so dass

|z, —g| < e firalle n > ng.

Oder anders: Die Folge der Differenzen (z,, — g) ist eine Nullfolge.

Die Zahl g heit dann Grenzwert der Folge (z,,), man schreibt

lim x,, = g oder z,, — g fiir n — oo.
n—oo

Bemerkung: Jede Nullfolge ist konvergent gegen 0.

Anschaulich: Eine Folge (z,) konvergiert gegen g, wenn es zu jedem noch so schmalen e-Streifen
um g eine Zahl nq gibt, so dass die Folgenglieder fiir alle n > ngy im e-Streifen um ¢ liegen.

Aufgabe 3

———. Behauptung: lim z, = 1.

Gegeben ist die Fol n) Mit T, =
egeben ist die Folge (z,,) mit x 2 m

a) Berechne |z, — 1]

fir alle n > ng gilt.

b) Besti i . d n— 1] <
) Bestimme ein ng so, dass |x | 1000

c) Es sei ein beliebiges ¢ > 0 fest vorgegeben. Bestimme ng in Abhangigkeit von &, so dass
|z, — 1] < € fir alle n > ny gilt.

Durch die Lésung von Teil c) ist bewiesen, dass (x,,) gegen g = 1 konvergiert.
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Aufgabe 4
3n? —1

) gegen g = 3 konvergiert.

Es soll bewiesen werden, dass die Folge (z,,) mit =, =

a) Berechne |z,, — 3.

b) Es sei ein beliebiges ¢ > 0 fest vorgegeben. Bestimme ng in Abhingigkeit von ¢, so dass
|z, — 3| < ¢ fir alle n > ny gilt.

Durch die Lésung von Teil b) ist bewiesen, dass (z,) gegen g = 3 konvergiert.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Konvergenz und Intervallschachtelung her.

Satz: Ist [ay; by], [ag; ba], . . . eine Intervallschachtelung und ist die Zahl z in allen Intervallen enthalten,
so folgt lim a,, = z und lim b, = x.
n—oo n—oo

Beweis: Wir wissen 1) a,, < z < b, | : | .

Qn

bp—an bn

2) Fiir jedes £ > 0 gibt es ein ny € N, so dass |b, — a,| < ¢ fiir n > ny.

Wir zeigen, dass |b, — x| < € fiir n > ng gilt. Dies beweist lim b,, = =.
n—oo

. : 1) P 1) 2)
Firn > ng gilt |b, — 2| =b, — 2 <b, —a, = |b, —a,| <e

lim a, = x folgt mit |a, — z| = |z — a,| =  — a, genauso. ]
n—oo

Definition: Eine Folge (z,,) heillt

1) nach oben beschrankt, falls es eine Zahl M gibt, so dass x,, < M fiir alle n € N gilt.

2) nach unten beschrankt, falls es eine Zahl M gibt, so dass x,, > M fiir alle n € N gilt.

Aufgabe 5
Untersuche, ob die angegebene Folge monoton wachsend oder fallen ist und ob sie nach unten oder
nach oben beschrankt ist. Trage ein: ,,J* fiir Ja, ,,N" fiir Nein.

monoton | monoton | nach oben | nach unten

Definition von (ay,) wachsend | fallend beschrankt | beschrankt
1

a, = —
n

ap =n

a, = (—=1)"
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46 Iteration und Konvergenz

Hauptsatz iiber monotone Folgen: 1) Jede Folge (), die monoton wachsend und nach oben be-
schrankt ist, ist konvergent.
2) Jede Folge (x,,), die monoton fallend und nach unten beschrankt ist, ist konvergent.

Wir beweisen: Jede Folge (x,,), die monoton wachsend und nach oben beschrankt ist, ist konvergent.

Beweis:
(x,,) ist nach oben beschrankt = Es gibt eine Zahl M > 0, so dass fir n € N.
Nun werden Intervalle 17, I5, ... konstruiert, so dass in jedem der Intervalle unendlich viele Folgen-

glieder x,, liegen und nur endlich viele Folgenglieder auRerhalb, und dass die Intervalle eine Inter-
vallschachtelung bilden. In der folgenden Graphik ist dies veranschaulicht, die formale Beschreibung
folgt danach. In jedem Schritt wird die Intervalllange halbiert. In I; liegen alle x,,, in I, sind alle z,,
mit n > 3 enthalten, in I5 ebenfalls alle z,, mit n > 3, in I, alle z,, mit n > 6.

Y
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__________________________________ e o o o [
o .'............ 2:|:_[3:|:I4
y:% ————— e e el R R i R il R ]1
oy:xn
TRl 7 SOy Oy GOy Oy U O S ——
123 n

Schritt 1: Alle Folgenglieder z,, liegen in dem Intervall I; = [

Schritt 2: Die Mitte des Intervalls I; ist durch m; = gegeben.

Fall 1: Fir alle n € N gilt x,, < m;.

Dann liegen alle Folgenglieder x,, im Intervall [ X ] .

Bezeichne dieses Intervall mit I, setze ny = 1 und fahre fort mit Schritt 3.

Fall 2: Es gibt eine Zahl ny, so dass z,,, > m;.

Da (x,) monoton wachst, folgt, dass dann fir alle n > n; gilt.

Dann liegen alle Folgenglieder x,, mit Index n > ny im Intervall [ X ] .

Bezeichne dieses Intervall mit I, und fahre fort mit Schritt 3.

Weiter auf nachster Seite

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Iteration und Konvergenz

47

Schritt 3:  Wir wissen, dass x,, € I, fir n > n; gilt.
Sei Iy = [c9; ds], und my bezeichne die Mitte des Intervalls m..

Fall 1: Fiir alle n > ny gilt

Dann liegen alle Folgenglieder x,, mit n > n; im Intervall [ X ] :

Bezeichne dieses Intervall mit I3, setze ny := n; und fahre fort mit Schritt 4.

Fall 2: Es gibt eine Zahl n,, so dass fur n > neo.

Dann liegen alle Folgenglieder x,, mit Index n > ny im Intervall [

Bezeichne dieses Intervall mit I3 und fahre fort mit Schritt 4.

So fortfahrend erhalten wir Intervalle I, I5, I3, Iy, . . ..

Da sich die Intervalllange in jedem Schritt

bilden die Intervalllangen eine

Aulerdem gllt [1 D [2 D) [3 D

Daher bilden die Intervalle I1, I5, ... eine

Sei x die einzige reelle Zahl, die in allen Intervallen I7, I5, . .. enthalten ist.

Fiir e > 0 gibt es ein k, so dass die Intervalllinge von I kleiner als ist.
Nach Konstruktion gilt fir n > ny.

Wegen z, x,, € I}, folgt |z — x,| < fur n > ny.

Dies beweist : ]

Fir die nichste Aufgabe bendtigen wir die folgende Erinnerung an den Weg des Achilles und die

Definition der Fakultit einer natiirlichen Zahl.

Erinnerungen: 1) Weg des Achill

1 /12 [\t 1\n-1
s, = 10(1+§+(§) +...+(—) ) - 20—10(—) < 2.

Daraus folgt

1+1+<1)2+ +(1)n_1 < fiir jedes n € N
— — — ur n .
2 T \3 2 = J

2) Fiir n € N oder n = 0 ist die Fakultdt von n definiert durch
nl:=n-(n—1)-(n—-2)---2-1, 0:=1 1l:=1
Man definiert 0! = 1, damit 1! = 1 - 0! gilt.
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48 Iteration und Konvergenz

Aufgabe 6

1
Gegeben ist die Folge (x,,) mit z, = o + I

1 1

1
+ =+ ...+ —=firneN
2! n!

a) Gib die Formel fir x,, 1 an: 2,1 =

b) Berechne die Differenz: =, — x, =

(x,) ist monoton wachsend | (x,,) ist monoton fallend

c) Trage ein: , J* fiir Ja, ,N" fir Nein.

d) Nun soll bewiesen werden, dass (x,) nach oben beschrinkt ist.

d1) Gib an, durch welche Zweierpotenz n! nach unten abgeschatzt werden kann.

nn=n_mn-1)-n-2)---_3 - 2 1 > 2 fir n > 2.
NN ANl AN BN B
>2 5 5 >2 =2

Fiir n = 1 gilt dieselbe Formel: 1! > 2°.

1
d;) Aus der letzten Teilaufgabe folgt port < furn > 1.
n!

d3) Verwende die Abschitzung aus der letzten Teilaufgabe und die Ungleichung (1), um
eine Zahl M zu bestimmen, so dass z,, < M fir n € N gilt.

PR BN S 1
Ty = +ﬁ+§+§+a—|—...+m
da)
< 1+
1)
< 1+ =
Also gilt z,, < fir n € N.

Hauptsatz iiber monotone Folgen =

Definition: Die eulersche Zahl e ist definiert durch

T P

) 1 1 1 1
e:= lim ( —
o 11 21 n!

) = 2,71828182845 ...

Die eulersche Zahl ist irrational.
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Losungen der Aufgaben

Aufgabe 1

Welche der angegebenen Folgen bildet eine Nullfolge? Trage ,,J* fiir Ja, ,N“ fiir Nein ein.

Losung: :
Ist (a,) eine
Definition (a,,) Nullfolge?
1
Ay = ﬁ J
1
n — — = J
a NG
1 1
ay = n =14+—|N
n n
1
n — A J
n = o
1
n — J
n —100,5
1000 ]
Ay = ——
NZD
1
ay, = —w% J
ap="n N
a, = 0,001 N
Aufgabe 2

Welche der angegebenen Eigenschaften sind

Losung:

erfullt? Trage ,J" fiir Ja, ,N“ fiir Nein ein:

(ay) ist | (by)ist | (by —ayn) | Iy = [an, by
monoton | monoton | ist eine ist Intervall-
Def. (ay,) Def. (b,) wachsend | fallend Nullfolge | schachtelung
1 1
g bn _ —
an Tn 5 J J J J
a, =4 b, = 4,00001 J J N N
2
an==2 |by=2+ 10 J N N
Wn_/
=24+
-1 2
=t g, = J J J
n n
~—— ——
=15 =14y
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Aufgabe 3

Gegeben ist die Folge (x,) mit z,, = Behauptung: lim z, = 1.
n—oo

n2+4

a) Berechne |z, — 1.

b) Bestimme ein ng so, dass |z, — 1| <

1 fir all > ilt
1000 ur alle n > ng gilt.

c) Es sei ein beliebiges ¢ > 0 fest vorgegeben. Bestimme ng in Abhidngigkeit von £, so dass
|z, — 1| < e fir alle n > ny gilt.

Durch die Lésung von Teil c) ist bewiesen, dass (z,,) gegen g = 1 konvergiert.

n? 4 — 4) 4
Losung: a) |z, — 1| = ‘ o+ ‘_‘n (n” +

n2—|—4 n?+4 n24+4 n2+4
4
b n— 1| = -1000(n2 +4) >0
) o= 1= 5 < Top0 | (n*+4)
REN 3000 < n?+4
& 2096 < n?
= /2996 < n

Also muss ng > /2996 gewahlt werden.
Wahle ng = 60 oder ng = 3000 oder ...

4 4 4
c) |z, — 1| = — <e & —<ni+4d & ——4<nt
n?® +4 € €
Jetzt wiirde man gerne auf beiden Seiten der letzten Ungleichung die Wurzel ziehen. Es kdnnte

jedoch sein, dass ‘g‘ — 4 < 0 ist, dann ware die Wurzel auf der linken Seite nicht definiert.

Deshalb machen wir die untere Grenze fiir n noch groRer und fordern n? > 2. Daraus folgt

dann 2 — 4 < n? und nach den obigen Aquivalenzen |z, — 1| < e. AuRerdem ist die Wurzel

aus g definiert, da ¢ > 0 vorausgesetzt wird.

Es reicht, ng > \/g zu wahlen. Dann folgt fiir n > nyg

4 4 h
n’>—- = n >——4V°renge] n— 1] <e.
9 g Rechnung
Aufgabe 4
n? —

Es soll bewiesen werden, dass die Folge (z,,) mit =, =

D) gegen g = 3 konvergiert.

a) Berechne |z,, — 3.

b) Es sei ein beliebiges ¢ > 0 fest vorgegeben. Bestimme ng in Abhdngigkeit von ¢, so dass
|z, — 3| < ¢ fir alle n > ny gilt.

Durch die Lésung von Teil b) ist bewiesen, dass (z,) gegen g = 3 konvergiert.
32 —1—(3n2+6)| 7

n2+2 n?+ 2 o242
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7 242
b) fon =3 =y < ¢ ”;

n

7 2

& z < n°+2

7 2

& -—2 < n
19

Jetzt wiirde man gerne auf beiden Seiten der letzten Ungleichung die Wurzel ziehen. Es kdnnte
jedoch sein, dass g — 2 < 0 ist, dann ware die Wurzel auf der linken Seite nicht definiert.
Deshalb machen wir die untere Grenze fiir n noch groRer und fordern n? > g (wir miissen ja
nicht das kleinste n finden, sondern nur nachweisen, dass es irgendeines gibt).

Also reicht es, ng > \/g zu wahlen.

Aufgabe 5

Untersuche, ob die angegebene Folge monoton wachsend oder fallen ist und ob sie nach unten oder

nach oben beschrankt ist. Trage ein: ,,J* fir Ja, ,,N" fiir Nein.

Losung:

. monoton | monoton | nach oben | nach unten

Definition von (a,,) wachsend | fallend beschrankt | beschrankt
1
= — N J J(a, <1) | J(a, >0)
ap =1 J N N J(a, >1)
a, = (—1)" N N J(a, <1) | J(a,>—-1)
a, = (=1)"-n N N N N
a, =2 J J J(a, <2) | J(a, >2)
=1+ ! + = +...+ ! J N J(a, <2) | J(a, >1)

i 10 100 100 = =

Lésung zum Beweis des Hauptsatzes iiber monotone Folgen:

Wir beweisen: Jede Folge (x,,), die monoton wachsend und nach oben beschrankt ist, ist konvergent.

Beweis:
(x,,) ist nach oben beschrankt = Es gibt eine Zahl M > 0, so dass

Nun werden Intervalle 17, I, ..

T, < M

fur n € N.

. konstruiert, so dass in jedem der Intervalle unendlich viele Folgen-

glieder x,, liegen und nur endlich viele Folgenglieder auRerhalb, und dass die Intervalle eine Inter-
vallschachtelung bilden. In der folgenden Graphik ist dies veranschaulicht, die formale Beschreibung
folgt danach. In jedem Schritt wird die Intervalllange halbiert. In I; liegen alle x,,, in I, sind alle z,,
mit n > 3 enthalten, in I5 ebenfalls alle z,, mit n > 3, in I, alle z,, mit n > 6.
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Schritt 1: Alle Folgenglieder z,, liegen in dem Intervall I; =| [x1; M]

Schritt 2: Die Mitte des Intervalls I; ist durch m; =

$1+M

gegeben.
2

Fall 1: Fiir alle n € N gilt x,, < m;.

Dann liegen alle Folgenglieder x,, im Intervall [:131; ml]

Bezeichne dieses Intervall mit Iy, setze ny = 1 und fahre fort mit Schritt 3.

Fall 2: Es gibt eine Zahl ny, so dass z,,, > m;.

Da (x,) monoton wachst, folgt, dass dann

Dann liegen alle Folgenglieder z,, mit Index n > ny im Intervall | [m; M

Ty, > Ty fir alle n > n, gilt.

Bezeichne dieses Intervall mit I, und fahre fort mit Schritt 3.

Schritt 3:  Wir wissen, dass x,, € I, fir n > n; gilt.
Sei Iy = [c9; ds], und my bezeichne die Mitte des Intervalls m.

Fall 1: Fiir alle n > nq gilt | x,, < Mo

Dann liegen alle Folgenglieder z,, mit n > n; im Intervall | [z1; m]

Bezeichne dieses Intervall mit I3, setze ns := n; und fahre fort mit Schritt 4.

Fall 2: Es gibt eine Zahl n,, so dass

Dann liegen alle Folgenglieder z,, mit Index n > ny im Intervall | [m; M|

Ty = Moy fir n > no.

Bezeichne dieses Intervall mit I3 und fahre fort mit Schritt 4.

So fortfahrend erhalten wir Intervalle I, I5, I3, I, . . ..

Da sich die Intervalllange in jedem Schritt

halbiert :

bilden die Intervalllingen eine

Nullfolge

Aulerdem gllt [1 D [2 D) [3 DR

Daher bilden die Intervalle I, I5, .

.. eine

Intervallschachtelung
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Sei z die einzige reelle Zahl, die in allen Intervallen I1, I5, ... enthalten ist.
Fiir ¢ > 0 gibt es ein k, so dass die Intervalllinge von I kleiner als € ist.
Nach Konstruktion gilt T, € I} fir n > ny.
Wegen z, x,, € I, folgt |z — x,| < € fir n > ny.
Dies beweist lim z, =z 0O
n—00

Aufgabe 6
Gegeben ist die Fol . 11 1 1 fi N

egeben ist die Folge (z,,) mltx”_a—i_ﬂ—i_i—i_"'—i_m irn €
Leuns: Cib die Formel i D R T 1 1

osung: a) ib die Formel fur x,4+1 an: x4+ = a—kﬁ—ki—k...—i-m—k (n+1)!

N 1
b) Berechne die Differenz: =, 11 — x, =
(n+1)!

¢) Trage ein: ,J" fiir Ja, ,N" fiir Nein (x,) ist monoton wachsend | (x,,) ist monoton fallend

J N

d) Gib eine obere Schranke M fiir (x,) an, d.h. eine
Zahl M, so dass x,, < M fiir alle n € N gilt.
Um M zu finden, verwende die folgende Abschatzung.

SIS S !
o = L2 "3 T T an—Dn—2)---2-1

() e ())

1+2 =3

—
IN*

Hauptsatz iiber monotone Folgen = (x,,) ist konvergent.
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