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Iteration und Konvergenz 35

Diese Einheit startet mit einer Aufgabe.

Aufgabe 1
Kreuze jeweils an, ob die gegebene Zahl rational oder irrational ist.

rational | irrational

V3

V9
V1243
10-/3

0,175846834

1234,56789876

0,101010... (abwechselnd 1 und 0)

4,31311311131111 ... (nach der k-ten 3 kommen k Einsen)

™

T — 3,141

%mitaEZ,beN

Zahl mit endlich vielen Nachkommastellen

Zahl mit unendlich vielen Nachkommastellen,
die sich periodisch wiederholen

7 Intervallschachtelung

Definition: Sei a < b. Das abgeschlossene Intervall [a; b] besteht aus allen Zahlen z, firdiea < x <b
gilt. Die Differenz b — a heillt Lange des Intervalls.

In der folgenden Aufgabe kannst Du sehen, wie man Intervalle beniitzt, um eine gesuchte (eventuell
irrationale) Zahl immer genauer zu bestimmen. In die K&stchen sollen Zahlen eingetragen werden.

Weiter auf nachster Seite
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Aufgabe 2

Die Nullstelle des Polynoms p mit p(x) = 2° + 22 — 5 soll
bestimmt werden. Leider gibt es fiir solche Polynome keine all-
gemein giiltigen Losungsformeln, so wie z.B. fiir quadratische
Polynome. An der Skizze des Graphen rechts sieht man, dass p
eine Nullstelle im Intervall [ay;b1] := [1;2] besitzt (Das Inter-
vall [1;2] besteht aus allen Zahlen z mit 1 < 2 < 2). Diese
Nullstelle soll nun ndherungsweise berechnet werden. Dazu wird
das Intervallhalbierungsverfahren mit dem Startintervall [ay; b4]
beniitzt. Trage die Zahlen, die Du in den Teilaufgaben erhiltst,
in die Tabelle ein (auf drei Nachkommastellen gerundet).

a) Rechne nach, dass p(a;) < 0 und p(by) > 0 gilt. Da die
Funktion keine Spriinge macht, muss im Intervall [a;; b:]
mindestens eine Nullstelle zy mit p(xy) = 0 enthalten
sein.

plar) = p(bi) =

b
b) Seim; := al; L —1,5. Berechne p(my). p(my) =

In welchem der Intervalle [aq; my] oder [my; by] liegt die Nullstelle?

Antwort: Im Intervall ; = [ag; by).

Hierdurch werden as und b, definiert. Trage as, by unten in die Tabelle ein.

b
c) Sei my = G2+ b2

In welchem der Intervalle [as; ms| oder [mo; bs] liegt die Nullstelle?

Antwort: Im Intervall ; = [as; bs).

Trage as, b3 unten in die Tabelle ein.

. Berechne p(my) und trage ms und p(my) unten in die Tabelle ein.

d) Fahre entsprechend fort und berechne ay, by, . .. (drei Nachkommastellen).
n = 1 2 3 4 ) 6 7
a, = | 1,000
b, =1 2,000
m, = | 1,500
b, —a, = | 1,000

e) Gib ein Intervall méglichst kleiner Lange an, in dem die gesuchte Nullstelle liegt.

Antwort: Im Intervall ;

Die gesuchte Nullstelle liegt in den Intervallen, die durch a,, und b,, begrenzt werden. Welche Eigen-

schaften haben die Werte a,,, welche Eigenschaften haben die Werte b,,?
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a, wird immer groRer, ist also monoton wachsend, b,, wird immer kleiner, ist also monoton fallend,
und die Differenz b,, — a,, wird in jedem Schritt halbiert, wird also immer kleiner. Noch genauer: Sie
wird kleiner als jede noch so kleine positive Zahl. Fiir die letzte dieser drei Eigenschaften definieren
wir einen Begriff.

Definition: Eine Folge (z,) heit Nullfolge, falls es zu jedem £ > 0 eine Zahl n, € N gibt, so dass
|z,| < e firalle n > ng.

D.h: Egal, wie klein £ > 0 gewahlt wird, ab einem geeigneten ny ist |x,,| fiir alle n > ng noch kleiner
als e.

Diese Definition kann man gut mit einem sogenannten e-Streifen verdeutlichen.

Ty,
_1\n
0, 5 T . I”I’L e ( 1)
n

E T . * ° ® o ] Y Y .

0 g g # - R }5—Stre|fen
—& 123 . . . * * R
14 e

Ab n = 11 liegen alle Punkte im skizzierten e-Streifen. Das bedeutet, man kann ny = 10 wahlen.
Dann gilt |x,| < e fir alle n > ny. Man kann aber auch ny = 100 oder ny = 1000 wahlen. In der
Definition wird nur gefordert, dass es ein ng gibt. Sobald man ein ny gefunden hat, ist man fertig,
man muss nicht das kleinstmdgliche ny bestimmen.

Anschaulich: Eine Folge (z,,) ist eine Nullfolge, wenn es zu jedem noch so schmalen e-Streifen eine
Zahl ng gibt, so dass fiir alle n > ng die Folgenglieder im e-Streifen liegen.

Aufgabe 3
—1)"
Gegeben ist die Folge z,, = (=1) . Behauptung: (x,,) ist eine Nullfolge.
n
a) Wieist ng € N zu wahlen, dass |z,| < 1000 fir n > ng gilt? ng >
b) Wieist ng € N ahlen, dass |z,| < L fir n > it? >
ie ist n zu wahlen, dass |z, ir n > ng gilt? ng >
0 | 100 000 08 °
c) Es sei ein beliebiges ¢ > 0 fest vorgegeben.
Wie ist ng € N zu wihlen, dass |z,| < e fiir n > ng gilt? ng >
Fiir die Losung der nichsten Aufgabe ist die folgende Uberlegung niitzlich.
Sind a,b,c > 0 d'|t1< dann folgt ! < ( ! <1)
ind a, b, c und gilt — < ¢, dann folgt —— < ¢ (wegen -).
o g & atb g +b a

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



38 Iteration und Konvergenz

Aufgabe 4
1
Die Folge () ist gegeben durch x,, = 5 . Behauptung: (z,,) ist eine Nullfolge. Dies soll hier

T Vm

bewiesen werden.

a) Gib ein ng an, so dass |z,| < 0,01 fir n > ng gilt: ng =

b) Gib ein ng an, so dass |z,| < 0,0001 fir n > ng gilt: ng =

c) Es sei ein beliebiges ¢ > 0 fest vorgegeben.
Wie ist ng € N zu wiahlen, dass |z,| < e fir n > ng gilt? ng

v

Hinweis: Es ist nicht notwendig, das kleinstmdgliche ny anzugeben.

Aufgabe 5
Untersuche, ob die angegebene Folge eine Nullfolge ist. Begriinde Deine Antwort. Das heillt, im
Fall einer Nullfolge ist fiir beliebig vorgegebenes £ > 0 anzugeben, wie ng € N zu wahlen ist, dass
|z,| < e fiir alle n > ng gilt. Im anderen Fall ist anzugeben, warum die Definition einer Nullfolge
nicht erfillt ist.

1

1
a) (z,) mitx; =1, 20=0, 23 = 5 24 =0, 15 = FURERE oder allgemein

{ 0  falls n gerade

falls n ungerade

n
b) (z,) mit z, =0 fiir alle n € N,

1
c) (x,) mit z, =2+ — firn € N,
n
0 falls n gerade
2 falls n ungerade

d) (z,) mit @, = {

. 1
e) (z,) mit z, = .
) (x,) mit x O
Definition: Die Intervalle I1 = [aq; as], Is = [az;bs], ... mita, < b, bilden eine Intervallschachtelung,

falls

1) ag<ay<az<

2) by >by>0b3>... d.h. die Folge (b,) ist monoton fallend, und

d.h. die Folge (a,) ist monoton wachsend, und

3) die Folge der Differenzen (b,, — a,) ist eine Nullfolge.

Es gilt also a, < api1 < b1 < by und [an41;bn41] C [an; by]. Jedes Intervall liegt im vorherigen

drin, die Intervalle sind geschachtelt. Und die Langen der Intervalle b,, — a,, bilden eine Nullfolge.
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Aufgabe 6
Uberpriife, ob die Definition einer Intervallschachtelung erfiillt ist. Trage ,,J* fiir Ja und ,N“ fiir
Nein ein.
(a,) mon. | (b,) mon. | (b, —ay,) ist | I, = [ay, by,] ist
Def. (ay) Def. (by,) wachsend | fallend Nullfolge Intervallschachtelung
ap = 2 b, =3
1
a, =4 b, =4+ —
n
1 1
Uy =2—— | bp=2+~
n n
1 1
n — o bn = -
“ 2n n
Satz: Bilden I} = [aq;b1], Iy = [ag; bsl, . .. eine Intervallschachtelung, dann gibt es hdchstens eine

Zahl z, die in allen Intervallen enthalten ist.

Widerspruchsbeweis:

1) Ich formuliere die Behauptung.

2) Ich formuliere die Annahme, das Gegenteil der Behauptung sei wahr.

3) Ich ziehe Folgerungen aus der Annahme und fiihre die Folgerungen zu einem Widerspruch.
4) Ich schlieRe, dass die Annahme widerlegt und dadurch die Behauptung bewiesen ist.

Beweis: 1) Behauptung: Es gibt hdchstens eine Zahl x, die in allen Intervallen enthalten ist.

2) Annahme: Es gibt mindestens zwei verschiedene Zahlen x4, x,
die in allen Intervallen I,, enthalten sind.

3) Wahle die Bezeichnung der Zahlen so, dass z1 < x5 gilt.
a, <xyund 29 < b, = —x1 < —a, und 25 <0,

= -1 <b,—a, fuirneN
Wahle e := 29 — 21 > 0
(b, — ay) ist Nullfolge = b, —a, <& =x9 — 1 flir n > ng
= Firn >ng gilt 1o — 11 < 29 — 24

4) Also war die Annahme falsch.
Somit gibt es hochstens eine Zahl x, die in allen Intervallen enthalten ist. ]

Es kann aber sein, dass es keine rationale Zahl gibt, die in allen Intervallen enthalten ist. Man kann
z.B. eine Intervallschachtelung konstruieren, die als einzige Zahl die irrationale Zahl z = V2 enthilt.
Aber fiir jede Intervallschachtelung gibt es eine reelle Zahl, die in allen Intervallen enthalten ist.

Grundeigenschaft der reellen Zahlen: Jede Intervallschachtelung [aq;b1], [a2; b2, . .. zieht sich auf
genau eine Zahl z € R zusammen. D.h. es gibt genau eine reelle Zahl x, die in allen Intervallen
enthalten ist: x € [a,; b,] fiir alle n € N. Man sagt: Die reellen Zahlen sind vollstandig.

Anschaulich: Der reelle Zahlenstrahl hat keine Liicken.
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40 Iteration und Konvergenz

Wenn man alle rationalen Zahlen
1 > auf dem Zahlenstrahl einzeichnet,
0 Q so sieht man keine Liicken.

Sieht man ,,genauer” hin, dann er-
kennt man, dass zwischen den ra-
tionalen Zahlen ganz viele Liicken
sind.

Die reellen Zahlen fiillen den Zah-
lenstrahl komplett aus, es gibt kei-
0 ne Liicken mehr.

~

Dass die reellen Zahlen den Zahlenstrahl komplett ausfiillen, sieht man folgendermaBen: Wahlt man
irgendeinen Punkt des Zahlenstrahls aus, dann kann man eine Intervallschachtelung konstruieren,
die sich auf genau diesen Punkt zusammenzieht. Und nach der Grundeigenschaft ist dies eine reelle
Zahl.

Man kann eine Intervallschachtelung auch auf andere Art und Weise konstruieren: Wir teilen das
Intervall, in dem das gesuchte x liegt, in 10 Teilintervalle und wahlen dasjenige aus, in dem z liegt.
Dabei miissen wir in jedem Schritt mehr rechnen als in der ersten Aufgabe. Aber wir gewinnen
in jedem Schritt eine Nachkommastelle, und dadurch ist das Verfahren iibersichtlicher. Dies ergibt
dann eine Intervallschachtelung fiir x.

Beispiel: y
Gegeben: f(z) = z(z — 1)(z — 2) 1
Gesucht: Fiir welches z gilt f(z) =17 31
Wertetabelle: 27 y = f(z)
z | —-1]0|1|2[3]|-05]25 Ly
fx)|-6/0]0]|0|6]—-19]19 5 1 % 3 4%
31
41
Nun soll zy bis auf drei Nachkommastellen berechnet werden:
Schritt 1: f(2) =0, f(3) =6 =a=2<z1<3=0

_ x 20 21 2,2 2,3 2,4
Schritt 2: =ay=23<z0<24= ba
f(x) | 0 | 0231052 0897 | 1,344

_ T 230 | 2,31 | 232 2,33
Schritt 3: = a3 =232 <x9< 2,33 =b;3

f(z) | 0,897 | 0,938 | 0,98 | 1,023

Schritt 4:
T 2,320 | 2,321 | 2,322 | 2,323 | 2,324 | 2,325
f(x)| 0,98 | 0,984 | 0,988 | 0,993 | 0,997 | 1,001

= a4 = 2,324 < 15 < 2,325 = by
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Aufgabe 7

Bestimme +/3 bis auf drei Nachkommastellen genau. Dazu sei f(z) = 2. Gesucht ist die Stelle 2,

mit f(zo) = 3. Gehe wie auf der vorigen Seite beschrieben vor.
Schritt 1:

) = f2) = = a =

< xy <

Schritt 2:

T

/()

= Q9 =

<y <

Schritt 3:

X

/()

= as =

<z <

Schritt 4:

= a4 =

< Ty <

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/




42 Iteration und Konvergenz

Losungen der Aufgaben

Aufgabe 1

Kreuze jeweils an, ob die gegebene Zahl rational oder irrational ist.

rational | irrational
V3 X
V9 X
V12-4/3 X
10-/3 X
0,175846834 X
1234,56789876 X
0,101010... (abwechselnd 1 und 0) X
4,31311311131111 ... (nach der k-ten 3 kommen k Einsen) X
T X
T — 3,141 X
a .
7 mita € Z,be N X
Zahl mit endlich vielen Nachkommastellen X
Zahl mit unendlich vielen Nachkommastellen, X
die sich periodisch wiederholen

Aufgabe 2
Die Nullstelle des Polynoms p mit p(z) = z° + 2? — 5 soll g
bestimmt werden. Leider gibt es fiir solche Polynome keine all-

1 1

gemein giiltigen Losungsformeln, so wie z.B. fiir quadratische
Polynome. An der Skizze des Graphen rechts sieht man, dass p
eine Nullstelle im Intervall [a;; b1] := [1;2] besitzt (Das Inter-
vall [1;2] besteht aus allen Zahlen z mit 1 < 2 < 2). Diese
Nullstelle soll nun ndherungsweise berechnet werden. Dazu wird
das Intervallhalbierungsverfahren mit dem Startintervall [a;; b;]
beniitzt. Trage die Zahlen, die Du in den Teilaufgaben erhiltst,
in die Tabelle ein (auf drei Nachkommastellen gerundet).

a) Rechne nach, dass p(a;) < 0 und p(by) > 0 gilt. Da die
Funktion keine Spriinge macht, muss im Intervall [ay; b;]
mindestens eine Nullstelle zyp mit p(xzy) = 0 enthalten
sein.
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plar) = -3 p(b) = 31

b) Sei m; := @ _2|— b _ 1,5. Berechne p(my). p(my) =| 4,84

In welchem der Intervalle [aq; m4] oder [my; b;] liegt die Nullstelle?

Antwort: Im Intervall 1 1 1,5 = [ag; bo].

Hierdurch werden a, und b, definiert. Trage as, by unten in die Tabelle ein.

c) Sei my = a2 by

. Berechne p(ms) und trage ms und p(my) unten in die Tabelle ein.

In welchem der Intervalle [as; ms] oder [my; by liegt die Nullstelle?

Antwort: Im Intervall 1,25 |51 1,5 = [as; b3].

Trage as, b unten in die Tabelle ein.

d) Fahre entsprechend fort und berechne a4, by, ... (drei Nachkommastellen).
n= 1 2 3 4 ) 6 7

a, = 1,000 | 1,000 | 1,250 | 1,250 | 1,250 | 1,250 | 1,266
b, =|2,000| 1,500 | 1,500 | 1,375 (1,313 | 1,281 | 1,281
m. = | 1,500 | 1,250 | 1,375 | 1,313 | 1,281 | 1,266 | 1,273

p(my) = | 4,84 | —0,39] 1,81 | 0,62 | 0,09 | —0,15| —0,03

by — an = | 1,000 | 0,500 | 0,250 | 0,125 | 0,063 | 0,031 |0,0016

e) Gib ein Intervall méglichst kleiner Lange an, in dem die gesuchte Nullstelle liegt.
Antwort: Im Intervall || 1,273 |;| 1,277

Aufgabe 3
o (=1)" L
Gegeben ist die Folge z,, = . Behauptung: (x,,) ist eine Nullfolge.
n

a) Wieist ng € N zu wahlen, dass |z,| < 1000 fir n > ng gilt? ny >

b) Wie ist ng € N zu wahlen, dass |z,| < 100000 fir n > ng gilt? ny >

c) Es sei ein beliebiges ¢ > 0 fest vorgegeben.

Wie ist ng € N zu wahlen, dass |z,| < ¢ fiir n > ng gilt? ng >

Losung: a) ng = 1000 oder jede groRere Zahl ny.
b) ny = 100000 oder jede groRere Zahl ny.

1
c) ng > — oder jede groBere Zahl ny.
5
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Aufgabe 4

1
Die Folge (z,) ist gegeben durch z, = SEY Behauptung: (x,,) ist eine Nullfolge. Dies soll hier

B

bewiesen werden.

a) Gib ein ng an, so dass |z,| < 0,01 fir n > ng gilt: ng =

b) Gib ein ng an, so dass |z,| < 0,0001 fir n > ng gilt: ny =

c) Es sei ein beliebiges ¢ > 0 fest vorgegeben.
Wie ist ng € N zu wihlen, dass |z,| < ¢ fiir n > ng gilt? ng

Y]

Hinweis: Es ist nicht notwendig, das kleinstmdgliche ny anzugeben.

Lésung: a) Z.B. ng = 10000, es sind alle Angaben groBer oder gleich 9604(= 98?) richtig.

b) Z.B. ng = 100000000, es sind alle Angaben groRer oder gleich 99 960 004(= 9998?) richtig.

1 1 2
c) Z.B. ng > —;, essind alle Angaben groRer oder gleich (— — 2) richtig.
€ €

1
Beweis (nicht verlangt): Sei n > ny > —. Dann folgt
£

1 1 nsne 1 ™= 1
<

L . ()
:ng’ k
2+ \/ 1o /8% p

|Tn| =

B

also insgesamt |z,,| < €.
Wie man auf den Wert fiir ng kommt: Zuerst schatzt man |z,,| durch einen einfacheren Term
ab, um die Rechnung zu vereinfachen (oder in anderen Beispielen erst mdglich zu machen):

1 1
< —.
2+n = n

Wenn nun die rechte Seite kleiner als ¢ ist, dann sicher auch |z,,|. D.h. man versucht nun, n
so grols zu wahlen, dass die rechte Seite kleiner als & wird.

|xn|

1 1, 1
—<E & —<&g & n>—

Vn n g2

o 1 . . . 1
Damit ist klar, dass ng > - gewahlt werden kann, denn fiir n > nq gilt dann n > - Als

Beweis schreibt man nun nicht die Herleitung, sondern die Abschitzung (x) auf.

Weiter auf nachster Seite
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Aufgabe 5

Untersuche, ob die angegebene Folge eine Nullfolge ist. Begriinde Deine Antwort. Das heillt, im
Fall einer Nullfolge ist fiir beliebig vorgegebenes ¢ > 0 anzugeben, wie ny € N zu wahlen ist, dass
|x,| < e fir alle n > ng gilt. Im anderen Fall ist anzugeben, warum die Definition einer Nullfolge
nicht erfiillt ist.

a)

b)
c)

d)

e)

1 1
() mitzy =1, 29 =0, x3 = 5 24 =0, x5 = FURERE oder allgemein

2

falls n ungerade
n+

0  falls n gerade
T, =

() mit z,, = 0 fur alle n € N,
: L.
(xn) mit z,, =2+ — firn € N,
n

0 falls n gerade
2 falls n ungerade

(xn) mit z,, = {

1
n?24+1

() mit x,, =

2
Losung: a) Diese Folge ist eine Nullfolge. Sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Es geniigt, np > — zu
£

b)

c)

d)

wahlen. Denn fiir n > ng folgt dann
e Falls n gerade ist, gilt sowieso |z,| =0 < ¢

=g, also |z,| <e.

. . 2 2
e Falls n ungerade ist, gilt |z, | =z, = <—-<—<
n+1"n

o o] DN

Diese Folge ist eine Nullfolge. Hier geniigt es, ng = 1 zu wahlen, unabhingig von € > 0. Denn
fur alle n € N gilt |z,| =0 < e.

Diese Folge ist keine Nullfolge. Zum Nachweis geniigt es, ein € > 0 anzugeben, zu dem kein
no existiert, so dass |z,| < ¢ fir alle n > ny gilt. Setze z.B. ¢ := 1. Dann gilt fiir alle n:

1
|z, =2+ —>2>c¢.
n

Auch diese Folge ist keine Nullfolge. Setze ¢ := 1. Egal wie groR n, gewahlt wird, es gibt
immer ein n > ng, das ungerade ist. Fiir dieses n folgt dann |z, | = 2 > ¢. Also gibt es kein
ng, so dass fiir alle n > ny die Ungleichung |x,| < ¢ erfiillt ist.

Diese Folge ist eine Nullfolge. Sei ¢ > 0 gegeben. Wahle ny > % Fir n > ng folgt

Y
S
—

I

2
g

1 1 n>no
<—= <
n2

SR =g, also |z,| < e. (%)

|zn| =

IN ]
—
S
)

N—

N

|
o =] =

Auf die richtige Wahl von ny kommt man folgendermaBen: Zuerst wird |z,,| durch einen
einfacheren Term abgeschatzt:

1 < i
n?+1 7~ n?

20| =
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Wenn nun die rechte Seite < ¢ ist, dann sicher auch |z,|. D.h. man versucht nun, n so grol§
zu wahlen, dass die rechte Seite < ¢ wird.

1 dri 1 1
e WET e o> —
n

n? NG

o 1 . . ) 1
Damit ist klar, dass ng > — gewahlt werden kann, denn fiir n > ng gilt dann n > —. Als
€ €

Beweis schreibt man nun nicht die Herleitung, sondern die Abschitzung (x) auf.

Beachte, dass ng auch immer groer gewahlt werden kann als hier angegeben. Man muss nicht das
kleinst mdgliche ng finden. Wichtig ist, dass man ein n, findet. Z.B. kann man in Teil €) einfacher

1
ng > — wahlen. Fiir n > ng folgt dann
5

1
no 1 noz;g

1
n?+1

|z,| = =g, also |z,| <e.

1 1n
< —=<-
n2 " n

AY

|

IN
m|>~| —_

Bei solchen Aufgaben kann es wichtig sein, dass man |z,| geeignet durch einen einfachen Term
abschatzt, um dann ng in Abhangigkeit von e gut berechnen zu kénnen.

Aufgabe 6

Uberpriife, ob die Definition einer Intervallschachtelung erfiillt ist. Trage ,,J* fiir Ja und ,,N" fiir Nein
ein.

(a,) mon. | (b,) mon. | (b, —ay,) ist | I, = [ay, b,] ist
Def. (ay,) Def. (b,,) wachsend | fallend Nullfolge Intervallschachtelung
a, = b, =3 J J N N
=4 | bo=ato | J J J
tn=2-=|b=2+2| J J J
n n
= |ba=2 N J J N
2n n
Aufgabe 7

Bestimme v/3 bis auf drei Nachkommastellen genau. Dazu sei f(z) = z*. Gesucht ist die Stelle g
mit f(z¢) = 3. Gehe wie auf der vorigen Seite beschrieben vor.

Schritt 1:
f(1) = 1 f(2) = 8 = a; = 1 <y < 2 =b;

Schritt 2:

101,112 13]14] 15|16 | 1,7 ] 1,8 19

flz)| 1,00 | 1,46 | 2,07 | 2,86 | 3,84

= Q9 = 1,3 < Ty < 1,4 :b2
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Iteration und Konvergenz 47
Schritt 3:
z | 1,30 1,31 | 1,32
f(z)| 2,86 | 2,94 | 3,04

= a3 = 1,31 |<zo<| 1,32 = by
Schritt 4:
+ | 1,310 | 1,311 | 1,312 | 1,313 | 1,314 | 1,315 | 1,316 | 1,317
flz)y| 2,94 | 2,95 | 296 | 297 | 298 | 2,99 | 2,999 | 3,01

= au=| 1,316 |<=zo<| 1,317 by
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