Iteration und Konvergenz

zum Selbstlernen

Vorwort

Dies ist ein Skript zum Selbststudium. Du kannst hier Grundlagen zum Thema /teration und Kon-
vergenz kennenlernen.

Der Text ist im Wesentlichen der Mitschrieb aus einem Online-Kurs [teration und Konvergenz im
Schiilerseminar fiir Klasse 8-10. Du findest diesen und andere Kurse auf der Seite

https://pnp.mathematik.uni-stuttgart.de/iadm/Zirkel/material-Schuelerseminar/

Falls Du beim Studium des vorliegenden Textes Fragen hast, kannst Du beim Online-Kurs im ent-
sprechenden Video nachsehen, dort gibt es ausfiihrlichere Erklarungen. Um die Verbindung zu finden,
ist am Rand des Textes markiert, wann die einzelnen Einheiten des Online-Kurses beginnen.

Die Aufgaben sind auch dieselben wie im Online-Kurs. Im Lerntext sind keine Lésungen dabei, damit
Du sie selber lésen kannst. Bei den Aufgaben ist oft Platz, um Deine Ldsungen aufzuschreiben.
Manchmal musst Du aber auch ein extra Blatt fiir die Berechnungen dazunehmen. Falls Du Deine
Ldsungen iiberpriifen willst, stehen alle Aufgaben mit Lésungen im letzten Kapitel dieses Skripts.

Ich wiinsche Dir viel Spall beim Durcharbeiten des Skripts und bei den Aufgaben!

30. Januar 2025 Peter Lesky

Inhalt

Auf den nachsten Seiten findest Du das Skript mit Aufgaben zur zweiten Einheit Achilles und die
Schildkréte. Die weiteren Teile werden bei den entsprechenden Einheiten veroffentlicht.
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2 Achilles und die Schildkrote

Diese Einheit startet mit einer Aufgabe.

Aufgabe 1
Gegeben ist eine Zahlenfolge a1, as, as, . .. durch die Rekursionsformel

an, +9

o firn=123...

ap = 0, (ln+1 =

a) Bestimme die Folgenglieder a,, fiirn =2,...,6.

b) Kannst Du eine allgemeine Formel fiir das n-te Folgenglied a,, angeben?

Definition: Die Formel

a, =0 und a,q =

heilt rekursive Darstellung der Folge (a,,), die Formel

1 \n—-1
an:1—<1—0> firn=1,2,...

heilt explizite Darstellung der Folge (a,).

Der griechische Philosoph Zenon erzihlte im 5. Jahrhundert vor Christus eine Geschicht liber den
Wettlauf des Achilles mit einer Schildkrote. Achilles ist eine Sagengestalt und war damals bekannt
fiir seine Schnelligkeit. So eine Art Superman der Antike. Zenon schligt vor, der Schildkréte 10m
Vorsprung zu geben, da sie ja viel langsamer ist. Und dann behauptet er, dass Achilles die Schildkrote

nie einholen wird.

Du glaubst das nicht? Hier kommt sein Beweis. Stell Dir vor, Achilles lauft doppelt so schnell wir die
Schildkrote. Und stell Dir vor, dass er die ersten 10m gelaufen ist. Aber inzwischen ist die Schildkrdte
bereits 5m weiter. Wenn Achilles diese 5m gelaufen ist, dann ist die Schildkrote bereits wieder weiter.

Zu Beginn hat die Schildkréte 10m Vorsprung vor Achilles.

A ‘ 2 ‘
0 ) 10 15
Nun ist Achilles 10m gelaufen, die Schildkréte hat 5m Vorsprung.
A s

0 5 10 15
Achilles ist weitere 5m gelaufen.

. A >
0 ) 10 15
Achilles ist weitere 2,5m gelaufen.

. S A S
0 ) 10 15

Achilles bleibt immer hinter der Schildkréte, egal wie oft wir diese Uberlegung wiederholen.

So eine Geschichte, die unserer Vorstellung widerspricht, heilt Paradoxon. Wir beschéaftigen uns nun

mit diesem Paradoxon und rechnen nach, was hier passiert.
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12 Iteration und Konvergenz

In der nachsten Aufgabe kannst Du nachrechnen, wie weit Achilles bei den nachsten Messstops
kommt.

Aufgabe 2

Achilles startet bei 0 m, die Schildkrote bei 10 m. Achilles Iduft 10 m bis zum ersten Messstopp.
Inzwischen ist die Schildkréte 5 m gelaufen. Dann lduft Achilles 5 m weiter bis zum zweiten Mess-
stopp, die Schildkrote lauft zugleich 2,5 m usw.

Sp = | Zuriickgelegter Weg des Achilles beim | d,, = | Abstand zwischen der Schildkréte und

n-ten Messstopp in Metern Achilles beim n-ten Messstopp in Me-
tern

so= |0 dy= | 10

s;= | 10 di= |5

Sy = dy =

S3 = ds =

Sy = ds =

S5 = ds =

Sg = ds =

S7 = dr =

Sg = ds =

Sg = dg =

S10 = dio =

Aufgabe 3

a) Gib Formeln an, wie d,,,1 aus d,, und s,,,1 aus d,, und s,, berechnet werden kénnen.

dny1 = Sn+1 =

b) Finde eine Formel, mit der d,, direkt berechnet werden kann.

dn —
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Iteration und Konvergenz 13

Fiir den Weg des Achilles bis zum n-ten Messstopp gilt

10
s1 =10 und s, =s8,+ o
Dies bedeutet
10+ 10 n 10 n N 10
Spt] = 4+ =
i 2 22 on

Erklarung der Formel: s, 1 ist der Weg zum ersten Messstop plus der Weg zwischen dem ersten
und zweiten Messstop usw. Diese Formel wird spater bendtigt.

Aufgabe 4

Trage die errechneten Werte aus der Tabelle fiir den Weg des Achilles beim n-ten Messstopp in die

untenstehenden Koordinatensysteme ein (soweit mdglich).
Sn
20 +
19 +
18 +
17 +
16 +
15 +
14 +
13 +
12 +
11 +
10 +

Il Il Il Il Il Il Il Il

7 8 9 10111213 14 15 16 17"

—_
N +
w +
IS
ot +
o +

Il Il Il Il Il Il Il Il
T

1 23456 78 910111213141516 17"
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14 Iteration und Konvergenz

Vermutungen: 1) s, erreicht nicht 20,
2) s, kommt mit wachsendem n beliebig nahe an 20 dran.

Diese zwei Aussagen sollen nun mathematisch beschrieben werden.
Zu 1): s, < 20 fiir n € N bedeutet, dass s, nicht 20 erreicht.

zu 2): Die Differenz |20 — s,,| wird kleiner als jede noch so kleine positive Zahl. Dies formuliert man
folgendermaRen:

Zu jeder noch so kleinen Zahl £ > 0 gibt es einen Index ny,
so dass |20 — s,| < € fiir alle n > ny gilt.

In dieser Aussage steckt noch mehr drin, ndmlich dass |20 — s,,| sogar dauerhaft kleiner als ¢ bleibt.

Man veranschaulicht dies in einem sogenannten e-Streifen. Dazu zeichnet man in der Graphik der
letzten Aufgabe einen Streifen ein, der von iy = 20 — ¢ bis y = 20 + ¢ reicht. Dann miissen ab einem
Index nq alle eigezeichneten Punkte in diesem Streifen liegen, egal wie klein ¢ > 0 ist.

Fire = 1:
Sn

1 I DU DS S S e S -

e-Streifen {20“ R S e R N R S R S S
19 F-4---to o L
18
17 1
16 +
15 + .
14 1
13 +
12 1
1 4
10+ e
9

] ] ] ] ] ] ] ]
T T T T T T

] ] ] ] ] ] ] >
T T T T T T T T T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 177

Fir e = 0,04:
Sn g
20,06 +
2004 b
20,02 +
e-Streifen ¢ 20,00 + REUEY R S 1
19,98 + .
19,96 4 — < —ioo b ool P R T N I SO W
19,94 1
19,92 + .
19,90 +
19,88 +
19,86 +
19,84 + .
19,82 +
o

19780 %%%%% %TTTTTTTT
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 177

]
T
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Aufgabe 5
1

Gegeben ist die Folge (a,,) mit a, = — fiir n € N. Die Werte von a,, kommen der Zahl Null beliebig
n

nahe. Dies wollen wir mathematisch beschreiben bzw. nachrechnen.

1
a) Zeichne in der Graphik den e-Streifen fiir ¢ = 10 ein und ermittle zeichnerisch, ab welchem

n alle a,, im e-Streifen liegen.

Y
1,0+ -

0,9 +
0,8 +
0,7 +
0,6 +
0,5+ o Y =an
0,4 +
0,3 +
0,2 + .
0,1 4 il EEE TR
0,04—————
—0,1 +
—0,2 +

e S  Aats BT R
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20"

—_
\S)
wL
.
Ot

1
b) Ermittle rechnerisch, wie gro n sein muss, damit 0 < a,, < 2000 gilt.

c) Sei nun eine beliebig kleine Zahl € > 0 gegeben. Ermittle rechnerisch eine Zahl ng in Abhan-
gigkeit von ¢, so dass
0<a, <e¢ fir n > ng

gilt. Dabei muss ng keine ganze Zahl sein.

Um zu beweisen, dass |20 — s,,| < & wird und bleibt, bendtigen wir eine explizite Formel fiir s,,, die
wir hier herleiten. Dazu verwenden wir die Formel fiir s,,.1 von Seite 13 und eine tolle Methode zur
Bestimmung von Summen. Durch geschickte Subtraktion einer Gleichung von einer anderen heben
sich viele Summanden weg.

10
Satz (geometrische Summe): Fiir n € N gilt 5,41 = 20 — o
10 10 10 10
Beweis: n = 10 +—+—+... — |2
eweis Sni1 o5+t +50m1 tom |
o /10/ 10 < 10
= 28pi1 = 20+10+— +...
St 10+ 4t o
10
= 28541 — Spy1 = 20— on
10
= Sp+1 = 20 — 2_n D
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16 Iteration und Konvergenz

Jetzt haben wir eine Formel fiir s, ;. Wir brauchen aber eine Formel fiir s,,. Dazu reduzieren wir n
in der Formel um 1. Das bedeutet, aus n wird n — 1 und aus n + 1 wird n. Es gilt also

Sp =20 — on 1"

Nun kdnnen wir beweisen, dass unsere zwei Vermutungen wahr sind. Daher formulieren wir diese
Vermutungen als Satz.

Satz: 1) Fiir jedes n € N gilt s, < 20.

2) Sei eine beliebig kleine Zahl ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es ein ny € N, so dass gilt:

120 — s,| < e fiir n > no.

Beweis: Zu 1): s, =20 — = s, < 20, da von 20 etwas Positives abgezogen wird.

27171
Zu 2): Voriiberlegung: Wir schreiben die Zweierpotenzen auf und darunter die Nummer in der Folge.

20 =1 2l =2 22 =4 23 =38 ... oon—l
1 2 3 4 n
~+1~ ~F1l~ ~F1~ ~F1~

Wir sehen, dass 27! > n fiir alle n € N gilt.

< l bzw. 10 < E
2n—1 n 2n—1 n

10 10
Zu e > 0 beachte: — <e & n> —
n €

Es gilt also

: 10 |
Fiir jedes n > — gilt dann
£

10>: 10 10

sn <20
120 — 5] =20 — 5, = 20 — (20 —

. - 10 . .
Also liegt s,, fiir jedes n > ny := — im e-Streifen. ]
5

Nun kénnen wir auflésen, warum das Paradoxon nicht unserer Vorstellung entspricht. Dazu berechnen
wir in der folgenden Aufgabe die Zeitpunkte, zu denen Achilles die Messstops erreicht.

Weiter auf nachster Seite

Schiilerzirkel Mathematik: www.f08.uni-stuttgart.de/schulen/schuelerzirkel-mathematik/



Iteration und Konvergenz 17

Aufgabe 6

Achill gibt der Schildkrote wie am Anfang 10 m Vorsprung. Achill bendtigt 2 Sekunden, um 10 m
zu laufen, entsprechend 1 Sekunde fiir 5m usw. Trage in die Tabelle die Zeitintervalle bis zu den
Messstopps ein.

t, = | Laufzeit des Achill bis zum n-ten d, = | Zeit, die Achill von n-ten bis zum
Messstopp (in Sekunden) (n + 1)-ten Messstopp ben&tigt

to= |0 dy= |2

th= |2 d= |1

ty = dy =

ty = dz =

ty = dy =

ts = ds =

te = dg =

tr = dr =

tg = dg =

ty = dy =

tio = dip =

Du siehst: Die betrachteten Zeitintervalle werden immer kiirzer, es wird nie die Zeit t = 4 Sekunden
erreicht. Alle Uberlegungen von Zenon enden vor der Zeit t = 4 Sekunden. Und bis dahin hat Achilles
die Schildkrote ja auch nicht eingeholt.

Das ist so, wie wenn man filmen wiirde, wie Achilles die Schildkrote iiberholt, aber dann beim
Abspielen des Films den Film immer langsamer laufen l3sst, so dass nie der Zeitpunkt des Einholens
erreicht wird.

Fiir ¢ = 4 Sekunden ist Achilles bei 20m angekommen und steht neben der Schildkréte. Fiir ¢ > 4
Sekunden ist er vor der Schildkrote.

Da bist Du sicher froh, dass deine Vorstellung der Situation doch richtig ist :)
Zwar hat Zenon uns mit seinem ,,Beweis” ganz schon durcheinander gebracht, aber wir konnten alles
erklaren.

Ergédnzung: Auch die Zeitpunkte werden durch eine geometrische Summe dargestellt. Es gilt

t—2+1+1+ +2—4 2<4
no 9 on—1 o on—1 )
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18 Iteration und Konvergenz

Losungen der Aufgaben

Aufgabe 1
Gegeben ist eine Zahlenfolge a1, as, as, ... durch die Rekursionsformel
nt9 ..
ar =0, api1= ¢ 1—5 firn=1,2,3,....
a) Bestimme die Folgenglieder a,, fir n =2,... 6.

b) Kannst Du eine allgemeine Formel fiir das n-te Folgenglied a,, angeben?

Losung: a) a; = 0,9

az = 0,99
a; = 0,999

as = 0,9999
ag = 0,99999

Aufgabe 2

Achilles startet bei 0 m, die Schildkréte bei 10 m. Achilles lauft 10 m bis zum ersten Messstopp.
Inzwischen ist die Schildkréte 5 m gelaufen. Dann l3uft Achilles 5 m weiter bis zum zweiten Mess-
stopp, die Schildkrote lauft zugleich 2,5 m usw.

Losung:

Sp = | Zuriickgelegter Weg des Achilles beim | d,, = | Abstand zwischen der Schildkréte und

n-ten Messstopp in Metern Achilles beim n-ten Messstopp in Me-
tern

S0 0 do = 10

S1 = 10 d1 == 5

S9 = 15 d2 == 2,5

53— | 17.5 ds = | 1,25

51— | 18,75 d,— | 0,625

s5 = | 19,375 ds = | 0,3125

s¢ = | 19,6875 dg = | 0,15625

sy = | 19,84375 d; = | 0,078125

sg = | 19,921875 ds = | 0,0390625

sg = | 19,9609375 dg = | 0,01953125

s10 = | 19,98046875 dip = | 0,009765625
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Iteration und Konvergenz 19

Aufgabe 3

a) Gib Formeln an, wie d,,,1 aus d,, und s,1 aus d,, und s,, berechnet werden kdnnen.

b) Finde eine Formel, mit der d,, direkt berechnet werden kann.

Losung: @) dypi1 = %, Spy1 = 5n + dy;

b) d, = 10,

271/

Aufgabe 4

Trage die errechneten Werte aus der Tabelle fiir den Weg des Achilles beim n-ten Messstopp in die
untenstehenden Koordinatensysteme ein (soweit méoglich).

Sn

20 T ° [ ° ° L4 L] Ld L] L] 3 °
19 + .

18 +
17 +
16 +
15 + g
14 +
13 +
12 +
11 +
10 1

Losung:

| | | | | |

1011121314 1516 17"

—_
N+
o +
g
o+
5 +
-~ +
co

© +

] ] ] ] ] ]

1011121314 1516 17"

—_
N+
w +
IS
o+
o +
EN |

o

© +
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20 Iteration und Konvergenz

Aufgabe 5

1
Gegeben ist die Folge (a,) mit a,, = — fiir n € N. Die Werte von a,, kommen der Zahl Null beliebig
n

nahe. Dies wollen wir mathematisch beschreiben bzw. nachrechnen.

1
a) Zeichne in der Graphik den e-Streifen fiir ¢ = mn ein und ermittle zeichnerisch, ab welchem

n alle a,, im e-Streifen liegen.

v
1,0+

0,9 +
0,8 +
0,7 +
0,6 +
0,5 T o Y = Qnp
0,4 +
0,3 +
0,2 + .
52071—» ————————————————————————— t——!——+——‘ ————————————————————————————————
e-Streifen
0,0-+———t—+—+———t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—
o7l 1 23 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20"

—0,2 +

1
b) Ermittle rechnerisch, wie gro n sein muss, damit 0 < a,, < 2000 gilt.

c) Sei nun eine beliebig kleine Zahl ¢ > 0 gegeben. Ermittle rechnerisch eine Zahl ng in Abhan-
gigkeit von ¢, so dass

0<a,<e¢ fir n > ny

gilt. Dabei muss ng keine ganze Zahl sein.

Losung:  a) Fir den e-Streifen siehe Graphik. Offensichtlich liegt a,, fiir n > 10 im e-Streifen.

1 1 1 N . . .
&S — < —— & n > 2000: Fir n > 2000 liegt a,, im e-Streifen.

b) an <5550 © W < 2000

1 1
C) a,<e & —<e & n>-—
n 9

Fir alle n > ng := — gilt 0 < a,, < ¢, also liegt a,, im e-Streifen.
€
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Aufgabe 6

Achill gibt der Schildkréte wie am Anfang 10 m Vorsprung. Achill bendtigt 2 Sekunden, um 10m
zu laufen, entsprechend 1 Sekunde fiir 5m usw. Trage in die Tabelle die Zeitintervalle bis zu den

Messstopps ein.

Losung:
t, = | Laufzeit des Achill bis zum n-ten d, = | Zeit, die Achill von n-ten bis zum
Messstopp (in Sekunden) (n + 1)-ten Messstopp benétigt
ty = 0 d() = 2
t1 = 2 d1 = 1
to= |3 dy= |05
ts = |35 dz = 0,25
ty= |3,75 dy = {0,125
ts = | 3,875 ds = |0,0625
te = | 3,9375 dg = |0,03125
t- = | 3,96875 d; = |0,015625
ts = | 3,984375 ds = |0,0078125
to = | 3,9921875 dy = | 0,00390625
tio = | 3,99609375 dio = | 0,001953125
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