Iteration und Konvergenz Arbeitsblatt 7.5

Die Euler-Zahl e

Erinnerungen: 1) Weg des Achill

1 /12 J\n1 L\n1
6 — 10<1+§+(§) +...+<§) ) _ 20—10(-) < 2.

Daraus folgt

1+ % + (%)2 +... 4+ (%)nl < fir jedes n € N, (*)

2) Fiir n € N oder n = 0 ist die Fakultdt von n definiert durch
nl:=n-(n—-1)-(n-2)---2-1, 0:=1, 1:=1

Z.B.
Aufgabe 6
. 1 1 1 1
Gegeben ist die Folge “”:&+ﬂ+5+'“+ﬁ

a) Gib die Formel fiir a,, 1 an: a, 11 =

b) Berechne die Differenz: a, 1 — a,, =

(ay) ist monoton wachsend | (a,,) ist monoton fallend

c) Trage ein: , J* fiir Ja, ,N" fir Nein.

d) Gib eine obere Schranke M fiir (a,) an, d.h. eine A -
Zahl M, so dass a,, < M fiir alle n € N gilt.
Um M zu finden, verwende die folgende Abschatzung.
S I U !
= 1 21 321 4321 T am-—Dn-2) 21
=1 1 2 3 h h
T T <e=(3) <ete=(3) <(H"
< s ( )
(%)
< 1+ =
Hauptsatz iiber monotone Folgen =
. . 1 1 1 1
Man schreibt e=1lm |(=—4+—+=+...+—] = 2,718... (Eulersche Zahl).
n—oo \ 0! 1! = 2! n!
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Zusatzaufgabe 4

2 IB

Sei z mit 0 < x < 1 fest gewahlt. Gegeben ist die Folge (a,) mit a,, = I+ 4+ 2D

n

x
20 3l n!
Beweise, dass (a,) konvergiert.

Tipp: Beniitze die in der vorigen Aufgabe bewiesene Beschranktheit.

Zusatzaufgabe 5

Sei (ay,,) eine Folge mit positiven Folgengliedern a,, > 0 und mit der zusatzlichen Eigenschaft, dass

1\ 71 .
a, < (5) fir alle n € N gilt. Die Folge (s,,) sei definiert durch

Sp = Q1+ a2+ ...+ ay.

Beweise, dass (s,) konvergiert.
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