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24 Graphentheorie
Diese Einheit startet mit einer Aufgabe.
Aufgabe 1

a) Neben einem kleinen Bergdorf wurde ein Wasserwerk W zur Versorgung der Hauser A, ... F

b)

d)

gebaut. In der Graphik unten links siehst Du die Hauser und die moglichen Wasserleitungen.
Aus Kostengriinden sollen moglichst wenig Leitungen gebaut werden. Streiche aus dem Gra-
phen moglichst viele Kanten, so dass noch alle Hiuser mit Wasser versorgt werden kdnnen.
Zeichne dann die Kanten des entstehenden Teilgraphen rechts ein.

C C
[ ]

B B
[ ]

or

e

F F

Wie heifit die Eigenschaft eines Graphen, die in unserem Beispiel garantiert, dass jedes Haus
mit Wasser versorgt wird?

Antwort: Der Graph ist

Wie heillt der Teilgraph, den Du im Aufgabenteil a) gezeichnet hast, in Bezug auf den
urspriinglichen Graphen?

Antwort:

Der Teilgraph ist ein des linken Graphen.

Die Wasserleitungsfirma hat nun Rohre geliefert, die zwei verschiedene Enden haben. Am
einen Ende Anschlusstyp 1, am anderen den Anschlusstyp 2. Das bedeutet, dass nur Hauser
mit verschiedenen Anschliissen verbunden werden konnen. AuRerdem ist vorgegeben, dass
in jedem Haus nur einer der beiden Anschlusstypen verbaut werden kann. Zeige, dass die
Wasserversorgung mit diesen Vorgaben gebaut werden kann. Farbe dazu die Hauser griin, die
den Anschlusstyp 1 haben, und die anderen mit rot. Beachte, dass auch das Wasserwerk nur
einen Anschlusstyp besitzen darf.

Satz: Jeder Baum mit mindestens zwei Ecken ist bipartit.

Beweisidee:

Beweis: Betrachte einen beliebigen Baum mit mindestens zwei Ecken.

Farbe eine beliebige Ecke griin. Laufe von dieser Ecke aus den Baum entlang und farbe die Ecken

abwechselnd rot und griin.

Man erreicht jede Ecke, da der Baum zusammenhangend ist.

Jede Ecke wird nur iiber einen Weg erreicht. Daher treten keine Konflikte auf.
= Der Baum ist bipartit.
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Graphentheorie 25

Wann sind Graphen, die nur aus Ecken auf einem Kreis bestehen, bipartit?
Wir untersuchen folgende Fragestellung: Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist ein Graph, der nur
aus n Ecken auf einem Kreis besteht, bipartit?

Schritt 1: Untersuche Beispiele fiir , kleine” n von 2 bis 7.
n 2 3 4
Graph

bipartit?

n 5 6 7
Graph

bipartit?

Schritt 2: Stelle eine Vermutung auf, wie die obige Frage beantwortet werden kann.
Vermutung:
Gegeben ist ein Graph, der nur aus n Ecken auf einem Kreis besteht.

Falls n eine Zahl ist, dann ist der Graph bipartit.

Falls n eine Zahl ist, dann ist der Graph nicht bipartit.

Schritt 3: Beweise deine Vermutung durch geeignetes Farben der Ecken.

Die Ecken benennen wir hierzu gegen den Uhrzeigersinn mit den Zahlen 1 bis n. Beginne nun mit
dem Farben, indem du Ecke 1 griin farbst und gegen den Uhrzeigersinn fortfahrst. Welche Farbe
haben dann die Ecken 2, 3, 4 usw.?

Fiir die Ecke mit der Nummer k ergibt sich folgender Zusammenhang:

Falls k& eine Zahl ist, dann ist die Ecke & griin.

Falls k£ eine Zahl ist, dann ist die Ecke & rot.

3
4

n123

Weiter auf nichster Seite
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26 Graphentheorie

Zwischen welchen beiden benachbarten Ecken kann liberhaupt ein Konflikt bei der Farbung auftre-
ten?

Zwischen der Ecke mit der Nummer und der Ecke mit der Nummer

Falls n ist, sind beide Ecken unterschiedlich gefarbt, und es gibt keinen Konflikt.

In diesem Fall ist der Graph bipartit.

Falls n ist, sind beide Ecken gleich gefarbt, und es gibt einen Konflikt. In diesem

Fall ist der Graph nicht bipartit.

Damit hast Du den folgenden Satz bewiesen.

Satz: Ein Graph mit n Ecken, der nur aus einem Kreis besteht, ist genau dann bipartit, wenn n
gerade ist.

Satz: Jeder Teilgraph eines bipartiten Graphen, der mindestens zwei Ecken enthilt, ist bipartit.

Beweis:
bipartiter Graph: Fall 1: Nur Fall 2: Nur Fall 3: Aus M und N
Ecken aus M Ecken aus NV mindestens eine Ecke

7 o Analog
M N

In den Fallen 1 und 2 kann man die Ecken beliebig auf die Mengen M und N verteilen.

Im Fall 3 enthilt die Menge M alle Ecken von M, die im Teilgraph enthalten sind, und die Menge
N alle Ecken von N, die im Teilgraphen enthalten sind. ]

Wir formulieren diesen Satz um, damit wir ihn besser beniitzen konnen.

Folgerung: Enthalt ein Graph einen Teilgraphen mit mindestens zwei Ecken, der nicht bipartit ist,
dann ist der Graph auch nicht bipartit.

Spezialfall: Enthilt ein Graph einen Kreis mit einer ungeraden Anzahl von Ecken, so ist er nicht
bipartit.

Aufgabe 2

Gegeben ist der nebenstehende bipartite Graph. Er-
ginze eine Kante, so dass der Graph nicht mehr bi-
partit ist.
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Satz: Ein Graph mit mindestens zwei Ecken ist genau dann bipartit, wenn er keinen Kreis mit
ungerader Eckenzahl enthilt.

Beweis: Aus Spezialfall: Ist ein Graph bipartit, so enthalt er keinen Kreis mit ungerader Eckenzahl.

Betrachte einen Graphen, der keinen Kreis mit ungerader Eckenzahl enthélt. Zeige: Der Graph ist
bipartit.

Wir nehmen an, dass der Graph zusammenhangend ist.

Schritt 1: Konstruiere einen aufspannenden Baum. Der Baum ist bipartit. Farbe die Ecken, um sie
den Mengen M und N zuzuordnen. Damit sind alle Ecken des Graphen gefarbt!

Schritt 2: Ergdnze nun die restlichen Kanten des Graphen. Es gibt keine Kante, die gleich gefarbte
Ecken verbindet, denn:

Annahme: Eine Kante verbindet zwei rote Ecken E, Es. Eve ? Ly

Im Baum gibt es einen Weg, der F; und FE, verbindet.
E\, E5 haben dieselbe Farbe und der Baum ist bipartit

= der Weg hat eine ungerade Anzahl an Ecken.

Durch die Kante, die E/; mit E5 verbindet, entsteht ein

Kreis mit ungerader Eckenzahl Weg im Baum

von F; nach E5

Definition: 1) Ein zusammenhangender bipartiter Graph heilt m—n—Graph, wenn seine zwei Ecken-
teilmengen M und N m Ecken bzw. n Ecken enthalten.

2) Ein bipartiter Graph ohne parallele Kanten, bei dem jede Ecke aus M mit jeder Ecke aus N
benachbart ist, heilt vollstandiger bipartiter Graph.

Veranschaulichung:

3—4—Graph vollstandiger 3—4—Graph

Frage: Warum ist der linke Graph ohne die griine Kante kein 3—4—Graph? Man kann die Eckenmenge
offensichtlich in eine Menge M mit 3 Ecken und eine Menge N mit 4 Ecken aufteilen, so dass die
Definition bipartit erfiillt ist. Was fehlt dann?

Antwort: Ein m—n—Graph muss zusammenhangend sein. Ohne die griine Kante ist der Graph nicht
zusammenhangend.
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28 Graphentheorie

Aufgabe 3

a) Zeichne einen vollstindigen 2-4—-Graphen. Wie viele Kanten besitzt er?
b) Wie viele Kanten besitzt ein vollstandiger m—n—Graph?

c) Ergdnze im Achteck Kanten (keine Ecken), bis ein vollstidndiger bipartiter Graph ensteht.
Welcher vollstandige m—n—Graph entsteht hierdurch?

Loésung zu a) Losung zu c)
[ ]
[ J
[ J
[ J
[ J
[}
Der Graph besitzt Kanten. Vollstandiger - —Graph.
Aufgabe 4

Zeichne alle vollstandigen bipartiten Graphen mit 6 Ecken, die nicht zueinander isomorph sind.

Aufgabe 5
Zeichne einen Baum, der ein

a) 2-3-Graph ist.
b) 1-4-Graph ist.

c) 4-9-Graph ist.
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9 Ebene und pliattbare Graphen

Das Haus vom Nikolaus Isomorpher Graph

Im Haus vom Nikolaus kreuzen sich zwei Kanten, ohne dass der Kreuzungspunkt eine Ecke ist. Wir
stellen uns vor, dass die eine Kante iiber der anderen verlauft. Das bedeutet, dass der Graph nicht
ganz in der Zeichenebene enthalten ist, sondern in die dritte Dimension geht. Man kann den Graphen
jedoch isomorph umzeichnen, so dass kein Kreuzungspunkt vorkommt, der keine Ecke ist.

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit Graphen, die sich so umzeichnen lassen.

Definition: 1) Ein in der Ebene gezeichneter Graph heit eben, wenn seine Kanten keine Punkte
gemeinsam haben auRer Ecken.
2) Ein Graph heift plattbar, wenn er isomorph zu einem ebenen Graphen ist.

Nochmal die beiden isomorphen Graphen von oben:

nicht eben, aber plattbar eben und plattbar

Weiter auf nachster Seite
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30 Graphentheorie

Aufgabe 6
Gegeben sind die folgenden Graphen, die Begrenzungen dreidimensionaler Kérper darstellen. Zeige,
dass die Graphen plattbar sind, indem Du jeweils einen isomorphen ebenen Graphen zeichnest.

a) In dieser Teilaufgabe gibt es zwei verschiedene Lésungen!

b)

Aufgabe 7
Zeichne neben den ebenen Graphen ein Gebaude, das zu dem Graphen gehdren konnte.

Weiter auf nachster Seite
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Beobachtung: Ein ebener Graph unterteilt die Zeichenebene in Flachen, eine AuRenfliche und keine,
eine oder mehrere Innenflachen.

Beispiel:

Dieser Graph unterteilt die Zeichenebene in 5 Innenflachen
und die mit 1 nummerierte Aulenflache.

Aufgabe 8
Trage in die Graphen eine Nummerierung der Flachen ein, in die die Ebene durch den Graphen
unterteilt wird. Vergiss die AuRenflache nicht. Fiille dann die Tabelle aus.

a) b) 0)

Anzahl Anzahl Anzahl
Graph Ecken Kanten Flachen e—k+f
a) e = k= =
b) e = k= =
c) e = k= =
Baum mit n Ecken | e = k= =

Aufgabe 9

besitzen.

a) eine AuRenfliche und keine Innenflache,
b) eine AuRenfliche und eine Innenfliche,

c) eine AuBenflache und zwei Innenflichen,
d) eine AuBenflache und drei Innenflachen,

e) eine AuBenfliche und vier Innenflachen

Zeichne zusammenhidngende Graphen mit jeweils vier Kanten, die
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Lésungen der Aufgaben

Aufgabe 1

a) Neben einem kleinen Bergdorf wurde ein Wasserwerk W zur Versorgung der Hauser A, ... F
gebaut. In der Graphik unten links siehst Du die H3user und die mdglichen Wasserleitungen.
Aus Kostengriinden sollen moglichst wenig Leitungen gebaut werden. Streiche aus dem Gra-
phen moglichst viele Kanten, so dass noch alle Hiuser mit Wasser versorgt werden kdnnen.
Zeichne dann die Kanten des entstehenden Teilgraphen rechts ein.

C ¢

B B

F F
Dies ist nur eine von vielen Lésungen

b) Wie heiit die Eigenschaft eines Graphen, die in unserem Beispiel garantiert, dass jedes Haus
mit Wasser versorgt wird?

Antwort: Der Graph ist|  zusammenhangend

c) Wie heift der Teilgraph, den Du im Aufgabenteil a) gezeichnet hast, in Bezug auf den ur-
spriinglichen Graphen?
Antwort:
Der Teilgraph ist ein aufspannender Baum des linken Graphen.

d) Die Wasserleitungsfirma hat nun Rohre geliefert, die zwei verschiedene Enden haben. Am
einen Ende Anschlusstyp 1, am anderen den Anschlusstyp 2. Das bedeutet, dass nur Hauser
mit verschiedenen Anschliissen verbunden werden konnen. AuRerdem ist vorgegeben, dass
in jedem Haus nur einer der beiden Anschlusstypen verbaut werden kann. Zeige, dass die
Wasserversorgung mit diesen Vorgaben gebaut werden kann. Firbe dazu die Hauser griin, die
den Anschlusstyp 1 haben, und die anderen mit rot. Beachte, dass auch das Wasserwerk nur
einen Anschlusstyp besitzen darf.

Die Ecken wurden oben entsprechend gefarbt.
Fiir andere Losungen von Teil a) miissen die Farbungen entsprechend abgeandert
werden.

Weiter auf nachster Seite
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Wann sind Graphen, die nur aus Ecken auf einem Kreis bestehen, bipartit?
Wir untersuchen folgende Fragestellung: Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist ein Graph, der nur aus
n Ecken auf einem Kreis besteht, bipartit?

Schritt 1: Untersuche Beispiele fiir , kleine” n von 2 bis 7.

n 2 3 4
Graph
bipartit? Ja Nein Ja
n 5 6 7
Graph
bipartit? Nein Ja Nein

Schritt 2: Stelle eine Vermutung auf, wie die obige Frage beantwortet werden kann.
Vermutung:

Gegeben ist ein Graph, der nur aus n Ecken auf einem Kreis besteht.

Falls n eine gerade Zahl ist, dann ist der Graph bipartit.

Falls n eine ungerade Zahl ist, dann ist der Graph nicht bipartit.

Schritt 3: Beweise deine Vermutung durch geeignetes Farben der Ecken.

Die Ecken benennen wir hierzu gegen den Uhrzeigersinn mit den Zahlen 1 bis n. Beginne nun mit
dem Farben, indem du Ecke 1 griin farbst und gegen den Uhrzeigersinn fortfahrst. Welche Farbe
haben dann die Ecken 2, 3, 4 usw.?

Fiir die Ecke mit der Nummer £ ergibt sich folgender Zusammenhang:

Falls % eine ungerade Zahl ist, dann ist die Ecke & griin.

Falls & eine gerade Zahl ist, dann ist die Ecke k rot.

ot

4

n123
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Zwischen welchen beiden benachbarten Ecken kann iiberhaupt ein Konflikt bei der Farbung auftre-
ten?

Zwischen der Ecke mit der Nummer und der Ecke mit der Nummer | 1 |.

Falls n gerade ist, sind beide Ecken unterschiedlich gefarbt, und es gibt keinen Konflikt.
In diesem Fall ist der Graph bipartit.

Falls n ungerade ist, sind beide Ecken gleich gefarbt, und es gibt einen Konflikt. In diesem
Fall ist der Graph nicht bipartit.

Aufgabe 2

Gegeben ist der nebenstehende bipartite Graph. Er-
ganze eine Kante, so dass der Graph nicht mehr bi-
partit ist.

LGsung: Z.B. oder

Aufgabe 3

a) Zeichne einen vollstindigen 2-4—Graphen. Wie viele Kanten besitzt er?
b) Wie viele Kanten besitzt ein vollstandiger m—n—Graph? Antwort: m - n. Kanten

c) Ergdnze im Achteck Kanten (keine Ecken), bis ein vollstidndiger bipartiter Graph ensteht.
Welcher vollstandige m—n—Graph entsteht hierdurch?

Loésung zu a) Losung zu c)

Der Graph besitzt Kanten. Vollstéindiger’ 4 ‘—’ 4 ‘—Graph.
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Aufgabe 4

Zeichne alle vollstandigen bipartiten Graphen mit 6 Ecken, die nicht zueinander isomorph sind.

Losung: A/ mit 1 Ecke M mit 2 Ecken M mit 3 Ecken
N mit 5 Ecken N mit 4 Ecken N mit 3 Ecken
N N
M N

Alle vollstandigen bipartiten Graphen mit 6 Ecken sind isomorph zu einem dieser Graphen. Es gibt
nicht mehr mogliche Eckenverteilungen auRer Vertauschung von M und N.

Aufgabe 5

Zeichne einen Baum, der ein

a) 2-3-Graph ist. Losung: e—eo—o—o—o

b) 1-4-Graph ist. Losung: ~—é~
c) 4-9-Graph ist. Losung: 0—0—0—0—0—0—0%

Weiter auf nachster Seite
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Aufgabe 6

Gegeben sind die folgenden Graphen, die Begrenzungen dreidimensionaler Korper darstellen. Zeige,
dass die Graphen plattbar sind, indem Du jeweils einen isomorphen ebenen Graphen zeichnest.

Losung:  a) In dieser Teilaufgabe gibt es zwei verschiedene Ldsungen!

isomorphe Graphen: oder
b) isomorpher Graph:
c) isomorpher Graph:

Aufgabe 7

Zeichne neben den ebenen Graphen ein Gebiude, das zu dem Graphen gehdren kdnnte.

I

Weiter auf nachster Seite
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Aufgabe 8

Trage in die Graphen eine Nummerierung der Flachen ein, in die die Ebene durch den Graphen

unterteilt wird. Vergiss die AuBenflache nicht. Fiille dann die Tabelle aus.

a)

b) c)
— 9
| K
Anzahl Anzahl Anzahl
Graph Ecken Kanten Flachen e—k+f
a) e= 11 k=20 = 11 2
b) e= 19 k= 18 = 1 2
c) e= 8 k= 10 = 4 2
Baum mit n Ecken [ e= n k=n-—1 = 1 2

Aufgabe 9

Zeichne zusammenhangende Graphen mit jeweils vier Kanten, die

a) eine AuRenflache und keine Innenflache,

b) eine AuRenfliche und eine Innenfliche,

c) eine AuBenflache und zwei Innenflichen,

d) eine AuBenflache und drei Innenflachen,

e) eine AuBenfldche und vier Innenflachen Losung:

besitzen.
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