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0 Einleitung

Partielle Differentialgleichungen sind Gleichungen fiir Funktionen, die neben der zu bestim-
menden Funktion noch ihre partiellen Ableitungen enthalten. Das mag konzeptionell einfach
klingen, besitzt aber einige inhédrente Schwierigkeiten, welche wir im Verlaufe dieses Semesters
diskutieren wollen. Im Gegensatz zu gewodhnlichen Differentialgleichungen, bei denen Funktio-
nen einer reellen (oder komplexen) Verénderlichen gesucht sind und eine recht iibersichtliche
Existenz- und Eindeutigkeitstheorie existiert, sind allgemeine Aussagen iiber partielle Diffe-
rentialgleichungen schwer und jeder Typ partieller Differentialgleichungen verlangt nach einer
eigenen Theorie. Wir werden dies spéter genauer sehen.

Zuerst zu einigen Beispielen, die ebenso einen Teil der verwendeten Notation erklaren.

0.1. Wir betrachten Funktionen ¢ : R3 - R und Vektorfelder ¥ : R? - R3. Einfachste partielle
Differentialgleichungen kennt man aus der Grundvorlesung. So gilt

e
Ve=|dy|=0 (0.1)
D3

genau dann, wenn ¢ konstant ist. Hierbei bezeichne 0; die partielle Ableitung nach der Koor-
dinate z;. Etwas spannender ist die Frage, wann

V=10 (0.2)

fiir das gegebene Vektorfeld ¥ = (vy,v9,v3)T gilt. Da fiir stetig differenzierbare Funktionen (und
auch Distributionen) partielle Ableitungen kommutieren, muf§ dafiir zumindest

821)1 = 812)2, 831)1 = 811}3, 831)2 = 82?]3 (03)

gelten. Auf einfach zusammenhéngenden Gebieten ist dies auch hinreichend und als Integrabi-
litdtsbedingung des Vektorfeldes v bekannt. Unter dieser Voraussetzung sind Kurvenintegrale
des Vektorfeldes wegunabhéingig und es gilt (modulo Konstanten)

o(x) = f "5 ds. (0.4)

0

Die Integrabilititsbedingung schreibt sich auch kurz als rot v = 0, wobei

821)3 - 831)2
rot v = 831)1 - 811)3 (05)
811)2 - 821)1

die Rotation des Vektorfeldes ¥ bezeichnet.



0 Einleitung

0.2. Eine Grundaufgabe der Elektrostatik besteht darin, zu gegebenen Ladungsverteilungen
mit Dichte p: R? - R das zugehorige elektrische Feld £ zu berechnen. Dieses erfiillt

leE = (91E1 + 82E2 + 83E3 =p, (06)

p ist also die Divergenz von E. Der Integralsatz von Gau macht daraus die Integralbeziehung

jg E-cfa=fdivﬁ=fp (0.7)
20 Q0 0

fiir jedes Gebiet Q € R? mit glattem Rand 9. Hier bezeichnet do das nach auBen gerichtete
vektorielle Flachenelement; wir integrieren also den Normalenanteil des elektrischen Feldes
E iiber 99, erhalten das aus Q herausflieBende Feld und dieses ist gleich der integrierten
Ladungsdichte, also der in 2 befindlichen Gesamtladung.

Die Gleichung div E = p geniigt noch nicht, um E zu bestimmen. In der Elektrostatik sind
E-Felder wirbelfrei, es gilt also
rot £ = 0. (0.8)

Damit existiert nach dem bisher Gezeigten eine Funktion ¢ : R3 - R mit £ = V ¢. Setzt man
diese in ein, so ergibt sich
divvep=Ap=p (0.9)

mit dem Laplaceoperatorf)]
Ap = 02p + 03¢0 + D2p. (0.10)
Gleichung wird als Poissongleichungﬂ bezeichnet.

0.3. Der Integralsatz von Gauf ist fiir die Formulierung von Erhaltungssitzen von Bedeutung.
Dazu ein Beispiel, wir modellieren die Warmeleitung. Dazu bezeichne ¢ die Temperaturvertei-
lung (z.B. in einem Raum, Koérper oder dhnlichem), welche proportional zu einer Energiedichte
verstanden werden kann. Die thermische Energie ist also durch Integrale iiber cv gegeben. Des-
weiteren glauben wir an das Fouriersche Geset4’] und erwarten, dass die thermische Energie
proportional zum Temperaturgradienten transportiert wird. Es gilt also fiir jedes Volumen (2
mit hinreichend glattem Rand 0f) und alle Zeiten ¢y < t;

fﬂcﬁ(tl)—fgcﬁ(to):ftotl jgﬂaw.cfa:[otlfﬂdiv(aw) (0.11)

unter Ausnutzung des Integralsatzes von Gaufl und damit
O (c?) =div(a v ). (0.12)

Nimmt man nun an, da§ ¢ und a Konstanten (und der Einfachheit halber auch =1) sind, so
ergibt sich die Wdrmeleitungsgleichung

0,0 = AD. (0.13)

LCARL FRIEDRICH GAusS, 17771855
2PIERRE-SIMON LAPLACE, 1749-1827
3SIMEON DENIS POISSON, 17811840
4JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER, 17681830



0.4. Wir geben noch weitere Typen linearer partieller Differentialgleichungen an; die Auf-
listung will nicht vollstdndig sein, aber zeigen welche Vielfalt an Gleichungen uns spéter
begegnen wird. Neben der oben schon erwidhnten Laplace- und Poissongleichung spielt die
HelmholtzgleichungP]

Au+Au =0 (0.14)

eine wichtige Rolle. Dabei ist A ein reeller oder komplexer Parameter. Ahnlich zur
Wirmeleitungsgleichung wirkt die Schrédingergleichungp

10y + A = 0, (0.15)

die aber ein vollkommen anderes Verhalten zeigt. Schwingungsvorginge fithren auf die Wel-
lengleichung

O*u—Au=0 (0.16)

oder die Plattengleichung
O2u + A%u = 0. (0.17)

0.5. Die gesuchten Funktionen kénnen vektorwertig sein. So erfiillt die elastische Deformation
eines isotropen Festkorpers im Gleichgewichtszustand die Lamégleichund(|

N+ p) Vdivi + pAi =0 (0.18)
und die Mazwellgleichungenff] der Elektrodynamik
O,F +j =rot B, d,B = -rot E, divB =0, divE =p (0.19)

beschreiben den Zusammenhang zwischen zeitabhéngigen elektrischen und magnetischen Fel-
dern. Hierbei bezeichnet j die Stromdichte und p die Ladungsdichte.

SHERMANN VON HELMHOLTZ, 1821-1894

SERWIN SCHRODINGER, 1887-1961

"GABRIEL LEON JEAN BAPTISTE LAME, 1795-1870
8JAMES CLERK MAXWELL, 18311879



0 Einleitung

Notation

Wir fassen noch kurz die verwendete Notation zusammen.

B,(x) ={y:|r-y|<r} Kugel mit Radius r um z

0, = % partielle Ableitungen nach kartesischen Koordinaten

| = [, dx (Lebesgue-) Mafi der Menge Q

fo f(z)dx = ﬁ Jo f(z)dz  Mittelwert einer Funktion / Integralmittel

$s. f(z)do(x) Integral iiber eine geschlossene Fliache ¥

do(z) (nach  aussen  gerichtetes)  vektorielles — Ober-
flachenelement

Wenn die Situation klar ist, verwenden wir keine verschiedenen Bezeichnungen fiir dieselben
Funktionen in verschiedenen Koordinatensystemen. Wenn eine Funktion u : R? - R kartesisch
als u(xy1, z2) geschrieben wird, so schreiben wir in Polarkoordinaten auch nur u(r, ¢). Partielle
Ableitungen in Polarkoordinaten werden als 0, und 0, geschrieben.

Weiter weisen wir nochmals auf den Integralsatz von Gaufl hin. Fiir jedes Vektorfeld u : R™* —
R™ und jedes Gebiet 2 c R" mit glattem Rand 0f2 gilt

fQ divii(z) dz = jggﬂ(x)-d}(x). (0.20)



1 Vier wichtige Beispiele

Um ein Gefiihl fiir partielle Differentialgleichungen zu entwickeln, beschéftigen wir uns zuerst
mit einigen explizit 16sbaren Problemen und der zugehorigen Losungstheorie. Das Kapitel wird
spéter als Sammlung von Beispielen dienen. Wir folgen dem Buch von Evans, [Ev], Kapitel 2.

1.1 Transportgleichungen

1.1.1. Transportgleichungen sind die einfachsten partiellen Differentialgleichungen. Fiir einen
gegebenen Vektor b € R® betrachten wir die Gleichung

Ou+b-vu=0 (1.1.1)

fiir eine unbekannte Funktion u : R x R® — R. Transportgleichungen sind nichts anderes als
gewohnliche Differentialgleichungen in Verkleidung. Ist u eine differenzierbare Funktion und

gilt (1.1.1)), so gilt fiir jedes feste (¢,z) € R x R® und die Funktion
z(s) =u(t+s,x + sb) (1.1.2)

offenbar q
Z(s) = d—z(s) =Ow(t+s,x+sb)+b-Vu(t+s,x+sb)=0. (1.1.3)
s

Die Losung u ist also entlang jeder der Geraden {(¢ + s,z + sb) : s € R} konstant. Kennt man
die Werte von u an einem Punkt jeder der Geraden, so kennt man die Losung.

1.1.2. Das fithrt uns dazu, fiir Gleichung (1.1.1)) ein Anfangswertproblem zu formulieren.
Suchen wir Losungen zu

du+b-Vu=0, auf R, x R" (1.1.4)
u(0,+) =g, auf {t =0}
fiir eine differenzierbare Funktion g € C!(R"), so sind diese explizit durch
u(t,x) = g(x —tb) (1.1.5)

gegeben. Wenn ((1.1.4)) eine hinreichend glatte Losung besitzt, so ist obiges Argument anwend-
bar und diese muss durch ([1.1.5) gegeben sein. Umgekehrt sieht man sofort, dass jede durch
(1.1.5) gegebene Losung fiir differenzierbares g die Gleichung erfiillt.

1.1.3. Wir betrachten noch ein inhomogenes Anfangswertproblem fiir (1.1.1]), also

{8tu+b-Vu:f, auf R, x R" (1.1.6)

u(0,-) = g, auf {t =0}
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zu gegebenem f: R xR"® - R und g : R* - R. Angenommen, u 16st dieses Problem. Dann
betrachtet man wiederum zu gegebenem (¢, x) die Funktion z(s) und erhélt

2(s) = Owu(t+s,x+sb)+b-Vu(t+s,x+sb) = f(t+s,z+ sb). (1.1.7)

Nach Integration in s liefert dies

u(t,x)—g(x—tb):z(O)—z(—t)=ft0f(t+s,x+sb)ds=fotf(s,x+(s—t)b)ds (1.1.8)

und damit die Losungsdarstellung

u(t,z) = g(x—th) + fotf(s,:v +(s—t)b)ds. (1.1.9)

Losungen sind nicht immer so einfach zu konstruieren, allerdings wird uns das hier genutzte
Verfahren spéter als Methode der Charakteristiken wieder begegnen.

1.2 Laplace- und Poissongleichung

1.2.1. Als zweites betrachten wir die Laplacegleichungl] Au = 0 sowie ihre inhomogene Version,
die Poissongleichung?] Au = f. Im klassischen Fall ist dabei u jeweils eine auf einem Gebiet
Q differenzierbare Funktion mit stetiger Fortsetzung auf . Wir werden die Existenz von
Losungen konstruktiv zeigen und ihre Eindeutigkeit bei vorgegebenen Randwerten beweisen.

Harmonische Funktionen

Reellwertige Funktionen u : 0 - R mit Au = 0 werden als auf 2 harmonisch bezeichnet.
Harmonische Funktionen haben einige bemerkenswerte Eigenschaften, denen wir uns zuerst
zuwenden wollen.

1.2.2 Satz (Mittelwerteigenschaft). Sei u € C2(£2) harmonisch. Dann gilt fiir jedes x €  und
jedes r mit B.(x) c )

u(zr) = u(y)do(y) = ][ u(y) dy. 1.2.1
(@)= £, udo)= f,  u)dy (1.2.1)
Gilt umgekehrt fiir ein reellwertiges u € C2(Q), alle x € Q und alle hinreichend kleinen r > 0
= d 1.2.2
u(@)= f uly)do(y) (12.2)
so ist dieses u harmonisch.

Beweis. Fiir die Hinrichtung betrachten die Hilfsfunktion

o(r) = JgBT(@ u(y)do(y) = ]énl u(x +rw)do(w). (1.2.3)

'PIERRE-SIMON LAPLACE, 17491827
2SIMEON DENIS PoOISSON, 1781-1840
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1.2 Laplace- und Poissongleichung

Diese erfiillt aufgrund der Stetigkeit harmonischer Funktionen ¢(0) = u(z) und ebenso
o'(r) = ]gn_l w-Vu(z+rw)do(w) = ]gBr(x) vV u(y) - do(y), (1.2.4)
also mit dem Integralsatz von Gauf}
¢Kﬂ:;ié%wAu@MM:0. (1.2.5)

Also gilt ¢(r) = u(z) fir alle (hinreichend kleinen) r und der erste Teil der Behauptung ist
gezeigt. Weiter gilt unter Ausnutzung von Polarkoordinaten

f ( )u(y) dy = f [ 1 u(z + sw) do(w)s" ' ds = u(z)|S" f s"tds = u(2)|B,(x)|.
B(x 0o Jsn- 0

(1.2.6)
Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, Au(z) # 0. Da u reellwertig ist, konnen wir ohne
Beeintriachtigung der Allgemeinheit annehmen, dass Au(z) > 0 gilt und damit finden wir
insbesondere ein hinreichend kleines r mit Au(y) > 0 auf B,.(x). Dann gilt aber fiir obiges ¢

r
n

0=¢'(r) = L ][ Au(y)dy > 0. (1.2.7)
n JBr(x)
Widerspruch! O
1.2.3 Korollar (Maximumprinzip). Sei u € C2(Q) n C(Q) harmonisch in Q. Dann gilt
max u(x) = maxu(x). (1.2.8)
2€Q €02

Beweis. Angenommen, es existiert ein Punkt zq € Q mit u(z) = M = max,cq u(z). Dann gilt

fiir alle 0 < r < dist(z, 0£2)
M =u(xy) = ][ u(y)dy < M (1.2.9)
Bm(xo)

mit Gleichheit genau dann, wenn u auf B,.(x¢) konstant ist. Betrachtet man nun die Menge
{z € Q:u(x) =M}, so ist diese damit offen (und abgeschlossen, da u ja stetig ist) und somit
gleich einer Zusammenhangskomponenten von §2. Daraus folgt die Behauptung. m

1.2.4 Korollar. Sei Q zusammenhdingend und v e C2(Q) n C(Q) harmonisch. Ewvistiert dann
ein g € Q mit u(xy) = maxgequ(z), so ist u konstant in €.

1.2.5. Eine Folgerung aus dem Maximumprinzip betrifft die Eindeutigkeit von (klassischen)
Losungen zu Randwertproblemen der Form

{Au:ﬁ in Q,

(1.2.10)
u=gq, auf 0€),

zu gegebenen stetigen Funktionen f e C(2) und g € C(99Q). Losen zwei Funktionen uy,us €
C2(02) n C(Q2) dieses Problem so erfiillt ihre Differenz

{A(ul —uy) =0, in ,

(1.2.11)
up —ug =0, auf 051,

und nach dem Maximumprinzip gilt u;(x) — uz(z) < 0 fiir alle z € Q. Ebenso folgt die umge-
kehrte Ungleichung und wir erhalten u; (z) = us(x) fiir alle z € Q.

11



1 Vier wichtige Beispiele

1.2.6 Satz (Weylsches’| Lemma). Angenommen, u € C(Q2) erfillt die Mittelwerteigenschaft
(1.2.2). Dann gilt uw e C=(Q) und u ist harmonisch.

Beweis. Sei n e C=(R") radialsymmetrisch, kompakt getragen in B;(0) und gelte [ n(z)dz =
1. Sei weiter n.(x) = e™™n(x/e) und fiir x € Q. = {z € Q : dist(x,00) > e} die Faltung

us(x):[ﬂne(x—y)u(y)dy (1.2.12)

definiert. Die Funktion u¢ ist nach Konstruktion beliebig oft differenzierbar und es gilt auf-
grund der Mittelwerteigenschaft

u®(x) = '/Bs(x) Ne(z—y)u(y)dy =™ /05 n(r/e)r™! _/Sn1 u(z +rw)do(w)dr
=S| fo n(r)r™! ]gnl u(x +rw)do(w)dr (1.2.13)
= u(z)|S" /: n(r)r™tdr = u(x).

Also gilt u € C*(£2.) und da e beliebig klein gewihlt werden kann, ist die Aussage gezeigt. [

1.2.7. Jede harmonische Funktion ist beliebig oft differenzierbar und alle ihre partiellen Ab-
leitungen sind wieder harmonisch. Damit gilt
1

oyu(r) = £, Duw)dy= 50 JIPRIOL® (1.2.14)

und wir kénnen die Ableitung von u im Punkt x durch die Werte von u auf einer Sphéire um
x abschétzen,

n
Opu(z)| < — . 1.2.15
Ou@)l < T max u(y) (1.2.15)

Als Folgerung aus dieser Abschéitzung ergibt sich eine Version des bekannten Liouvilleschen
Satzes der Funktionentheorie:

1.2.8 Satz. Jede auf ganz R™ harmonische und beschrinkte Funktion ist konstant.

Beweis. Sei x € R beliebig und M = ||u| . Dann gilt fiir jede partielle Ableitung

n Mn
. < — < - 1.2.1
Oju(@)| < = max fu(y)| < — (1.2.16)

und mit r - oo folgt die Behauptung. O]

Addenda

1.2.9. Als Hilfsmittel benotigen wir noch einige spezielle Differentialoperatoren, welche ins-
besondere im Zusammenhang mit Kugelkoordinaten R™ \ {0} 5> x < (r,w) € R, x S"! von
Bedeutung sind. Das betrifft zum Einen den Fuleroperatorf]

E=z-V=) ;0 (1.2.17)
J

SHERMANN WEYL, 1885-1955
4‘LEONHARD EULER, 1707-1783
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1.2 Laplace- und Poissongleichung

sowie die Rotationsableitungen
Lz’,j = x,ﬁj - ac]@l (1218)

In Polarkoordinaten schreibt sich der Euleroperator offenbar als E = r0,, wiahrend die Ope-
ratoren L; ; Ableitungen nach Rotationen der i-j-Ebene darstellen und somit auf die Sphére
S»=1 eingeschrankt werden konnen. Fiir letzteres beachte man, dass in der xz-y-Ebene und mit
Polarkoordinaten x = rcos ¢, y = rsin ¢ die Beziehung 9, = 20, — y0, gilt.

Im folgenden Lemma fassen wir einige elementare Eigenschaften dieser Operatoren zusammen.
Zur Notation: Fiir zwei Operatoren A und B bezeichne [A, B] = AB - BA den Kommutator.
Es gilt also insbesondere [9;,8;] = 0 und ebenso [9;, z;] = 6; ; mit dem Kronecker-Delta] d; ; = 0
fiir « # j und 6;, = 1.

1.2.10 Lemma. (i) (Kommutatorrelationen) Es gilt [E,L; ;] =0 und [L;;,L; ] = Lix.

(ii) (Zusammenhang zum Laplaceoperator) FEs gilt

[ZPA=E*+(n-2)E+ ) L7, (1.2.19)

1<j
Beweis. (i) erfolgt durch Nachrechnen. Es gilt
[E,Li;] = Q) wk0k) (@:0; = ;0;) = (05 = 250;) (3 w0 )
s s

= l’l(ale)az - .I’j(ajﬂij)aj - xi(aj:cj)ﬁj + x](aﬂfz)@, =0

(1.2.20)

da nur tatséchlich ausgefiihrte Ableitungen zu dem Kommutator beitragen konnen. Entspre-
chend ergibt sich

[Lij, Ljx] = (2:0; = 2;0;) (0 = 740;) = (20 — 740; ) (%05 — 7;0;)

1.2.21
= szak - l’kﬁi = Lz’,k- ( )
(ii) Wiederum wegen [0;,z;] = d; ; folgt
E2 = (Z x]@j)Q = (Z :1:,81)(2 x]@j) =2 Zx,x]@@j + 237?8]2 + ijaj. (1222)
7 5 7 i<j 7 J

Weiterhin gilt
|2]PA = (fo)(Za;) = foaf (1.2.23)
i j irj

und
Z ng,j = Z(mzﬁj - Ijai)Q = Z(ZE?@? - Qxej&L@j + x?@f - xz& - I‘jaj). (1224)
i<y i<j 1<J

Ein Vergleich von (1.2.24) mit (1.2.23)) liefert mit (1.2.22)) die Behauptung. O

1.2.11. Der Euleroperator charakterisiert homogene Funktionen. Wir sagen u € C1(R™ \ {0})
sei positiv homogen vom Grad A, falls u(px) = p*u(x) fiir alle p > 0 und alle 2 € R* \ {0} gilt.
Fiir den Euleroperator bedeutet das

Eu = \u, (1.2.25)

homogene Funktionen sind also gerade die Figenfunktionen von E.

SLEOPOLD KRONECKER, 1823-1891
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1 Vier wichtige Beispiele

1.2.12. Der Operator
Ay =312, (1.2.26)

1<j
wird als Laplace-Beltrami-Operatorf’] der Sphére S*~! bezeichnet. Wegen Lemma [1.2.10] (i) ist

der Operator A, invariant unter allen Rotationen der Sphére.

Lemma. Es gilt [A,,L; ;] =0. Weiterhin gilt fir alle Funktionen u,v e C2(S"1)
92 u(w) Ayo(w) do(w) = 52 (w) Au(w) do(w). (1.2.27)

Beweis. Erfolgt durch elementares Nachrechnen. Die Kommutatorrelation folgt unter Ausnut-

zung von Lemma [1.2.10| (i)
[Z L?,Jw L] = Z[L?,j, L] = Z L; L jLg =L jLg L 5 + Ly jLg Ly 5 — L gL i L

i<j i<j i<j
= Z (5j,k(Li,jLi,l + Li,lLi,j) - 6j,l(Li,jLi,k + Li,kLi,j)
i<j

+ 5i,l(Li,ij,k + Lj,kLi,j) - 5l-7k(Li,ij7l + Lj,lLi,j))

1.2.28
= Z(Li,kLi,l + Li,lLi,k) - Z(Li,lLi,k + Li,kLi,l) ( )
i<k i<l
+ > (LiLje + LikLay) = > (Le gLy + Lyl )
I<j k<j

= Z(Li,kLz’,l + Li,lLLk) - Z(Li,lLi,k + Li,kLi,l) = 0.

Fiir die Symmetrie des Operators A, geniigt es, entsprechende Integralidentitéiten fiir die
Rotationsableitungen L; ; zu beweisen. Einerseits gilt

ﬁén_l L ju(w) do(w) = / (/027r dpu(p,w") dgo) (w)do(w') =0 (1.2.29)

mit einer geeigneten Dichtefunktion ¢(w’) und der Interpretation von S"~! als Rotationskorper
mit Rotationen in der i-j-Ebene. Weiter gilt fiir die Rotationsableitungen L; ; die Produktregel

Lm(uv) = (Lm-u)v + U(LZ’J"U) (1230)
und es folgt
yé u(w)Lio(w) do(w) = - yg (@)L u(w) do(w) (1.2.31)
und damit
yg (W)L jv(w) do(w) = jg (W)L u(w) do(w). (1.2.32)
Summation {iber i < j liefert die Behauptung. ]

1.2.13. Weiter gilt
E? = (rd,)? = r?0? + ro, (1.2.33)

und Lemma [1.2.10] (ii) impliziert die Darstellung des Laplaceoperators in Kugelkoordinaten

n-1 1

A= +—0,+ =A,. (1.2.34)
" r 72

Wir werden diese Darstellung gelegentlich bendtigen.

SEuGENIO BELTRAMI, 1835-1900
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1.2 Laplace- und Poissongleichung

1.2.14. Bezeichne
IL(RY) ={u:u(z) = ) a,z® a,<R} (1.2.35)

o=k

den Vektorraum der reellwertigen homogenen Polynome vom Grad k. Hier (und spéter) ver-
wenden wir Multiindexschreibweise. Ein Polynom u gehort genau dann zu dieser Menge, wenn
Eu = ku gilt. Weiterhin gilt offenbar

A TLA(RY) > T o(RY),  k>2, (1.2.36)

als lineare Abbildung. Da fiir n > 2 die Dimension des Bildraumes stets kleiner als die des
Ausgangsraumes ist, ist
Hi(R™) = {u e T, (R™) : Au=0} (1.2.37)

fiir alle £ > 2 nichttrivial. Wir bezeichnen Einschrénkungen der Elemente von H(R") auf S*~!
als Kugelfunktionen. Aufgrund der Darstellung des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten
erfiillen diese

0=|zPAu=FE*u+(n-2)Bu+Ayu=k(k+n-2)u+Au, (1.2.38)

sie sind also Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami-Operators zum Eigenwert —k(k +n — 2).
Da der Operator A, symmetrisch ist, folgt

F (ki + - 2) jg w(w)o(w) do(w) = - jg Apu(w)o(w) do(w)
=" jgnl w(w)Auv(w) do(w) = ka(ky +n-2) jgnl u(w)v(w)do(w) (1.2.39)

fir u € Hg, (R") und v € Hy,(R") und ihre Einschrinkungen auf die Sphéare. Also folgt fiir
ky # ko die Orthogonalitétsrelation

92 u(wv(w) do(w) =0. (1.2.40)

Man kann ebenso zeigen, dass die Menge der Kugelfunktionen total im L2(S"-!) ist.

Fundamentallésung und Integraldarstellungen

1.2.15. Wir suchen zuerst Beispiele besonders einfacher harmonischer Funktionen, ndmlich
solche, die R*\ {0} — R abbilden und radialsymmetrisch sind. In Polarkoordinaten (r,w) gilt
dann

-1
0=Au=0u+ o (1.2.41)
r
und damit
Ou=cr™ ceR, (1.2.42)
also nach nochmaliger Integration
1 + =2
u(rw) =18 T e (1.2.43)
ar®™ + ey, n#2,
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1 Vier wichtige Beispiele

mit Konstanten cq,cy € R. Wir wahlen ¢y als Null und

1

9 n= 27

¢ = {2“ » (1.2.44)
G >3

und bezeichnen die so erhaltene Funktion im Folgenden als Fundamentallosung ®. Dann gilt

1.2.16 Satz. Sei f e C2(R") zweifach stetig differenzierbar und kompakt getragen und

u(@) = [ @@=y f)dy= [ S)f-y)dy. (1.2.45)
Dann ist uw e C2(R™) und erfillt Au= f.

Beweis. Das Integral ist absolut konvergent und es bleibt, die Behauptung nachzurechnen.
Schritt 1. Da f kompakten Tréger hat, impliziert die zweite Form der Faltung die Differen-
zierbarkeit von u, es gilt

Oju(a) = [ )i f(x - y)dy, (1.2.46)

sowie

00;u(x) = [ ()00, (2~ y)dy (1.2.47)

und u sowie seine Ableitungen bis Ordnung zwei sind stetig. Schritt 2. Um Awu zu berechnen,
miissen wir die erste Form der Faltung nutzen und & differenzieren. Da aber die zweiten
Ableitungen von ® nicht lokal um die Null integrierbar sind, zerlegen wir das Integral in zwei
Teile

o= [ 0 e .

o) O(y)Apf(x-y)dy = L(z) + J.(z) (1.2.48)

fiir gegebenes € > 0 und betrachten diese separat. Es gilt

Ce?|loge|, n=2

1.2.49
Ce?, n>2 ( )

L@l<M [ s@@@»@m{

mit M = max, |Af(z)| < co. Dieser Term wird also klein fiir kleine e. Fiir den zweiten Term
integrieren wir partiell

Ja(l') = R B, (0) CI)(y)Ayf(x — y) dy
- _ fRn\BE(O) Vo(y) v, f(z-y)dy+ 51235(0) ®(y) v, f(z-y)- do(y) (1.2.50)
= Ka(a:) + LE(:E)

und wiederum sieht man, dass

Ce|loge|, n=2

IL.()| < M’ 9%}3 o [2@)ldo(v) < M’{ (1.2.51)

Ce, n>2

€
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1.2 Laplace- und Poissongleichung

diesmal mit M’ = max, |V f(x)|. Wiederum wird L. klein fiir kleine e. Fiir K. integrieren wir
nochmals partiell und erhalten aufgrund von A® =0 auf R\ {0}

()= §  Ja=u) V() do(y). (12:52)

Nun gilt aber auf 0B.(0) nach Konstruktion der Fundamentallosung [S"~!| vV ®(y) = y/e" und
der Normaleneinheitsvektor ist durch y/e gegeben. Damit folgt

K.(z) = ]gBE(O)m-y) do(y) — f(x), -0 (1.2.53)

und durch den Grenziibergang ¢ - 0 folgt die Behauptung. [

1.2.17. Sei Q c R” ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und seien u,v € C2(Q)n C1(Q).
Dann gilt wegen
div(uvv) =udivvo+Vu-Vo (1.2.54)

die erste Greensche Identitdtll]
yggu(x)VU(x)- do(z) = fﬂ w(z)Av(z) dz + fﬂ Vu(z)-vo(z)de. (1.2.55)

Vertauscht man v und v und bildet die Differenz so ergibt sich die zweite Greensche Identitdt

fQ (u(z) Av(x) - v(z) Au(z)) dz = ﬁg (u(z) Vo(z) - v(z) Vu(z)) - do(z).  (1.2.56)

Ersetzt man = durch y und setzt speziell fiir v die Fundamentallosung ®(x - ) ein, so liefert
die Argumentation des letzten Beweises

u@)= [ @@-)Au@)dy+ § (u@)Ve(z-y)- 2@ -y) Vuly))- do(y).  (1:257)

Diese Formel rekonstruiert u aus Awu in € sowie den Randwerten von u auf 02 und der
auBeren Normalenableitung dyu = v - Vu auf 0f2. Die drei auftretenden Terme werden als
Volumenpotential, Doppelschichtpotential und Einfachschichtpotential bezeichnet.

1.2.18 Lemma (Erste Integraldarstellung). Sei Q2 ¢ R™ beschrinkt mit glattem Rand OS.
Angenommen, die Funktion u e C?(2) nCY(Q) erfillt

Au=f, in €,
u=g, auf 0%, (1.2.58)
osu = h, auf 0S).

Dann gilt die Integraldarstellung
u@) = [ @@= dy+ § 90 -y)do(y) = § rw)O-y)do(y). (12:59)

Allerdings haben wir schon gesehen, dass u durch die Vorgabe von f und ¢ eindeutig bestimmt
werden kann. Damit kann h als Funktion von f und g ausgedriickt werden und diese Inte-
graldarstellung ist nicht ausreichend zum Losen von Randwertproblemen.

"GEORGE GREEN, 17931841
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1 Vier wichtige Beispiele

1.2.19. Jetzt betrachten wir speziell die Kreisscheibe, Q2 = {x € R? : || < 1}, und bestimmen
die Losung der Laplacegleichung bei vorgegebenem Randwert g. Wir nutzen Polarkoordinaten
R, x [0,27) 3 (r,¢) <> 2 € R\ {0} und schreiben das Problem als

(roy)*u+0u=0 (1.2.60)
mit Randbedingung u|.-; = ¢g. Schreibt man g = ¥, ¢ exp(iky) in Form einer Fourierreihe
und entwickelt u entsprechend als

u(r, ) = k%ak(r)e““", (1.2.61)

so ergibt (|1.2.60) gewohnliche Differentialgleichungen fiir die Fourierkoeffizienten.
(ron)’ag = Kay, (1) = ¢, (1.2.62)

zusammen mit der Zusatzbedingung, dass ax(0) =0, k # 0, sowie ag(0) = [ g(p) dp gilt. Als
Losungen ergeben sich homogene Polynome. Also folgt ak(r) = cxr*l und damit die Poisson-
sche Losungsformel

u(@) = Yertlere = o= 5 [ o)t e an= £ (p-vg(e)de (1263)

keZ T kez

mit dem Poissonkern

P, (p) =) riFlee =1+2 Z ¥ cos(ke)

keZ
: 2 2
1 + 179 R

(:1+2Re2(x1+im2)k=1+2Re—,—1 +2 (1.2.64)
k=0

1 -2y —izy (1-mz1)%+23
1-1r2

) 1-2rcosp+r?

Bisher war die Rechnung formal, wir miissen noch nachrechnen, dass wir tatséchlich das
gestellte Problem gelost haben. Einerseits ist die in Polarkoordinaten gegebene Funktion
P(r,¢) = P.(p) Realteil einer holomorphen Funktion und damit harmonisch. Dartiberhinaus
gilt

2
P.(¢) >0, r<l, und ][ P.(p)dp=1, (1.2.65)
0

sowie

lim P, () =0 (1.2.66)

gleichméBig in || > ¢ fiir jedes d > 0. Damit ist fiir jedes g € Cpe,[0, 27] die Funktion

u(r,9) = £ 9P~ ¥) dv (1.2.67)

harmonisch in 2 und es gilt

() - 9(9)] = f (9() - 9P (- ) 0]
om0 g - v) v (12:68)
< ;HgHm L_¢>6PT(¢—w)dww][Pr(so—zﬂ)dsos26,
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1.2 Laplace- und Poissongleichung

wobei ¢ so klein gewahlt wird, dass |g(p) — g(v)| < € fiir |p — 1| < § und danach r so grof}, dass
fir alle |¢| > § der Poissonkern P,(¢) < me/||g|« erfiillt. Also werden die Randwerte (sogar
gleichméfig) angenommen.

Der hoherdimensionale Fall kann mit Reihendarstellungen in Kugelfunktionen analog gelost
werden und entspricht einer Zerlegung der Randwerte in homogene harmonische Polynome.
Wir verzichten auf die konkrete Rechnung und geben nur die Formel des Poissonkerns im R™.

Dieser ist durch
1-1r2

(1-2rcos@ +r2)n/?

gegeben und erlaubt die Randintegraldarstellung

u(@) = £ 9P (@) doy),  =lal, (1.2.70)

fiir Losungen des Randwertproblems

P,(0) = (1.2.69)

{Au:O, in Q = B;(0), 1271)

u=g, auf 92 = S"~1 = 9B;(0).
Analog zum zweidimensionalen Fall zeigt man:

Satz. Sei Q= B1(0) c R™. Fir jedes g € C(S*!) besitzt das Randwertproblem (1.2.71)) eine
eindeutig bestimmte Lisung u € C2(Q)nC(Q) und diese ist durch die Poissonsche Integraldar-

stellung (|1.2.70]) gegeben.

1.2.20. Die Losbarkeit des Randwertproblems kann man nutzen, um ein Spiegelungs-
prinzip fiir harmonische Funktionen zu beweisen. Sei dazu €2 ein Gebiet, welches ein ebenes
oder sphérisches Randstiick I' besitzt. Dann kann jede harmonische Funktion auf €2, welche
auf [ verschwindet, durch Spiegeln harmonisch fortgesetzt werden. Sei dazu z( € I' ein Rand-
punkt aus dem betreffenden Randstiick und r so klein, dass I' die Kugel B = B, () in einen
inneren und einen dufleren Teil zerschneidet. Sei weiter >, der in (2 liegende Rand von B und
Y der duflere. Auf X, sei g(x) = u(z) und auf X_ entsprechend g(x) = —u(x’), wobei z’ die
Reflektion von x an I' bezeichne. Dann ist nach Konstruktion g stetig auf 0B und wir finden
eine eindeutig bestimmte harmonische Funktion U auf B mit Randwerten g. Da g symmetrisch
unter Spiegeln ist, ist auch U symmetrisch, U(x) = -U(a"), und es gilt U(x) = 0 auf I'n B.
Damit stimmt aber U auf 9(B n{2) mit u iiberein und wiederum mit dem Maximumprinzip
folgt, dass U = u in B n {2 gilt. Damit ist aber U eine harmonische Fortsetzung von w.

Korollar. Eine harmonische Funktion auf einem Gebiet, welches ein flaches oder sphdrisches
Randstiick besitzt, und die auf diesem Randstiick verschwindet, kann durch ungerades Spiegeln
an diesem Randstiick harmonisch fortgesetzt werden.

1.2.21. Wir wollen nun das Randwertproblem

{Au:f, in €,

(1.2.72)
u=gq, auf 0f)

auf der Kugel Q = B;1(0) 16sen. Dazu kann man wie folgt vorgehen. Zuerst bestimmen wir eine
Funktion v mit Av = f in Q. Diese ist zum Beispiel durch das Integral

v(@) = [ @@-y))dy (12.73)
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1 Vier wichtige Beispiele

gegeben. Die so konstruierte Funktion v ist stetig auf R”, erfiillt Av = f in €2 und ist harmonisch
im entsprechenden Auflengebiet. In einem zweiten Schritt bestimmen wir nun eine harmonische
Funktion w(z) mit vorgegebenen Randwerten w(z) = g(z) —v(z) auf 0. Diese ist durch das
Poissonintegral

w@) = £_(9) ~vW)IP(< (@) do(y). 7=, (1.2.74)

gegeben. Nach Konstruktion 16st u = v +w das Problem (|1.2.72)) und wie wir schon wissen, ist
dies die einzige Losung. Ist g = 0, kann man einfacher vorgehen und Formel (|1.2.73)) durch

u@) = [ e -ndy- £ ([ 10065y Puz () dotz),
) ﬁf(w(@(gf-y)-]gg QI)(Z—?J)Pr(4(9572))010(,2)) dy, re=lz],  (1.2.75)
- [ 16y dy

ersetzen. Das sieht kompliziert aus, ist aber einfach, da wir den Integranden eigentlich kennen!
Dieser wird als Greensche Funktion bezeichnet und ist fiir festes y € 2 und betrachtet als
Funktion in  harmonisch in € \ {y} und besitzt Nullrandwerte auf der gesamten Sphére
0. Nach dem Spiegelungsprinzip ist G(+,y) also harmonisch auf R*\ {y, 4’} und (wie man an
obiger Darstellung sieht) verhélt sich G(-,y) in der Ndhe von y = x wie ®(z-y). Dariiberhinaus
ist fiir x # 0 die Funktion G(-,y) im Unendlichen beschrinkt. Damit folgt mit noch richtig zu
wahlenden Konstanten ¢, und d,

G(z,y) =P(x-y) + ¢, P(x - y') +d,. (1.2.76)

Die Konstanten ergeben sich aus der Bedingung G(x,y) = 0 fiir z € 9). Fiir solche z ergibt
der Satz des Apollonius
|J} B y| _ | |

L (1.2.77)
=yl
und damit im Falle n = 2
1 1 -
0=G(x,y) = %log|x—y|+cy%10g |x|y|y| +d,, x € 01, (1.2.78)
also ¢, = -1 und d,, = —5= log |y| und damit
1
G(z,y) = o~ (logle - y| - log|z ~y'| - logly]) . (1.2.79)
Entsprechend ergibt sich fiir n > 2 und y # 0
1 1 z-y\"
0=G(z,y)=-————|z-y* " -c ( ) +d,, xedf), (1.2.80)
(n-2)[S*| Y(n-2)sm 7\ yl !
also ¢, = —|y[*™ und d, = 0 und damit
-1
G = (e -y -yl " -y)"). 1.2.81
(z,9) D] (Jz =y =y e - y'P") ( )

In beiden Féllen erhilt man also (etwas tiberraschend) G(x,y) = ®(z —y) — ®(Jy|(z —y")) als
geschlossene Formel fiir die Greensche Funktion. Fiir y = 0 kann man dies stetig fortsetzen
oder man sieht sofort, dass ¢, = 0 und damit d, = 0 im Falle n =2 und d, = fir n > 2
gelten muss.

S S
(n-2)[s"1]
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1.2 Laplace- und Poissongleichung

Lésungsmethoden fiir Dirichletprobleme

1.2.22. Wir wollen im folgenden ein beschrianktes Gebiet €2 als klassisch zulissig bezeichnen,
wenn das Dirichletsche Randwertproblem

Au = in
{ u=0, e (1.2.82)

u=g, auf 0f)

fiir gegebene stetige Funktionen g € C(0N2) eine eindeutig bestimmte (beschrinkte) zweifach
stetig differenzierbare Losung u € C2(2)nC(Q) besitzt; fiir beliebige stetige Randwertvorgaben
also eine zugehorige auf 2 harmonische Funktion existiert. Kugeln sind klassisch zuléssig, wie
wir bei der Konstruktion des Poissonkerns gesehen haben.

Im Folgenden sollen einige klassische Losungsverfahren diskutiert werden. Losbarkeitsaussagen
des Randwertproblems (|1.2.82)) entsprechen auch Losbarkeitsaussagen zu

{Au = f, in Q,

(1.2.83)
u =0, auf 0€,

dazu bildet man die Greensche Funktion

Go(z,y) = ©(z -y) - py(2) (1.2.84)

wobeil Ay, (z) =0 fir z € Q und ¢, (z) = P(x - y) fir € 9Q. Dann 16st

u@) = [ Galw.y) () dy (1.2:85)

Problem ([1.2.83). Es gilt Go(z,y) = Ga(y, z) sowie G, (z,y) > Ga,(z,y) falls ) c Q.

Die Integralgleichungsmethode

Die Integralgleichungsmethode basiert auf der Sprungrelation fiir Potentiale. Fiir Dirichlet-
probleme reicht die folgende Fassung, fiir allgemeinere Randwertprobleme benétigt man die
entsprechende Aussage fiir das Springen der Normalenableitung des Einfachschichtpotentials.

1.2.23 Satz (Sprungrelation fiir Potentiale). Sei Q ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand
0 und seien g,h € C(0R2). Seien weiter

V@)= hm)e(-y)do(y)

(1.2.86)
W(x) = ygﬂ 9(y) 0oy @(z —y) do(y)

die zugeordneten Potentiale. Dann sind V' und W harmonisch auf R™ N\ 0Q und es gilt V €
C(R™) sowie fiir jedes xy € OS2

. 1
" (xO)aussen = hHlR 5 " (l‘) = _59(1‘0) + ?gﬂg(y)@(l)(:pg - y) dO’(y)
=10, TER™ N\

| (1.2.87)
W (@)imen = lm W) = 59(w0) + §_g(5)05@(w0 - y) do(y).

T—To, TE
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1 Vier wichtige Beispiele

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir n > 2, fiir n = 2 muss man in Schritt 2 anders argumen-
tieren. Schritt 1. Die Potentiale V' und W sind beide auf R™ \ 92 harmonisch. Dazu rechnet
man am einfachsten die Mittelwerteigenschaft nach. Fiir jede Kugel B mit B ndf) = @ und

Mittelpunkt o gilt
][];V(x)dx - ygg h(y) Jiq)(:c—y)dwda(y)
= §_h(w)®(o-y)do(y) = V(w0)
]i W(z)da = ﬂgg h(y) ]{B v,0(z - y)de- do(y)
~ 1) 9y (wo - y) - dor(y) = W (o)

da ®(--y) und V,®(- - y) in B harmonisch sind. e Schritt 2. Die Stetigkeit des Einfach-
schichtpotentials V' in allen Randpunkten xq € 0€2 zeigt man durch direktes Nachrechnen. Wir
unterscheiden zwei Félle und betrachten (a) Punkte x, die auf der Normalen zu x( liegen, und
(b) Punkte z, welche auf 09 liegen, und einen Abstand kleiner ¢ von z haben. Ohne Beein-
trachtigung der Allgemeinheit sei ¢ klein und 02 zerlegt in den Teil Fjs, welcher in Bas(xg)
liegt, und den Rest. Fiir den Restterm impliziert die gleichméflige Konvergenz des Integranden
flir x - x

(1.2.88)

-0, T = Tp. (1.2.89)

S, 1@ =) - 00 - 1)) do ()

Es bleibt das Integral iiber Fs. Hier nutzt man im Fall (a) die Existenz einer von kleinen §
unabhéngenden Konstanten A mit |zg—y| < Az —y| fiir alle x mit |x — 2| < ¢ und y € Fs schéitzt
damit ®(z - y) nach oben durch ¢ ®(xy - y) ab. Dies impliziert

[ 1)@ = 9) - @0 9) do(w)] < M [ [0z -y) - a0 -y)] dor(y)
SM(C,\+1)[F§<I>(xo—y)da(y) —0

fiir 6 - 0. Dabei bezeichnet M das Maximum von |h(z)|. Im Fall (b) geniigt es beide Sum-
manden einzeln zu betrachten und die Integrierbarkeit von ®(xy — ) auf 92 zu nutzen. e
Schritt 3. Wir betrachten das spezielle Doppelschichtpotential zu g(x) = 1, also

W(z) = ygg 0,0 (z - ) do(y). (1.2.91)

Dann gilt W (z) =1 fiir alle z €  aufgrund der Greenschen Identitét (1.2.57) angewandt auf
die konstante Funktion u = 1. Weiter gilt W (z) = 0 fiir alle x € R* \ (2 als direkte Konsequenz
des Integralsatzes von Gaufl

5129 5 (z - y)do(y) = fQAy‘P(ﬂﬁ—y)dw 0, (1.2.92)

da die Singularitiat von ®(z —-) nun auflerhalb des Gebietes Q2 liegt. Es verbleiben die Punkte
auf dem Rand. Da fiir solche z aufgrund der Glattheit des Randes (zo—y)-7(y) = O(|zo—y|?)
gilt, folgt 9@ (9 —y) = O(|zo — y[* ™) und des Integral konvergiert. Weiter gilt

$ 00-y)do) - (¢ . 52(9035@» )05 0 (z - y) do(y)

1 1
= — —»@ —_ _— —
5 |, 9@ =9)dy+0(e) — 2.

(1.2.90)

(1.2.93)
e—0,
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1.2 Laplace- und Poissongleichung

wobei das erste Integral verschwindet, da wiederum die Singularitéit auflerhalb liegt, und das
zweite Integral zu einer Kugelschale ergidnzt werden kann, wobei sich der Randteil herauskiirzt
und man etwa die Hélfte der Kugel (fir € - 0 und glatten Rand und unter der Ausnutzung
der Symmetrie von ®) integriert. o Schritt 4. Sei nun xy ein fest gewéhlter Randpunkt.
Wir gehen analog zum Schritt 2 vor und betrachten die beiden Fille, dass (a) ein Punkt x
auf der Normalen durch z liegt und (b) auf 09 liegt und zeigen jeweils die entsprechenden
Konvergenzaussagen. Im Fall (a) gilt

W(x) =W (z)g(xo) +w(x) (1.2.94)

w@) = § (90~ 9(20))250 (- y) dor(y) (1.2.95)

und es geniigt zu zeigen, dass w stetig entlang der Normalen ist. Im Fall (b) geniigt es zu zeigen,
dass w stetig auf 0f) ist. Wir wihlen wieder Flachenstiicke Fs und schitzen entsprechend ab.
Es gilt

w(z) —w(xo)| = ‘ygﬂ (9(y) = 9(20)) (8@ (z - y) - P (0~ y)) da(y)‘

(1.2.96)
s (AQ\Fé + ﬁa )‘g(y) - Q(SBO)‘ |5a‘1>($ —y) — 0P (g - y)‘ do(y)

und das erste Integral erfiillt wiederum

—/l;Q\Fs (g(y)—g(xo))(&;(l)(x—y) —apfb(xo—y))da(y)| — 0, T — Tg. (1.2.97)

Fiir das zweite Wéhlen wir § klein genug und nutzen, dass in
[ (900 - 90))35 (B0 - 1) —@(m—y))da<y>\
8

-y 5
( y|” Ifc—y|”) W)

das verbleibende Integral in « mit |x — x| < ¢ gleichméBig beschrénkt ist. Dann impliziert Ste-
tigkeit von g gerade das Kleinwerden dieses Terms fiir 6 - 0. Die Schranke an das Integral folgt
da der erste Summand wiederum integrierbar ist und der zweite durch O(Iw y|n|) + (’)(|m T ——)
abgeschétzt werden kann, sodass in Polarkoordinaten und fiir hinreichend klein gew#hltes o

hyn—2 h2+8% | Vh2+62-h

do(y) < cf ! r<cC D ogs=cY R o (1.2.99)
@y o s VhE 1 32

gleichméBig in h = |z — x| < c. Die zweite Schranke ist absolut integrierbar. Der Fall (b) erfolgt

wie in Schritt 2 direkt aus der absoluten Integrierbarkeit des Integralkerns. O]

< cmax

do(y) (1.2.98)

|z — o]

Fy [z —y"

1.2.24. Die Sprungrelation des Doppelschichtpotentials liefert eine Strategie zur Losung des
Randwertproblems

Au = in
{ u=0, s (1.2.100)

u=g, auf 09,
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1 Vier wichtige Beispiele

indem man nach Lésungen in Form eines Doppelschichtpotentials

u(@) = § 1) (- ) do(y) (1:2.101)

mit noch zu bestimmender Dichtefunktion v sucht. Dann muss fiir xq € 02

9(x0) = u(Zo)innen = %7(900) + jgﬂ Y(Y) () @ (0 — y) do(y) (1.2.102)

gelten. Das gerade skizzierte Losungsverfahren wird als Integralgleichungsmethode bezeichnet
und geht auf Carl Neumannff| zuriick.

Wir unterscheiden zwei Fille. Ist Q2 und 0f2 klein genug, so ist der Integraloperator K

Ky(xo) = jgg YY) 0oy (0 — ) do(y) (1.2.103)

als Abbildung K : C(992) - C(0f2) kontrahierend und die zu bestimmende Funktion ~ als
Neumannreihe darstellbar. Fiir allgemeinere Gebiete muss man den vorherigen Beweis etwas
abdndern und zeigen, dass K stetige Funktionen auf holderstetige Funktionen abbildet. Damit
ist K nach dem Satz von Arzela—Ascoli kompakt, die Integralgleichung also eine
Fredholmscheﬂ Integralgleichung zweiter Art fiir die Funktion v € C(0€2). Die Gleichung ist fiir
jedes g losbar, wenn das homogene Problem trivialen Nullraum besitzt (als Operator mit Index
0 ist die Codimension des Bildraumes gleich der Dimension des Nullraumes). Das homogene
Problem entspricht (nach der Sprungrelation) aber gerade dem Finden einer harmonischen
Funktion in €2 mit Nullrandwerten und ist nur trivial losbar, die obige Gleichung also stets
l6sbar. Fiir Details verweisen wir auf die Vorlesung Funktionalanalysis.

Beschrinkte Gebiete mit glattem Rand sind also klassisch zuléssig.

Das Dirichletsche Prinzip

1.2.25. Das Dirichletsche Prinzip erlaubt es, ein Randwertproblem der Form

(1.2.104)

Au=f, auf €,
u=g, auf 0S).

als Minimierungsproblem (Variationsproblem) aufzufassen. Sei dazu €2 ¢ R™ beschrinkt und
bezeichne fiir gegebenes f € C(Q2), g € C(0N)

A={weC?(Q)nCHQ):w = gauf 00} (1.2.105)

sowie fiir we A
E(w) = % /Q |V w(z)|?dz + [Qf(:t)w(x) dz. (1.2.106)

Dann gilt folgender Satz.

8CARL GOTTFRIED NEUMANN, 1832-1925
9ERIK IVAR FREDHOLM, 1866-1927
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1.2 Laplace- und Poissongleichung

1.2.26 Satz (Dirichlet-Prinzip). Angenommen, u e C2(Q2) n C1(Q) lost (1.2.104). Dann gilt
E(u) = mi}‘l E(w). (1.2.107)
Umgekehrt lost jedes u € A, welches das Energiefunktional € minimiert, das Problem ((1.2.104]).
Beweis. Schritt 1. Sei w € A beliebig und u eine Losung zu (|1.2.104)). Dann gilt
- - [ (Au(@) - (@) (u(@) - w(z)) do
@ (1.2.108)
= fﬂ (Vu(e)-V(u(z) -w(@)) + f(z)(u(z) - w(z)))de

und damit
_/(|Vu(x)|2+f(:v)U(x) =f(Vu (z) - Vw(z) + f(2)w(z)) de
%[ Vu(x)|2dx+[2(§|Vw(x)|2+f(x)w(g;))dx

unter Ausnutzung von |Vu-Vw| < [Vu||Vw| < 3| Vul> + 3| Vw|?. Das ist aber gerade die
Behauptung E(u) < E(w). o Schritt 2. Angenommen, u € A ist ein Minimierer. Dann gilt
fir jedes p € C2(Q2) = {p € C=(N) : supp ¢ € Qkompakt} und alle £ e R

E(u) <E(u+eyp). (1.2.110)

(1.2.109)

Versteht man die rechte Seite als Funktion von €, so muss damit die Ableitung nach € in € =0
verschwinden. Das entspricht aber gerade

0= '/g; Vu(z) Ve(r)dr+ fﬂf(x)gp(x)dx = - —/Q(Au(x) - f(x))p(x)de (1.2.111)
und damit (da u e C?(Q2)) gerade der Behauptung Au = f. O

Das gerade formulierte Dirichletprinzip erlaubt es nicht, die Existenz von Losungen zu be-
weisen, da ein Minimierer von £ in der Menge A nicht existieren muss. Allerdings kann fiir
jedes klassisch zuléssige Gebiet die Losung durch Minimieren von £ bestimmt werden. Im
Allgemeinen sind auftretende Minimierer nur schwache Lisungen.

Das alternierende Verfahren nach Schwarz

Auf Schwarq'%] geht ein Verfahren zuriick, welches es erlaubt, aus klassisch zuléssigen Gebie-
ten neue klassisch zuldssige Gebiete zu konstruieren. Wir wollen dies kurz skizzieren. Das
nachfolgende Lemma verallgemeinert die von Schwarz gegebene zweidimensionale Variante.

1.2.27 Lemma (Hilfslemma von Schwarz). Sei Q c R™ ein klassisch zulissiges Gebiet mit
stiickweise glattem Rand und ¥ c Q eine stickweise glatte Fliche, welche 0 transversal
schneidet und 02 = T10(X N OQ)ULy in Teile Ty und Ty zerteilt. Dann existiert eine Zahl
q <1, so dass fiir jede harmonische Funktion ue C(Q) mit u=0 auf Ty und |u(z)| <1 auf T,

max lu(z)| < q. (1.2.112)
Te

gilt.

1OHERMANN AMANDUS SCHWARZ, 1843-1921
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Beweisskizze. Wir folgen der Beweisidee von Zarembal| und konstruieren uns eine geeignete
Vergleichsfunktion. Schritt 1: Sei

u(z) =2 fr Do ®(z - y)do(y),  weQ, (1.2.113)
1
und sei w(z) die Losung des Dirichletproblems Aw =0 in 2 zum (stetigen!) Randwert
w(@) = [ O@(-y)do(y).  weoQ. (1.2.114)
1

Dann ist u.(x) = v(z) —w(x) harmonisch in 2 und es gilt nach Konstruktion u.(z) =0 auf I'y
und u,(z) =1 auf I'; im Sinne nichttangentialer Grenzwerte. o Schritt 2. Randverhalten
von u, auf X. Dies ist nachzurechnen und hangt vom Winkel zwischen ¥ und 02 ab und ist
linear. Damit impliziert aber die Harnacksche Ungleichung (vgl. Ubung), dass max,es u. () =
q <1 gilt. e Schritt 3. Nach Voraussetzung gilt +u(z) < u,(x) auf 99 und damit nach
Maximumprinzip zu(x) < u.(x) in  also insbesondere auch auf ¥. ]

1.2.28 Satz (Schwarz). Seien Q; und Qo klassisch zuldssige Gebiete mit stiickweise glattem
Rand und nichtleerem Schnitt derart, dass sich die Rdander 0, und 0€)y transversal schneiden.
Dann ist 2y U Qq klassisch zuldssig.

Beweis. Sei I'y = (0£21) Ny und T'y = QN (022). Wir zeigen, dass vorgegebene stetige Rand-
werte g € C(9(Q21 N y)) so auf I'; und I'y ergénzt werden konnen, dass die entsprechenden
Randwertprobleme auf €2; und €25 eine auf dem Schnitt {ibereinstimmende Losung haben.

Sei v € C(I'y) derart, dass v auf 9I'; mit g iibereinstimmt. Sei dann u; die Losung des Rand-
wertproblems

Aul = 0, in Ql,
up =1y, auf I'y, (1.2.115)
u; =49, auf an\Fl-

und Ti27y = u|p, die Einschrinkung der Losung auf T's. Nach dem Schwarzschen Hilfslemma
gilt maxer, |u1(z)| < gmaxger, [y(z)]. In Analogie definieren wir uns die Abbilddung Ty, die
Funktionen auf I'y, welche auf 0I'y mit ¢ {ibereinstimmen auf Funktionen auf I'y abbildet. Nach
Verkettung erhalten wir eine Kontraktion 75, o 71 und nach dem Banachschen Fixpunktsatz
die Existenz eines v mit T T2y = 7.

Nach Konstruktion stimmt auf €2; n s die Losung u; des obigen RWP mit der Losung us zu

AUQ = O, in QQ,
Ug = le’}/, auf FQ, (12116)
Ug = ¢, auf 0y \ T'y.

iiberein und wir haben auf €2; Uy das Problem zum Randwert g gelost. O

HSTANISLAW ZAREMBA, 18631942
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Das Perronsche Verfahren

1.2.29. Eine oberhalbstetige Funktion u: ) - Ru {-oco} wird als subharmonisch bezeichnet,
falls fiir jedes x € 2 und r > 0 mit B,(x) c Q

u(x) < ]gr(x) u(y) dy (1.2.117)

gilt. Subharmonische Funktionen sind eine Verallgemeinerung des Begriffs der konvexen Funk-
tion ins Hoherdimensionale. Bedingung (|1.2.117) fiir alle = und r ist dquivalent dazu, dass

u(x) < ][(;Br(x) u(y) dy (1.2.118)

gilt. Weiterhin ist eine zweifach differenzierbare Funktion u € C2(Q) n C(Q) genau dann sub-
harmonisch, wenn Au(x) > 0 in Q gilt. Dies folgt analog zum Beweis zu Satz Weitere
Eigenschaften subharmonischer Funktionen sind in folgender Proposition zusammengefasst.

Proposition. (i) Ist eine Funktion u:Qy UQy - R U {-00} sowohl auf Qy wie auch auf Qg
subharmonisch, so ist u auf Q1 U Qs subharmonisch.

(ii) Sind w,v subharmonische Funktionen auf Q, so ist auch ihr Mazimum w(x) =
max{u(x),v(x)} subharmonisch auf ().

(iii) Ist u subharmonisch auf Q@ und B € Q) eine in Q) enthaltene Kugel. Dann ist die Funk-
tion ug, die man erhdlt indem man u in B durch die auf OB mit u tbereinstimmende
harmonische Funktion ersetzt, subharmonisch.

1.2.30 Satz (Perron)). Sei Q beschrinkt und g € C(09). Bezeichne weiterhin

Sy ={u:Q > Ru{-oc0} subharmonisch : limsupu(z) < g(z) auf OQ}. (1.2.119)
z—x, 2€)
Dann ist
u.(x) = sup u(x) (1.2.120)
ueSy

harmonisch in €.

Beweis. Da  beschrankt ist, ist g nach oben beschrénkt und somit u(x) < M gleichméBig in
u € S,. Damit gilt nach dem Lemma von Fatou fiir jedes z € Q und alle r < dist(z, 0Q2)

u.(z) = supu(z) < sup o) u(y)dy < ][ supu(y) dy = ]i o u(y) dy (1.2.121)

ueSy ueSy r(T) ueSy

und u, ist subharmonisch. [Es gilt nicht notwendig u. € S,, da das Randverhalten nicht ohne
weiteres kontrolliert werden kann. Dazu benétigt man Barrieren, siehe unten. |

Sei nun B € (2 eine Kugel. Um zu zeigen, dass u, in B harmonisch ist, wiahlen wir eine in B
dichte Folge von Punkten (xj). Zu jedem k existiert damit ein vy € S, mit

vp(zr) + 71 > ul () (1.2.122)

120skAR PERRON, 1880-1975
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Sei nun 7; = (v1)p und rekursiv Ux,1 = (max{Ox,vks1})p. Dann ist nach obiger Proposition
U), € Sy, harmonisch in B und nach Konstruktion 0y.1(z) > 9(x) auf B. Da 0 beschrénkt
ist, konvergiert v, punktweise und auf B sogar lokal gleichmifig gegen eine Grenzfunktion o.
Diese ist in B harmonisch und erfiillt v(z) < u,(z) fiir alle z.

Nach Konstruktion gilt o(zg) + k7' > u.(zx). Angenommen, 0(z) < u,(z) fiir ein z. Dann
gibt es wegen der Oberhalbstetigkeit von u, ein 6 > 0 und ein r > 0 mit u,(z) > 0(z) + 0 auf
B, (z) c B. Andererseits ist (zx) dicht in B, es gibt also ein k > ¢~! mit xy € B, (z). Fiir dieses
gilt u, (zy) 2 0(xg) +0 > 0(xg) + k1 > u*(xy). Widerspruch. O

Bemerkung: Wenn das Gebiet €2 nicht klassisch zuléssig ist, so kann man die durch das Per-
ronsche Verfahren konstruierte Funktion u, als verallgemeinerte Losung des Dirichletproblems
verstehen. Die Beschrankung auf subharmonische Funktionen und die damit verbundene Ap-
proximation von unten ist dabei nicht wesentlich, von oben wiirde man dieselbe verallgemei-
nerte Losung approximieren. Es gilt

1.2.31 Satz (Wiene@. Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes gilt fiir jedes x € €}

sup u(x) = iI}S‘f v(zx). (1.2.123)

ueSy g

Norbert Wiener lieferte auch eine Charakterisierung klassisch zuléssiger Gebiete: ein Gebiet
ist genau dann klassisch zuléssig, wenn alle seine Randpunkte regulér sind. Dabei heifit ein
Randpunkt x € 02 reguldr, wenn es ein r > 0 und eine stetige subharmonische Funktion v auf
Qn B,(x) mit

lim QU(Z) -0 (1.2.124)
und
sup v(2) <0 (1.2.125)
2eQn(Br(z)\Bs(z))

fiir jedes 0 < < r gibt. Solche Funktionen werden als Barrieren bezeichnet.

1.3 Warmeleitungsgleichung

1.3.1. Die Warmeleitungsgleichung beschreibt die zeitliche Anderung einer Temperaturver-
teilung, wir betrachten auf Qr = (0,7] x Q die Gleichung

Ou—Au = f, (1.3.1)

oft versehen mit Randbedingungen auf (0,7'] x 92 sowie einer Anfangsbedingung fiir ¢ = 0.
Man sieht, dass nicht alle Rénder des Gebiets €21 gleich bedeutend sind.

Eigenschaften homogener Losungen

1.3.2. Wir bendtigen einige Bezeichnungen. Sei Q ¢ R, x R» _ein Gebiet. Wir sagen Q ist
zuldssig fir die Warmeleitungsgleichung, falls zu jedem (¢,2) € Q und € > 0 auch (t+¢,x) € Q2

I3SNORBERT WIENER, 1894-1964
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gilt. Weiter bezeichnen wir den Rand o0 als parabolischen Rand, zu jedem parabolischen
Randpunkt (t,z) und € > 0 ist (¢ + ¢,x) entweder im Gebiet enthalten oder selbst wieder
parabolischer Randpunkt.

Sei nun zu T" > 0 das Streifengebiet St = (0,T] xR™ definiert und bezeichne Q7 = QnSy. Dann
heiBt wiederum 0,82 = (052) n Sy der parabolische Rand von Q.

Fiir Losungen der Warmeleitungsgleichung gilt eine Variante des Maximumprinzips; im Ge-
gensatz zu harmonischen Funktionen tritt dabei aber nur der parabolische Rand auf.

Satz (Parabolisches Maxi_mumprinzip). Sei Qr ein beschrinktes Gebiet. Angenommen, die
Funktion u € C2(Qr) n C(Qyr) ist reellwertig und erfillt Oyu = Au. Dann gilt

max u(t,z)= max_ u(t,x). (1.3.2)
(t,x)eQly (t,x)ed,Qr

Beweis. Sei € > 0 beliebig und v(t,z) = u(t,z) - et. Da Qp kompakt und v stetig ist, nimmt
v sein Maximum an. Wir zeigen, dass auch v sein Maximum auf dem parabolischen Rand
annehmen muss. Wire dies nicht der Fall, so gébe es einen Punkt (¢g, zg) € Q7 mit

v(to,x0) = max v(t,x). (1.3.3)
(t,$)EQT

Da v zweifach stetig differenzierbar ist, muss die Hessematrix von v im Punkt (g, o) negativ
semi-definit sein und damit

Oy (to, o) = Oyu(te, xg) — € = Aulty, x9) —€ < —€ (1.3.4)

gelten. Da (tg, o) nicht auf dem parabolischen Rand liegt, existiert damit insbesondere ein
0> 0 mit O (t,xg) < —¢/2 fiir alle tg — § <t <ty und somit nach Integration

t
v(to,x0) = v(tg— 6, x0) + f ' Oy (t, xg) dt < v(ty—9,20) — /2 < v(to -9, x0) (1.3.5)
to—0
im Widerspruch zur Annahme. Also liegen Maxima von v auf dem parabolischen Rand und,
da ¢ beliebig war, auch die Maxima von u. O]

1.3.3 Korollar. Angenommen, eine Losung u der Wirmeleitungsgleichung verschwindet auf
dem parabolischen Rand 0,Q2p. Dann gilt u =0 in Q.

Fundamentall6sung

1.3.4. Wir betrachten zuerst den Fall € = R? und suchen nach einer geeigne-
ten Losungsdarstellung fiir Losungen des Anfangswertproblems. Wir gehen analog zur
Konstruktion harmonischer Funktionen vor und nutzen die Fundamentallosung der
Wiérmeleitungsgleichung. Diese ist durch
TR

a t>0,

O(t,x) = { G
0, t<0,

(1.3.6)
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gegeben. Es gilt nach Konstruktion ® € C>*(R x R\ {(0,0)}) sowie fiir ¢ >0

1 i 1 n
[@(t,x)dsz[e at dxzﬁnﬂfe o da = 1. (1.3.7)

Weiter gilt fir alle (¢,2) # (0,0) und unter Ausnutzung von Polarkoordinaten im R”

-1 lz> n
AD = (52 ”—r)<1>=(———)<1>: . 1.3.
(a’“+ _— w2 2) PO (138)

Dass es sich bei ® um eine Fundamentallosung handelt, ergibt sich aus folgendem Theorem.

1.3.5 Satz. Sei g e C(R?) nL>*(R") und sei

u(t,z) = f O(t,z-y)g(y)dy, t>0. (1.3.9)

Dann gilt
(i) ueC=(R, x R™) und es gilt;
(i) O = Au auf R, x R"; sowie

(iii) lmygu(t,z%) = g(x°) fir jedes x° € R™.

Beweis. (i) und (ii) folgen durch Differenzieren. e (iii) nutzt die Positivitat des
Wirmeleitungskerns. Sei dazu 2° € R fest gewahlt und € > 0. Wir wahlen § > 0 so klein,

dass |g(2°) - g(y)| < € fiir alle y mit |20 —y| < §. Dies existiert, da g stetig ist. Weiter gilt damit

fir alle z € R® mit |z — 20 <4/2

Ju(t,z) - g(2°)| = ‘f o(t,x ~y)(9(y) - 9(2°)) dy‘

< d(t,x - - g(2”)|d
fBé(xO) (t,z-y)lg(y) - 9(z")|dy (13.10)

O(t,x - —g(2")|d
L @7 = la) - ()] dy
= I&(tax) + Jg(t,l’)
unter Ausnutzung von (|1.3.9) sowie der Positivitdt von ®. Weiter gilt nach Wahl von o

I5(t,x) sgfé(t,x—y)dyzg, (1.3.11)

sowie |y — 20| < |y — x|+ |z —xo| = |y — x| + §/2 < |y — 2| + |y — 2°|/2 und damit |y — x| > |y — 2°|/2,

also auch
2M 20 —y?
Js(t,x) < 2M Otz —y)dy < —— f o5t 4y
R Bg (a0) (47t)"/2 JrosBs(20) (13.12)
< —QHgHOO / oI’ dz — 0, t—0,
72 Jz26/vE

mit M = max,n |g(z)]. Also gilt fir |z — 2° < §/2 und ¢t > 0 klein genug die Abschitzung
0

lu(t, z) — g(2°)| < 2¢ und damit die Behauptung.
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1.3.6. Die Losung auf einem Halbraum ist nicht eindeutig bestimmt durch ihre Anfangs-
bedingung, es gibt ‘physikalische’ und ‘unphysikalische’ Losungen. Allerdings ist die Losung
eindeutig, wenn man Wachstumsschranken fordert. Wir zeigen dies kurz und nutzen dazu
folgende Verallgemeinerung des Maximumprinzips:

Lemma. Angenommen, eine Funktion u e C2((0,T] x R?) n C([0,T] x R™) erfiillt

8tu—Au=0, te (07T] (13 13)
U(O, ) =g -
zusammen mit der Abschdtzung
u(t, z) < Ce® (1.3.14)
fiir Konstanten C,a > 0. Dann gilt
sup  u(t,z) = sup g(z). (1.3.15)

(t,z)e(0,T]xR™ zeR™

Beweis. Es geniigt die Aussage fiir T" klein genug zu zeigen, da man den Streifen in schmélere
Streifen zerlegen kann. Sei also 4aT < 1 und ¢ > 0 so klein gewéhlt, dass auch 4a(7T +¢) < 1.
Sei weiter y € R”. Dann ist fiir jedes p >0

j—y?
’U(t, ZII) = U(t, LU) = me4(T+st) (1316)

ebenso eine Losung der Warmeleitungsgleichung, es gilt also d,v — Av = 0. Also gilt nach dem
parabolischen Maximumprinzip

v(t,z) (t,z). (1.3.17)

max < max v
(t,2)e(0,T]xBr(y) (t,2)€0,((0,T1xBr(y))

Nun gilt auf dem unteren Rand v(0,z) < u(0,z) = g(x) und fur |z —y|=r und alle 0 <t < T
ebenso

2

1% -
= - e4(T+e-t)
v(t,x) =u(t,z) Tre- t)n/264 Tret
< Cel? - #eﬁi*f) (1.3.18)
- (T +e-t)"/? o
a )2 H 2
<(Ce (yl+r)* _ me4(T+s) < Sel]gi g(q;)
fiir r hinreichend gro8. Also folgt v(¢,y) < sup, g(x) und mit g - 0 die Behauptung. O

1.3.7. Wir rechnen noch kurz nach, dass die Funktion ® tatséchlich Fundamentallosung der
Wiérmeleitungsgleichung ist. Es gilt

Lemma. Fiir jede Testfunktion ¢ € C(R x R™) gilt

ff@(t,x)(ﬁtw(t,x)+Agp(t,x))dxdt:—go(0,0). (1.3.19)
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Beweis. Da ®(t,x) =0 fiir ¢ <0 gilt und ® lokal integrierbar ist, folgt

/ / O (t,z)(dpp(t, ) + Agp(t,x)) dzdt
= 151_1r>r01 foo f O(t,z)(Onp(t, x) + Ap(t,x)) da dt (1.3.20)
= —lai_{% f O(e,x)p(e,x)dr =-p(0,0)

unter Ausnutzung von 9,® - AP =0, ®(¢,2) >0, [ ¢(t,z)dz =1 fiir t > 0 sowie der Tatsache,
dass lim;_o ®(¢,2) = 0 gleichméBig in |z| > J. O

1.3.8. Die Fundamentallosung kann wiederum zum Ausgangspunkt genommen werden, eine
Darstellung von Losungen der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung durch Volumen- und
Schichtpotentiale abzuleiten. Dazu sei © ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Qp =
(0,7] x Q. Dann gilt als Folgerung der zweiten Greenschen Identitét

fOT '/Q (u(t, ) (0 + A)v(t,z) + v(t,z) (0 — A)u(t, $)) dr dt

Z‘/Qu(t,x)v(t,x)dx H)+[) ygg (u(t,x)VU(t,x)—v(t,az)Vu(t,x))-(fa(a:)dt. (1.3.21)

Wir ersetzen ¢ durch s und = durch y und schreiben fiir v die Fundamentallosung ®(t—s, z-vy).
Dann folgt fiir Losungen der Warmeleitungsgleichung mit Anfangs- und Randdaten

(0, - A)u(t,z) = f(t,2), in Qr,

u(0,x) = ug(), fur ¢ =0, (1.3.22)
u(t,z) = g(t,z), auf 0€),

dyu(t,x) = h(t,x) auf 0

eine Darstellung der Form

atr)= [ [ Fn®-se-y)dydss [ul)e( - y)dy
—‘/(;T jgﬂg(s,y)ﬁg(y)Q(t—s,x—y) do(y) (1.3.23)
+/OTngh(s,y)CD(t—s,x—y)da(y).

Wiederum kann man nicht gleichzeitig ¢ und h vorgeben, da die Vorgabe von g und wug die
Losung nach dem Maximumprinzip eindeutig bestimmt. Wie im Falle der Laplacegleichung
gelten Sprungrelationen fiir die Wéarmepotentiale. Dies fiihrt auf eine Integralgleichungsme-
thode fiir die Losung der Wiarmeleitungsgleichung, wir skizzieren dies kurz.

1.3.9 Satz (Sprungrelation fiir thermische Potentiale). Sei 2 c¢ R™ ein beschrinktes Gebiet
mit glattem Rand.

(i) Das thermische Volumenpotential

u(t,x)=/:fﬂf(s,y)<b(t—s,a:—y)dyds (1.3.24)
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1.3 Waérmeleitungsgleichung

bestimmt fiir jedes f € C([0,T] x Q) eine stetige Funktion u e C([0,T] x R™), welche fiir
x ¢ 0Q und t € (0,T) glatt ist und dort die Wirmeleitungsgleichung Oyu— Au = f (in Q)
beziehungsweise Oyu = Au (in R™ N\ Q) ldst. Dariberhinaus gilt u(0,z) = 0.
(ii) Das Integral
u(t,2) = [ uo()®(ta-y)dy (1.3.25)

bestimmt eine auf R, xR™ glatte Funktion, welche die Wirmeleitungsgleichung Oyu = Au
lost und limyou(t,x) = uo(x) fir alle v € Q0 beziehungsweise lim; o u(t,x) = 0 fir x €
R™ \ Q erfillt. Fir x €0 gilt limeou(t,z) = Jue(x).

(iii) Das thermische Einfachschichtpotential

u(t,x) = Atjgg n(s,y)®(t-s,z—y)do(y)ds (1.3.26)

bestimmdt fiir jedes n € C([0,T] x 0N2) eine stetige Funktion u € C([0,T]xR"), welche fir
x ¢ 0 und t € (0,T) glatt ist und die Wirmeleitungsgleichung dyu = Au lést. Auf OS2
gilt die Sprungrelation der Normalenableitung

lim 0,u(t, z)— n(t,x) + [ 9{ n(s,9) 0y P(t - 5,2 —y)do(y)ds,

z—x, z€8)

(1.3.27)
lim  Q,u(t,z) = ——n(t T)+ f 55 n(s,9) 0y P(t - 5,2 —y)do(y)ds.
z—x, zeRP\Q
(iv) Das thermische Doppelschichtpotential
t
u(t,x) = - f jgg Y(8,9) 05 P(t = 5,2 —y)do(y) ds (1.3.28)
0

bestimmit fiir jedes v € C([0,T]x9Q) eine Funktion u € C([0,T]x (R*~\0Q)), welche fiir
x ¢ 00 und t € (0,T) glatt ist und die Warmeleitungsgleichung Oy = Au lést. Auf OS2
gilt die Sprungrelation

lim wu(t,z) = fy(t,x)—ftyg Y(8,y) 05 P(t = 5,2 —y) do(y) ds,

z—x, 2€2

(1.3.29)
lim  u(t,z) = ——7(t x) - [ f Y(8,4) 0 ®(t = 5,2 —y) do(y) ds.
z—x, 2ERP\Q
Beweis. Erfolgt durch explizites Nachrechnen, wir verzichten hier darauf. O]

1.3.10. Will man nun auf einem beschrinkten Gebiet 2 mit glattem Rand 02 das Randan-
fangswertproblem

(0 = A)u(t,x) = f(t,x), in Qr,
u(0,x) = up(z), in €, (1.3.30)
u(t,x) = g(t, ), auf [0,7] x 09

mit Dirichletrandbedingungen l6sen, so kann man wie folgt vorgehen. Zuerst setzt man

w(t,a:)=/:[Qf(s,y)q>(t—s,x—y)dyds+[Quo(y)q)(t,x—y)dy. (1.3.31)
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1 Vier wichtige Beispiele

Dann erfiillt w

(1.3.32)

{(@ -Nw(t,z) = f(t, ), in Qr,
w(0,z) = up(x), in Q

und besitzt Randwerte w(t, x) auf [0,T] x 9. Eine Losung u des Ausgangsproblems erhalten
wir in Form u(t,z) = v(t,z) + w(t,z), wenn wir eine Funktion v mit

(0 —A)v(t,x) =0, in Qr,
v(t,x) = g(t,z) —w(t,x), auf [0,7'] x 092, (1.3.33)
v(0,2) =0, in Q

finden. Nutzt man den Ansatz

v(t,x) = - fot jgg (8, 4) 05 P(t = 5,2 —y) do(y) ds (1.3.34)

als thermisches Doppelschichtpotential, so erfiillt v die erste und die dritte Bedingung auto-
matisch und die zweite liefert zusammen mit der Sprungrelation

g(t,x) —w(t,x) = %v(t, x) - /: 5129 Y(8,y) 05 P(t = 5,2 —y) do(y) ds. (1.3.35)

Dies ist wiederum eine (Volterra-) Fredholmsche Integralgleichung mit eindeutig bestimmter
Losung v € C([0,T]x9). Damit haben wir eine Losung zu ((1.3.36]) konstruiert. Die gefundene
Losung ist die eindeutig bestimmte Losung, Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip.

1.3.11. Wir betrachten noch speziell den Fall, dass wir ein Problem mit homogenen Dirichle-
trandbedingungen und verschwindender rechter Seite

(0 — A)u(t,z) =0, in Qr,
u(0,z) = uo(z), in Q, (1.3.36)
u(t,x) =0, auf [0,T] x 09

zu vorgegebenen Anfangsdaten uy € C(Q) losen wollen. Aufgrund des parabolischen Maxi-
mumprinzips ist die Losung, wenn sie existiert, eindeutig bestimmt und erfiillt

lu(t, z)| < max|ug(y)|. (1.3.37)

ye2

Ist 00 glatt genug, so liefert die Integralgleichungsmethode auch die Existenz einer Losung.
Diese ist von der Form

u(t.) = [ un(y)polta.y)dy (1.3.38)

mit dem Wairmeleitungskern pq(t,z,y), welcher sich fiir jedes y € Q aus

pﬂ(t>way) :q)(t,:fn—y)—goy(t,x) (1339>

mit ¢, (¢, z) als Losung der Warmeleitungsgleichung (0;—A)p, = 01in (0,77)xQ mit ¢, (0,2) =0
und ¢, (t,z) = O(t,x - y) fir z € 0N ergibt.
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Fiir spezielle Gebiete kann man pq direkt angeben, es ist aber wesentlich interessanter, Eigen-
schaften von pq direkt zu studieren. So gilt po(t,z,y) > 0 fiir alle ¢ > 0 und x,y € Q (da die
Losung zu ug > 0 nach Maximumprinzip nichtnegativ sein muss),

pa(s+t2,0) = [ palt,z, 2)pals,29)dz, (1.3.40)

(da die Gleichung invariant unter t-Translationen ist), po(t,x,y) = pa(t,y,x), und po(t, z,y) <
O(t, x —y) sowie allgemeiner pq, (t,z,y) < pa,(t,z,y) falls Oy c Q.

1.3.12. Sei u € C(R, x Q) n C>(R, x Q) Losung zu (1.3.36) auf R, x Q zu uy € C(Q). Dann
gilt (1.3.37) und wir konnen fiir alle x € 2 die Laplacetransformation Re A > 0

wy(z) = [ e Mu(t,x)dt (1.3.41)
0
betrachten. Die Funktionen wy sind nach Konstruktion aus C(Q) n C> () und erfiillen
Awy(z) = f e Mopu(t, x) dt = ug(x) + A f e Mu(t,x) dt = up(z) + Mwy(z) (1.3.42)
0 0

sowie wy(x) = 0 auf 0Q2. Man kénnte also auch w bestimmen, indem man

(A= Nwy(z) = up(x), x € (13.43)
wy(z) =0, x € 0f)
16st und daraus u iiber die Inversionsformel der Laplacetransformation
1 d+ico
u(t, ) = — f My () A (1.3.44)
271 Jé-ico

zusammensetzt. Gleichung ((1.3.43) wird als Helmholtzgleichung bezeichnet, das so skizzierte
Verfahren fiihrt zur Theorie der Operatorhalbgruppen.

1.4 Wellengleichung
Als viertes Beispiel wollen wir die Wellengleichung

OPu—Au=f (1.4.1)
auf R x R™ betrachten. Diese Gleichung unterscheidet sich grundlegend von Laplace- und

Wairmeleitungsgleichung. Es gelten keine Maximum- und damit keine Vergleichsprinzipien.
Den Ersatz dafiir liefern hier Energieabschétzungen.

Energieabschdtzungen und Abhangigkeitsgebiete

1.4.1. Wir betrachten eine Losung der homogenen Wellengleichung

O*u—Au=0 (1.4.2)
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auf R x R (oder einer Teilmenge) und untersuchen diese auf speziellen Teilgebieten, welche
die Form von Kegelstiimpfen

Qr={(t,x) eRxR":0<t<T und |z —x¢| <tm—t} cRxR" (1.4.3)
fiir gegebenes (zg,tp) und T < tg, haben. Weiterhin gilt
20,u(07u — Au) = —div (2(9pu) (Vi) ) + 8, ((Vu)? + (9u)?) (1.4.4)
und damit mit partieller Integration
0=2 fQ Oyul(t, x)(afu(t, z) - Au(t,z)) dz dt
T

. (1.4.5)
= fmT (Vu(t,2))? + (Qwu(t,v))? -20uu(t, x)Vu(t,z)) -vdo

fiir den (fast iiberall definierten) duleren Normalenvektor © an 9€Q)7. Die einzelnen Teilflichen
kann man separat diskutieren. Fiir die Deckfliche erhélt man

f (Vu(T, 2))? + (Bu(T, )2 dx, (1.4.6)
Byy-1(z0)
fiir die Grundflache entsprechend

- /];t (QCO)(VU(O,:IU))2 +(0u(0,2))*dx (1.4.7)

und fiir die Mantelfliche gilt 7 = (v,11,...,v,)7 mit Y5, 02 = 1§ = 5 wir erhalten (nach
Erweitern mit )

ui —/M VOQ((VU(O, 2))? + (9,u(0, :zc)))2 - 2vy0su(t, ) i v;0ju(t,x)do
’ ) = (1.4.8)
> (l/oﬁju(t, x) - v;j0pu(t, x))2 do > 0.

1
Vo JM ;23

Also folgt

LtO_T(xO)(VU(T,x))2 + (Ou(T, :1:))2 dx < fB )(VU(O,:IZ))z + (atu(o’x))z da. (1.4.9)

to (20

Diese Ungleichung wird als Abhdngigkeitsgebietsungleichung bezeichnet. Sie hat einige wichtige
Folgerungen.

1.4.2 Satz (Abhéngigkeitsgebietsungleichung). (i) Sei u € C?(R x R™) Lésung der homo-
genen Wellengleichung 0?u = Au. Dann gilt fiir jedes xo € R™, to < t; und r > 0 die
Abschditzung

»[Br(:ro) (vu(th :1:))2 * (atu(tlﬂ x))Q dz

; 2dz. (14.1
S/Br+(t1_t0)(wo)(vu(t0’x)) +((9tu(t0,x)) dz ( 0)
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1.4 Wellengleichung

(i) SeixgeR™ undr>0. Sei weiter u € C2(RxR™) Ldsung der homogenen Wellengleichung
0?u = Au. Angenommen, fir alle x € B,(xq) gilt u(0,z) =0 sowie dyu(0,z) = 0. Dann
gilt uw=0 in dem Kegel

{(t,z):0<t<rund|r—xo| <7 -1} (1.4.11)

(iii) Sei nun u € C2(R, x R") Lisung der homogenen Wellengleichung 0?u = Au und gelte
suppu(0,-) ¢ B.(x¢) und supp dyu(0,-) c B.(xo). Dann gilt

suppu c {(t,x) : |x —zo| <7+ t}. (1.4.12)

Als Folgerung ergibt sich, dass Losungen der Wellengleichung, so sie existieren, eindeutig durch
die Anfangsdaten u(0,-) und du(0,-) bestimmt sind.

Losungsdarstellungen
1.4.3. Wir betrachten zuerst den Fall n = 1 und untersuchen
Ofu = 02u. (1.4.13)

Beim Wechsel des Koordinatensystems zu & = x+t und 1 = x —t ist diese Gleichung dquivalent
zu

DDy =0, (1.4.14)

Losungen sind also Summen von Funktionen, welche in ¢ oder n konstant sind.

Lemma. Jede (klassische) Losung der Gleichung (1.4.13)) ist von der Form
u(t,x) =p(x+t) +(x-1) (1.4.15)
mit geeigneten (zweifach stetig differenzierbaren) Funktionen ¢ und 1.

1.4.4 Korollar (d’Alembertschd'| Formel). Das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung

Ou(t,x) = 2u(t,x), t,reR,
u(0,2) = ug(x), reR, (1.4.16)
Ou(0, ) = ui () reR

zu gegebenen Funktionen ug € C2(R) und u; € CH(R) besitzt die eindeutig bestimmte Losung

u(t,x) = %(uo(t +x) +ug(t—z)) + % [Hx uy(y) dy. (1.4.17)

Beweis. Es gentigt die Funktionen ¢ und v aus dem vorigen Lemma anhand der Anfangsdaten
ug und wu; zu bestimmen. Das fiihrt auf die Gleichungen

up(z) = p(x) +(z),  w(z)=¢'(x)-¢'(2), (1.4.18)

14 JEAN-BAPTISTE LE ROND D’ALEMBERT, 1717-1783
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1 Vier wichtige Beispiele

Integration der zweiten also insbesondere

[ @) dy = p@) - 9(0) = v(@) + 0(0). (1.4.19)
Also folgt
1 T
o) = 5(wa)+ [ 0)-00), (1.420)
sowie
1 T
o) = 3w [ = 0) )} (1421)
Addition der beiden Terme ausgewertet in ¢ + x und t — x liefert die Behauptung. O]

Man sieht an der soeben gezeigten d’Alembertschen Formel, dass Losungen der Wellenglei-
chung im Eindimensionalen genauso glatt sind, wie es die Ausgangsdaten vorgeben. Im Ge-
gensatz zur Laplace- und Warmeleitungsgleichung tritt kein Glattungseffekt ein.

Im Dreidimensionalen besteht ein Zusammenhang zwischen Losungen der Wellengleichung und
sphérischen Mitteln. Hier gilt

1.4.5 Satz (Kirchhoffschd™| Formel). Sei v e C¥(R3), k > 2, und bezeichne

u(t,x) = 4%725 ) v(y)do(y). (1.4.22)

Dann gilt u e Ck(R, x R3) sowie

(1.4.23)

O?u— Au =0, auf R, x R3,
uw(0,2) =0, Jwu(0,2) =v(x), auf R3.

Beweis. Nach Konstruktion gilt

u(t,z) = % 5@ o(z + tw) do(w) (1.4.24)

und damit lim;_ou(t,x) = 0 sowie die gewiinschte Regularitit u € Ck(R, x R3). Weiter gilt
unter Ausnutzung des Gauflschen Satzes

Owu(t,x) = % §é2 v(z +tw)do(w) + 52 ,95;2 w-Vo(z +tw) do(w)

4
1 1
= d — 69 d
s éBt(m)v(y) W)+ 1t Py PP W) Ao W) (1.4.25)

1 1
= —u(t — A dy.
pult) s [ Auy)dy

Fiir die zweite Ableitung folgt entsprechend

1 1 1 1
O?u(t,z) = —t—2u(t,x) + zﬁtu(t, x) - [B o Av(y)dy + —0, L o Av(y)dy

4rt? 47t
1 1 t
:—8[A dz—afﬁ A do(w)d 4
At Bi(x) v(y) dy 4t " Jo dB,(0) v(w+ pw)do(w)dp (1.4.26)
1
- Av(y)d
Tt P v(y)do(y)

15GusTav ROBERT KIRCHHOFF, 18241887
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1.4 Wellengleichung

und es gilt ebenso

1
Au(t,x) = 1t P Av(y)do(y). (1.4.27)

Also gilt 9u = Au. Weiter folgt unter Ausnutzung von [0B,(x)| = 4nt? und |By(z)| = 37t

%j_%l du(t,x) = }Lr?o ]gBt(x) v(y)do(y) + tlir?o 32 ]gt(x) Av(y)dy = v(x). (1.4.28)

O

1.4.6 Korollar. Seien ug € C3(R?) und uy € C2(R3). Dann ist die Losung des Anfangswert-
problems

0?u—Au =0, auf R, x R3, (1.4.20)

U(O,SC) = UO(.Z'), atu(oax) = ul(x)7 aung
ist durch
1 1

t =— d o — d . 1.4.30

)= o+ f, wae) am
gegeben.

Beweis. Ist u(t,z) eine Losung der Wellengleichung, so auch dyu(t, z). Damit bleiben nur noch
die Anfangsbedingungen nachzuweisen. Der erste Summand wurde oben schon betrachtet, fiir
den zweiten gilt damit auch

t—0

lim@t(ﬁ quw) uo(y)da(y)) - up() (1.4.31)

sowie

lim 7

-0 (R 9By () uo(y) da(y)) - %1_1)101t ]gBt(z) Au(y)do(y) = 0. (1.4.32)

]

Bemerkung: Auch wenn die Daten als C? und C? vorausgesetzt werden, ist die Losung nur C2.

1.4.7 Korollar (Poissonsche Formel). Seien ug € C3(R?) und u; € C2(R?). Dann ist die
Losung des Anfangswertproblems

OPu—Au =0, auf R, x R2, (1.4.33)
uw(0,2) = up(z), u(0,x)=ui(z), auf R?
durch
u(t,z) = 1 Ly)derat(Lf Ly)dy) (1.4.34)
21t JBi(x) \ /12~ (y — x)? 21t JBi(x) \ /12~ (y — x)?
gegeben.

Beweis. Wir setzen die Funktionen konstant in der dritten Variablen auf den R? beziehungs-
weise auf R, xR3 fort. Es ist klar, dass solche fortgesetzten Funktionen die Wellengleichung im
R3 16sen und es verbleibt die Losungsdarstellung aus dem Dreidimensionalen anzuwenden. [J
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Es gelten entsprechende Formeln im Héherdimensionalen. Fiir alle ungeraden Raumdimensio-
nen wird die Losung durch ¢-Ableitungen sphérischer Mittel beschrieben, allerdings tritt ein
noch wesentlich groflerer Regularitidtsverlust ein. Losungsdarstellungen in geraden Raumdi-
mensionen ergeben sich wiederum durch Integration. Wir geben das allgemeine Resultat nur
an, Beweise folgen analog zu obiger Rechnung.

Satz (Kirchhoff-Poissonsche Formeln in hoheren Dimensionen). (i) Sei n ungerade und
seien ug € C*3A2(R™) und uy € C+DR2(R"™). Dann ist die Lésung des Anfangswert-

problems

OPu—Au =0, auf R, x R", (1.4.35)

U(O,ﬂf) ZUO(x)a (9tu(0,x) =U1($), CLUfRn o
durch

1 1 =

ulbe) = m(a(za) T )47 )
1 n;S
+ (gcf)t) ]gBt(x) u1(y) dcr(y)) (1.4.36)

gegeben.

(ii) Sei nun n gerade und seien ug € C+H2(R™) und uy € C+2)/2(R™). Dann ist die Lisung
des Anfangswertproblems

(1.4.37)

0?u - Au =0, auf R, x R",
U(O,.’ﬂ) = UO(QT), atu(oax) = ul($)> aufRn

) 1 1 7 UO(y)
wtr) = 5 -n(at(tat) ]gtm @ ey

1 2 ui(y)
+ (Zat) ]it(x) -y )1 dy) (1.4.38)

gegeben.

1.4.8. Im n-dimensionalen gehen wir anders vor und konstruieren die Losung als Kombination
spezieller Losungen. Dazu nutzen wir ebene Wellen, also Losungen der Form u(t, z) = h(x-w-t)
zu h € C2(R) und mit Richtung w € S"~1. Dass es sich tatsichlich um Losungen handelt ist
einfach nachzurechnen, es gilt

Ah(z-w—1t) =Y wih"(z-w—t) = Ofh(x-w-t). (1.4.39)
=1

Interessanter ist die Frage, ob sich alle Losungen als Uberlagerung ebener Wellen mit ver-
schiedener Ausbreitungsrichtung schreiben lassen. Wir suchen also eine (hinreichend glatte)
Funktion A : R x S*~! - R derart, dass

u(t,x) = jgn_l hMa-w-t,w)do(w) (1.4.40)
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die gesuchte Losung des Anfangswertproblems

{Ofu - Au=0, auf R x R?, (1.4.41)

u(0,2) =up(z), Owu(0,2) =ui(x), auf R»

ist. Dass es sich um eine Losung der Wellengleichung handelt ist nach Konstruktion klar, was
von h zu erfiillen ist, sind die Anfangsbedingungen

wo() = jg Iz -w,w) do(w), (1.4.42)

sowie

ui(z) =—- ygn_l W (x-w,w)do(w). (1.4.43)

Dabei bezeichnet h'/(r,w) = 0,h(r,w) die partielle Ableitung nach der ersten Variablen. Es
gelten Symmetriebeziehungen, substituiert man w zu —w, so bleiben die Integrale gleich. Es
gilt also

'[Sn_l h(z-w,w)do(w) = _én-1 h(-z-w,-w) do(w), (1.4.44)

und uo(z) héngt nur vom geraden Anteil hy(r,w) = 3(h(r,w) + h(-r,-w)) ab. Entsprechend
héngt u; nur vom ungeraden Anteil h,(r,w) = $(h(r,w) — h(-r,-w)) ab. Ziel ist es also aus
uo den geraden Anteil hy von h zu rekonstruieren.

1.4.9. Wir betrachten folgendes Paar von Transformationen

Rf(r,w) = f{zww:r} f(x)do(x) und  RTh(z) = jénl h(z-w,w)do(w) (1.4.45)

fiir stetige und hinreichend schnell fallende Funktionen f:R"™ - R und A : R x S»! - R. Die
Transformation R wird als Radontransformation[] bezeichnet, die Transformation R dazu
transponiert. Letzteres ist einfach nachzurechnen, es gilt

[: yénl h(r,w)Rf(r,w)do(w)dr
= [: jlgn_l h(r,w) {Z:xw:r}f(x) do(xz)do(w)dr
- jg f : h(r,w) f{ o J@)do() drdo(w) (1.4.46)
:_én_lff(x)h(x'w’w)dxdg(w):/f(m) ygn_lh(x-w,w)da(w)dx
_ f F(@)RTh(z) dz,

wobei wir den R” in eine Schar paralleler Hyperebenen mit Normalenvektor w zerlegt haben
und Fubini ausgenutzt haben.

1.4.10 Lemma. Sei f € C*(R"). Dann gilt fir die Radontransformierte R f
() Rf e C(RxS™1);
(11) Rf(_T7 _w) = Rf(nw);

16 JoHANN RADON, 1887-1956
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1 Vier wichtige Beispiele

(iii) die Fouriertransformierte von Rf beziglich r erfillt
Rf(p,w) = (2m) "% Flpw); (1.4.47)

(iv) fiir ungerades n gilt die Inversionsformel

2 () = ﬁ bR, do(w). (1.4.48)

211

Beweis. (i) folgt direkt durch Differenzieren. o  (ii) da jede der Ebenen sowohl als {x-w = r}
als auch als {-z-w = —r} parametrisiert werden kann. e (iii) ist nachzurechnen, wie oben
gilt

Ri(p,w) = (2m) 2 [ R f(r,co)dr
_ (27) 12 [ : oirp [{ o f(z)do(z)dr (1.4.49)
- 2m) 2 [ e f(a) do = (2m) D2 Fpw).

(iv) folgt mit der Fourierschen Inversionsformel zusammen mit der aus (ii) folgenden Symme-
trie

RJ(=p,~w) =R (p.w). (1.4.50)
Es gilt mit Einfithren von Polarkoordinaten im Fourierbild
f@) =@ [ éEfeag= @mt [T e flpw) do(w)p dp
-@ry [T IR () do(w)p dp
= —(%);H/Q( jénl /0 T et IR (p,w) " dpdo(w)

N N (1.4.51)
+5§ 1f eix'(’“)Rf(—p,—W)p”‘ldde(W))
sn-1 Jo

2 —TL+1/2 oo -
G 7)2 jg . f T PIR F(p,w)p™ " dpdo(w)

- (2”2) - jé (-i0,)" " Rf(r,w)

wobei wir obige Symmetrie, die Tatsache, dass n ungerade ist, sowie die Substitution w ~ —w
genutzt haben. O]

_— do(w),

Die gerade gezeigte Inversionsformel gilt auch allgemeiner, wir haben die Glattheit von f nicht
explizit genutzt. Stetigkeit und hinreichend schnelles Fallen sind ausreichend.

1.4.11. Als Konsequenz ergibt sich eine Losungsformel der Wellengleichung, wir erhalten aus
der Bedingung uy = R"h, die Darstellung

11
hy==-———0" 'R 1.4.52
8= 5 2yt T ( )
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1.4 Wellengleichung

und entsprechend aus u; = —R70,.hy

11
O 2Ry (1.4.53)

hy = —=————
2 (2mi)nt T

fiir die geraden und ungeraden Anteile und damit h = hy + h,,, sowie die Losung

u(t,x) = _?g . Mz -w-t,w)do(w) (1.4.54)
zum Anfangswertproblem (|1.4.41])).

1.4.12 Korollar (HuygenﬂPrinzip). Sein > 3 ungerade und lose u das Anfangswertproblem
(1.4.41) zu Anfangsdaten mit suppu; ¢ Br(0) fir j =0,1. Dann gilt

u(t,x)=0  firt> R und |z|<t- R. (1.4.55)

Beweis. Nach Voraussetzung gilt Ru;(r,w) = 0 fiir alle 7 > R und j = 0, 1. Also folgt h(r,w) =0
fiir r > R und damit wegen (|1.4.54]) die Behauptung. O

In geraden Raumdimensionen ist diese Aussage falsch.

Kommentare

Das Material in diesem Kapitel entstammt im wesentlichen dem Buch von Evans, [Ev].
Ergénzende Informationen zur Potentialtheorie finden sich bei Leis, [Le], sowie im Buch von
Courant und Hilbert, [CHJ.

Die dargestellte Theorie ist klassisch in mehrerlei Sinne. Einerseits beschéftigen wir uns hier
nur mit klassisch differenzierbaren Losungen (CF-Losungstheorie) der genannten Gleichungen
und hinterfragen damit nicht den zugrundeliegenden Losungsbegriff. Dies wird im Verlaufe der
folgenden Kapitel schrittweise anders werden. Andererseits sind die meisten der angegebenen
Resultate im achtzehnten und neunzehnten Jahrhundert erzielt und damit echte Klassiker.
Eine Ausnahme bildet die Diskussion der Radontransformation im Abschnitt zu Wellenglei-
chungen, diese entstammt der ersten Hilfte des zwanzigsten Jahrhunderts.

Die angegebenen klassischen Resultate werden im folgenden hauptséchlich als Beispiele die-
nen. Wir werden in Kapitel [2] allgemeiner der Frage nachgehen, wann Anfangswertprobleme
fiir Differentialoperatoren sinnvoll sind und welche Korrektheitskonzepte hinter Anfangswert-
problemen stehen. In Kapitel [3| diskutieren wir Randwertprobleme fiir allgemeinere elliptische
Operatoren und werden zeigen, wie die Verallgemeinerung des Losungsbegriffs zu einer einfa-
cheren Losungstheorie fithren kann.

"CHRISTIAAN HUYGENS,1629-1695
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2 Anfangswertprobleme

Anfangswertprobleme sind uns schon fiir die Wellengleichung begegnet, wir wollen diese sy-
stematischer studieren. Dazu folgen wir dem Buch von Mizohata, [Mi], Kapitel 4.

2.1 Problemstellung

2.1.1. Im Folgenden wollen wir uns mit Cauchyproblemen[[| beschiftigen. Bei einem Cauchy-
problem handelt es sich um Aufgabenstellungen fiir allgemeine Differentialoperatoren

P(z,0) = ) an(x)0” (2.1.1)

la|<m
in der Form

{P(x, du=f in 2, (2.1.2)

8§u:uj, auf ¥ und fir y=0,1,...,m-1
auf einer offenen Menge Q und fiir Cauchydaten f in 2 und u; auf einer (hinreichend glatten)

Hyperfliche
Y={x: o(x)=0}nQ (2.1.3)

bestimmt durch die gegebene Funktion ¢ € C! mit Ve # 0 auf ¥. Die Menge 2 darf von der
Losung abhéngen; was man sich vorgibt, ist die Hyperfliche ¥, die rechte Seite f auf einer
grofleren Menge sowie die Cauchydaten u; auf ¥.

2.1.2. Wir beginnen damit, das Cauchyproblem auf eine Normalform zu transformieren. Da
Vo # 0 auf ¥ gilt, kann man die Umgebungen klein genug wéhlen, so dass eine der partiellen
Ableitungen nirgends verschwindet. Ohne Beeintriachtigung der Allgemeinheit sei dies 0;.
Dann liefert die Koordinatentransformation f = ¢(z1,...,2,), &5 = X9, ..., !, =T,

O =(019)01,  0;=0;+(9;¢)0 (2.1.4)
und damit entspricht P(z,0)u = f in diesen Koordinaten

p(x7V<ﬂ(fv))(3{)T”U(w')+‘ | > aa(@)(9)u(a’) = f(2') (2.1.5)
mit .
p(z, Ve(z)) =; aa(w)g(ﬁjw(ﬂf))“j (2.1.6)

und (berechenbaren) Koeffizienten a,. Man unterscheidet zwei Fille. Ist p(z, Vo(x)) # 0 auf
Y, so heifit das Problem nichtcharakteristisch. Gibt es Punkte x € ¥ mit p(x, Ve(z)) = 0, so

LAuGUsTIN-Louts CAUuCHY, 1789-1857
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2 Anfangswertprobleme

heilt das Problem entsprechend charakteristisch. Wir werden uns im Folgenden nur mit dem
nichtcharakteristischen Fall auseinandersetzen. In diesem Fall kann man durch p(x, Ve(x))
dividieren und erhélt ein Problem in Normalform.

2.1.3. Zur Notation: Im folgenden werden wir zu einem Differentialoperator P(x, ) stets auch
das Polynom

P(z,&)= ) aa(z)E® (2.1.7)

la|gm
betrachten. Es wird als Symbol des Operators bezeichnet. (Laplacesymbol; oft verwendet man
P(,£) = ¥jajem ta(x)(=1€)* als Symbol, Fouriersymbol)
Das in obiger Rechnung auftretende homogene Polynom

p(x,€) = ), aq(x)e” (2.1.8)

lal=m

heifit Hauptsymbol des Differentialoperators P(x,0).
Eine Fliche ¥ ¢ R* der Form X = {z e R": ¢o(z) =0} mit Vo(z) # 0 auf ¥ und

p(x, Ve(x)) =0 firzeX (2.1.9)

heifit charakteristisch fiir den Differentialoperator P(x,0). Weiterhin bezeichnet man eine
Richtung & € R* ~ {0} mit p(z,&) =0 als charakteristische Richtung des Operators P(x,0) im
Punkt x. Die charakteristischen Richtungen im Punkt x bilden den charakteristischen Kegel
des Operators P(x,0) in x. Eine Fliche ist nichtcharakteristisch genau dann, wenn ihre (Ko-)
Normale nicht charakteristisch ist.

Sei weiter

Pz, 0)u(z) = Y. (-1)0*(an(x)u(x)), (2.1.10)

loj<m
so dass
f (v(z)P(z,0)u(z) —u(x) PT(z,0)v(z)) dz = 0 (2.1.11)

fiir alle v € C gilt. PT(x,d) wird als zu P(x, ) transponierter Differentialoperator bezeichnet.

2.1.4 Beispiel. A hat das Symbol / Hauptsymbol &2 = 3, {12- und keine charakteristischen
Richtungen. Fiir 9; — A mit Symbol 7 - £2 ist die ¢-Richtung charakteristisch. Fiir 02 - A mit
Symbol 72 — £2 sind es die Richtungen (7,£) € R x R” mit 72 = £2

2.2 Die Satze von Cauchy—Kowalewskaja und Holmgren

2.2.1. Gegeben sei ein Cauchyproblem in Normalform mit reell analytischen Koeffizienten a,,.
Wir verwenden fiir die erste Variable die Bezeichnung ¢ und die Hyperfliche ¥ ist durch {¢t =0}
bestimmt. Das Cauchyproblem hat damit die folgende Form

m—1
P(t,z,0;,)u=0"u-y Y apa(t,z)0f0u=f auf Q c R xR”,
' k=0 |aj<m-k (221)
0lu(0,x) = uj(z), j=0,1....m-1, auf Qn{t=0}
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2.2 Die Satze von Cauchy—Kowalewskaja und Holmgren

mit auf einer Umgebung V' von 2 reell analytischen Koeffizienten ay, und dort ebenso ana-
lytischen Funktion f. Wir nehmen weiter an, dass u; in ¥ = V' n {t = 0} c R” reell analytisch
sind.

Bis auf eine analytische Koordinatentransformation sind alle nichtcharakteristischen Cauchy-
probleme mit analytischen Koeffizienten, analytischem > und analytischen Cauchydaten von
dieser Form.

2.2.2 Satz (Cauchy—KowalewskajaED. Gegeben sei ein nichtcharakteristisches Cauchyproblem
Pu = f mit in V analytischen Koeffizienten und analytischen Cauchydaten auf einer analyti-
schen Hyperfliche ¥ c V. Sei xg € . Dann existiert eine Umgebung €2 von xq in V', so dass
das Cauchyproblem eine in Q) reell analytische Losung besitzt.

Bewezs. Schntt 1 Es geniigt, Cauchyprobleme in Normalform (2 zu betrachten. Ist u eine
Losung zu und bezeichne

m—1

o(t7) = u(t, z) - ngﬂmt (2.2.2)

7=0

so erfiillt v die Gleichung P(t,,0;,0)v = f mit einer neuen (analytischen) rechten Seite f

und homogenen Anfangsbedingungen d/v(0,z) =0 fiir 7 =0,...,m - 1. Wir kénnen also ohne
Beeintrachtigung der Allgemeinheit annehmen, dass u; =0 fiir j =0,...,m -1 gilt. Weiterhin
seizg=0.e Schritt 2. Formale Lésung. Wir suchen eine Losung von (2.2.1)) zu homogenen

Anfangsdaten in Form einer Potenzreihe
u(t,z) =), ch(x)tj (2.2.3)
j=0J"

mit reell analytischen Funktionen ¢; als Koeffizienten. Nach Voraussetzung gilt ¢;(z) = 0 fiir
7=0,1,...,m—1. Weiter gilt fiir die rechte Seite und die Koeffizienten

ftz)=>" f'dj(x)tj, apa(t,z) =3 f'bk7a’j(x)t], (2.2.4)
j=0J" j=0J"

so dass ([2.2.1)

o0

Z( )'cj(x)tj m Z d ()t

- . . | (2.2.5)
+ kzz(:) azm Z:O br.ai(2)1 ;Cma cj(z)t!

impliziert. Koeffizientenvergleich liefert fiir 7 =0,1,...

m—1k+j

cw@d@pzzz(ymmmmm) (2.2.6)

k=0 i=0 |a|<m-k

2Sonsa KowaLEwsKAJA (Codna Bacunbesna Kosanesckas), 1850-1891
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2 Anfangswertprobleme

und damit eine Rekursion zur Bestimmung aller Koeffizienten. e Schritt 3. Konvergenz.
Wir sagen eine Potenzreihe wird durch eine zweite Potenzreihe majorisiert, wenn die Koeffi-
zienten der zweiten grofler als die Betridge der Koeffizienten der ersten Potenzreihe sind,

Y Ag2® > Y age’ falls Vg  Ag>|agl. (2.2.7)
B B

Offensichtlich majorisieren Ableitungen der Majorante auch die gliedweisen Ableitungen der
Reihe und jede Potenzreihe mit einer konvergenten Majorante konvergiert.

Weiter sagen wir, dass ein Cauchyproblem durch ein zweites majorisiert wird, wenn sowohl
die Koeffizienten als auch die rechte Seite majorisiert werden. Wegen der Rekursion ([2.2.6)
ist die Losung des majorisierenden Problems eine Majorante des Ausgangsproblems. Zum
Konvergenzbeweis obigen Verfahrens zeigen wir die Existenz eines losbaren majorisierenden
Cauchyproblems.

Wir skalieren ¢ und = so, dass die Koeffizienten ay, und die rechte Seite in |z;| < 1 und
|[t| < 1 reell analytisch sind. Da die Taylorkoeffizienten dann Nullfolgen sein miissen, existiert
insbesondere eine Zahl M, so dass alle Koeffizienten betragsméfig kleiner als M sind. Also
majorisiert

M
1—(zy+xo+ - +x, +pt)

> g0t z) (2.2.8)

fir p> 1 alle ay o (¢, ) sowie

d
1—(zy+x9+ - +x, +pt)

> f(t, ) (2.2.9)

die rechte Seite f(¢,x) (mit geeigneter Wahl der Konstanten d). Sei weiter

m—1

b(r,§) =M Z Z Thea, und o(r,§) =M Z Thea, (2.2.10)
k=0 |a|=m-k k+|al<m
Dann majorisiert
1

oM (b(é’t,@l,...,8n)w+c(8t,61,...,8n)w+d) (2.2.11)

) 1= (zy+-+x,+pt)
unser Ausgangsproblem. Wir suchen eine spezielle (majorisierende) Losung, die nur von der
Variablen s = 1 +---+x,, + pt abhéngt. Mit der Notation 3(p) = b(p,1,...,1) (was ein Polynom
vom Grad kleiner oder gleich m — 1 ist) ist dies eine gewohnliche Differentialgleichung

1

P (™ () = E(5(/))1,3(771)(5) +c(pds, Dy, ..., 0s)W(s) + d), (2.2.12)

beziehungsweise nach leichtem Umformen

1
p™(1-B(p)p~™ ~s)

Wir wéhlen p so grofl, dass G(p)p™™ < 1. Dann besitzt diese Gleichung zusammen mit den
Anfangsdaten w(0) = @' (0) = - = w1 (0) = 0 eine eindeutig bestimmte analytische Losung
w(s) fir [s| < 1 - B(p)p~™. Nach Konstruktion besitzt diese positive Taylorkoeffizienten und
w(t,x) =w(xy+-+x, +pt) majorisiert die Losung unseres Cauchyproblems. Also konvergiert
die formal konstruierte Potenzreihe aus Schritt 2 und der Satz ist bewiesen. O

™ (s) = (C(pﬁs,ﬁs, ., 00)w(s) +d). (2.2.13)
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2.2 Die Satze von Cauchy—Kowalewskaja und Holmgren

2.2.3 Bemerkung. (i) Das gezeigte Konvergenzgebiet |z1|+:--+|z,|+plt| < 1-5(p)p~™ héngt
vom Konvergenzgebiet der Koeffizienten, der rechten Seite und von der Konstanten M,
aber nicht von der Konstanten d, ab. Dies wird spéter beim Beweis des Satzes von
Holmgren benétigt.

(ii) Der gerade gezeigte Satz kann auf nichtcharakteristische quasilineare Cauchyprobleme
der Form
Y aa(m,u,. ., V)0 + bz, V) = f (2.2.14)
lof=m
mit analytischen Funktionen a, und b verallgemeinert werden. Fiir Details wird auf die
Ubungen verwiesen.

2.2.4 Beispiel (HadamardE[). Die Voraussetzung der Analytizitdt ist im allgemeinen not-
wendig um die Losbarkeit von Cauchyproblemen zu garantieren. Wir betrachten dazu den
Laplaceoperator A und das Cauchyproblem

Au=3Y", a;u =0, in Qc R,
u(0,-) = o, auf ¥ = Qn{x; =0}, (2.2.15)
o u(0,-) =0, auf ¥ = Qn{x; =0}.

Angenommen, es ist 1osbar und 0 € €2. Dann ist die Losung u in einer Umgebung des Ursprungs
harmonisch, insbesondere also reell analytisch, und ug als Einschrinkung ebenso analytisch.
Fiir nichtanalytisches uq ist das Problem damit unlésbar.

Wiirde man statt Losbarkeit in einer Umgebung nur die Existenz einer Losung auf einer Seite
von X fordern, so wire das Spiegelungsprinzip anwendbar und ebenso die Analytizitdt von ug
folgen.

Aus dem Satz von Cauchy—Kowalewskaja kann eine Eindeutigkeitsaussage fiir klassische
(nichtanalytische!) Losungen gefolgert werden. Wir formulieren die Aussage wiederum fiir
ein nichtcharakteristisches Cauchyproblem in Normalform um den Ursprung und definieren
die speziellen Gebiete

Q. ={(t,x) eRxR™ : [t| +|z]* <e}. (2.2.16)

2.2.5 Satz (Holmgren@. Sei P ein Differentialoperator m-ter Ordnung mit analytischen Ko-
effizienten, fiir den {t = 0} nichtcharakteristisch ist. Dann existiert ein 9 > 0, so dass fir jedes
e < gg und jedes u e C™(Q.) mit

{Pl(t, 2,0,,0)u =0, in {de (2.2.17)

Hu=0, j=0,1,...m-1, inQ.n{t=0}
stets u =0 gilt.

Beweis. Schritt 1. Wir kénnen annehmen, dass das Cauchyproblem in Normalform ist. Sei
u € C™(€).) eine Losung. Wir betrachten u nur auf . n{¢ > 0} und wenden die Holmgren-

transformation

2 2

t'=t+xi+-+uz, vi=x5, j=1,....n (2.2.18)

3JACQUES SALOMON HADAMARD, 1865-1963
4ERIK ALBERT HOLMGREN, 1873-1943
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2 Anfangswertprobleme

an. Diese bildet den Halbraum {¢ > 0} auf {¢' > |z'|?} ab.

Nach Voraussetzung verschwindet u auf {¢t = 0} zur Ordnung m - 1, aus P(t,z,0;,0)u = 0
folgt damit, dass auch die m-ten Ableitungen von u verschwinden. Also gilt in transformierten
Koordinaten u(t’,z") = 0 auf {¢' = |2/|?} zusammen mit Ableitungen bis zur Ordnung m. Wir
konnen u also auf ¢’ < |2/|? trivial durch Null fortsetzen und erhalten eine C-Funktion. Der
Operator P wird ebenso transformiert und es gilt nach Transformation P’(t',z’,0;,0")u =0. e
Schritt 2. Wir schreiben wieder ¢ und x fiir die Variablen und betrachten Gebiete der Form
Vi, ={(t,z) : 22 <t < h} fiir hinreichend kleines h. Sei weiter PT(¢,x,0;,0) der zu P(t,z,0;,0)
transponierte Operator und v eine Losung des Cauchyproblems

PT(t,x,ﬁt,a)v =0
v(h,x) = v(h,z) = =0"2v(h,z) =0 (2.2.19)
ortu(h,x) = p(x)

fiir ein gegebenes Polynom p(x). Nach dem Satz von Cauchy-Kowalewskaja existiert fiir jedes
p eine solche Losung, vorausgesetzt h ist klein genug. Weiter gilt mit partieller Integration

0= [/h (u(t, x)PTu(t,x) —v(t, x)Pu(t,$)) dtdz = (-1)™ / u(h, )0 to(h,z)dx. (2.2.20)

Da 9" 'v(h,z) ein beliebig vorgegebenes Polynom war (und Polynome dicht in den stetigen
Funktionen mit kompaktem Tréger liegen), folgt u(h,z) = 0. Da weiter h klein und beliebig
war, folgt die Behauptung v = 0 in V}, und damit in Originalkoordinaten in Q. n {t > 0}. e
Schritt 3. Man ersetze t durch —t um auch u =0 auf Q. n{t <0} zu zeigen. O

2.2.6 Beispiel (TychonowE]). Fiir charakteristische Probleme ist die Aussage falsch. Ein
Beispiel ist die von Tychonow konstruierte nichttriviale klassische Losung wu(t,z) der
Wirmeleitungsgleichung d,u = Au mit u(t,z) = 0 fiir alle ¢ < 0. Dazu sei g(t) = exp(-t=2)
fir ein @ > 1 und ¢ > 0 sowie ¢g(t) = 0 fir ¢ < 0. Dann ist u(¢,z) = Z,Ziog(k)(t)% eine
Ce°-Funktion und 16st die Warmeleitungsgleichung.

2.2.7 Beispiel. Fiir die Wellengleichung mit kompakt getragenen Cauchydaten ist die Losung
auf Kegeln iiber den Tragern der Daten getragen, das haben wir schon vorher bei der Dis-
kussion der Wellengleichung gesehen. Die Kegelméntel sind charakteristisch; die Aussage also
nicht im Widerspruch zum Satz von Holmgren.

2.2.8 Beispiel (Pli§). Von Pliff| wurde ein Beispiel eines Differentialoperators mit C®-
Koeffizienten konstruiert, fiir den ein nicht eindeutig losbares nichtcharakteristisches Cauchy-
problem existiert. Die Voraussetzung der Analytizitdt der Koeffizienten ist also im Allgemeinen
notwendig.

5 ANDREI NIKOLAJEWITSCH TicHONOW (Amapeit Hukomaesnu Twuxonos), 1906-1993

S ANDRzEJ PLIS, 1929-1991
A. Plis, The problem of uniqueness for the solution of a system of partial differential equations. Bull. Acad.
Polon. Sci. CL III. 2 (1954), 55-57.
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2.3 Korrektheit

2.3 Korrektheit

2.3.1 Beispiel (Hadamard). Wir betrachten zuerst ein Beispiel: das Cauchyproblem

O+ 2u=0 (,1) € R,
u(z,0) =0, reR, (2.3.1)
Oyu(z,0) = 2ne " sin(2nx), reR,

dessen Losung durch die Funktion
u(z,y) = e " sin(2nx) sinh(2ny) (2.3.2)

gegeben ist. Obwohl die Cauchydaten sowie alle ihre Ableitungen fiir n - oo gleichméfig gegen
Null streben, sind die Losungen fiir y # 0 unbeschrankt in n. Losungen hidngen also in diesem
Fall nicht stetig von den Cauchydaten ab. Das obige Beispiel geht auf Hadamard zuriick,
welcher den Begriff eines korrekt gestellten Anfangswertproblems einfiihrte.

2.3.2. Dazu eine Vorbemerkung. Wir versehen die Raume C™(V') und C* (V') mit ihrer
natiirlichen Topologie bestimmt durch die Familie von Seminormen

sup [0%v(z)], (2.3.3)

reK
parametrisiert durch eine (abzdhlbare und V' ausschopfende) Familie von kompakten Men-
gen K € V und durch Multiindices a. Die Abzéhlbarkeit der Menge der Seminormen impli-
ziert Metrisierbarkeit der Topologie. Da C™(V) und C*(V') damit zu vollstandigen metri-
schen R&umen werden, gilt insbesondere der Satz on Baire: Wenn der gesamte Raum als eine
abzéhlbare Vereinigung abgeschlossener Teilmengen darstellbar ist, so enthélt mindestens eine
der Mengen einen inneren Punkt. Der Satz wird im Folgenden von Bedeutung sein.

2.3.3 Definition. Bestimme P(z,0) und X ein nichtcharakteristisches Cauchyproblem.

(i) Das Cauchyproblem heift in x € ¥ lokal l6sbar in C™ (in C*), falls es zu einer Umgebung
V' von zy und beliebigen Cauchydaten f e C>(V) und u; € C*(V nX) eine Umgebung
Q cV von xy und eine Losung u € C™(2) (eine Losung u € C*(2)) zu

¥%%8M=f, e, (2.3.4)

u =y, zeXn

gibt.

(ii) Ein lokal losbares Cauchyproblem heifit korrekt gestellt in C™ (in C*), falls die Losung
eindeutig bestimmt ist, 2 von den Daten f und u; unabhéngig gewihlt werden kann
und die Abbildung

vy (/]
y 5| Y0 s uecm(@) (eCx() (2.3.5)
oz |

stetig ist.

o1



2 Anfangswertprobleme

Sind die Koeffizienten des Operators P analytisch, so impliziert der Satz von Holmgren die
Eindeutigkeit der Losung. Es gilt sogar viel mehr:

2.3.4 Satz (Lax@. Sei P(x,0) ein Differentialoperator mit analytischen Koeffizienten und
bestimme P(x,0) und X ein nichtcharakteristisches Cauchyproblem. Dann impliziert die lokale
Losbarkeit in C* die Korrektheit in C*.

Beweis. Wir betrachten ein Cauchyproblem in Normalform und kénnen ohne Beschrankung
der Allgemeinheit xg = 0 setzen.

Schritt 1. Wir zeigen die Unabhéngigkeit des Gebiets () von den Cauchydaten. Wir betrachten
wieder die speziellen Gebiete €2, = {(¢,z) e RxR" : |z|? +|t| < €}. Nach dem Satz von Holmgren
existiert ein g, so dass fiir jedes positive € < 9 hochstens eine Losung des Cauchyproblems

P'(t, x,0p,0)u = f, (t,x) € Q, (2.3.6)
0lu = uy, reQ.n{t=0}
existiert. Sei nun €y > 1 > €9 > --- > 0 eine monoton fallende Nullfolge und bezeichne
Appc C(RxR™) x C*(R") (2.3.7)

die Menge aller Daten (f, ug,...,un-1), fir die eine Losung u € C= (£, ) zu (2.3.6) mit

> [ oottt )P dede<p (2.3.8)
<k

ap+lalsm+g+1

existiert. Nach Voraussetzung ist das Cauchyproblem lokal 16sbar; da die 2., eine Umgebungs-
basis des Ursprungs bilden und p beliebig ist, gilt also

UA;W = C“(R X ]R”) X C“(R"). (2.3.9)
k,p

Weiterhin sind die Mengen A, symmetrisch, mit ( f,ug,uy,...) ist auch (-f, —ug, —u1,...) in
Ay, p, konvex und wie wir gleich zeigen werden, ist jedes der Ay, abgeschlossen. Nach dem Satz
von Baire enthélt also mindestens eine der Mengen Ay, ,, einen inneren Punkt und wegen
Symmetrie und Konvexitdt ist damit 0 ein solcher. Also existiert zu jedem Cauchydatum
(f,uo,u1,...) eine Zahl X > 0, so dass (Af, Aug, Aus,...) € Ay p- In Q,, existiert damit zu
jedem Cauchydatum eine Losung.

Es bleibt die Abgeschlossenheit. Dies skizzieren wir kurz. Wir wéihlen eine in C* konvergente
Folge W, = (fe),uo,e)s - - - Um-1,()) von Cauchydaten aus Ay,, ¥, - ¥, und betrachten die
zugehorige Folge von Losungen u)(t,x). Diese ist nach Voraussetzung im Hilbertraum

H™ 3 (0,) = (0 € L)  Vapupomegen 0000 € L2(R0)) (23.10)

beschrankt, besitzt also eine schwach konvergente Teilfolge. Bezeichnen wir diese wieder mit
u(p und stellen fest, dass ihr schwacher Grenzwert u, ebenso (2.3.8)) erfiillt. Weiter gilt fiir

"PETER DAVID LAX, 1926
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2.3 Korrektheit

jedes 1 € C=(£2.,)

f u(t, )P (t, 2,0, 0)(t,x)dzxdt = Elim
0. -

k €

uey(t,x)PT(t,x,0;,0)¢(t, x)dt du
:}H?o—é Y(t,x)P(t, 2,0, 0)up(t,x)dtdx (2.3.11)

[25 bt ) f(t,7) dt de

k

und w, erfillt P(t,z,0;,0)u, = f in diesem schwachen Sinne. Weiterhin gehort w, zu C™(€2., )
(Sobolew-Einbettung) und wu, ist klassisch differenzierbar. Also gilt P(t,xz,0;,0)u, = f im
klassischen Sinne. Weiterhin konvergiert ugy — u. in H™*3 (€., ) (Satz von Rellich) und damit
die Einschrénkung von &ugy auf {t =0} in Cm3(Q., n {t = 0}) gegen die Einschrinkung von
dJu, und damit gilt

0f . (0,7) = lim &gy (t,-) = lim uj ) = u;. (2.3.12)

Also 16st u, das Cauchyproblem zu den Daten ¥ und die Menge Ay, ist abgeschlossen. e
Schritt 2. Stetigkeit der Lésungsabbildung. Hier nutzen wir den Satz vom abgeschlossenen
Graphen. Angenommen, eine Folge von Cauchydaten konvergiert in C*(R x R") x C*(R")
gegen Null und die zugehorige Folge von Losungen konvergiert gegen eine Funktion w, in
C>(2). Dann ist u, die nach dem Satz von Holmgren die eindeutig bestimmte Losung zu den
Nulldaten, also u, =0, und der Graph der Losungsabbildung ist abgeschlossen. Nach dem Satz
vom abgeschlossenen Graphen ist diese Abbildung damit stetig. O]

2.3.5 Bemerkung. (i) Die Voraussetzung, dass die Koeffizienten des Operators analytisch
sind, haben wir nur dazu genutzt um den Satz von Holmgren anzuwenden und damit
die Eindeutigkeit der Losung des Cauchyproblems zu garantieren. Wenn man die Ein-
deutigkeit mit einem anderen Argument garantieren kann, impliziert Losbarkeit ebenso
Korrektheit. Typische andere Argumente sind Energieabschétzungen.

(ii) Die Korrektheit von Cauchyproblemen in C* impliziert die Existenz von
Abhéngigkeitsgebieten. Wir nutzen die Bezeichnungen aus Definition [2.3.3] Wegen der
Stetigkeit des Losungsoperators ist dieser beziiglich der Seminormen beschrankt. Zu je-
dem K € (2 existiert damit ein L € V, so dass fiir die Losung zu P(x,0)u = f in Q mit
8§u =uj auf X nQ

suplu(z)]<C > (sup|86f(x)| + " sup |8ﬂuj(x)|) (2.3.13)

TeK |8l<M \ zeL j weLlnX

mit geeigneten, von den Cauchydaten unabhéngigen, Konstanten C' und M gilt. Insbe-
sondere gilt damit

Losuppf=@, V; (Ln¥)nsuppu;=¢ = Knsuppu=g. (2.3.14)

Hier kann K beliebig gewihlt werden. Fiir die Wellengleichung ist uns dies schon im
Zusammenhang mit der Abhéngigkeitsgebietsungleichung begegnet.

Ein Differentialoperator P(x,d) wird als elliptisch bezeichnet, falls sein Hauptsymbol p(x,&) #
0 fiir alle € # 0 erfiillt.
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2 Anfangswertprobleme

2.3.6 Korollar. Sei P(x,0) ein elliptischer Differentialoperator mit analytischen Koeffizien-
ten. Dann ist das zugehirige Cauchyproblem fiir keine Hyperfliche Y lokal in C* [dsbar und
damit auch fir kein X in C*= korrekt gestellt.

Beweis. Gegenannahme, wir nehmen an, das Problem wére in C* korrekt gestellt. Wir wéhlen
ein K & ) mit nichtleerem Inneren, f = 0 und Cauchydaten u; kompakt getragen auf X
aulerhalb L. Sei weiter uy # 0 nicht die Nullfunktion. Dann verschwindet die zugehorige
Losung in K identisch. Wahlt man nun eine Kurve, welche einen Punkt im Inneren von K
mit einem Punkt aus dem Trager von ug verbindet, so ist diese kompakt. Wir betrachten eine
relativ kompakte Umgebung der Kurve und eine Familie von nichtcharakteristischen Fléchen,
die diese Umgebung ausschopft (und die selbst ihren Rand in K besitzen) und wenden den
Satz von Holmgren an. Dieser zeigt, dass aus u = 0 auf einer Seite der Flachen u = 0 in einer
Umgebung folgt und wir erhalten nach Konstruktion u = 0 im Tréger von uy. Widerspruch. [

2.3.7 Satz (Lax, Mizohata). Sei P(x,0) ein Differentialoperator mit C*-Koeffizienten auf
V und sei ¥ glatt und nichtcharakteristisch fiir P. Angenommen, das durch P(x,0) und %
bestimmte Cauchyproblem ist C*-korrekt. Dann gilt

{reC: p(z,§+70,) =0} cR (2.3.15)

fir alle x aus 3, dem Normalenvektor v, in x an ¥ und alle £ € R™.

Der Beweis dieses Satzes ist recht schwierig. Wir beweisen nur eine vereinfachte Version des
Satzes fiir Cauchyprobleme in Normalform und mit konstanten Koeffizienten.

2.3.8 Satz (Hadamard, Petrowski@. Angenommen, das nichtcharakteristische Cauchyproblem

(@, 0)u=0, ‘ (2.3.16)
0u(0,x) = u;(x), j=0,1,...,m-1
fiir einen Differentialoperator
m—1
P(0,0)=0"+ > Y apa0f0” (2.3.17)

k=0 |o|<m—k

mit konstanten Koeffizienten ay. o, € C ist in C* korrekt gestellt. Dann sind die Nullstellen T(§)
des Polynoms

m—1
T ="+ Y aratE* =0 (2.3.18)
k=0 |a|=m-k
fiir alle & € R™ reell.
Beweis. Wir zeigen, dass Im7(&:) = —c < 0 fiir ein & € R™ im Widerspruch zur ste-

tigen Abhéngigkeit der Losung von den Cauchydaten steht. Schritt 1. Konstruktion einer
Losungsfolge. Ist 7, (&) eine Nullstelle des vollen Symbols

P(1,i) =p(T,i&) + ). apa7(i€)* =0 (2.3.19)

k+|o|gm-1

8SIGERU MIZOHATA, 1924
9TWAN GEORGIJEWITSCH PETROWSKI (MBan I'eopruesnu Ilerposcknmii), 1901-1973
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2.3 Korrektheit

so erfullt Funktion
ue(t, ) = e™ (Ot (2.3.20)

die Gleichung P(0;, 0)ue(t,x) = P(\,i€)ue(t,z) = 0. Wir skalieren und schreiben £ = A, und
zeigen, dass es eine Wahl der Nullstelle 7, gibt, so dass

ReT.(A.) > %C)\ (2.3.21)

fiir hinreichend grofle A gilt. Substitutiert man £ = A, so folgt fiir 7(A) = 7.(A&)/A die
Gleichung

A (p(%,if*) . %Q(%, /\)) ~0 (2.3.22)

mit einem Polynom @ vom Grad m —1 in 7 und Koeffizienten, die Polynome in 1/\ sind.
Nun besitzt p(7,1§) die Nullstelle imy(€). Wir betrachten in der 7-Ebene einen Kreis vom
Radius p < ¢/2 um ir(£.), so dass im Inneren des Kreises keine weiteren Nullstellen von
p(7,1€) liegen. Auf dem Rand des Kreises ist damit [p(7,i&,)| > d > 0 und fiir A groB genug
gilt A7HQ(7, )| < 6. Nach dem Satz von Rouché existiert also im Inneren des Kreises eine
Nullstelle 7(\) zu (2.3.22). Fiir diese gilt also

1
Re7(A) > 3¢ 0. (2.3.23)

Also gilt fur 7,(§) = 7. (A.) = AT(\) die Abschitzung (2.3.21)). e Schritt 2. Die so konstru-
ierte Familie von Losungen uye, (¢, ) widerspricht der Korrektheit des Problems. Dazu miisste

es zu jedem z und jedem hinreichend kleinen ¢ # 0 ein Kompaktum K € R™ und Konstanten
C und M mit

lu(t,z)| < C Z > sup|07u;(y)| (2.3.24)

7=0 |8|lxM yeK

fiir jede Losung u von ([2.3.16]) geben. Die oben konstruierten Losungen verhalten sich aber

Te(AT)| _ eReT*(Af*) > e%d‘t (2325)

exponentiell wachsend in \. Wahrend die betrachteten Seminormen der Anfangsdaten wegen
N ure(0,7) = T (A& ) (INE, ) 2ot (2.3.26)

von der Form Ael*7 also polynomiell sind. Damit kann es eine Abschiitzung der Form nicht
geben. O]

Differentialoperatoren, die die Behauptung obiger Sétze erfiillen, werden als hyperbolisch (im
Sinne von Petrowski) bezeichnet.

2.3.9 Beispiel. (i) Das Standardbeispiel ist die Wellengleichung mit p(7,§) = 72 - |¢|? und
damit den reellen Nullstellen 7. (&) = £[¢].

(ii) Weitere Beispiele ergeben sich als Systeme partieller Differentialgleichungen, wir betrach-
ten speziell

i 9;U + BU (2.3.27)
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2 Anfangswertprobleme

(iii)

56

fiir selbstadjungierte Matrizen A; € C%4 und eine Matrix B € C¥?. Das zugeordnete
(matrixwertige) Hauptsymbol

7= A (2.3.28)
j=1
ist hyperbolisch in dem Sinne, dass die Nullstellen der Determinante
p(7,€) = det (T— ZAjfj) (2.3.29)
j=1

fiir alle £ € R™ reell sind. Ein solches System wird als symmetrisch-hyperbolisches System
bezeichnet.

Ist nun

P(7,€) = det (T - fj A& - B) = i P.(&)T" (2.3.30)

die Determinante des vollen Symbols, so gilt fiir jeden Eintrag uy, des Vektors U die Glei-
chung P(0;,0)uy = 0 als Folgerung des Satzes von Cayley—Hamilton. Wir rechnen dies
kurz nach. Cayley-Hamilton impliziert, dass eine Matrix ihr charakteristisches Polynom
erfiillt,

n d n k
0=P(Y A&+ B,&) =Y P(&)( X A&+ B) (2.3.31)
j=1 k=0 j=1
also folgt komponentenweise angewandt auf den Vektor U
d d n
P(8,0)0 = 3" Pu(d)0kT = 3. Pu(0)( Y. A;0; + B)"TU =0. (2.3.32)
k=0 k=0 j=1

Bei dieser Rechnung haben wir wesentlich genutzt, dass die Koeffizienten der Operatoren
konstant sind.

Beispiele symmetrisch-hyperbolischer Systeme sind

Oy = irotu (2.3.33)
mit dem Hauptsymbol
& &
p(7,&) =det| 7 -i| & &, (2.3.34)
& &
sowie das Maxwellsche System
OE =rot B, B =-rot E (2.3.35)
(ohne Divergenzfreiheit der Felder), fiir welches das Hauptsymbol durch
& &)
€s -&
_ & &
p(7,&) =det| 7 - (2.3.36)
& —&
—&3 &1
& -6 /

bestimmt ist.



2.4 Hyperbolische Cauchyprobleme mit konstanten Koeffizienten

2.4 Hyperbolische Cauchyprobleme mit konstanten
Koeffizienten

Wir betrachten weiter Cauchyprobleme in Normalform mit konstanten Koeffizienten.

2.4.1 Definition. (i) Ein Differentialoperator

m-1
P0,0)=0"+Y Y ara0for (2.4.1)

k=0 |a|<m—k

heifit hyperbolisch, falls fiir jedes £ € R das Hauptsymbol

m—1
pr,E)=1"+ Y > aparE” (2.4.2)

k=0 |aj=m—k
nur reelle Nullstellen 7(§) besitzt. In diesem Fall bezeichnet man das Polynom P(7,¢)
als hyperbolisches Polynom.
(ii) Er/es heifit strikt hyperbolisch, falls die Nullstellen fiir £ # 0 paarweise verschieden sind.
(iii) Ein System erster Ordnung (in ¢) der Form
Oh— > AO” (2.4.3)

la|<m

mit matrixwertigen Koeffizienten A, € C*? heifit hyperbolisch, falls

P(T,&) =det (7’— > Aafa) (2.4.4)

lagm

ein Polynom vom Grad d in beiden Variablen 7 und £ und dieses hyperbolisch ist. Es heift
strikt hyperbolisch, falls das Polynom strikt hyperbolisch ist, also nur reelle Nullstellen
der Vielfachheit Eins besitzt.

2.4.2 Lemma. Jeder (strikt) hyperbolische Operator der Ordnung m ldsst sich in ein (strikt)
hyperbolisches System umschreiben, genauer:
(i) Angenommen, eine Funktion u e C®(RxR™) erfiillt P(,,0)u = 07"+ Y1 0F Pr.(0)u = 0.
Dann gilt fiir den Vektor bestehend aus den partiellen Ableitungen

U = (u, o, . .. ,8{"‘1u)T (2.4.5)
die Identitdt
0 -1 0
0 -1 0
U + U =0. (2.4.6)
0 -1

Fy(9) Pi(9) - Pn2(0) Pnoi(9)

Dieses System ist genau dann (strikt) hyperbolisch, wenn der Operator P(0;,0) (strikt)
hyperbolisch ist.
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2 Anfangswertprobleme

(ii) Angenommen, eine vektorwertige Funktion U € C*(R x R") erfiillt

U = > A,0°U (2.4.7)

la|lgm

mit Matrizen A, € C¥4. Dann gilt fir jede Komponente w, von U die Identitit
P(0,0)ug =0, wobei P(7,&) durch (2.4.4]) gegeben ist.

Beweis. (i) folgt, da die angegebene Matrix gerade der Begleitmatrix zum Polynom P(7,&)
entspricht. e (ii) ergibt sich direkt aus dem Satz von Cayley—Hamilton. Wir schreiben

P(7,6) = ’;)Pk(f)Tka (2.4.8)

so dass nach Einsetzen der entsprechenden Matrix

0=P( ), Auf*§)= ZPk(f)( > Awg)” (2.4.9)

|algm ||
Also folgt
d
P(0,,0)U = 3" Pu(9)0FU ZPk(a)( > A aa) = (2.4.10)
k=0 |algm
Hier wurde explizit genutzt, dass A, Konstanten sind. O

2.4.3 Satz (Hadamard). Das Anfangswertproblem

{P(&t,ﬁ)u =0, (2.4.11)

O u(0,x) = uy(2),

sei C*®-korrekt. Dann ist das Polynom P(1,§) hyperbolisch und alle Nullstellen 7(&) wvon
P(71,€) =0 erfiillen die Hadamardbedingung

|ReT(&)| < Clog(e+|£]), £ eiR” (2.4.12)

mit einer geeigneten Konstanten C.

Beweis. Wir beweisen dies indirekt. Angenommen, fiir jedes \ > 0 existiert ein &, € R, so dass
fir ein 7, mit P(7,,i&) =0
Re7. > Alog(e + |£.]) (2.4.13)

gilt. Wir definieren
u(t,z) = exp (tr. +iz - &,). (2.4.14)

Dann gilt die Gleichung P(0;,0)u = 0 und die so angegebene Losung erfiillt fiir jedes fest
gewahlte t > 0

lu(t,0)] = !B > (e +[&,)M (2.4.15)
und (da alle Nullstellen von P(7,&) die Abschétzung |7(§)| < Cl¢| erfiillen miissen)
m— m~-1
Z > [010%u(0,2)| = > I PP < C e + €)M (2.4.16)
J=0 |BlsM 3=0 |Bl<M
Da A > 0 beliebig war widerspricht dies aber der C*-Korrektheit. O
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Garding' hat gezeigt, dass die Hadamardbedingung dquivalent zu
|[ReT(£)| < C, ¢ e iR" (2.4.17)
ist. Der Beweis ist algebraisch-geometrisch.

2.4.4 Satz (Petrowski). Angenommen, fiir die Nullstellen eines hyperbolischen Polynoms

P(7,&) gilt die Hadamardbedingung (2.4.12)). Dann ist das Anfangswertproblem (2.4.11)) fir

den zugehorigen Operator C*-korrekt.

Beweis. Der Beweis ist konstruktiv, wir erkldren zuerst die Grundidee. Wenn das Problem
Cee-korrekt ist, sind Losungen zu Cauchydaten u; € C°(R™) fiir festes ¢ kompakt getragen in
x. Damit liegt es nahe, statt der zu findenden Losung u(t, z) ihre Fouriertransformierte

a(t, &) = (27) "2 / eyt ) de (2.4.18)

zu betrachten. Diese ist (falls das Problem C*-korrekt ist) eine Schwartzfunktion in &, welche
glatt von t abhéngt. Dariiberhinaus muss fiir sie

m—1
P(0,iQ)a=0"u+ Yy Pu(i€)o0fu=0 (2.4.19)
k=0

gelten. Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung mit Parameter £ € R", welche zusammen
mit den Anfangsdaten &/7(0,&) = T;(¢) die Funktion (¢, &) eindeutig bestimmt. Wir werden
zeigen, dass jede solche Losung Fouriertransformierte einer kompakt getragenen C*-Funktion
ist und diese stetig von den Anfangsdaten abhéngt.

Schritt 1. Transformation. Wir betrachten das zugehérige System erster Ordnung, welches im
Fourierbild durch

0,0 = ( > ia'Aaﬁa) U=A3G)T, U0, =0u(¢) (2.4.20)
la|<m

gegeben sei. Wie wir spéter sehen werden, ist es wichtig dieses System fiir beliebige £ € C™ 16sen
zu konnen. Wir betrachten vorerst allerdings nur £ € R*. Mit der Matrixexponentialfunktion
gilt

U(t,€) = exp (tA(i€)) Up(8), (2.4.21)
es bleibt diese abzuschétzen. Dazu transformieren wir die Matrix A(i§) auf untere Dreiecks-
form"", wir finden Matrizen M (i€), so dass

bLl(jg) 0 0
M(i€)A(i€) = bmflg) b22(i6) g MG (2.4.22)
bd,l(if) bd,d(ig)

0T, ARs JACOB GARDING, 1919-2014
HWir nutzen folgendes Lemma. Der Beweis ist eine einfache Ubung zur Linearen Algebra.

Lemma. Zu jeder Matriz B = (b; ;) € C*? ezistiert eine invertierbare Matriz M = (m; ;) € C™?, so dass
MBM ™! = C von unterer Dreiecksform ist und

(i) |det M| =1 und |m; ;| < 1; sowie

(ii) fiiri > j die Entrige der Dreiecksmatriz |c; j| < (d - 1)12¢max,,, |b; ;| erfiillen.
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gilt. Die entstehenden Diagonaleintrige b;(i€) sind gerade Eigenwerte von A(i§), erfiillen also
nach Voraussetzung die Hadamardabschétzung

|Reb;;(i€)| < C'log(e +[¢]), € eR™, (2.4.23)

die Matrix M (if) kann so gewihlt werden, dass ihre Eintrdge durch 1 beschriankt sind und sie
|det M (i€)| = 1 erfiillt. Weiter sind die Eintrége b; ;(i€) polynomial beschriankt, es gilt

[bi; (O] < (d = 1)12 max ay,,, (1€)] < C(1+ [€])". (2.4.24)

Betrachtet man nun M (i€)U (¢, €), so erfiillen die Eintréige ein System gewdhnlicher Differenti-
algleichungen in Dreiecksform, welches Schrittweise gelost werden kann. Die Cramersche Regel
in Verbindung mit der Hadamardungleichung liefert fiir die inverse Matrix M (i§)~! ebenso eine
Schranke gleichméfig in £ und wir erhalten

1T, <CA+IENIT(E)],  te(-T.T), EeRm, (2.4.25)

punktweise in £ mit von £ unabhéngigen Konstanten C' und /.

Schritt 2. Korrektheit in . (R"). Wir zeigen, dass das Anfangswertproblem korrekt
im Schwartzraum ist, es also zu Uy € #(R") eine eindeutig bestimmte Losung U e
Ce((-T7,T7); 7 (Rn)) gibt. Da es sich bei der Fouriertransformation um einen Isomorphis-
mus des Schwartzraumes handelt, ist dies dquivalent zu entsprechenden Abschétzungen fiir

U(t,-), also etw
0OI<Cr Y A+ DI, te(-TLT). €eRY  (24.26)

Iy|<M(B)
mit geeigneten Konstanten Cg, M () und ¢(8). Wir zeigen diese per Induktion. Fiir 5 =0 ist
dies gerade ([2.4.25)), fiir § > 0 differenzieren wir die Differentialgleichung und erhalten
—~ -~ 15} a ) —~
0007 = AGE)T + ) (7)(85 TA(i€)) 00 (2.4.27)
<

Zusammen mit den Anfangsdaten @? U(0,¢) = (‘3? Uy(€) erhilt man mittels der Duhamelschen
Formel (Variation der Konstanten) und unter Ausnutzung des Induktionsvoraussetzung

9701, < C(1+ ) 19Ta()]
e+l 3 (D)rioinadeic, T ey @Rt (2429

v<p [0]<M ()

gleichméfig in t € (=7, 7T") und damit die gesuchte Abschétzung.

Ohne Fouriertransformation erhilt man also

[0°U(t,2)] <Cs 3 sup(1+[y) Mo Uo(y)) (2.4.29)
hl<t(B) VeR"

12Da ¢ ein Parameter in der Differentialgleichung ist, schreiben wir auf der rechten Seite kein Supremum iiber
die ¢, nehmen aber an, dass die Konstanten Cg und M (/) nicht von & abhéngen.
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mit anderen Konstanten Cs, M(3) und ().

Schritt 3. Korrektheit in C*. Da wir schon Abschéitzung haben, geniigt es zu zeigen,
dass die Losung U in einer Kugel Bg/ schon allein durch die Daten in einer Kugel By bestimmt
sind. Dies ist dquivalent dazu, dass Anfangsdaten mit kompaktem Trager zu Losungen mit
kontrolliertem kompaktem Trager fithren.

Mit dem Satz von PaleWiene folg, dass U, eine ganze Funktion auf C" mit der
Exponentialtypabschétzung

[a()To(©)] < Cpette, - geCr, (2.4.30)
fiir beliebige Polynome ¢ ist. Die zugehorige Losung
U(t,€) = exp(tA(i€)) Un(€) (2.4.31)

ist ganz (da die Matrixexponentialfunktion eine auf ganz C" konvergente Taylorreihe liefert)
und es geniigt, eine Abschétzung der Form

|exp(tAG€))| < C(1+ ) et geCr, (2.4.32)

mit geeigneten C' und ¢ zu beweisen. Dazu nutzen wir das Phragmén[} Lindels{T} Prinzip™|
der Funktionentheorie und reduzieren das Problem auf den komplex eindimensionalen Fall.

ISRAYMOND PALEY, 1907-1933
M“NORBERT WIENER, 1894-1964

5Der hier genutzte Satz von Paley—~Wiener charakterisiert glatte Funktionen mit kompaktem Tréiger. Zu einer
Menge K € R"™ sei
sg(w)=maxe Kz-w
x

die Stiitzfunktion. Diese charakterisiert die konvexe Hiille von K und es gilt
Satz (Paley—Wiener). Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:
(i) peCZ(R");

(ii) die Fouriertransformierte p(€) besitzt eine analytische Fortsetzung auf C™ und diese erfillt

2(&)P(E)| < Cyetx M8 ceCm,

fiir jedes Polynom q.

16T,ARs EDVARD PHRAGMEN, 1863-1937
ITERNST LEONARD LINDELOF, 1870-1946
18Hier geht es um Wachstumsschranken fiir holomorphe Funktionen. Es gilt

Satz (Phragmén—Lindeldf). Sei f : C, — C holomorph auf C, = {z € C : Imz > 0} und stetig auf dem
Abschluss und gelte |f(x)| <1 fiir x € R zusammen mit

£ (2)] < Cel™
fiir ein € > 0. Dann folgt |f(2)| <1 auf C,.

Speziell fiir die Viertelrdiume C,. = {z € C:Imz > 0, +Rez > 0} ergibt sich daraus zusammen mit der
Nichtexistenz lokaler Maxima

Satz (Phragmén—Lindeldf-Prinzip). Sei f : C; — C holomorph und stetig auf dem Abschluss. Gilt dann

|f(x)] <1 fiir x e R und |f(iy)| < e fiir y > 1 grofs, sowie eine exponentielle Schranke |f(2)| < MeCl™
so folgt | f(2)| < ™= fiir alle z € C,.
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2 Anfangswertprobleme

Fiir beliebige normierte Vektoren €, f € C™ und fiir £,7 € R", z € C betrachten wir die skalare
Funktion ®(z) = f-exp(tA(i(£+2n)))é. Diese ist holomorph und erfiillt nach Schritt 1 fiir das
Polynom

. 02
r(z)=C (Z;(isignnj +& + znj)Q) (2.4.33)

(ohne Nullstellen in C, und mit ¢ gerade) die Abschitzung

L)

<1, zeR, (2.4.34)
r(z)

sowie mit ¢ > max{|r| : p(7,£) =0, £ e S}

llm e—CWy
y—o0 r(iy)

®(iy) = 0. (2.4.35)

Dies folgt wiederum durch Transformation der Matrix A auf untere Dreiecksform und
der Tatsache, dass sich die Diagonaleintriage fiir z - oo wie die Nullstellen des Hauptsym-
bols verhalten und damit durch ¢|n|Im z abgeschitzt werden kénnen. Weiterhin existiert mit
derselben Argumentation eine Schranke der Form

|D(2)| < CeMH™ e, (2.4.36)

und nach dem Phragmén—Lindelof-Prinzip gilt

L a2

S0 sl sec, (2.4.37)

Da é, f sowie &, n beliebig waren, folgt fiir z =1 die gesuchte Normabschétzung. O

2.4.5. Wir geben einen alternativen Beweis zu Schritt 3 unter Ausnutzung des Satzes von
Holmgren. Eine Hyperebene in R x R” ist genau dann charakteristisch fiir P(0;,0), wenn ihr
Normalenvektor (7,&) die Gleichung p(7, &) = 0 16st. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes £ # 0
mit Vielfachheit gezahlt genau m Werte 71(€) < ... < 7,,,(§) fiir die dies zutrifft. Aufgrund der
Homogenitdat des Hauptsymbols bilden diese Schalen eines Doppelkegels, wobei der Vektor
(7,0) im Inneren der innersten Kegelschale liegt, vgl. Bild . Es existiert also eine Zahl ¢, so
dass alle Vektoren der Form (7,£) mit |£| < ¢|[7| im Inneren der innersten Kegelschale liegen.

Angenommen, die Cachydaten sind in einer Kugel By getragen und sei
C(Br)={(t,x) : |2[> R+clt|} (2.4.38)

ein sich 6ffnender Kegel iiber Br mit dem ¢ von oben. Dann kann das Komplement von C'(Bg)
durch eine Familie von glatten Hyperflichen ¥, ausgeschopft werden, fiir die ¥; n {¢t > 0}
kompakt ist, die stetig von ¢ abhéingt und jeweils der Normalenvektor nichtcharakteristisch
fir P(0;,0) ist. Damit folgt aber nach dem Satz von Holmgren (analog zum Beweis von
Korollar , dass die zugehorige Losung zu unseren Cauchydaten in C'(Bgr) getragen ist.

2.4.6 Beispiele. (i) Das System

0 1
@U:( A O)U (2.4.39)
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2.4 Hyperbolische Cauchyprobleme mit konstanten Koeffizienten

(ii)

Abbildung 2.1: Charakteristische Kegel

entspricht der Wellengleichung und ist C*-korrekt. Die Nullstellen des zugeordneten
Polynoms P(7,£) = 72 - £2 sind rein reell. Entsprechendes gilt fiir das System

oU =1irot U, reR3 (2.4.40)
mit zugeordnetem Polynom
T i3 —i&
P(r.6)=det|-i&s 7 i& |=r-r(@+8+=r(r-€), (2441
i€ -G 7
dessen Nullstellen 7 =0 und 7 = £|¢| ebenso reell sind.
Das System
0, 1ia
U = (@g ax) U, reR, (2.4.42)

ist hyperbolisch, da das Hauptsymbol p(7,&) = (7 - £)? nur die doppelte reelle Nullstelle
T = £ besitzt. Allerdings ist dieses System nur fiir a = 0 auch C*>-korrekt. Dazu betrachten
wir das Polynom

P(7,€) =det (T__f T_iaf) =(1-§&)*-ia¢ =12 - 276 + £(€ - ia) (2.4.43)

mit Nullstellen

T=£+\/-ia& (2.4.44)
und priifen die Hadamardbedingung. Fiir £ > 0 gilt Re(i€ + \/-af) = +\/ERe/~a, was
nur fiir Im+/a = 0 der Hadamardbedingung geniigt. Entsprechend erhélt man fiir £ < 0

aus Re(i§ £ /-af) = +/-Im/a und die Hadamardbedingung liefert Re \/a = 0. Damit
muss aber \/a =0 und somit a = 0 gelten.

2.4.7 Korollar. Jedes strikt hyperbolische Anfangswertproblem der Form (2.4.11)) ist C>-
korrekt.

Beweis. Es geniigt, die Hadamardbedingung nachzuweisen. Sei P(7,£) ein Polynom vom
Grad m mit Hauptteil p(7,¢). Angenommen, p(7,&) besitzt fiir alle £ € R* ~x {0} genau m
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2 Anfangswertprobleme

paarweise verschiedene Nullstellen. Wir bezeichnen diese mit 71(&), ..., 7,(&). Sei weiter
§ = min,; infeegn-1 |7(€) — 7;(£)| > 0 der minimale Abstand dieser Nullstellen fiir £ aus der
Einheitssphére. Dann gilt fir || =1, A> 1 und 7 € C mit |7 —i7;(§)| = 0/A

p(7,16)] 2 coA ™!, (2.4.45)

da die Nullstellen ja nach Voraussetzung einfach sind und die Sphére S*~! kompakt ist. Weiter
gilt fiir

NPT INE) = p(7,i8) + AT Y ARlelgy  rRee (2.4.46)
k+|a|<m
die Abschéitzung
AT S Akl el < ML (2.4.47)
k+|al<m

Mit dem Satz von Rouché folgt, dass fiir jedes 7 und hinreichend grofies A in jeder der Kreis-
scheiben |7 —i7;(€)| < Md/(coA) eine Nullstelle von P(A7,1A¢) = 0 liegt. Da die Kreisscheiben
nach Konstruktion disjunkt sind, enthélt jede genau eine Nullstelle und jede Nullstelle liegt
in einer solchen.

Ist nun P(7,&) strikt hyperbolisch, so folgt fiir jede Losung von P(7,i€) = 0 mit [£] > 1 die
Abschétzung |Re 7| < Md/cy und damit die Hadamardbedingung. O

2.4.8. Zum Schluss diskutieren wir noch kurz Energieabschétzungen fiir hyperbolische Syste-
me. Speziell fiir symmetrisch-hyperbolische Systeme

8tU = ZAJaJU + BU, U(O, ) = UQ, (2448)

J=1

mit selbstadjungierten Matrizen A; € C*¢ und beliebigem B € C#¢ (und mit (.,.) dem Ska-
larprodukt des C?) gilt fiir Losungen zu kompakt getragenen Anfangsdaten

O, _[R{” |U(t,z)|*dx = fRn ((8tU(t,x),U(t,a:))(cd + (U(t,x),@tU(t,x))Cd)dx
- [ 21 ((A0,U(t2), U(t,)) e + (Ut ), A0,U (+ 2))en da
" /R ((BU(t2),U(t,2))ca + (Ut ), BU(t,2))ea) da

_ fRn((BwB*)U(t,x),U(t,x))cd dz < |B+ B*| [R |U(t,2) |2 de
(2.4.49)
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2.4 Hyperbolische Cauchyprobleme mit konstanten Koeffizienten

und damit unter Ausnutzung der Gronwallschen Ungleichung™|

fR Ut 2) ] de < 1545 fR (@) da. (2.4.50)

2.4.9. Fiir allgemeine strikt hyperbolische Systeme mit konstanten Koeffizienten gelten
dhnliche Energieabschitzungen. Diese basieren auf Symmetrisierern. Wir betrachten also ein
strikt hyperbolisches System der Form

oU = Y A0, U(0,-) = U, (2.4.51)

|ajgm

auf dem R™ und mit Koeffizienten A, € C?¢. Wie zuvor bezeichnen wir

A(G) = Y AL (2.4.52)

la|<m

Da das System strikt hyperbolisch ist, sind fir £ € C* mit |£| > R fiir ein R > 0 die Eigen-
werte der Matrix A(€) alle einfach und fiir £ € iR” mit |{| > R ist dariiberhinaus ihr Realteil
gleichméfig beschrankt.

Wir bezeichnen eine Funktion H : R* - C%? als Symmetrisierer des Systems, falls H (&) fiir
jedes £ € R™ positiv definit ist und es ein ¢ € R mit

2Re (H(£)A()) - cH(£) <0,  £eR" (2.4.53)

im Sinne selbstadjungierter Matrizen gibt. Gibt es einen Symmetrisierer, so kann man mit
seiner Hilfe Energieabschétzungen beweisen. Es gilt (vorerst formal) und mit der eindeutig
bestimmten positiv-definiten Wurzel \/H (§) des Symmetrisierers

o, [ WH@UwOP = [ (VH©2T(9).VHEOT(O)e
+(VHOU(t,6), VH) T (t,6))ca) d€
- [ (H©AG) + AGE) HE)T(1.€), T (1)) d
<c [ IVHEOU®OI a

(2.4.54)

und damit
U= [ IWVA@TGOPdE e [ WARTOP de=e|Uly  (2.4.59)
als Abschétzung im Energieraum

E= {f LA®NCY) ¢ I3 = [ (HOF©). F©)erds < oo}. (2.4.56)

¥THoMAs HAKON GRONWALL, 1877-1932
Die Gronwallsche Ungleichung ist immer dann wichtig, wenn Energieabschitzungen zu beweisen sind. Wir
geben sie der Vollsténdigkeit halber an.

Lemma (Gronwall). Seien u,a: [a,b] > R und 5:[a,b] - [0,00) stetig und gelte

u(t) <a(t) + fatﬂ(s)u(s)ds, te[a,b].
Dann folgt .
u(t) < a(t) + f a(s)B(s)e PO 4 e a,b].
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2 Anfangswertprobleme

Lemma. Strikt hyperbolische Systeme besitzen einen Symmetrisierer.

Beweis. Es geniigt den Symmetrisierer fiir || > R, R > 1 zu konstruieren, fiir kleine || ist
A(i€) beschrinkt und ein Vielfaches der Identitét erfiillt das gewiinschte. Nach Voraussetzung
besitzt A(if) fiir [£] > R genau d paarweise verschiedene Eigenwerte, wir bezeichnen diese mit
7;(i€), 7 =1,...,d. Zu jedem dieser Eigenwerte sei

A(i§) - 7 (18)

der zugehorige Eigenprojektor und
d
H(§) = Z;Qj(ﬁ)*Qj@% €] > R. (2.4.58)
Dann gilt (da A(if) und Q;(§) kommutieren und A(i€)Q; (&) = (1) Q;(§))
d
H(§)A(E) = Z (6" A Q;(E) = ZT] i£)Q;(£)"Q;(8)
; (2.4.59)
A(i€)"H (S =Z (16)"Q;(£)"Q;(¢) = ZT;(I& Q;(£)"Q;(8)
und damit wegen |Re7;(i€)| < ¢ gleichméfBig in & die Behauptung. O

2.4.10 Beispiel. Ein Beispiel dazu: Betrachtet man die Wellengleichung vy — Av = 0 und
schreibt sie als hyperbolisches System fiir den Vektor U = (v, v;)7, also als

Vg 0 1 0 1
- (1)-(8 o 08 ) ”

so sind die charakteristischen Wurzeln gerade 7,.(§) = £1/&? und der Symmetrisierer besitzt
die Darstellung

Q:(§) = iﬁ (jlfll iilm) (2.4.61)
H(&) =Q.(£)"Q4(§) +Q-(£)"Q-(&)
= (1 +O|€|2 X +(|)§|_2) , €] > 1. (2.4.62)

Es gilt also E = H!(R") x L2(R"?) und die Aufgabe des Symmetrisierers ist es, die Ordnungen
der Eintrége des Vektors U entsprechend auszugleichen.

2.4.11 Beispiel. Fiir symmetrisch hyperbolische Systeme ergibt die Konstruktion H(§) =1
und der Energieraum ist gerade E = L2(R"; C?).
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2.5 Symmetrisch hyperbolische Cauchyprobleme mit variablen Koeffizienten

2.5 Symmetrisch hyperbolische Cauchyprobleme mit
variablen Koeffizienten

Ohne Fouriertransformation ist es schwer allgemeine Aussagen zu beweisen, wir skizzieren nur
kurz wie man trotz allem Existenz- und Korrektheitsbeweise fithren kann.

2.5.1. Im folgenden betrachten wir Systeme partieller Differentialgleichungen der Form

{@U = 25 Aj(t.2)0;U + B(t,2)U + F(t,x), (2.5.1)

U0,z) =Uy(x),

auf R xR” und mit glatt von ¢ und x abhingenden Koeffizienten A;, B € C*(R xR"; C4). Wir
nehmen an, dass das System symmetrisch hyperbolisch ist, also A;(¢, z) fiir jedes ¢ und x eine
selbstadjungierte Matrix darstellt. Dariiberhinaus fordern wir fiir gegebenes 7" > 0

sup sup( A+ S [00A; ()]
1

0<t<T zeR™ \ 4= k,j=1

+|B(t,x)| + |0:B(t,x)| + zn: ||8]B(t,a:)||) <oo. (2.5.2)

J=1

Damit gelten zumindest fiir alle hinreichend schnell abfallenden glatten Losungen Energie-
abschéatzungen. Wie schon im Falle konstanter Koeffizienten erh&lt man

0, [R U(t2)]? da = [R (@QU(t,2), U(t,2))ea + (U(t,2), QU (1, 2))ca da
= [ (B2 + B(t.2) = @A) (L) (1), Ut ) s
7 (2.5.3)
+2RefRn (F(t,z),U(t,x))cadx
1/2
gcfw ]U(t,x)|\2dx+2(fw [U(t,2)|2 dz fR HF(t,:c)de) ,

wobei die Ableitungen der Koeffizientenmatrizen durch das Vertauschen von Ableitung und
Matrixmultiplikation entsteht. Mit der Gronwallschen Ungleichung folgt

t
f HU(t,x)HdegeCt[ HUO(J:)|\2da:+2[ e0<t—s>f |F(s,2)| dz ds. (2.5.4)
Rn Rﬂ/ 0 Rﬂ/

Nochmals integriert ergibt sich mit der Notation S = [0,T"] x R” fiir den Streifen der Breite T
und mit neuen Konstanten C; und Csy

/S|U(t,x)|2dxdt£(]1 fR ||U0(:zc)|2dx+C’2/S||F(t,x)|2dxdt. (2.5.5)

Es liegt also nahe, Losungen nicht im Raum der differenzierbaren Funktionen zu suchen,
sondern direkt im L2(S;C?) zu denken. Dazu fiihren wir zwei neue Losungsbegriffe ein.
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2 Anfangswertprobleme

2.5.2 Definition. Seien F' € L2(S;C%) und U, € L2(R™; C?).

(i) Eine Funktion U € L2(.S;C?) heifit starke Lisung des Cauchyproblems (2.5.1)), falls es
eine Folge UW) € C1(S;C%) n1L2(S;C?) mit
UY —U  in L*S;CY%)
;& . . e (2.5.6)
HUD =3 Ay (t,2)UD - B(t,2)UY) — F(t,z)  in L*(S;C?)

k=1

sowie

U9(0,") — Uy  in L2(R™C?) (2.5.7)
gibt.

(ii) Eine Funktion U € L2(S;C?) heiit schwache Lisung des Cauchyproblems ([2.5.1)), falls
fiir jede Testfunktion ¢ € C=(R x R™; C?) mit supppn{t=T} =@

_/Rn(Uo(x),gp(O,m))Cddx—/S(U(t,x),@tgo(t,x))(cddxdt
=/;(U(t,x),—iﬁj(Aj(t,m)go(t,x))+B(t,x)*g0(t,x))(cddxdt

/(F (t,x), p(t,z))cadxdt (2.5.8)
gilt.
2.5.3 Lemma. Fiir starke Losungen zu (2.5.1)) gilt die Energieabschditzung (2.5.5)).

Beweis. Folgt direkt aus der Definition und der Giiltigkeit der oben gezeigten Energie-
abschétzung (2.5.5)) fiir klassische Losungen. ]

Insbesondere folgt die Eindeutigkeit starker Losungen. Es gilt sogar (und das ist wesentlich):

2.5.4 Lemma. Schwache Lisungen zu (2.5.1) sind eindeutig durch thre Daten bestimmit.

Beweis. Sei U eine schwache Losung zu (2.5.1)) mit Up(z) = 0 und F(¢,z) = 0, gelte also fiir
jedes p € C(R x R*; C%) mit supppn{t=T} =0

[@).00(0 s dr s

- [ i ()t 2)) - Bt ) ot 0))ea dzdt. (2.5.9)

Wir regularisieren U durch Falten und nutzen dazu eine Funktion ¢ € C2([-1,1]) mit ¢/(s) >0
und [ ¢(s)ds =1 und konstruieren uns fiir £ > 0 den Faltungskern

Vot @) = e (et - 2) ﬁw(alx) (2.5.10)

mit supp . € [€,3¢] x [-¢,£]" und damit die Funktionen

UG (t,z) = »U(t,z) = _/S U(s,y)-(t—s,x—y)dsdy. (2.5.11)
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2.5 Symmetrisch hyperbolische Cauchyprobleme mit variablen Koeffizienten

Nach Konstruktion ist U®) € C=(R x R") und es gilt U — U in L2(S) fiir ¢ — 0. Wir
bezeichnen weiter mit J. den Integraloperator U — 1. * U sowie mit P den Differentialoperator

P=8,- 3 A(t,2)d; - B(t,x). (2.5.12)

j=1

Dann gilt fiir jede Testfunktion ¢ mit supppn{t>T} =3

fs (p(t,x),PUS (t,2))ca dt dw

- [P et a) U a)edtdrs [ (o(T.2),U(T0))erda

(2.5.13)
- [Rn (0(0,2),U®(0,2))ca dx
= fs (P JXo(t,x),U(t,z))cadt dx + /; (e(t, ), [P, J)U(t,2))ca dt dz
und da supp JXpn{t =T} = @ somit
fs (o(t,2), PUO (1, 2))ca dt Az = fs (o(t,2), [P, JJU(t, 2))ea dt du. (2.5.14)

Also ist U®) (klassische!) Losung zu PUC)(t,x) = [P, J.]JU(t,z) und es gilt die Energie-
abschitzung
[Ueas) < CILP, JJUea(s).- (2.5.15)

Zum Beweis des Lemmas bleibt [P, J.] — 0 als starke Konvergenz in L2(S) zu zeigen. Der
Kommutator [P, J.] ist ein Integraloperator mit dem Integralkern

n

- Z 8yj(Aj(t, x) - A;(s, y))wg(t -8, x-y) - (B(t, x) — B(s, y))ws(t -s,x-y), (2.5.16)

J=1

wir betrachten die Terme einzeln. Der Operator zum Kern (B(t,x) - B(s,y))¢€(t -8,x—1Y)
ist aufgrund der Differenzierbarkeit der Matrizen B,

B(t,x) - B(s,y) = /Ol(t -s,x—y)-VB(Ot+(1-0)s,0x+ (1-60)y)do, (2.5.17)

und der Triagergrofie von 1. in der Norm O(g).

Der Operator zum Kern 8yj(Aj(t,:c) - Aj(s,y))ws(t - s,x —y) zerfillt in die Summanden
(-0;4;)(s,y)¢(t—s,x—y) und (Aj (t,x)—A;(s, y))aijs(t —s,x—y). Beide sind in der Ope-
ratornorm nur O(1), der erste da 0;A; nur beschrénkt ist und der zweite, da die Ableitungen
0;:(t —s,x —y) ~eL. Ist nun y € C*(S) eine Testfunktion mit hinreichend kleinem Tréger,
so gilt fiir die Anwendung dieses Operators (mit einer partiellen Integration)

[g(Aj(t,x)—Aj(s,y))¢€(t—s,x—y)ajx(s,y) dyds — 0, -0 (2.5.18)

punktweise (da A; stetig ist) und da das Integral in ¢ und  in einer e-Umgebung des Trégers
von y getragen ist auch als Konvergenz im L2(S). Da diese Testfunktionen einen dichten
Teilraum aufspannen, folgt zusammen mit der gleichméfiigen Normschranke die gewiinschte
starke Konvergenz und das Lemma ist bewiesen. O
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2.5.5 Satz (Friedrichd). Zu jedem F € L2(S;C%) und jedem Uy € L2(R";C?) existiert eine
eindeutig bestimmte starke Lisung zu (2.5.1]).

Beweis. Bezeichne
W ={(F,Up) e L*(S;C?) x LA (R™; C?) : 3U € L*(S;C?) mit (2.5.1) stark} (2.5.19)

die Menge der Cauchydaten F' und Uy, fiir welche eine starke Losung zu existiert.
Aufgrund der Energieabschiatzung und der Definition der starken Losung ist W ein abge-
schlossener Teilraum des Hilbertraums L2 x 2. Es geniigt also zu zeigen, dass W dicht ist. Sei
also (G,Vy) L W. Dann gilt fiir jede Testfunktion ¢ € C(RxR"; C?) und mit der Bezeichnung
P aus aufgrund der Orthogonalitdtsbedingung

(PQO, G)LQ(S;(Cd) + (QO(O, '), %)LQ(R”;Cd) =0. (2520)

Wihlt man speziell ¢ mit suppp n {t = 0} = 0, so heifit das gerade, dass G eine schwache
Losung des Problems
P'G=0, G(T,)=0 (2.5.21)

(fiir den ebenso symmetrisch-hyperbolischen Operator P* und mit Cauchydaten am anderen
Streifenenden ¢ = T') ist. Wegen der Eindeutigkeit der schwachen Losung folgt G = 0. Wihlt
man nun beliebige ¢ ohne die Triagerbedingung, so folgt G(0,-) = =V, und damit V; = 0. Also
folgt W = L2 x L2 und der Satz ist bewiesen. O

2.5.6 Korollar. Jede schwache Losung im Sinne von Definition 15t eine starke Lisung
im Sinne von Definition[2.5.5

20Kuyrr OTTO FRIEDRICHS, 1901-1982
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3 Randwertprobleme

In diesem Kapitel sollen Randwertprobleme fiir elliptische Operatoren zweiter Ordnung im
Mittelpunkt stehen.

3.1 Dirichletprobleme fiir elliptische Operatoren zweiter
Ordnung

3.1.1. Sei © c R” ein Gebiet. Wir betrachten fiir Funktionen u € C(£2) die folgenden Normen

Jul = ([|u(:v)|2d$)12, luly = lul +Tdqy,  lula) = (/IW(I)Pchc)12 (3.1.1)

und stellen zuerst fest, dass L2(€2) die Vervollstandigung von C(€2) beziiglich der Norm ||-|| ist.
Weiter sei Hi(€2) die Menge aller Funktionen u € L2(2), so dass es eine Folge (uy)gen € C2(2)
gibt, die beziiglich | - |1y Cauchyfolge ist und beziiglich || - | gegen u konvergiert. Dann kon-
vergierten insbesondere auch 0;juy im L2(€2) und wir bezeichnen die entstehenden Grenzwerte
Oju = limy_,., Ojuy, als schwache Ableitungen der Funktion w. Die schwachen Ableitungen sind
wohldefiniert, da sie unabhéngig von der Wahl der Folge u,, sind:

Lemma. Angenommen, uy, € C2(Q2) erfillt uy, - 0 sowie Ojuy, — v in L2(Q2). Dann gilt v; = 0.
Beweis. Fiir jede Testfunktion ¢ € C*(Q) gilt

0= —]}1_)1110 [Quk(x)ﬁjnp(a:) dz = I}l_glo fg(ﬁjuk(aﬁ))go(:c) dz = ‘/Q vi(z)p(x)d (3.1.2)
und damit v;(x) = 0 fast iiberall. O

Damit wird 9; : H{(Q) — L2(€2) zu einem beschrinkten linearen Operator mit
[0jull < uly < [uly- (3.1.3)

Wir bezeichnen weiter mit H1(©2) den Dualraum zu H}(£2) und mit 9; : L2(Q2) - H™1(Q)
den adjungierten Operator zu —9; : H)(Q2) — L2(Q). Weiter liefert die dichte Einbettung
H{(Q) - L?(Q) durch Transponieren eine Einbettung L2(€2) - H-1(2).

Weiter bezeichne (.,.) das L2Innenprodukt und wir nutzen ebenso das Innenprodukt fiir
die Dualitét zwischen Hj(2) und H-1(Q). Jede Lincarform F' ¢ H1(Q) ist von der Form
F= f + Z;L:I 8jfj mit f, fj € LZ(Q), wobei

(u.F) = (u.f) - Z(au 1) = [ u(@)f@)da- [ (0yu(x))f () du. (3.1.4)
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3 Randwertprobleme

3.1.2 Lemma (Friedrichdl)). Sei 2 beschrinkt. Dann gilt fiir alle u € C2(§2)
fQ ()P dz < (diam(Q))? fg Vu(z) de. (3.1.5)
Beweis. Es gilt fiir u € C2(Q)

u(zx) = [: Ohu(t, g, ... x,)dt (3.1.6)

und damit nach Integration und Anwendung von Fubini

fQ|U(I)|2dI=/ﬁ;|f:01u(t,x2,...,a:n)dt

2
dx

2

= sup f [ lalu(t,xg,...,xn) dt v(z)dz
vel2(Q), [v]|=1 /8 J-o0
oo 2
=  sup f f u(t, o, ..., xy)v(x)drdt
vel2(Q), [v|=1 17 ~e0 JONn{z12t} (3.1.7)

My
< (/ f Owu(t, z, ..., 2,) dxdt)
mi Qﬁ{xlzt}

My 9
dzdt
(/ml \/S;n{zlzt} |,U(x)| o )

< (M —my)? '/Q |01u(z) > do < diam(Q2)? /Q [Vu(z)P dr

sowie der Ausnutzung der Ungleichung von Cauchy—Schwarz. Hierbei bezeichnet my = inf,q 21
und M =sup,.q 1. O

3.1.3. Im folgenden soll der Operator

n

Pyu(x) = - Z 8i(ai7j(x)8ju(x)) (3.1.8)

,5=1

mit beschrinkten Koeffizienten a; ; € L>°(€2) und der Voraussetzung a; j(z) = a;,;(z) untersucht
werden. Nach Konstruktion bildet dieser Fy : H}(2) - H=1(Q) stetig ab, wir fragen uns, ob zu
allen F'e H-1(Q) Funktionen u € H} () mit

Pus=F (3.1.9)

existieren. Wir bendotigen eine weitere Voraussetzung. Angenommen, die Koeffizienten erfiillen

> aij(2)8& 2 coléP,  €eCn (3.1.10)
ij=1
gleichméBig in x € 2, so gilt (indem man fiir §; einfach 0ju(x) einsetzt)

i a; j(2)0u(z)0;u(x) > co|Vu(z)? (3.1.11)

1,5=1

'Kurr OTTO FRIEDRICHS, 19011982
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3.1 Dirichletprobleme fiir elliptische Operatoren zweiter Ordnung

und nach Integration in x

/ Z iu(z)a; ;(2)0;u(x) dz > ¢ [ |Vu(x)]*dx = co|u|(1) (3.1.12)

1,j=1

Ebenso impliziert die Beschranktheit der Koeflizienten a; j(z) sofort die obere Abschétzung

/ Z Oiu(z)a; ;(z)0u(x) d < ¢ [ |Vu(x)]*dx = cl|u|(1) (3.1.13)

7,7=1
Die Abschéatzung (3.1.10) wird als gleichmdfsige Elliptizitit des Operators Py bezeichnet.

3.1.4 Satz. Sei Q € R™ beschrinkt. Angenommen, der Operator Py aus (3.1.8) erfillt m
Dann existiert zu jedem F € H(Q) genau ein u e H{(Q) mit Pyu = F.

Beweis. Wegen (3.1.12) in Kombination mit (3.1.13)) und der Friedrichsschen Ungleichung
definiert

Mu, v]lp, = Z fa”(m)ﬁv z)0ju(x) dx (3.1.14)

7,7=1

auf H{(Q) ein dquivalentes Innenprodukt. Lost nun u die Gleichung Pyu = F', so gilt fiir jedes
veHL(N)

(Pou,v) = [[u,v]]lp, = (F,v) (3.1.15)
und w ist das beziiglich [[-,-]]p, darstellende Element des Funktionals F'. Umgekehrt existiert
zu jedem F € H1(Q) = (H}(2))" nach dem Darstellungssatz von Fréchet—Ries#?| genau ein

Element v € H{(Q) mit [[u, v]]p, = (F,v) fiir jedes v und dieses 16st nach Konstruktion gerade
P()u =F. ]

Im folgenden soll allgemeiner der Operator P mit

Pu(zx) = Z 0i(ai;(x)du(z)) + i (0i(ai(z)u(z)) + b(z)du(z)) + a(z)u(z)  (3.1.16)

4,Jj=1 i=1

fir v € HY(Q2) und mit Koeffizienten a; j,b;,a € L=(Q), fir die a;,;(z) = a;;(x) gilt, betrach-
tet werden. Dieser ist wiederum stetig als Abbildung P : H(Q2) — H1(Q). Bevor wir die
zugehorige Losungstheorie genauer untersuchen wollen, benotigen wir weitere Hilfsmittel.

3.1.5 Lemma (Poincard)). Sei Q € R" beschrinkt und konvex. Dann gilt fiir jedes u € C'(2)n
L2(2) mit Vu e L2(Q) die Ungleichung

A

wober C' unabhdngig von ) gewdhlt werden kann.

2
dz < O diam()? f V() de, (3.1.17)
Q

2MAURICE RENE FRECHET, 1878-1973 und FRIGYES RIESZ, 1880-1956

Satz (Fréchet—Riesz). Sei H ein Hilbertraum und ¢ : H — C antilinear und stetig. Dann existiert ein
eindeutig bestimmtes Element u, € H mit ¢(v) = (uy,v) fir alle ve H.

3JUuLES HENRI POINCARE, 18541912
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3 Randwertprobleme

Beweis. Wir folgen dem Originalbeweis von Poincare. Da beide Seiten der Ungleichung un-
verdndert bleiben wenn wir Konstanten addieren, geniigt es, die Ungleichung fiir Funktionen
u(x) mit [, u(z)dz = 0 zu beweisen. Wir nehmen weiter ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
an, dass die Funktionen reellwertig sind. Dann gilt

fg\u(:v)ﬁdx:ﬁ[ﬂvfg(u(x)—u(y))zdxdy
:ﬁ//([l(x—y)-Vu(9x+(1—9)y)d9)2 dzdy

< dla;Té?))Q f f [ Tu(0z + (1 - 0)y)do dz dy

(diam(£2))? (3.1.18)
lam
: T 200 f /[169+(1 0y, (2)|Vu(2)]? dzdy df
(dlam(Q))Qf([ ) f ) 2
\diamisz))= Ly
: 2|9 a\Jo 0 o o)y (2) dy do | [Vu(2)]" dz
< C(diam(2)? [ [vu(@)Pda
mit der expliziten Konstanten
1 1
" 219 =0 1.1
da 9
fQ Loy (2) dy =920 (1) (2= 0] mase{ 1, -2 o (3.1.20)
]

3.1.6 Satz (Rellich{’). Sei Q € R" beschrinkt. Dann ist die Einbettung H}(Q) < L2(Q) kom-
pakt, jede in der Norm |-|q) beschrinkte Folge aus H{(S2) besitzt eine in L2(Q2) konvergente
Teilfolge.

Beweis. Wir kénnen Funktionen aus H}(Q2) auf einen grofieren Quader @ durch Null isome-
trisch zu Funktionen aus H}(Q) fortsetzen. Zerlegt man den Quader @ in Teilquader @; mit
diam(Q,) <¢e, @;nQ; = @ fiir i # j und @ = U; Q; modulo Nullmengen, so gilt einerseits als
Folgerung der Ungleichung von Poincaré

/Qj lu(x)]*dz < @(f u() d:E) +C(diam(Q;))? [Qj |Vu(x)* de (3.1.21)

fir w e HY(2) und nach Summation iiber j damit

2 _ 2 1 ’ 2 2
fﬂ|u(m)| dx_jzfQj lu(z))| dxs;@(f% u(x)dx) 4 Ce [Q|Vu(x)| dr.  (3.1.22)

4FrRANZ RELLICH, 1906-1955
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3.1 Dirichletprobleme fiir elliptische Operatoren zweiter Ordnung

Sei nun wy, € Hj(2) gegeben mit |ug|1y < 1. Dann gilt |ug| <1 und es existiert somit eine in
L2 schwach konvergente Teilfolge. Sei diese wiederum mit uy bezeichnet. Fiir diese gilt

1
Q5]
Der zweite Summand ist kleiner als 2C'c?, wiahrend der erste aufgrund der schwachen Konver-
genz,

2
(/(:? u(x) — ue(x) dx) +Ce?|uy, - ud%l). (3.1.23)

g, = uel® < )7
J

f () - ue(e) du = [ 1o, (2)(ug(@) —ug(z))dz — 0, k00, (3.1.24)
Qj Q
gegen Null strebt. Damit ist aber u,, eine Cauchyfolge in der L2-Norm und somit konvergent.
O
3.1.7. Wir betrachten die Gleichung
Pu=F (3.1.25)

fiir den Operator P = Py + R aus und fragen, unter welchen Voraussetzungen zu
gegebenem F' € H1(Q) eine Losung u € Hi () existiert und wann diese eindeutig bestimmt
ist. Wir nehmen wiederum an, dass € beschrinkt ist, und versehen den Hilbertraum H}(2)
mit dem dquivalenten Innenprodukt [[-,-]] p,, es gilt also fiir beliebige u,v € H{(£2)

(Pou,v) = [[u,v]lp, (3.1.26)
und zu R: H(Q) » H-1(2) existiert ein Operator K : H}(2) —» HJ(2) mit
(Ru,v) = [Ku,v]p,, (3.1.27)

namlich K = Py'R. Dariiberhinaus wird das Funktional F' e H-1(Q2) durch f = Py'F € H{(Q2)
dargestellt,

(F7U) :IIfaU]]PO' (3128)
Damit gilt fiir jede Losung w € H}(2) und beliebiges v € H{(2)
0= (Pu - Fa U) = [[ua U]]Po + [[KU7U]]PO - [[fa U]]Po (3129)

und die Gleichung Pu = F' ist dquivalent zu
u+ Ku=f. (3.1.30)

3.1.8 Lemma. Der so konstruierte Operator K : H}(Q2) - H{ () ist kompakt.

Beweis. Der Beweis basiert auf dem Satz von Rellich. Sei dazu (u)ren € H3(R2) eine schwach
konvergente Folge. Da K stetig ist, ist ebenso (K uy)gen schwach konvergent und nach Satz[3.1.6]
sind (ug)geny sowie (Kug)gen in L2 normkonvergent.

Weiterhin gilt nach Definition von R
[Ku,v]lp, = (Ru,v)
= ;[)(bj(ff)aju(if)w—&i($)u($)m) d$+[)a(x)u(:ﬁ)@dx (3.1.31)
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3 Randwertprobleme

und damit die Abschitzung
LK. vTls| < Ciluly o]+ Collullely + Calul o] (3.1.32)
mit entsprechenden Konstanten C7,Cy, C3 > 0. Also folgt

[[K(uk - UZ), K(uk - UZ)]]PO < C’1|uk - u@l(l) HKuk - KUg”
+ Co |y, — we|| [ Kuy — Kug|(1y
+ Cg”Uk - UgH ||Kuk — K’LLg”

—)07 k?‘e_)oov

(3.1.33)

da [ug —ue| - 0, | Kup — Kugl| - 0 und andererseits |uy, — |1y und |Kuy — Kugl(1y beschrénkt
sind. Damit konvergiert aber (Kuy)gey in der H-Norm und das Lemma ist bewiesen. ]

Zusammen mit P betrachten wir den (formal) adjungierten Operator

n

Pru(z)=- Y 9;(ai;(x)0u(z)) - Zn:( (bi(x)u(z)) + a;(x)0; u(w)) + a(z)u(z), (3.1.34)

ij=1 i=1
dieser bildet P*: H{(Q) — H1(Q2) ab und erfiillt fir alle u,v € H}($2)
(Pu,v) = (u, P*v). (3.1.35)
Weiter bezeichnen wir zu einer Menge N ¢ H}(Q2) durch
LN = {FeHY(Q): Vaey (F,u) =0} (3.1.36)
ihren Annihilator im Dualraum.

3.1.9 Satz (Fredholn). Sei Q beschrinkt und erfiille der Operator P: H{(Q) » H-1(2) aus
) die Elliptizitdtsbedingung m Dann gelten die folgenden Aussagen.

( ) Der Nullraum des Operators ker(P) = {u e H{(Q) : Pu=0} ist endlichdimensional.
(ii) Das Bild ran(P) = {Pu : uwe H}(Q2)} ist abgeschlossen.
(iii) Es gilt ran(P) = L ker(P~).

(iv) FEs gilt dimker(P) = dim ker(P~).

Beweis. Wir versechen H{(€2) mit dem dquivalenten Innenprodukt [[-,-]] 5, und betrachten das
dquivalente Problem u+ Ku = f. Dann gilt ker(P) = ker(/ + K') und eingeschréinkt auf ker(P)
gilt I = —K. Da die Identitéit nur auf endlichdimensionalen Rdumen kompakt sein kann, muf3
dimker(P) < Ry gelten und (i) ist gezeigt. o (ii) Der Operator Py : ran(/+ K) — ran(P) ist
ein Isomorphismus. Damit ist ran P abgeschlossen genau dann, wenn ran(/+ K') abgeschlossen
ist. Fiir einen Beweis dieser Aussage nutzen wir, dass in einem Hilbertraum kompakte Ope-
ratoren Normgrenzwerte endlichdimensionaler Operatoren sind, es also insbesondere einen
endlichdimensionalen Operator E mit | K — F| < 1 gibt. Damit ist [ + K — F stetig invertierbar
mit Inverser

(e e]

(I+K-E)'=I+Y(E-K)* (3.1.37)
k=1

SERIK IVAR FREDHOLM, 1866-1927
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3.1 Dirichletprobleme fiir elliptische Operatoren zweiter Ordnung

und es gilt mit £ = ([ + K - E)\E
ran(/ + K) = (I + K - E)ran(I + E). (3.1.38)

Also ist ran(/ + K') genau dann abgeschlossen, wenn ran(/ + E) abgeschlossen ist. Zerlegt man
nun den Raum in den endlichdimensionalen Teil ran( F)+ran(E*) und sein orthogonales Kom-
plement (ran(E) +ran(E*))* c ker F, so stimmt auf letzterem I + F mit der Identitéit iiberein
und auf ersterem ist der Bildraum (da der Teilraum endlichdimensional ist) abgeschlossen. Da-
mit ist aber ran(I+F) als orthogonale direkte Summe eines endlichdimensionalen Raumes und
eines abgeschlossenen Teilraumes abgeschlossen. e (iii) Dies entspricht der Fredholmschen
Alternative. Es gilt v € ker(P*) genau dann, wenn fiir jedes u € H} ()

0 = (u, P*v) = (Pu,v) (3.1.39)

und somit v € L ran(P). Da ran(P) abgeschlossen ist, ist das zu ran(P) = *+ ker(P*) dquivalent.
. (iv) Es geniigt, die dquivalente Aussage dimker(l + K) = dim(I + K*) zu beweisen.
Diese folgt aus der Argumentation von (ii) zusammen mit dimker(/ + E) = dimker(J + £*)
als bekannte Aussage iiber Matrizen im endlichdimensionalen Raum ran(E) + ran(E£*). [

3.1.10. Zum Schlufl betrachten wir noch Probleme der Form
Pu-) u=F (3.1.40)

zu Parametern A\ € C und untersuchen Losbarkeitsaussagen in Abhéngigkeit von A. Die Glei-
chung ist wiederum dquivalent zu

u+ Ku-ALu=f (3.1.41)

mit dem durch
(u,v) = [[Lu,v]|p,, u,v € HY(Q), (3.1.42)

bestimmten kompakten Operator L : H{(Q) — H{(Q) und f = Py'F. Wir werden wieder
zwischen beiden Darstellungen wechseln, um Aussagen zu beweisen.

Lemma. Sei Q2 beschrankt. Dann existiert ein M >0, so dass fir jedes A € C mit ReA < -M
der Operator P — X : H{(2) - H™1(Q) stetig invertierbar ist.

Beweis. Es gilt

Re((P - Nu,u) = Z [a”(x)ﬁ w(z)Ou(z) dx

4,7=1

+Re;—/9(bi(x)(?iu(x)M—ai(x)u(x)&»u(a:))dx (3.1.43)
" fﬂ Re(a(x) - Nu(x)u(z) dz
> colul?y - ey Jull - (e + Re V)P

und fiir hinreichend negativen Realteil von ) ist die rechte Seite nach unten durch ein positives
Vielfaches von |u|?1) abschétzbar. Damit ist aber P—\ injektiv und somit nach obigem Theorem
stetig invertierbar. O
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3.1.11 Satz (Fredholm). Sei Q2 beschrinkt und erfille der Operator P : H}(2) - H™1(Q) aus
(3.1.16)) die Elliptizititsbedingung (3.1.10). Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) Es existiert eine diskrete Teilmenge 3 ¢ C ohne Haufungspunkte in C, so dass fir alle
A ¢ X der Operator P — X\ :H)(Q) - H™Y(QQ) stetig invertierbar ist.

(ii) Fir X e X ist dimker(P - \) = codimran(P — \) > 0 und der Operator ist weder injektiv
noch surjektiv.

Beweis. Sei \g so gewéhlt, dass I + K — \gL stetig invertierbar ist. Wir schreiben als
u+ Ku—-XLu=(N=Xo)Lu+ f. (3.1.44)
Diese Gleichung ist dquivalent zu
u-A=X)(I+ K- L) 'Lu=(I+K-XL)'f. (3.1.45)
Da L kompakt war, ist auch (I + K — A\gL)~!L kompakt. Ist nun
Y={AeC :ker((I+K-XL)'L-(A-X)™")={0}} (3.1.46)

die Menge aller Zahlen A, fiir die (A—Xg)~! ein Eigenwert des Operators (I + K —A\oL)~!L ist,
so impliziert der Spektralsatz fiir kompakte Operatoren gerade die Aussagen (i) und (ii). O

Ist P sogar selbstadjungiert, stimmt also mit dem Operator P* aus (3.1.34) iiberein, so gilt
noch mehr. Wir wihlen Ay € R hinreichend gro}, so dass ((P + A\o)u,u) > 0 fiir alle u €
H{(2) ~ {0} ist. Dann bestimmt

Mu, v]lp = (Pu,v) + Ao(u,v) (3.1.47)
auf HY(Q) ein dquivalentes Innenprodukt. Damit gilt

3.1.12 Korollar (Spektralsatz). Angenommen es gilt zusdtzlich a;(z) = =b;(z) und a(x) sei
reellwertig. Dann ist

S={\:keN}cR (3.1.48)

(die A, mehrfach vorkommend entsprechend ihrer Vielfachheit dim ker(P-\y) ) und es ezistiert
eine Folge uy € ker(P — \) mit der Normierung

(Uk, Ug) = (5]@@, (3149)
so dass fir jedes u € Hy(S2)
- [[uauk]]P Nt
u=y ———=——u. =y (u,up)us (3.1.50)
7 e, willp kz::l

als Hi-konvergente Reihe und ebenso fiir jedes v € L2(Q)

v = i(v,uk)uk (3.1.51)

k=1

als L2-konvergente Reihe gilt.
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Beweis. Sei B der durch
(u,v) = [[ Bu,v]|p, u,v € HY(Q) (3.1.52)

definierte Operator. Dieser ist kompakt, selbstadjungiert und positiv. Weiter gilt fiir beliebiges
u,v e HY ()
((P-XMu,v) =[[u,v]lp = (A + Xo)[[Bu,v] p (3.1.53)

und ker(P-\) = ker(I-(A+Xg) B). Damit kann der Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte
Operatoren angewandt werden und dieser liefert die Existenz einer Nullfolge p; und von
paarweise [[-, ]| p-orthogonalen Eigenfunktionen uy € ker(B — juz) mit

o Lwudle (3.1.54)
k=1 [[Uk,uk]]P

Mit (A +Ng)~! = py folgt die erste Behauptung (3.1.49). Wir normieren die Funktionen wy, so,
dass (ug,ur) =1 gilt. Weiter gilt

[[uk,w]]p = ()\k+)\0)(uk,u4) =0, (3155)
was die L2-Orthogonalitit impliziert. Da H{(Q) dicht in L2(2) ist, folgt (3.1.51]). O

3.1.13 Beispiel. Betrachtet man speziell P = —A auf einem beschrankten Gebiet €2, so ergibt
sich die Existenz einer Folge von Dirichlet-Eigenfunktionen wuy € H{(Q) zu einer Folge von
Eigenwerten A\, >0, A\ 7 oo,

n

- Aug(x) = Z ug(x) = Apug(x), (3.1.56)

welche eine Orthonormalbasis des 1.2()) sowie (eine nicht normierte) Orthogonalbasis des
H{(2) zum zur ||y passenden Innenprodukt

[u,v])-a = /;) Vu(z) - Vo(z) de = -(Au,v) = —(u, Av) (3.1.57)

darstellt. Die optimale Konstante in der Friedrichsschen Ungleichung ist durch den ersten
Eigenwert \; ausdriickbar, da fiir jedes u € H{(Q2)

] s ] e BPICRLL

h=t (3.1.58)
> X1 3 I ud)? =M [ fu()Pda
k=1 Q

gilt. Die Optimalitéat folgt durch Einsetzen von u; fiir u.

3.2 Regularitat

Bisher haben wir Probleme der Form Pu = f zu f € H"1({2) betrachtet und eine Losungstheorie
fiir Losungen in H}(Q) aufgebaut. Es stellt sich die Frage, ob fir f € L2(2) die Losungen
regulédrer sind.
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3.2.1. Spezialfall. Wir betrachten zuerst den Fall des Laplaceoperators auf einem konvexen
beschriankten Gebiet {2 ¢ R mit glattem Rand 02 und zeigen, dass aus Au € L2(Q2) zusammen
mit Dirichletrandbedingungen L2-Schranken fiir alle zweiten Ableitungen folgen. Die Grundi-
dee des Beweises ist partielles Integrieren. Sei dazu u € C3(Q) reellwertig mit u|gq = 0. Wegen
der bekannten Identitét

(Au(z))(Au(x)) = div((Au(z))Vu(z)) - VAu(x) - Vu(z) (3.2.1)

zusammen mit

VAu(x) - Vu(zx) = Z ( zn: )8 u(x)

1

3

i (208 u(x) au(x)) - i 0;0;u(x)0;0;u(x)

i.j=1

3

(3.2.2)

= div (Hy(2)Vu(z)) - tr(Hu(2) Hu(2)")

fiir die Hessematrix H,(x) der Funktion u(z) folgt dann

[(Au(x))dez 55 ((Au(@))Vu(z) - Hy(2)Vu(z)) - do+ 3 f|88u(x)|2d$ (3.2.3)
Q o0 i,5=1

Um damit die partiellen zweiten Ableitungen durch Awu kontrollieren zu kénnen, ist das Ran-
dintegral abzuschétzen. Dazu zeigen wir, dass der Integrand in jedem Randpunkt aufgrund
der Konvexitdt des Gebietes und der Randbedingung fiir u nichtnegativ ist.

Sei dazu x, € 9N fix. Wir fiithren lokal um z, Koordinaten ein (beziehungsweise verschieben
und drehen das Gebiet), in denen z, gerade y = 0 entspricht, die Normalenrichtung mit der
yn-Richtung zusammenfillt und der Rand 92 durch y,, = w(y1,. .., yn-1) parametrisiert wird.
Dabei ist Ow/dy; = 0 in y = 0 und durch Differenzieren der Identitét

u(yh‘"7yn—17w(y17"'7yn—1)):0 (324)
folgt fir j=1,...,n-1
0 ou O 0
-4y —u—w, also fiir y = 0 insbesondere Lo (3.2.5)
Oy; Oy, Oy, dy;
Weiter folgt durch nochmaliges Differenzieren fiir 7,5 =1,...,n-1

0%u 0’y Odw Ou Q*w

0= + —_—+ —
yiOy;  0yOyn Oy;  Oyn 0yi0y;

(3.2.6)

also fiir y = 0 insbesondere

0%u ou O%w
- — , i,j=1,...n-1. 3.2.7
0y;0y; Oy 0y;0y; ( )

Damit kann man den Integranden des Randintegrals bestimmen. Es gilt im Punkt y = 0 und
mit dem Normalenvektor v

(3.2.8)

- (82u Ou "=l 8%}) ou
AuVu-v =

257 ) oy

Y2 Oyn 1= Oy;
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3.2 Regularitéit

sowie wegen Vu = (0,...,0,0,,u)T
0%u Ou
H ) 2.
(H,Vu)-v 0 o (3.2.9)
Also folgt
Ou \2 =1 92w
Au)Vu - H,Vu -77=—(—) —2>0 3.2.10
(Buyvu-e0)-o=- (2] 52 20

aufgrund der Konvexitdt des Randes und der daraus folgenden Konvexitédt von —w. Damit
haben wir gezeigt, dass fiir u € C3(£2) mit u|sq = 0 die Abschétzung

lul2) < [Au] (3.2.11)

fiir die Sobolev-Seminorm

= 3 [Q 10%u(z)|? dz (3.2.12)

lorl=2

gilt. Die Abschitzung (3.2.11)) tibertrégt sich nicht automatisch auf alle Funktionen u € Hj(£2)
mit Au € L2(§2), dazu benotigt es weiterer Dichtheitsaussagen. Wir werden das im Anschluf
an den allgemeinen Fall diskutieren.

3.2.2. Allgemeiner Fall. Wir nehmen nun an, dass die Koeffizienten a;; = @;; und a; be-
schrénkte Ableitungen besitzen und betrachten (die nun allgemeinen) Operatoren der Form

Pu(x) =- Zn: &;(ai,j(x)aju(x)) + iaj(x)ﬁju(x) +a(x)u(x). (3.2.13)

1,5=1

Wir setzen wiederum gleichméfige Elliptizitdt sowie Glattheit des Randes von 02 voraus.
Differenzierbarkeit der Koeffizienten wird fiir die partielle Integration benotigt.

Lemma (Ladyshenskajdf). Sei P aus (3.2.13)) gleichmifig elliptisch auf einem beschrinkten
Gebiet ) ¢ R™ mit glattem Rand. Dann existieren Konstanten C1,Cy > 0, so dass fir jede
Funktion u e C3(2) mit ulpg =0

3 fﬂ 0%u(2)]? de < Cy fﬂ |Pu(z)[2 dz + Cs fﬂ Vu(z)P dz (3.2.14)

|al=2

gilt.

Beweis. Der Beweis beruht wieder auf zweifachem partiellem Integrieren. Um die Notati-
on zu vereinfachen, verzichten wir im folgenden auf Terme niederer Ordnung der Form
Jo 0%u(2)0Pu(x)dz mit |a+ 5| < 3, |al,|B] < 2, diese kann man in die verbleibenden Ter-
me (bei Anderung der Konstanten) absorbieren. Terme dieser Form werden im im Folgenden
einfach durch [.o.t. abgekiirzt.

60OLca LapysHENSKAJA (Oubra Asnexcannposra Jlanookenckas), 1922-2004
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3 Randwertprobleme

Sei also u € C3(Q) und gelte u|pg = 0. Dann liefert partielles Integriere

‘/g;Pu(x)Pu(x)dx:' > '[Qai,j(x)@iaju(x)am(x)@kﬁlu(x)dx+l.0.t.

= Zn: fQam(x)@kﬁju(x)ak’l(x)aﬁlu(x)dx+l.0.t. (3.2.15)

1,5,k,1=1

' g; ! -?gg a;,5(2)(0:05u(x)vi = Opdyu(x)vi )ar () du(x) do

mit dem Normalenvektor 7(x) in Randpunkten x € 92. Wir betrachten die Terme einzeln.
Fiir das erste Integral nutzen wir die gleichméfige Elliptizitdat von P in der Form

i a; ;(x)0x0ju(x)ag,(x)0;0u(x) > & Z |0,0;u(x)?, (3.2.16)

1,3,k,l=1 ,J

genauer: fiir jedes x € Q) finden wir lokal eine Orthonormalbasis des R”, in der die Matrix A
Diagonalform besitzt; in dieser Basis sind die Diagonaleintrage von A samtliche positiv und die

Hessematrizen durchlaufen ebenso eine Ahnlichkeitstransformation, so dass die Ungleichung
aus tr(AH,HA*) =tr(A*AH, H?) > éotr(H,H;) folgt. Damit folgt nach Integration

> [Q aij () Ok0ju(x)a (x)0;0u(z) dr > & |ul 2. (3.2.17)
L jiel=1

Als néchstes betrachten wir den Randterm und suchen zuerst nach einer geeigneten punkt-
weisen Abschéitzung des Integranden. Lokal um einen Randpunkt x, € 02 wihlen wir wie-
der Koordinatensystem, in welchem z, dem Punkt y = 0 entspricht und 02 der Graph
Yn = wW(Y1, - .-, Yn-1) einer glatten Funktion mit w(0) = 0 und J,,w(0) = 0 ist. Dann gilt wieder-
um und in ¥ = 0 und wir erhalten fiir den Integranden in diesen Koordinaten

Zn: am(l/k@ 0ju — v;0,0; u)aklalu = i a; (uka O;u — ;0,0 u)ak nOnt

1,5,k,01=1 i,5,k=1

= Z a; j0;0;UCy, 5, Opu — Z Ay, ;O Oj U, OpU

',j—l k=1

(3.2.18)

= Z aua(‘?uannﬁ U - Z am@auamanu

7.7 1 ,j 1

n-1 02w n-1 02w )

=[- Qi j——0pp — Ui | |Onuf?

( 132:31 J@ylﬁyj 132:21 j@yiﬁyj

unter Ausnutzung von d;u = 0 und v; = 0 fiir j # n, der Symmetrie a, ; = @;;, sowie den Dar-
stellungen fiir die verbleibenden zweiten Ableitungen. Der Ausdruck in Klammern besitzt kein

"In Matrixschreibweise wird die Analogie zum Fall des Laplace deutlicher. Modulo [.o.t. gilt

/Q PuPudz = /Q div(Avu)div(Avu) dx = /Q tr(AH,(AH,)")dz + [BQ (div(AVu)Avu - AH,AVu) - do
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3.2 Regularitéit

offensichtliches Vorzeichen, ist also entlang des (kompakten) Randes 02 nur eine beschrénkte
Funktion. Wir bezeichnen diese mit b € C(02) und erhalten

;_1 5'%9 i (x) (idsu()vi = O dyu(w)vi ) ar. () () = jég b(2)|dpu()* do.  (3.2.19)

2¥8

Wir nutzen nun folgende Hilfsaussage. Fiir beschrinkte Gebiete mit glattem Rand gilt
[ Ivu@Pdr < [ 1vu@)P + [9Iva(@)Plde < Clufy + 2l (3:2:20)
fiir alle Funktionen u € C2(Q) (Beweis sieche Ubung). Damit folgt fiir das Randintegral
b(@)osu(2)P do < C § |pu(e)P do(x) = C 2q
b p@) @) do<C ¢ pru()Pdota)=C § [vu@)Pdo(x)
< C,(l + 6_1) |u|(1) + C”€|u|(2).
Es verbleiben die [.0.t.. Fiir diese nutzen wir Cauchy-Schwarz und erhalten entsprechend

|l.0.t.| < C|u|(2) Hu||(1) +C’ “U’”%l) < C&|u|(2) + C,(l + 5_1)|u|(1). (3.2.22)

(3.2.21)

letzteres noch unter Ausnutzung der Friedrichsschen Ungleichung. Zusammengefasst ergibt
(3.2.17)), (3.2.21)) und (3.2.22) die Behauptung. ]

Im Beweis des gerade gezeigten Lemmas wéren wir auch mit geringerer Randregularitét ausge-
kommen. Wir nennen ein Gebiet () stiickweise glatt berandet, wenn der Rand 02 aus endlich
vielen sich transversal schneidenden glatten Fliachenstiicken besteht. Wir bezeichnen fiir ein
solches Gebiet (2

W22(Q) = {u e L*(Q) : V|0 0%u € L2(Q)}. (3.2.23)
und versehen den Raum mit der Sobolevnorm
Iy =11+ 11y + - l2)- (3.2.24)

Ist der Rand lokal selbst Graph einer Funktion, so ist C*(Q) dicht in dieser Menge.

3.2.3 Korollar. Sei §2 ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand und P gleichmdfsig elliptischer
Differentialoperator auf 2, welcher die Voraussetzungen des obigen Lemmas erfillt. Dann gilt
die Ungleichung (3.2.14)) fiir alle Funktionen aus dem Abschluss von {u € C3(2) : ulpg = 0} in
W22(Q).

Beweis. Nach Konstruktion existiert zu jeder Funktion u aus dem Abschluss eine Folge glatter
und auf dem Rand verschwindender Funktionen wg. Fiir diese gilt Ungleichung ((3.2.14]) und
die Behauptung folgt durch Grenziibergang k — oo. O

Setzt man zusétzlich voraus, dass der Rand 02 zweifach stetig differenzierbar ist, so ist der
Abschluss von {u € C3(Q) : u|sg = 0} in W22(Q) nichts weiter als H{ (2) nH?(Q2), wobei H2(2)
die Menge der Einschréinkungen von Funktionen aus H>(R") auf  bezeichnel]

8Wir geben keinen Beweis dieser Aussage, skizzieren aber die Idee fiir den (hier unpassenden) Fall eines
Quaders Q =TI}, (a;,b;). Sei dazu u € H*(Q2) n Hg(€2). Dann kann man u durch Reflektieren am Rand
ungerade fortsetzen. Die Fortsetzung sei wieder mit u bezeichnet. Sie Die ist offenbar lokal in H?, da die
Normalenableitungen am Rand ‘stetig’ sind. Ist nun ¢ € C*(R™) rotationssymmetrisch mit [ ¢(z)dz =1
und ¢ (x) = e ™P(x/e), so liefert die Faltung u * 1. eine glatte Funktion, welche auf 9 verschwindet.
Weiter konvergiert u * 1), fiir ¢ - 0 in H2 gegen u. Der allgemeine Fall lisst sich durch Uberdecken mit
diffeomorphen Bildern von Quadern auf den diesen zuriickfiihren.
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3 Randwertprobleme

Wir wollen die Ungleichung (3.2.14)) nutzen, um eine Losungstheorie in H}(2) n H2(Q2) zu
entwickeln. Dazu benotigen wir zuerst einige Spezialfille, in denen der Operator

P HY(Q) nHA(Q) > L2(Q) (3.2.25)

bijektiv ist. Der allgemeine Fall wird dann durch ’'Deformation’ auf diese Spezialfille
zuriickgefiihrt.

3.2.4 Lemma. Fir Quader Q =15, (a;,b;), a; <b;, Kugeln Q2 = Br(0) und fir Kugelschalen
Q=Br(0)~B.(0) zu0<r< R ist A: H(Q)nH?(Q) » L2(Q) bijektiv und stetig invertierbar.

Beweis. Injektivitdt ist klar, da die Fortsetzung A : H{(2) - H1(2) stetig invertierbar ist.
Es bleibt die Surjektivitdt und die stetige Invertierbarkeit zu zeigen. Seien wu; die Dirichletei-
genfunktionen aus Beispiel [3.1.13 Deren C-lineare Hiille span{uy : k € N} ist dicht in L2(Q).

Wir betrachten vorerst fiir endliche Linearkombinationen f =} cyu; die Gleichung
Au=f, (3.2.26)

deren Losung offenbar durch u = ) A\ epuy, gegeben ist. Fiir Quader, Kugeln und Kugelschalen
sind die uy explizit bekanntﬂ und gehéren zu C3(Q) und besitzen Nullrandwerte. Damit gilt

u e C3(Q) und die Ungleichung (3.2.14)
lultyy < Gl £I? + Colultyy < O £ (3.2.27)

Damit ist aber die Zuordnung f ~ w als Abbildung L2(2) — H2(Q2) stetig und da die lineare
Hiille der wu; dicht ist, folgt die Behauptung. O

Ist nun P ein gleichméBig elliptischer Differentialoperator der Form (3.2.13)) auf einem be-
schrankten Gebiet Q c R mit glattem Rand. Dann existiert ein \g > 0, so dass fiir P = P- ),

Re (PWu,u) > &g |ul? (3.2.28)

fir alle u € C®(Q) gilt. Damit ist P() injektiv und wir fragen uns, unter welchen Vor-
aussetzungen P : H2(Q) n H{(2) - L?(Q) stetig invertierbar ist. Dazu nutzen wir ein
Storungsargument. Vorbereitend fassen wir noch einige Abschétzungen zusammen. Die auftre-
tenden Konstanten hédngen dabei nur vom Gebiet, von der Grofle der Koeffizienten und deren

Ableitungen ab. Es gilt nach (3.2.14))

|ul2) < er| PPuf + esfulry, (3.2.29)
sowie nach Voraussetzung
dollu]? < Re (PMu,u) < [PDu|ul. (3.2.30)
Aus letzterem folgt
|u < es]| PMul. (3.2.31)

9Fiir Quader sind es Produkte von Sinusfunktionen in einzelnen Variablen, fiir Kugeln und Kugelschalen nutzt
man Polarkoordinaten und erhélt eine Darstellung der Eigenfunktionen als Produkte von Kugelfunktionen
mit Besselfunktionen in radialer Richtung.
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3.2 Regularitéit

Also gilt [ul|(2) < C|PDul + c|ul(1y. Zusammen mit der durch partielles Integrieren folgenden
Abschétzung

Re (PWu,u) > c4|u|%1) — csul? (3.2.32)
ergibt sich fiir jedes € > 0
|u|%1) <e|PWu|? + c(1+e7Y)|ul? (3.2.33)
und damit in Kombination
[ul ) < @[ PDul. (3.2.34)

Die Konstante o héangt nur von der Grofle der Koeffizienten, ihrer Ableitungen, der Ellipti-
zititskonstanten, der Zahl d; und vom Gebiet ab. Ist P() surjektiv, so ergibt sich zusitzlich
die Normschranke |(PM)~1] < a.

3.2.5 Satz. Sei Q) € R™ beschrinkt mit glattem Rand und seien P und PO zwei gleichmiéfig

elliptische Differentialoperatoren der Form (3.2.13), fir die (3.2.28|) gilt. Angenommen, der
Operator PO : H2(Q) n H}(2) - L2(Q) ist bijektiv und stetig invertierbar. Dann ist

P = pO 4 r(pM — pO) (3.2.35)
fiir jedes 7 € [0, 1] bijektiv und stetig invertierbar als Abbildung H2(2) n H} () — L2(Q).
Beweis. Als Konvexkombinationen erfiillen alle der P(7) die Abschitzung (3.2.28)). Ebenso
sind sie gleichméfig in 7 gleichméfig elliptisch und besitzen in 7 gleichméfiig beschréankte

Koeffizienten. Wenn wir zeigen koénnen, dass P(7) stetig invertierbar ist, so gilt damit fiir die
Inverse die Normabschitzung |P(7))~!|| < @ mit von 7 unabhéngigem .

Da P invertierbar ist, ist die Gleichung P(Mu = f dquivalent zu

(POY 1Py = [ 4+ 7(PO)Y 1 (PM) = POy = (PO)1f, (3.2.36)

Da nun
| (PO) 1 (PD) = PO)u ) <o (PY) = PO)u| < Maful () (3.2.37)

gilt, ist I+ 7(P©)-1(PM — PO) fiir 0 < 7 < 1/(Ma) invertierbar. Sei nun 7, aus diesem
Intervall. Dann ist P(Dw = f dquivalent zu

(PP = [+ (1= 1) (P Y (PO — POy = (PT))-Lf (3.2.38)
und selbiges Argument liefert zusammen mit |(P(™))~1| <«
[(PT)H(PW = PO)ul o) < o (PO = POYu| < Maulz) (3.2.39)

und damit die Invertierbarkeit fiir 0 < 7 — 7 < 1/(M«). Fiithrt man dieses Argument fort, so
erreicht man nach endlich vielen Schritten 7 =1 und der Satz ist bewiesen. O

3.2.6 Satz. Sei 2 € R™ ein Gebiet mit glattem Rand und P ein gleichmdfiig elliptischer
Differentialoperator der Form (3.2.13)).

(1) Es existiert ein Ao >0, so dass
P+ H2(Q) nHY(Q) - L2(Q) (3.2.40)

bijektiv und stetig invertierbar ist.
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3 Randwertprobleme

(ii) FEs ezistiert eine diskrete Ausnahmemenge 2 c C, so dass fir alle A\ e C\NY der Operator
P — X als Abbildung H2(2) n H{(Q) - L2(Q) bijektiv und stetig invertierbar ist und fir
Aed qilt

0 < dimker(P - \) = codimran(P — \) < X (3.2.41)

sowie

ran(P - \) = *ker(P* - \). (3.2.42)

Beweis. (i) Wir betrachten zuerst Gebiete €2, welche C?-diffeomorph zu Quadern, Kugeln
oder Kugelschalen €2 sind. Da wir aus Lemma wissen, dass auf Kugeln und Kugelschalen
der Laplaceoperator —A : H2(Q) n H}(Q) — L?(Q) invertierbar ist, liefert die Transformation

®: ) > Q einen invertierbaren Operator (Pu)(®(#)) = ~A(uo ®)(%) auf den entsprechenden
Raumen auf Q2. Dieser ist von der Form

Z 0;a; j(z)0u(x) + Za](:v)a u(x) (3.2.43)

i,7=1
mit P
n T T
a;  (®(2)) =) ==L 3.2.44
und 5 5
&€ T
. 2.4
() = Zaxj axk(a@) (3:2:45)

Ist nun P ein beliebiger gleichméBig elliptischer Differentialoperator der Form , dann
finden wir \g > 0 groB genug, so dass das obige Theorem mit P = P und P(l) P + Ao
anwendbar ist.

Fiir allgemeine Gebiete  wihlen wir eine endliche Uberdeckung durch Teilgebiete Q. so dass
zu jedem () eine e-Umgebung Q,(f) existiert, so dass 2 n Q,(f) bis zum Rand C2-diffeomorph
zu einem Quader, einer Kugel oder einer Kugelschale ist. Sei weiter x; € C* () mit y,(z) = 1
fiir x € Q2 und supp xx Q,(f). Wir wihlen A\ so grof}, dass P + Ay die Abschétzung

Re ((P + X\o)u,u) > §llul? (3.2.46)

fiir u € Hy(Q2) erfiillt. Zusammen mit Ungleichung (3.2.14) folgt dann fiir v € H{(Q) n H2(Q)
die Abschitzung |u(2) < a™'[(P+Ao)ul mit einer berechenbaren Konstanten o (vgl. (3.2.27))
und es geniigt, die Surjektivitdt von P+ \g: H2(Q) n H{(Q) nL2(2) zu zeigen.

Zu gegebenem f € L2(Q) sei u € HY(Q2) die Losung der Gleichung (P + A\o)u = f. Dann gilt

Xe(P + Xo)u = (P + Xo)xau — Qru = xif, (3.2.47)

wobei ;. ein Differentialoperator erster Ordnung ist, welcher neben den Koeffizienten von P
die Ableitungen von x; als Koeffizienten enthélt. Nach Konstruktion sind die Koeffizienten
von @y beschriankt. Da @, erster Ordnung ist, gilt Qru € LZ(QS)) und yru 16st

(P+Xo)xut = f+Qrue L2(QF),  ypueHY(QD). (3.2.48)

Damit ist aber nach dem oben gezeigten yu € H2(Q,(:)) und somit u € H2(€);). Da die ) das
Gebiet (2 iiberdecken folgt u € H2(2) und der erste Teil ist bewiesen.
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(ii) Da es ein Ag gibt, so dass P + \g invertierbar ist, geniigt es alternativ
(P+ X)) 'P=A=T-(A+X)(P+X)™ (3.2.49)

zu betrachten. Nun bildet (P + X\g)~! aber L2(Q2) — H2(Q) n H{(2) ab und faktorisiert somit
durch die kompakte Einbettung H}(2) - L2(§2). Also gilt A € ¥ genau dann, wenn (X + A\g)™!
zum Spektrum des kompakten Operators (P + o)~ : H2(Q) nH(2) — H2(Q) nH(2) gehort.
Die zweite Aussage folgt. O

3.2.7 Korollar. Sei P gleichmdfSig elliptisch auf einem beschrdinkten Gebiet 0 mit glattem
Rand. Gilt dann Pu = f € L2(Q) fiir ein u e HY(Q), so folgt u € H2(Q).

Beweis. Es gilt (P + Xo)u = f + Aou € L2(Q2). Da P + X\ auf H}(f2) injektiv ist, muss dieses u
aber gerade durch u = (P + X\o) 71 (f + Aou) € H2(Q) n H{(Q) gegeben sein. O

3.2.8 Korollar (Spektralsatz). Sei nun zusdtzlich P symmetrisch, also a; =0 und a reellwer-
tig. Dann gilt fir die Ausnahmemenge

Y= {\ : keN) (3.2.50)
und die in Korollar konstruierten Eigenfunktionen erfillen w, € H2(Q) n HJ(Q).
Dariberhinaus gilt fir jedes u e H2(2) n H{ ()

w="y (u,ur)ug (3.2.51)

k=1
als in H2(Q) konvergente Reihe.

Beweis. Die Enthaltenseinsbeziehung ¥ ¢ {\; : k e N} folgt, da wir P auf H}(2) n H2(Q2)
eingeschriankt haben und damit Nullriume nur kleiner werden kénnen. Sei nun uy € H}(2)
Eigenfunktion zum Eigenwert Ay, gelte also Puy = Agug. Dann gilt insbesondere uy, € L2(Q2)
nach Korollar ist uy, € H2(Q). Also gilt ¥ ={\; : ke N}.

Es bleibt die Konvergenz. Wir versehen H2(Q2) n Hi(©2) mit dem Innenprodukt
{u, v} p = ((P+Xo)u, (P +Xo)v) (3.2.52)

fiir hinreichend gro gewihltes \g > 0. Dieses ist wegen (3.2.14) &dquivalent zum H?2-
Innenprodukt. Weiter gilt

{{uk,ul}}p = ()\k + )\0)()\1 + Ao)(uk, Ul) = ()\k + >\O)25k,l (3253)
und die Eigenfunktionen sind orthogonal beziiglich {{.,.} p. Sei u e H2(Q) n H{(Q2). Dann gilt
w=y (u, up)uy (3.2.54)

k

als H}-konvergente Reihe. Die Reihe konvergiert auch in H2(Q2), da
2 (uoun)ue, Y (usug)ur g p = 3 (s we) Puws e = 35 (0 + Xo)*(wsug)* - (3.2.55)
ks ks k z

konvergiert. Dies folgt direkt aus

1 1
(u,up) = )\—k(u,Pu) = )\—k(Pu,uk), Y 1(Pu, wi)? = | Pul®. (3.2.56)
F
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3.3 Neumann- und Robinprobleme fiir elliptische
Operatoren zweiter Ordnung

3.3.1. Zum Schluss soll noch ein weiteres Randwertproblem betrachtet werden. Dazu be-
trachten wir ein beschrianktes Gebiet €2 mit hinreichend glattem Rand, so dass die Einbettung

H'(Q) - L2(Q2) und die Einschrinkung auf den Rand H'(2) — L2(092) beides kompakte
Operatoren sind[[7] Unser Ziel ist es, eine schwache Formulierung des Randwertproblems

{Pu(x) = F(), €, (3.3.1)

Nu(z) +b(x)u(zx) =0, x € 0L,

und eine zugehorige schwache (H!-) Losungstheorie anzugeben. Der Differentialoperator P ist
wieder von der Form

Pu(z)=- )" 8¢(a¢7j(x)8ju(x ) + zn: (aj (z)0ju(x) + 0; (aj(x)u(x))) +a(z)u(z), (3.3.2)

ij=1 j=1
die Randbedingung enthélt die duflere Konormalenableitung

n

Nu(z) = ) vi(z)a;;(x)0u(z). (3.3.3)

2,J=1

Fiir die Koeffizienten setzen wir nur a; j,a;,a;,a € L*(§2), die Symmetriebedingung a; ;(z) =
a;;(x), sowie die Elliptizitdtsbedingung voraus. Dariiberhinaus sei b € L*(952).

Man beachte, dass fir u € H'(€2) bis jetzt weder die zweite partielle Ableitung in 2 noch die
Konormalenableitung Nu(z) auf dem Rand definiert ist. Wir werden beide schwach inter-
pretieren. Setzen wir dazu vorerst v und v als differenzierbar und die Koeffizienten als glatt
voraus, so liefert partielles Integrieren

fPu(x)mda:
-y f a;(2)9;u(2)B0(x) dz

2,7=1

(Pu,v)

_ _ (3.3.4)
+ 2, (@O - u@)FeE)) s

[a(x)u(x)v x)dr - Z ﬁlg Vza”(:c 8u(x))v(x) do(x).

i,5=1

Nutzt man in der letzten Zeile noch die Randbedingung, so sind alle entstandenen Terme
fiir u,v € HY(Q2) sinnvoll und die letzten beiden Zeilen bestimmen lineare Funktionale auf
v e HY(Q). Deshalb versehen wir den H!(2) mit dem &quivalenten Innenprodukt

Mu,v]lp = Z fa” )0, u(x)@v(:c)dx+[ (z)v(z)dz. (3.3.5)

7,7=1

Ein C!-Rand reicht hier, was einfach zu sehen ist. Es geniigt sogar Lipschitzrand.
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und schreiben das Problem (3.3.1]) mit Hilfe des Satzes von Fréchet—Riesz um zu
(F,v) =[[u,v]lp, + [Ku,v]p, + [ Lu, v]| 5, (3.3.6)

fiir Operatoren K und L, welche durch

[ D = ) 3 (0 @)@ - (e)ate) 7o)

7=1

+(a(z) - 1)%@@) dz (3.3.7)
[Lu,v]lp, = jgﬂ b(x)u(x)@da(x)

definiert sind. Dies ist die schwache Formulierung des Problems; wir sagen u € H'(Q) 16st zu
gegebenem F' € L2(§2) das Problem (3.3.1)) schwach, falls fiir jedes v € H'(Q2) die Identitét
(3.3.6) erfiillt ist.

Zu jedem F € L2(€2) (oder sogar jedem F' e (H'(Q))" = Hg) existiert genau eine Funktion
f e HY(Q) mit (F,v) = [[f,v]]p, fiir alle v e H(Q2). Statt des Robinproblems ({3.3.1]) ist also
die Operatorgleichung

u+ Ku+Lu=f (3.3.8)

im Hilbertraum H!(2) zu losen. Die hier auftretenden Operatoren K und L sind nach Vor-
aussetzung beide kompakt. Fiir K folgt dies wieder aus der Kompaktheit der Einbettung
HY(Q) - L2(Q), fiir L entsprechend aus der Kompaktheit der Einbettung H!(2) - L2(092).

3.3.2 Satz. (i) FEs ezistiert eine diskrete Ausnahmemenge . c C, so dass fiir jedes A e C\N%
das Robinproblem

Pu-u=F Q
umE rets (3.3.9)
Nu(z) +b(x)u(zx) =0, x €09,
fiir jedes F € L2(QQ) eindeutig losbar und der Liosungsoperator 1.2(Q) > F — u € HY(Q)
stetig 1st.
(ii) Fiir X € ¥ ist die Menge der schwachen Losungen zu
P*v—\v = 0
v-Av=0, ress (3.3.10)
Nuv(x) +b(z)v(x) =0, x € 0L,
endlichdimensional und das Problem
Pu-Mu=F, x €,
(3.3.11)
Nu(x) +b(x)u(z) =0, x € 08,

genau dann losbar, wenn (F,v) =0 fiir alle Losungen v zu (3.3.10) gilt.

Beweis. Wenn man die Einbettung H!(Q2) - L2(€2) noch iiber das dquivalente Skalarprodukt
als Operator B : H'(Q2) » H!(Q) darstellt,

(u,v) = [[Bu,v]ln,, (3.3.12)
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so ist B kompakt und selbstadjungiert und (3.3.9) besitzt genau dann die schwache Losung
ue HY(Q), wenn
u+ Ku+Lu—-ABu=f (3.3.13)

fir das darstellende f mit (F,v) = [[f,v]]p, gilt. Also gilt die Fredholmsche Alternative;
entweder besitzt diese Gleichung nur die triviale Losung und ist dann auch fiir jedes f 16sbar
mit stetig von f abhidngender Losung u oder das Problem ist nur dann 16sbar, wenn die rechte
Seite f L ker(I + K* + L* — AB) erfiillt.

Es bleibt noch die Diskretheit von ¥ zu zeigen. Wahlt man Ay so dass Re \g < =M fiir hinrei-
chend grofles M, so gilt

Re ([u, ullp, + [ Kw, ull g, + [ Lu, u]lp, — Ao(u, u)) > cg|u|%1) = (o —c)|ull? = doful® (3.3.14)

und das Robinproblem besitzt eine eindeutig bestimmte schwache Losung. Also ist fiir solche
A der Operator (I + K + L — \ogB) auf H1(2) stetig invertierbar. Damit gilt aber A € ¥ genau

dann, wenn (A - \g)~! Eigenwert des kompakten Operators (I + K + L — \gB)~'B ist. O]
3.3.3 Korollar (Spektralsatz). Sei nun zusditzlich a; = —a; und seien a und b reellwertig.
Dann gilt
S={\: keN}cR (3.3.15)
und es existiert ein L2(Q)-Orthonormalsystem (uy) von Ldosungen zu
Puy, =\ Q
= A ress (3.3.16)
Nug(z) + b(z)u(z) =0, x € OS2,
so dass fiir jedes u € H'(Q)
w="y (u, up)uy (3.3.17)
k
als HY(Q)-konvergente Reihe gilt. Ebenso gilt fiir jedes v € L2(Q)
v= (v, up)uy (3.3.18)
k
als Orthogonalreihe des 1.2(€).
Bewers. Wir nutzen die geforderte Symmetrie und fithren das Skalarpodukt
[u,v]lp= > f a; j(2)0;u(x)dv(x) da + ) / a;(z)(0ju(z)v(x) + u(z);v(z)) dz
ij=179 =179 (3.3.19)

+ fQ (a(x) + o)u(z)o(z) de + jgﬂ b(z)u(z)o(z) do(z)

auf Hy(Q2) ein. Fiir hinreichend grofi gewéhltes \q ist dieses wiederum dquivalent zum H?2-
Innenprodukt und das schwache Robinproblem ist dquivalent dazu, eine Funktion u € H(2)
mit

[u,v]lp = (A= Xo)(u,v) + (F,v) (3.3.20)
fiir jedes v € H'(2) zu finden. Definiert man wieder f € H'(Q2) durch die Bedingung (F,v) =
[[f,v]lp und den selbstadjungierten und kompakten Operator B durch [[ Bu,v]|p = (u,v), so
ergibt sich die Operatorgleichung

u—-(A=Xo)Bu=f (3.3.21)
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und der Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren liefert ¥ c R zusammen
mit der Existenz einer Folge [[.,.]]p-orthogonaler Eigenfunktionen uy € ker(I — (A = X\g)B).
Dariiberhinaus folgt
[[U’v uk]]P
U= ) ——1U 3.3.22

zk: [uruellp ( )
fir jedes u € H'(Q) sowie [[ug,u]lp = (A& = Ao)(ug, u) und bei L2-Normierung der Eigen-
funktionen impliziert die Dichtheit von H!(§2) in L2(2), dass die so konstruierte Folge uy, eine
Orthonormalbasis des L2((2) ist. O
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