3 Strukturen

In diesem Abschnitt sollen (alg.) Strukturen in den Mittelpunkt geriickt werden. Diese die-
nen neben dem mathematisch sauberen Formulieren von Sachverhalten insbesondere der Ab-
straktion und damit verbunden dem “Blick auf das Ganze”. Beispiele sind neben Koérpern und
Vektorraumen, wie sie in der linearen Algebra thematisiert werden, hier insbesondere

e affine Rdume
e Gruppen, besonders als Symmetriegruppen geometrischer Konstellationen

e Beziige zur Klassifikation geometrischer Objekte.

3.1 Affine Raume

3.1 Bemerkung (Euklidische Ebene und affiner Raum). Im Folgenden wollen wir einige Aspek-
ten der analytischen Geometrie zusammenfassen und betrachten dazu die Kuklidische Ebene.
Diese besteht aus Punkten mit zusétzlicher Struktur. So existiert zu jedem Punktepaar P, @ ein
Verbindungsvektor P@ von P nach @Q. Verbindungsvektoren kann man addieren, wenn Anfangs-

und Endpunkte zusammenpassen,
PO + QR = PR,

und parallel verschieben. Zu drei Punkten P, @) und R existiert ein eindeutig bestimmter Punkt
S mit ﬁ) = ﬁ in dem Sinne, dass diese parallel und gleich lang sind. Dies erlaubt die Addition

von Vektoren in der Form
PO+ PR=PS

falls ]@ = ﬁ . Vektoren kann man auch mit rationalen Zahlen multiplizieren, sie bilden also
(mindestens) einen Q-Vektorraum. Vollsténdigkeitsaxiome der Geometrie entsprechen der kon-
sistenten Vervollstandigung zu einem R-Vektorraum und fithren zum Begriff eines reellen affinen
Raumes.
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3 Strukturen

Versieht man den Vektorraum zusétzlich mit einem Innenprodukt, so spricht man von Eukli-
dischen (affinen) Rdumen.

3.2 Definition. Ein reeller affiner Raum ist ein Tupel A = (A,V,+) bestehend aus einer
nichtleeren Menge A (den Punkten), einem Vektorraum V {iber R (den Verschiebungen) und
einer Operation + : A x V — A, wobei

(i) P+ (v+w)=(P+wv)+w fir alle P € A und alle v,w € V gilt; und

(ii) zu Punkten P,Q € A stets ein eindeutiges v € V mit @ = P + v existiert. Dieses wird als
P() := v bezeichnet.

3.3 Definition. (i) Sei A = (A,V,+) ein affiner Raum und sei B C A eine Teilmenge.
Dann induziert B einen affinen Teilraum, falls es einen Unterraum U von V gibt, so dass
B = (B,U,+|pxv) zum affinen Raum wird.

(ii) Seien A = (A1, Vi, +1) und Ay = (Az, Va, +2) affine Rdume. Eine affine Abbildung ® von
A in A, ist eine Funktion ® : A — As, so dass es eine lineare Abbildung ¢ : Vi — Vs
gibt, fiir die

(P +1v) = B(P) +2 ¢(v)

fiir alle P € Aj und alle v € Vj gilt. Dabei ist ¢ eindeutig bestimmt.
3.4 Beispiel. Sei A = (A, V,+) ein affiner Raum.

(i) Ist Py € Aund U C V ein Unterraum von V', so bestimmt Py + U einen affinen Teilraum
von A. Dabei gilt Py +U = P; + U genau dann, wenn FyP; € U.

(i) Ist B = (B,U,+) ein affiner Teilraum von A, so gilt B # & und fiir jedes Py € B gilt
B=F+U.

(iii) Aus P + U = P, + W fiir Unterrdume U, W C V und Punkte P;, P, € A folgt U = W.

Damit ist jeder affine Teilraum von A von der Form Fy + U fiir einen eindeutig bestimmten
Unterraum U von V. Wir bezeichnen dimB := dim U als Dimension des Teilraumes B.

(iv) Zwei Teilrdume By und Bs heiflen parallel, falls sie von der Form B; = P; + U; und
By = Py + Uy mit Uy C U oder Uy C Uj sind. Wir schreiben By ||Bo.

(v) Eine affine Abbildung ® : A — A, fiir die die zugehorige lineare Abbildung ¢ : V' — V die
Identitat ist, wird als Verschiebung bezeichnet. Diese ist von der Form

®(P)=P+wv
fiir einen festen Vektor v € V.

(vi) Weitere Beispiele fiir affine Abbildungen sind Skalierungen, (Zentral- und Parallel-) Pro-
jektionen, Spiegelungen, Scherungen oder Drehungen. Ein Beispiel dafiir ist die Skalierung
um einen Punkt Py zum Faktor A, diese ist durch

B(P) = (P + ByP) = Py + ARy

gegeben.

74



3.1 Affine Rdume
3.5 Proposition. Sei A = (A,V,+) ein affiner Raum und seien B,B1,Bs affine Teilrdume.
Dann gilt fir jede affine Abbildung ® : A — A
(i) ®(B) ist affiner Teilraum von A;
(ii) dim ®(B) < dim B;
(iit) B1||By impliziert ®(B1)||P(B2).

Beweis. Aus B = Py + U folgt ®(B) = ®(Fy) + ¢(U) und wir erhalten einen affinen Teilraum
zum Unterraum ¢(U) Wegen dim¢(U) < dimU fiir lineare Abbildungen ¢ folgt die zweite
Aussage und da aus Uy C Uj stets ¢(Uy) C ¢(Us) folgt, erhalten wir die dritte Aussage. O

3.6 Definition und Satz (Euklidischer Raum). Ein affiner Raum A = (A, V, +) zusammen
mit einem Skalarprodukt (-,-) : V' x V — R wird als Euklidischer (affiner) Raum bezeichnet.
Fiir Vektoren v € V' sei dann ||v|| := /(v,v) die Lénge des Vektors.

(i) Durch d(P,Q) := ||I—ﬁ|| wird auf A eine Metrik definiert.

(ii) Durch 3 o
(QP,QR)
cos ZPQR =
1QP| QR
werden Winkel definiert.

(iii) Eine affine Abbildung ® heifit Bewegung, falls sie isometrisch ist, also falls fiir alle P,@Q € A

d(D(P), ®(Q)) = |6(PQ)| = | PQ|| = d(P,Q)

gilt. Das ist dquivalent dazu, dass ¢ : V' — V isometrisch ist. Letzteres gilt wiederum genau
dann, wenn die darstellende Matrix 1" von ¢ beziiglich einer Orthonormalbasis orthogonal
ist, also TT" =TT = I erfiillt.

(iv) Jede Bewegung ist winkeltreu. Dies folgt direkt aus

(v,w) = 7 (Jlv+wl? + [lv - w]?) .

e~ =

(v) Fiir eine Bewegung ® und die zugehorige lineare Abbildung ¢ : V' — V und ihre dar-
stellende Matrix gilt stets det ¢ = det T € {£1}. Die Bewegung heifit eigentlich, falls die
detp =detT = 1.

(vi) Durch Festlegung eines Punktes Py € A und einer Orthonormalbasis (ey, . . . e,) von V kann
der Euklidischer Raum mit Koordinaten versehen werden. Jeder Punkt P € A besitzt eine
eindeutige Darstellung der Form

P:P()—FP?:P[)—FZ&]‘B]‘

=1

mit kartesischen Koordinaten (&1,...,&,). Wir bezeichnen das Tupel (P, e1,...,e,) als
kartesisches Koordinatensystem.
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3 Strukturen

(vii)

Wir verwenden im Folgenden die Bezeichnung E” fiir den n-dimensionalen Euklidischen
(affinen) Raum.

3.7 Beispiel. Wir wollen kartesische Koordinaten nutzen, um einige affine Abbildungen / Be-
wegungen des E™ explizit anzugeben.

(1)

(i)
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Ein affiner Teilraum B C E" wird als Hyperebene bezeichnet, falls dim B = n — 1 gilt.
Wir konstruieren die Spiegelung Sp an der Hyperebene und die Projektion Pp auf die
Hyperebene. Dazu wihlen wir uns ein Py € B und eine Orthonormalbasis (ey, . .., e,—1) des
Unterraums U mit B = Py+U. Sei weiter e,, so gewéhlt, dass (e1, ..., e,) Orthonormalbasis
von V ist. Dann gilt

QeB & ROcU & (PG, en) = 0

(Hessesche Normalform der Hyperebene B) und fiir jeden Punkt @ € E" liefert < (
den (orientierten) Abstand zur Hyperebene. In kartesischen Koordinaten schreiben wir @
als

Q=R+ &e

J=1

mit §; = <sz§, e;) und erhalten als Projektion

n—1
Pp(Q) =P+ ) _&e;

Jj=1

sowie als Spiegelung

n—1
Sp(Q) =Po+ > _&iej — Enen.

j=1
Die darstellende Matrix ist also in den beiden Féllen durch
1 1
beziehungsweise
1 1
0 -1

gegeben. Die erste Abbildung ist affin, jedoch keine Bewegung. Die zweite Abbildung
besitzt Determinante —1 und ist (da die Matrix offenbar orthogonal ist) eine uneigentliche
Bewegung. Es gilt

B={QecE"|5B(Q) =Q}

und die Spiegelebene B ist genau die Menge der Fixpunkte der Bewegung Sp.

Seien nun P, Q) € E" zwei Punkte. Die Hyperebene
1
M(P,Q) :P+§@+U

mit U = ]@L ={veV| <1@,v) = 0} wird als Mittelsenkrechte zwischen P und @
bezeichnet. Es gilt

Supg)(P)=Q,  Suwpe(Q)=P
und ebenso
ReM(P,Q) &  d(P,R)=d(Q,R).



3.2 Symmetrien

(iii) Sei nun B C E” ein Teilraum mit dim B = 2 und (P, e1, e2) ein kartesisches Koordinaten-
system in B. Wir setzen dies zu einem Koordinatensystem (P, eq,...e,) in E™ fort. Sei
nun o € R. Dann ist die Abbildung

n n
Ry | P+ Zﬁjej = Py + ({1 cosa — Easina)e; + (§1sina + § cos a)ep + ijej
j=1 =3

eine eigentliche Bewegung und wird als Rotation in der Ebene B um den Punkt Py und
mit Drehwinkel a bezeichnet.

Die Abbildung hangt von Py und der Orientierung der Ebene B ab, nicht jedoch von der
Wahl der Basisvektoren e, es.

3.2 Symmetrien
3.8 Satz. (i) Die Menge
Iso(E") = {® : E" — E" | ® ist Bewegung}

bildet eine Gruppe unter Verkniipfung.

(i)
Isor (E") = {®: E" — E" | ® ist eigentliche Bewegung}

ist Normalteiler der Gruppe Iso(E™).

Beweis. (i) Wir fixieren ein kartesisches Koordinatensystem und beschreiben die Bewegungen
durch jeweils einen (Verschiebungs-) Vektor v und eine orthogonale Matrix T als

O, : &= v+TE.
Dann gilt fiir die Verkettung von zwei solchen Bewegungen
(I)v,T © q)w,S = (I)U+T'w,TS

wieder eine Bewegung zum Vektor v+ Tw und zur orthogonalen Matrix T'S. Die Gruppeneigen-
schaften sind leicht nachzurechnen. Das neutrale Element entspricht der identischen Abbildung
®g 1 und wegen

(I)%T o} (I)fT_lv,T_l = (I)O,I = (I),T—l,U’T—l e} (I)%T

ergibt sich <13ng =& 1y e (ii) Die Abbildung ®, 7 — T ist ein Gruppenhomomor-
phismus, da ®, 7 o ®,, g — T'S gilt. Weiterhin ist 7"~ det T" ein solcher. Damit ist

Isoy (E") = {®,1 € Iso(E") | det T = 1}

als Kern eines Homomorphismus ein Normalteiler. Das kann man auch direkt nachrechnen, mit
@, 7 € Isoy und @, 5 beliebig gilt

det(STS™1) = (det S)(det T)(det S)~! = det T

also ®,, g0 P, 70 q);ls € Iso;. O
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3 Strukturen

Wir wollen die Bewegungsgruppen explizit angeben, dazu konstruieren wir alle solchen Bewe-
gungen aus Spiegelungen. In der Ebene geniigen maximal drei Spiegelungen um zwei kongruente
Dreiecke aufeinander abzubilden. Wie?

3.9 Definition und Satz. Sei A = (A4, V,+) ein affiner Raum mit dim A = n.

(i) Wir sagen, n + 1 Punkte Py, ..., P, € A sind in allgemeiner Lage, falls die n Vektoren
Py, Pr,..., Py, Py
eine Basis von V bilden.

(ii) Sei nun ® : A — A bijektive affine Abbildung und seien Py,..., P, in allgemeiner Lage.
Dann sind auch die Bildpunkte ®(Fy), ..., ®(P,) in allgemeiner Lage.

(iii) Seien die Punkte Fy,...,P, € A in allgemeiner Lage und die Punkte Qo,...,Q, € A
beliebig. Dann existiert genau eine affine Abbildung ® : A — A mit ®(P;) = Q; fiir
1 =1,...n. Diese ist bijektiv genau dann, wenn die Bildpunkte Qy, ..., Q, in allgemeiner
Lage sind.

Sei nun A = E". Dann gilt
(iv) Ist @ : E® — E™ Bewegung und seien Py, ..., P, € E" in allgemeiner Lage, so gilt
d(®(F;), ®(F;)) = d(P;, Pj)
fur alled,j =1,...,n.
(v) Seien nun Py, ..., P, € E" in allgemeiner Lage und und gelte fiir Punkte Qyo,...,Q, € E"
d(P;, Pj) = d(Qi, Qj)
fiir alle 7,5 = 0,...,n. Dann existiert genau eine Bewegung ® € Iso(E") mit
o(F;) = Q;
firi =0,...,n.

Beweis. Fine lineare Abbildung V' — V ist eindeutig bestimmt durch die Bilder einer Basis von
V und ist genau bijektiv, wenn die Bildvektoren der Basis wiederum eine Basis bilden. Damit
folgen (ii) und (iii). Die Aussage (iv) ist eine direkte Folgerung der Definition einer Bewegung,
es bleibt der Beweis von (v). Die Eindeutigkeit ist klar, den Existenzbeweis fiithren wir induktiv
und bestimmen eine affine Abbildung ®; mit P; — @Q; fiir ¢ < k.

Fiir k£ = 0 setzen wir ®g als Spiegelung an M (P, Qo).

Angenommen wir haben eine Bewegung ®; mit ®; : P; — @Q; fiir ¢ < k konstruiert. Dann
unterscheiden wir zwei Fille. Gilt nun ®(Pg11) = Qg41, S0 setzen wir $y 1 = Py und wir sind
einen Schritt weiter. Gilt andererseits ®y(Py11) # Qr+1, so gilt fiir alle i < k

d(®4(P;), @1 (Pry1)) = d(P;, Piy1) = d(Qi, Qry1) = d(Pp(F;), Qry1)

und die Punkte Q; = ®¢(P;), i =0,...,k, liegen auf der Mittelsenkrechten M (®y(Pxyi1), Qrt1)-
Ist nun Sy die Spiegelung an M (P (Pxy1), Qr+1), so lasst diese die Punkte Q, . . ., Q fix und
die Abbildung ®x1 = Si4+1 © Py liefert das gewiinschte. ]
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3.2 Symmetrien

3.10 Folgerung. Jede Bewegung des E™ ist als Verkettung von mazimal n + 1 Spiegelungen

darstellbar.

3.11 Beispiel. Bewegungen des E? sind damit durch bis zu drei Spiegelungen darstellbar. Wir

zahlen diese alle auf:

e Die identische Abbildung (keine Spiegelung).

e Eine Spiegelung.

e Zwei Spiegelungen an Geraden g; und go. Dabei treten zwei Fille auf. Ist g1]|g2, so liefert
die Verkettung der Spiegelungen Sy, 0.Sy, die Verschiebung um den doppelten Abstand der
Geraden. Schneiden sich g1 und g2 in einem Punkt P, so liefert die Verkettung Sy, o Sy,
die Drehung um den doppelten Schnittwinkel der beiden Geraden.

Wir bezeichnen die Verschiebung um einen Vektor v als 7, und die Drehung um einen
Punkt P mit Drehwinkel a als Rp,.

e Drei Spiegelungen an Geraden g1, g2 und gs. Hier sind wiederum mehrere Fille zu un-
terscheiden. Sind alle drei Geraden parallel, gi||g2||gs, so ergibt sich durch Verkettung
wiederum eine Spiegelung:
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3 Strukturen

Schneiden sich die drei Geraden in einem Punkt so erhalten wir ebenso eine Spiegelung
an einer Geraden:

Interessanter ist der allgemeine Fall, in dem sich die drei Geraden in zwei oder drei Punk-
ten jeweils nur paarweise schneiden. Dabei entstehen Gleitspiegelungen (als Verkettung
einer Translation mit einer Spiegelung an einer nicht zur Translationsrichtung senkrechten

Geraden)

e
e

oo

7

und Drehspiegelungen (als Verkettung einer Rotation mit einer Spiegelung an einer nicht
durch den Drehpunkt gehenden Geraden)
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3.2 Symmetrien

3.12 Beispiel. Bewegungen im Raum sind analog durch bis zu vier Spiegelungen darstellbar.
Zwei Spiegelungen entsprechen dabei wiederum Translationen (bei parallelen Spiegelebenen)
und Rotationen um Drehachsen (bei sich schneidenden Spiegelebenen). Drei Spiegelungen lie-
fern dazu neben einfachen Spiegelungen wiederum Gleit- und Drehspiegelungen sowie Punkt-
spiegelungen, wahrend sich aus vier Spiegelungen Schraubungen zusammensetzen lassen.

3.13 Definition. Fiir eine Teilmenge M C E" bezeichne
Sym(M) = {® € Iso(E") | (M) = M}

ihre Symmetriegruppe. Als elementare Beispiele kann man sich Sym(E") = Iso(E™) oder die
Fixmenge eines Punktes Sym({P} bestehend aus den Drehungen um P und den Spiegelungen
an Ebenen durch P vorstellen. Letztere entspricht genau der Symmetriegruppe eines Kreises
um P.

3.14 Beispiel. Die Symmetriegruppe eines regelméfligen n-Ecks
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3 Strukturen

wird von allen Spiegelungen an den Mittelsenkrechten der Seiten und den Verbindungslinien
von Eckpunkten zum Mittelpunkt erzeugt und besteht damit aus Drehungen um die Winkel
%"W um den Mittelpunkt und Spiegelungen an n Spiegelachsen.

3.15 Beispiel. Symmetrien von Polyedern. Wir betrachten zuerst exemplarisch einen Wiirfel
W = {A B,C,D,E,F,G,H} C E3 verstanden als Menge seiner acht Eckpunkte und fragen
nach seiner Symmetriegruppe. Durch Anschauen finden wir neben der identischen Abbildung
dabei als Symmetrien

e Drehungen um die drei, sich gegeniiberliegende Seitenmitten verbindende, Geraden um
Winkel 7/2, 7 und 37/2 (vierzéhlige Drehsymmetrie);

e Drehungen um die vier Raumdiagonalen um die Winkel 27 /3 und 47 /3 (dreizéhlige Dreh-
symmetrie);

e Drehungen um die sechs, sich gegeniiberliegende Kantenmitten verbindende, Geraden um
den Winkel 7 (zweizéhlige Drehsymmetrie);

e Spiegelungen an den drei, zwischen gegeniiberliegenden Seiten liegenden, Mittelebenen;
e Spiegelungen an den sechs, sich gegeniiberliegende Kanten enthaltenden, Ebenen;
e Punktspiegelung am Wiirfelmittelpunkt.

Das sind zusammen mit der identischen Abbildung genau 24 Drehungen, die zu den angegebenen
10 Spiegelungen noch fehlenden Bewegungen sind Drehspiegelungen.

Der Wiirfel W besitzt genau 48 Symmetrien. Wir zéhlen dies noch einmal nach. Dazu mar-
kieren wir eine Ecke und Fixieren die Reihenfolge angrenzender Kanten. Unter einer Drehung
wird die Ecke auf eine der 8 Ecken abgebildet. Dann haben wir drei Moglichkeiten die erste der
Kanten auf eine zur Bildecke adjazente Kante abzubilden. Da Drehungen orientierungserhaltend
sind, ist damit die Zuordnung der weiteren Kanten an der Ecke festgelegt und auch die Bewe-
gung, es gibt also 8-3 = 24 Drehungen. Allgemeine Bewegungen benétigen noch die Zuordnung
der zweiten Kante auf eine der verbleibenden zwei. Die Zuordnung der dritten Kante ergibt
sich dann direkt aus der Gestalt des Wiirfels. Also gibt es insgesamt 8 - 3 - 2 = 48 Bewegungen
in der Symmetriegruppe. Die Symmetriegruppe des Wiirfels stimmt mit der des dazu dualen
Oktaeders iiberein.

Die Symmetriegruppen von Dodekaeder und Tkosaeder enthalten jeweils 20-3-2 = 120 = 12-5-2
Bewegungen; die Argumentation zum Zihlen ist analog zu der beim Wiirfel angegebenen.

3.3 Fries- und Ornamentgruppen
Wir betrachten nun Symmetriegruppen, die neben Rotationen und Spiegelungen insbesonde-
re auch Translationen enthalten. Als erstes wollen wir uns mit Friesen oder Bandornamenten

beschiiftigen. Dies sind Muster in der Ebene, welche (diskrete) Translationen in eine Richtung
als Symmetrien besitzen.
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3.3 Fries- und Ornamentgruppen

L, L, L

3.16 Definition. Ein Fries F' C E? ist eine Menge, deren Symmetriegruppe Sym(F')
Tp={®eSym((F) |FJweV : 0=, 1} ={Tk | k€ Z} ~Z

fiir einen Vektor v # 0 erfiillt. Der Vektor v ist dabei bis auf sein Vorzeichen eindeutig bestimmt
und wird als Friesvektor von F' bezeichnet, die Symmetriegruppe von F' als Friesgruppe.

Friese sind aus Translationszellen zusammengesetzt.

3.17 Folgerung. Sei F' C E? ein Fries mit Friesvektor v und Py ein Punkt. Dann gilt mit
Fo={PeF|0< (v,PP) < v’}

die Darstellung '
F= UkeZTkzv(FO)
des Frieses als disjunkte Vereinigung der Translate von Fy.

3.18 Beispiel. Wir betrachten das folgende Ornament (bestehend aus unendlich vielen Dreie-
cken) und fragen nach allen seinen Symmetrien.

% AN
> <4

Wir bezeichnen mit v den eingezeichneten Vektor und mit P seinen Startpunkt. Weiter sei h
die horizontale rote Gerade und g die durch P gehende vertikale Gerade. Dann enthilt die
Symmetriegruppe dieses Frieses neben der Identitét

e die Translationen Ty, mit k € Z;

e die horizontale Spiegelung S};
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3 Strukturen

e die vertikalen Spiegelungen S, 1, fir k € Z;
2

e die Drehungen Rp, 1, . fiir k € Z (also Punktspiegelungen an den Punkten P + %kzv);
2 b
e die Gleitspiegelungen Ty, o Sy zu k € Z.

Es ist sinnvoll, durch Skalierungen auseinander hervorgehenden Friesgruppen zu identifizieren.
Deshalb definieren wir:

3.19 Definition. Zwei Untergruppen G, H C Iso(E™) heiflen @hnlich, wenn es eine bijektive
affine Abbildung ® : E” — E" mit d(®(P),®(Q)) = ad(P, Q) fir alle P,Q € E"” und ein a > 0,
sowie

PoGod '=H
gibt.
3.20 Satz. Es gibt bis auf Ahnlichkeit genau sieben Friesgruppen. Diese sind bestimmt durch

den Friesvektor v, einen Punkt P und eine vertikale Gerade g durch P. Dariberhinaus ist jeweils
k € 7Z beliebig:

Muster | enthaltene Bewegungen

FFFFFF | Translationen Ty,

////// | Translationen Ty, und Punktspiegelungen an P + Skv

AAAAAA | Translationen Ty, und vertikale Spiegelungen

KKKKKK | Translationen Ty, und Gleitspiegelungen zu Vektoren kv

pbpbpd | Translationen Ty, und Gleitspiegelungen zu Vektoren %v + kv

XXXXXX | Translationen Ty,, Punktspiegelungen an P+ %k:v und Gleitspiegelungen
zu Vektoren kv

7| WMWMWM | Translationen Ty, , Punktspiegelungen an P—i—%kv und Gleitspiegelungen
zu Vektoren %U + kv

| O || =~

Beweis. Sei F' Fries mit Friesvektor v. Wir ordnen der Friesgruppe die Gruppe
Gp={L|3FweV:®,1cSym(F)}
der linearen Anteil der ihrer Symmetrien zu und untersuchen diese zuerst. Wegen
Oy 0T 0, =y 0T, 0® 11,1 =TLy

muss Lv = kv fiir ein k € Z gelten. Da L Isometrie ist, folgt & = +1. Setzt man v durch v+
zu einer Orthogonalbasis von V fort, so ergibt sich analog Lvt = +v' und wir sehen, dass in

dieser Basis
orc{( ) )0 (s

gelten muss. Das ergibt fiinf Falle:

(i) Gr = {I}, die Friesgruppe besteht nur aus Translationen und wir erhalten
Sym(F) = {Tio | k € Z)

und damit die erste der Friesgruppen.

84



(i)

(iii)

(iv)

3.3 Fries- und Ornamentgruppen

Gr = {£I} wird erzeugt durch —I. Wir wéhlen den Fixpunkt einer der auftretenden
Punktspiegelungen als Koordinatenursprung. Wegen ®p _; € Sym(F') und

CI)w7,[ oly = éwfv,ff
erhalten wir mindestens die Symmetrien Sym(F) D {®y, 47 | K € Z} und aufgrund von
q)w,—l © cI)u,—I =Tw—u

konnen auch nicht mehr auftreten, da sich sonst der Friesvektor &ndern wiirde. Bei ®,, 1
handelt es sich um eine Punktspiegelung um P + %w.

Gr = {I,J} wird erzeugt von J. In der Friesgruppe treten Translationen und vertikale
Spiegelungen auf. Wir wihlen den Koordinatenursprung auf einer der vertikalen Spiege-
lachsen. Wegen ® ; € Sym(F") und

q)w,J oT, = (I)w—v,J
ergibt sich Sym(F') D {®xy 1, Piy,s | k € Z}. Da

<I>w,J o q)u,J = TwtJu

gilt und damit stets w + Ju € vZ gelten muss, konnen hierbei ebenso keine weiteren
Symmetrien auftreten.

G = {I,—J} wird erzeugt von —J. Damit treten in der Friesgruppe Translationen und
horizontale Spiegelungen (und als Verktettungen davon Gleitspiegelungen) auf. Wegen

q)w,—J © cI)u,—J =Tw—Ju

folgt w — Ju € vZ und es kénnen nur u,w||v in den Bewegungen auftreten. Wir unter-
scheiden zwei Unterfille. Entweder gilt ®¢ _; € Sym(F'). Dann folgt

Sym(F) = {CI)]WJ, (pkv’_J | ke Z}

und wir erhalten die entsprechende Friesgruppe,
Gilt ®,—y & Sym(F) fir k € Z, so folgt wegen
(I)w,—J © q)w,—J = Toy
fiir alle w||v, dass es sich bei den Translationen w um halbzahlige Vielfache des Friesvektors
v handeln muss. Durch Verkettung mit weiteren Translationen erhélt man alle halbzahligen

Vielfachen und wir folgern

Sym(F) = {@kv,r, @1y gy | k € Z}

und erhalten wiederum die zugehorige Friesgruppe.
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3 Strukturen

(v) G enthélt +J und es gilt damit G = {*I,£J}. Wie oben folgert man, dass es in der
Friesgruppe nur Bewegungen der Form @, 1, ®ry 1, Py +s mit w||v geben kann. Wir
unterscheiden wiederum zwei Falle. Gilt &g _; € Sym(F), so folgt

Ppy 45 P41 € Sym(F)
fir k € Z, und dies sind auch alle auftretenden Bewegungen.
Gilt ®py,—y & Sym(F) fir k € Z, so folgt wiederum

o,y P15 Py gy g € Sym(F)

fiir k € Z, und dies sind auch alle auftretenden Bewegungen.

O]

Neben Friesen, welche nur eine Translationen in eine Richtung als Symmetrien enthalten,
spielen auch Ornamente mit zwei unabhéngigen Translationssymmetrien eine Rolle. Diese fithren
zum Begriff der Ornamentgruppen.

3.21 Definition. Ein Ornament beziehungsweise ein Parkettierung F' C E? ist eine Menge,
deren Symmetriegruppe Sym(F')

Tp = {(I) S Sym(F) | JweV.:d= (I)w,l} = {Tk1v1+k2v2 ‘ ki,ko € Z} ~ 7

fiir zwei linear unabhéngige Vektoren vy,vy € V erfiillt. Die Symmetriegruppe von F' wird als
Ornamentgruppe bezeichnet, die Vektoren v; und vy als zugehorige Translationsvektoren. Die
Translationsvektoren sind nicht eindeutig bestimmt.

Jedes solche Ornament zerfillt in Translationszellen, die durch Translationen ineinander
iiberfithrt werden koénnen.

3.22 Folgerung. Sei F' Ornament mit Translationsvektoren vi,ve und Py ein Punkt. Dann gilt
mit
Fy={P € F|0< (01, BP) < |n]]” und 0 < (vg, ByP) < [[un]*}
die Darstellung
F= Ukl kQEZTk1U1+k2U2 (Fo)

des Ornaments als disjunkte Vereinigung der Translate von Fy. Die Menge Fy wird als Trans-
lationszelle des Ornaments bezeichnet.

3.23 Satz. Es gibt bis auf Ahnlichkeit genau 17 Ornamentgruppen.

Jede der Translationszellen kann danach weiter in Elementarzellen zerlegt werden, die zusam-
men mit ihren Spiegelbildern und rotierten Kopien die Translationszelle ausfiillen. Zur Angabe
der Ornamentgruppe reicht die Klassifikation solcher Zellen. Wir geben einige Beispiele an.

3.24 Beispiel. (i) Das einfachste Ornament besitzt nur Translation als Symmetrien. Die
Translationszellen sind dabei Parallelogramme (eventuell mit Bildern die jede andere Sym-
metrie ausschliefien).
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3.3 Fries- und Ornamentgruppen

(ii) Jede der Translationszellen kann dariiberhinaus eine Punktspiegelung zum Zentrum als
Symmetrie besitzen. Zusédtzlich kénnen Spiegelsymmetrien an den Diagonalen der Zelle
auftreten, falls beide Translationsvektoren gleich lang sind.

Ein Beispiel ist nachfolgend dargestellt:

(iii) Stehen die Translationsvektoren aufeinander senkrecht, so konnen weitere Spiegelsymme-
trien zu den Mittellinien auftreten. In diesem Fall gibt es mitunter auch Drehungen zu
Winkeln k5 als Symmetrien, falls die Translationsvektoren gleiche Linge besitzen.

Ein Beispiel ist nachfolgend dargestellt:
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3 Strukturen

>

(iv) Besitzen die Translationsvektoren den Winkel %, so kénnen Drehungen mit Drehwinkeln
k5 beziehungsweise auch k%’r auftreten, falls die Translationsvektoren gleich lang sind.

Ein Beispiel ist nachfolgend dargestellt:

3.4 Eine nichtperiodische Parkettierung der Ebene

Waihrend Ornamentgruppen insbesondere periodische Parkettierungen der Ebene durch wenige
durch Bewegungen aufeinander abgebildete Bausteine liefern, existieren auch Parkettierungen
der Ebene ohne jede periodische Struktur. Wir wollen die Idee kurz skizzieren.

Ausgangspunkt ist ein regelméfiges Fiinfeck der Seitenldnge 1 und die darin auftretenden
Streckenlédngen des goldenen Schnittes

V5 +1 1 V-1

2 ¢ 2

o=

Dabei entspricht ¢ dem Abstand von einer Ecke zum gegeniiberliegenden Diagonalenschnitt-
punkt, also der kiirzeren Diagonalen im nachfolgend eingezeichneten Rhombus. Die Lénge é

entspricht der Basis des daneben auftretenden gleichschenkligen Dreiecks.
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3.4 FEine nichtperiodische Parkettierung der Ebene

Wir zerlegen die den Rhombus wie dargestellt in zwei Teile, im Englischen als kite K und dart
D bezeichnet und fithren Regeln dazu ein, welche Ecken zusammengefiigt werden diirfen. Da-
zu markieren wir die stumpfe Ecke von K und die gegeniiberliegende Ecke sowie die beiden
Spitzen von D und vereinbaren, dass nur markierte Ecken aneinanderstoflen diirfen. Die Origi-
nalanordnung von K und D ist also insbesondere nicht erlaubt. Ein Beispiel kénnte wie folgt

< Q P o .. .. P : .‘.’.

aussehen:

:

Es existiert eine Parkettierung der gesamten Ebene durch zu K und D kongruente Vierecke.
Diese kann nicht periodisch sein. Um dies zu sehen, konstruieren wir zuerst eine zuldssige Parket-
tierung. Dazu beginnen wir indem wir fiinf Kopien von K zu einem Zehneck zusammensetzen
und wenden Ersetzungsregeln und Skalierungen auf jedes einzelne auftretende K und spéter
auch D an. Dabei gehen wir fiir halbe K und halbe D wie folgt vor:

(i) Ersetze halbe K wie angegeben durch ein K und ein halbes D.
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3 Strukturen

(ii) Ersetze halbe D wie angegeben durch ein halbes K und ein halbes D.

Danach skalieren wir die Figur mit dem Faktor ¢, um bei den Figuren K und D wieder die
Ausgangsgrofle zu erhalten.
Bezeichne nun k, die Anzahl der K im Schritt n und d,, die Anzahl der D im Schritt n, so
folgt
knJrl = 2kn + dna dn+1 = kn + dn,

knt1\ (2 1\ (kg
erhalten. Dies kann man durch Bestimmen der Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix explizit
3+V56
2

so dass wir in Matrixschreibweise

darstellen. Die Matrix besitzt die Eigenwerte

<<1 + 1@/2) | ((1 - ﬁ)/z) |

und die zugehdrigen Eigenvektoren

1

Damit gilt

()= (2%) (Cy™7) e (557) ()

mit von der Anfangssituation abhidngenden Konstanten ¢y, co und somit folgt fiir n — oo

kn 1++5
— — .
dy, 2

Wire das sich ergebende Muster nun (doppelt) periodisch, so sollte dieser Quotient gegen eine
rationale Zahl streben.

90



