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...we’re all mad here.
(Cheshire cat)






Gegenstand der Vorlesung sind ausgewéihlte Aspekte der Analysis partieller Differentialglei-
chungen mit starkem Bezug zur Operatortheorie. In einem ersten Kapitel werden Resultate
zu Grundtypen partieller Differentialgleichungen zusammengefasst. Darauf autbauend werden
Aspekte der Streutheorie sowohl im zeitabhéngigen wie im stationéiren Fall diskutiert.

Vorausgesetzt werden elementare Kenntnisse zu partiellen Differentialgleichungen, wie sie in
einer Vorlesung Partielle Differentialgleichungen I oder Finfiihrung in die Numerik partieller
Differentialgleichungen vermittelt werden. Dariiberhinaus sind Kenntnisse der Funktionalana-
lysis unabdingbar. Funktionenrdume (LP-R&ume, Sobolevraume) werden teilweise als bekannt
vorausgesetzt, notwendige Resultate werden aber mit Quellenangaben zitiert. Fiir einige Ab-
schnitte werden Kenntnisse der Funktionentheorie benotigt.

Zum Aufbau der Vorlesung: Wir werden parallel sowohl die abstrakte, rein funktionalana-
lytisch aufgebaute Theorie behandeln, als auch konkret fiir partielle Differentialgleichungen
nachrechnen, wie sich die abstrakte Theorie anwenden lésst. Dieser Zweiteilung entspricht
auch der strukturelle Aufbau von Skript und Vorlesung; Kapitel mit abstrakten und konkre-
ten Inhalten wechseln sich ab.
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Vorrede

Streutheorie beschéftigt sich mit der grundlegenden Fragestellung, wie Anderungen der Ge-
bietsgeometrie oder von Koeffizienten das Langzeitverhalten von Loésungen von Evolutions-
problemen beeinflusst. Das soll einfithrend an drei Modellbeispielen kurz erlautert werden; im
Verlauf der Vorlesung werden auf diese zuriickkommen und die entsprechende zugrundeliegen-
de Theorie nachliefern.

1 (Reflexion und Beugung von Wellen an Hindernissen). Sei O @ R? beschrinkt und abge-
schlossen (und besitze der Einfachheit halber glatten Rand 00O). Wir interessieren uns fiir die
Ausbreitung von (Schall-) Wellen in R3 \ O und insbesondere fiir deren Interaktion mit dem
Rand 0O des Hindernisses.

Abbildung 0.1: Reflektierte Wellen an einem Hindernis

Mathematisch modelliert wird die Situation durch eine partielle Differentialgleichung, die Wel-
lengleichung
0?u = Au, fir t e Rund z € R®\ O,
dyu(t,z) =0, fir t € R und z € 00, (0.1)
u(0, ) = ug, Ou(0,z) =uy, fiirz e R\ O.

Dabei beschreiben ug und w; die Situation zum Ausgangszeitpunkt ¢ = 0 und die Randbe-
dingung ist fiir die Reflexion der Wellen am Rand verantwortlich. Gefordert wird hier das
Verschwinden der (duBeren) Normalenableitung.

Solange wir weit genug vom Hindernis O entfernt sind, verhalten sich Losungen dieser Glei-
chung wie Losungen der auf dem Ganzraum betrachteten Wellengleichung. Grund dafiir ist
die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen. Will man also freie und gestorte Wellen
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vergleichen, so untersucht man das Langzeitverhalten der Losungen und sucht nach Wellenope-
ratoren W, welche angewandt auf die Anfangsdaten (ug,u;)' zugeordnete Anfangsdaten der
freien Wellengleichung W (ug, u;) " liefern, so dass sich die Wellen auflerhalb einer grofien Ku-
gel und fiir hinreichend grofle Zeiten gleich verhalten. Die Konstruktion von Wellenoperatoren
W, und dem Streuoperator S = W, W' bilden den Kern der zeitabhingigen Streutheorie.

2. Verwandt zu dem gerade erwdhnten Problem sind Situationen in denen Wellen gebrochen
werden. Dazu betrachten wir ein Medium mit variabler Dichte beziehungsweise Leitfahigkeit
und losen das entsprechende Problem fiir die Gleichung

O*u = div (A(z)Vu), fiir t € R und z € R?, (0.2)
mit einer ortsabhingigen matrixwertigen Koeffizientenfunktion A : R® — R**3, Wir nehmen
dabei an, dass A(z) =1 fiir z € R\ O gilt.

Zumindest auf formalen Level liefert eine Fourier-Laplacetransformation der Losung in der
t-Variablen

u(\, z) = /000 e My(t, ) dt (0.3)

eine auf Im A < 0 holomorphe Funktion u, welche die Helmholtzgleichung
div (A(z)Va) + Nu = uy + idug (0.4)

16st. Das Losungsverhalten dieser Gleichung und insbesondere der Randwerte fiir Im A — 0—
ist zentral fiir die stationdre Streutheorie.

3 (Netzwerke und Graphen). Als drittes Beispiel betrachten wir die Ausbreitung elektrischer
Wellen in aus Leitern bestehenden Netzwerken. Hier werden wir zur Wellengleichung fiir den
Kirchhoff-Laplace und zur zugeordneten Helmholtzgleichung gefiihrt. Die zugrundeliegenden
Gleichungen sind die eindimensionalen Analoga der oben genannten,

O*u = 0?u, auf jeder Kante, (0.5)

neu sind die an den Knoten zu fordernden Randbedingungen

(0.6)

u(t, ) ist stetig in jedem Knoten,
die Summe der dufleren Ortsableitungen ist in jedem Knoten Null .

Wiederum stellt sich die Frage, wie in das Netz einlaufende Wellen auf aus dem Netz heraus-
laufende abgebildet werden.

4. Das letzte Beispiel vereinfacht sich dramatisch, wenn man es fiir genau eine unendliche
Kante aufschreibt. Um nichttrivial zu sein, nehmen wir an, dass sich auf einem Teilstiick ein
variables Potential befindet und betrachten

Otu = O*u + V(z)u, fir t > 0 und x € R, (0.7)

fiir ein kompakt getragenes Potential V' : R — R, supp V' C [—1, 1]. AuBerhalb von [—1, 1] ent-
spricht die Gleichung der freien Wellengleichung 9?u = 9?u mit der durch die d’Alembertsche
Formel

ult. z) = {f+(t+:c) + fo(t —x), r < —1, (0.8)

gilt+a)+g (t—2), o>l
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Abbildung 0.2: Kirchhoffsche Netze

gegebenen Losung. Die Losungen setzen sich also jeweils aus einer nach links laufenden und
einer nach rechts laufenden Welle zusammen. Um den Einfluss von V' auf die Wellen zu un-
tersuchen, nehmen wir an, dass fiir ¢ < 0 die Losung u von der Form

u(t,z) = F(t + x), t <0, (0.9)

mit einer in (—oo, —1) getragenen Funktion F' ist, und fragen nach der Darstellung der
Losungen zum Zeitpunkt ¢ > 0. Diese muss von der Form sein, es gilt also

F= f—i—a f—’(l,oo) = Oa g+|(1,00) = 07 g- = 0. (010)

Die Zuordnungen F' + g, und F' — f_ sind dabei linear und invariant unter Zeittranslationen,
also von der Form

g+(t):/__ ft—s)F(s)ds, [ :/__ ot — 5)F(s) ds (0.11)

o0 o0

mit einem (im allgemeinen allerdings distributionellen) Transmissionskern 7 und einem Re-
flexionskern p.

Im Prinzip ergeben sich zwei Aufgabenstellungen. Einerseits kann man ausgehend vom Poten-
tial V(x) versuchen, die Kerne 7 und p zu bestimmen. Dieses direkte Problem besteht im we-
sentlichen im Lésen der zugrundeliegenden gew6hnlichen Differentialgleichung. Das zugehorige
inverse Streuproblem versucht ausgehend von 7 und p das Potential V' zu rekonstruieren.

5. Verwandt zur inversen Streutheorie ist die Frage nach der Existenz von Materialparametern
oder Potentialen zu vorgegebener Streuabbildung. So kann man im Falle der Nichteindeutig-
keit des inversen Streuproblems nach der Konstruktion von unsichtbaren Hindernissen oder
Potentialen fragen.
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1 Randwertprobleme

1.1 Notation, Rdume und Operatoren

1.1.1. Sei © C R™ ein Gebiet. Weiter bezeichne C2°(£2) die Menge der glatten Funktionen
f :R"™ — C mit kompaktem Tréger supp f € 2 und fiir solche Funktionen bezeichne

2 = 24 1.1
T / (@) d (11)
die L2-Norm sowie

116 = /Q IVf@)Pdz,  (IfIE = I1F12+ 11 (1.2)

die erste Sobolev-Seminorm und die erste Sobolevnorm. Die Vervollstandigungen von C2(€2)
beziiglich dieser Normen werden als L?(Q) und H}(Q) bezeichnet. Nach Konstruktion sind
beides Hilbertraume.

1.1.2. Da || f|| < ||fllq) gilt, ergibt sich eine stetige Einbettung
L HE(Q) — LA(Q) (1.3)
mit dichtem Bild. Durch Adjungieren erhélt man daraus die ebenso injektive Abbildung
o LA(Q) — (HY(Q)) = HH(Q). (1.4)

Lemma. Die Riume (H{(Q),L2(Q),H1(Q)) bilden zusammen mit den Einbettungen ¢ und (*
ein Gelfand-Tripel.

Beweis. Die Abbildung ¢ ist injektiv, stetig und hat ein dichtes Bild. Damit ist ihre Adjungierte
* injektiv (da o*f = 1*g ja gerade (f,th) = (g,ch) fiir alle h € H}(Q) und aufgrund der
Dichtheit f = g impliziert) und besitzt ein dichtes Bild (da fiir A aus dem Annihilator von
ran /* schon 0 = (uh, f) fiir alle f € L?(Q) gelten muss und damit h = 0 folgt). O

Wir werden im weiteren stets das L2-Innenprodukt nutzen, um die Dualitit zwischen H} ()
und H™1(Q) darzustellen. Dies entspricht der Interpretation von Elementen von H™1(Q) als
speziellen Distributionen.

1.1.3. Die fiir glatte Funktionen definierten partiellen Ableitungen 0;, j = 1,...,n, lassen
sich zu stetigen Operatoren

0, - H(Q) — L2(Q) (1.5)

13
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fortsetzen. Ihre Adjungierten sind entsprechend Operatoren
* . T2 —1
05 1 L3(Q2) — H (), (1.6)
diese stimmen auf C°(£2) mit partiellen Ableitungen iiberein, es gilt
i f =—0;f fir f € C°(2) (1.7)

und damit 5 |y1 ) = —0;-

Aus den so definierten partiellen Ableitungen lassen sich Differentialoperatoren zusammenset-
zen. Seien dazu a;j, b;, b;, c € L>°(Q2). Da Multiplikation mit beschrankten Funktionen stetig
auf L2(Q) ist, liefert

P = Za,zkOaiJOaj+Z(L*Objoaj+8;ogjob)“I‘L*OCOL (1.8)
ij=1 j=1

einen stetigen Operator
P:H{(Q) — H(Q). (1.9)

Wir schreiben formal (und einfacher)
ij=1 j=1
fiir den Differentialoperator und verwenden weiterhin die Notation
P. = — Z 8iai,j(:c)8j (111)
ij=1
fiir seinen Hauptteil.
1.1.4. Wir sagen P ist gleichmdfig elliptisch, falls die Abschitzung
> Gaij(2) > colél? (1.12)
ij=1

fiir ein ¢g > 0 gleichméBig in £ € C* und = € Q gilt. Ersetzt man ¢; jeweils durch d;u(x) fiir
eine Funktion u € C°(Q2), so erhdlt man die FElliptizititsabschitzung

> /Q 015 (@)0u(2)Ba(@) dx > ¢, /Q V()| dz. (1.13)

Diese gilt nach stetiger Fortsetzung fiir alle v € H}(€) und somit folgt
2
(Pau, u) > coluly). (1.14)

Die Abschétzung ist zentral fiir die Invertierbarkeit der Operatoren P — A\? : H}(Q) — H™1(Q)
fiir A € C mit | Im A| grof§ genug.

14



1.2 Formen

1.2 Formen

1.2.1. Wir betrachten das Ganze etwas abstrakter. Sei (V,H,V’) ein Gelfand-Tripel beste-
hend aus Hilbertriaumen H und V mit dichter Einbettung V < H und H — V’. Wir denken
uns wiederum die Dualitdt zwischen V und V' iiber das H-Innenprodukt realisiert. Eine (ses-
quilineare) Form ist eine stetige Abbildung,

a:VxV—=C (1.15)
welche
a(u+ v, w) = a(u, w) + Aa(v, w), a(u, v+ ) = a(u, v) + Aa(u, w), (1.16)
zusammen mit der Stetigkeitsbedingung

|a(u, v)| < Cllullv][vllv (1.17)

fiir u,v,w € V und X\ € C erfiillt. Die Form ist durch ihre Werte fiir zwei gleiche Argumente
bestimmt.

1.2.2 Lemma. FEs gilt die Polarisationsidentitdt
da(u,v) = a(u+v,u+v) —a(u —v,u —v) +ia(u +iv,u +iv) —ia(u —iv,u —iv) (1.18)
Beweis. Es geniigt, die Identitéit nachzurechnen. Es gilt

a(u+v,u+v) —alu—v,u—o)+ia(u+iv,u + iv) —ia(u — v, u — iv)
= a(u,u) + a(u,v) + a(v,u) + a(v,v) — a(u,u) + a(u,v) + a(v,u) — a(v,v)

1.19
+ia(u, u) + a(u,v) — a(v,u) —ia(v,v) — ia(u, u) + a(u,v) — a(v,u) +ia(v, v) (1.19)

= 2a(u,v) + 2a(v,u) + 2a(u,v) — 2a(v,u) = 4a(u, v)
und damit die Behauptung. O]

1.2.3. Formen stehen in direktem Zusammenhang zu Operatoren. Ist A : V. — V' stetig, so
definiert
a(u,v) = (Au,v) (1.20)

eine Form a : V x V — C. Andererseits gibt es zu jeder sesquilinearen Form a genau einen
Operator A : V. — V' mit (1.20). Als Beispiel nehme man den Differentialoperator P, auf

HY () definiert in (1.11]) mit Form

Pe(u,v) = Z/aiﬁj(x)aju(x)&v(m) dz. (1.21)
ij=17%
Viele Eigenschaften eines Operators sind einfach durch seine Form charakterisierbar.
1.2.4. Wir sagen, die Form sei koerziv beziiglich V|, falls
Rea(u,u) > collull3, (1.22)

fiir eine Konstante ¢g > 0 und alle u € V erfiillt ist.

15



1 Randwertprobleme

1.2.5 Satz (Lax-Milgram). Angenommen, die Form a ist koerziv. Dann existiert zu jedem
F € V' ein eindeutig bestimmtes u € V. mit

a(u,v) = (F,v) (1.23)
fiir alle v € V. Die Zuordnung A~' : V' 3 F — u € V st linear und beschrdnkt,
lullv < g ' IF v (1.24)
Beweis. Aufgrund der Koerzivitat gilt
collul|3 < Rea(u,u) = Re (Au, u) < ||Aullv|jullv (1.25)
und damit
coflullv < [|Aul[v. (1.26)

Also ist der zugeordnete Operator A : V. — V' injektiv und besitzt ein abgeschlossenes Bild.
Angenommen, er wére nicht surjektiv. Dann gébe es ein v € V\ {0} mit 0 = (Au,v) = a(u,v)
fiir alle uw € V. Speziell fiir u = v folgt damit aber

0 < |[v|3 < c' Rea(v,v) = 0. (1.27)
Widerspruch! n

1.2.6 Beispiel. Wir betrachten als Beispiel die Situation aus Kapitel [I.1] also ein Gebiet Q2 C
R" zusammen mit den Riumen H = L*(Q) und V = H}(Q). Der Dualraum V' = H~1(Q) ist
nach Definition (und Interpretation iiber das L2-Innenprodukt) ein Raum von Distributionen
auf €.

Zugeordnet zu Funktionen a; ;,b;, b;, ¢ € L (Q) betrachten wir die Form

p(u,v) = Z /Qai,j(x)(?ju(x)aiv(x) da

3,j=1

fﬁ: /Q (@bj(x)@u(a:) +u(x)z3j(a:)ajv(x)) dz (1.28)

fiir u,v € H}(Q). Zugeordnet zu dieser Form ist der Differentialoperator P : H{(Q) — H™1(Q).
Sein Hauptteil P, entspricht der Form

De(u,v) = Zn: /Qam(x)aju(x)@iv—(:c)dx, (1.29)
ij=1
die Annahme der gleichméfigen Elliptizitat
pelu, ) > colulfy, (1.30)
gerade der Koerzivitéit der 1 + P, zugeordneten quadratischen Form
[l + pa(u, u) = min{1, co}[Jullfy) (1.31)
beziiglich des Raumes H}(Q). Also ist 1+ P, : H)(2) — H~(Q) bijektiv. Fiir den Operator P

sind die weiteren Terme niederer Ordnung Stérungen; um Koerzivitét zu erzwingen betrachten
wir die Operatoren A — P fiir komplexe Parameter A:

16



1.2 Formen

1.2.7 Satz. Se:
ij=1 j=1

mit Koeffizienten a; ;, b;, Bj, c € L>*(Q). Angenommen, P ist gleichmdjig elliptisch. Dann exi-
stiert eine Zahl M, so dass fiir alle A € C mat

M? +2M Re X < (Im \)? (1.33)
der Operator A\ — P : Hy(Q2) — H™1(Q) invertierbar ist.

Beweis. Es geniigt, die Koerzivitdt der Form nachzurechnen. Dazu nutzen wir einen
zusétzlichen Parameter § € (—7/2,7/2) und betrachten die Form

Pro(u,v) = elf (p(u, v) — Mu, v)) (1.34)

und wihlen @ in Abhiingigkeit von arg A. Der zugeordnete Operator ist e?(P — \) und damit
genau dann invertierbar, wenn A\ — P es ist.

Es gilt unter Verwendung der Elliptizitdtskonstanten ¢y und wegen cos > 0

Re pro(u, u) = Ree”ps(u, u) + Ree”(p — p)(u, u) — (Ree”2)|Jul”
= po(u,u) cos 0 + Ree (p — po)(u, u) — (Ree”\)||ul?

2 i )
> cocos 0 |ul iy — Myllull |ul ) — Ma|lull* = (Re e N) [Jul|? (1.35)
Me | 2 ; M,
> (cgcosf — o ) |ulyy + ((—Ree\) — (Ms + o ) [Julf?

unter Ausnutzung von

|(p = po) (u, u)| =

> [ (i @0sute) - uws)F) ar + [ ool o

Q

< MiJull Jul ) + Ma|[ul?

(1.36)
mit Konstanten R
My = max (bl + [Bll) Mo = el (1.37)
sowie der elementaren Ungleichung
1 2 g 2
[ulllul 5y < gHUH + §|u|(1) (1.38)

giiltig fiir beliebiges € > 0.
Wir wéhlen € = (¢ cosd)/M; und 6 = (7 — arg A)/2. Dann folgt Invertierbarkeit fiir A mit

A M M}
arg >My+ =L =My + — 1

_ >0, 1.39
2e 2co sin 282 T (1.39)

|A] sin

17



1 Randwertprobleme

da cos # = sin argA und cos(f + arg \) = — sin &&= arg)‘ . Das entspricht einer nach rechts gedffneten

Parabel. Dazu Wahlen wir M so grof, dass 2 > My + M? > M, sin argA + M} gilt und \ mit

A\ 1— A M
i (sin arg ) - |A|%arg >3 (1.40)
also (ReA)? + (Im A\)? > (M + Re M) O

1.2.8. Statt den zu einer Form a : V x V — C assoziierten Operator A als beschrinkten
Operator zwischen V und V’ zu betrachten, ist es mitunter sinnvoll den unbeschrinkten
Operator A: H D D(A) — H auf dem Hilbertraum H mit Definitionsbereich

D(A)={ueV : AueH} CH (1.41)
untersuchen.

1.2.9 Lemma. Angenommen, die Form a ist koerziv. Dann ist der zugeordnete Operator
A:H D D(A) — H abgeschlossen.

Beweis. Sei (u;)jen eine Folge, u; € D(A), so dass u; — v in H und Au; — v in H. Dann
impliziert die Koerzivitat

colluj|li < Rea(uj,u;) = Re (Auj, u;) — Re (v, u) (1.42)

die Beschranktheit der Folge (u;) im Hilbertraum V. Also existiert eine schwach konvergente
Teilfolge (wiederum bezeichnet als u;) und da Au; ebenso in V' schwach konvergiert

a(u,w) = (u, A*w) = ]lglolo (uj, A"w) = }LI?O (Auj, w) = (v, w) (1.43)

unter Nutzung des der Form a*(u,v) = a(v,u) zugeordneten Operators A* : V. — V', Also
gilt w € D(A) und Au = v. O

Der Definitionsbereich D(A) wird durch die Graphennorm |[ul|%, 4y = [lullfy + [|Aullfy selbst
zu einem Hilbertraum.

1.2.10. Eine Form a : V x V — C heifit symmetrisch, falls

a(u,v) = a(v,u) (1.44)
fiir alle u,v € V gilt.

1.2.11 Korollar. Sei a koerziv und symmetrisch. Dann stimmt der zugeordnete Operator
AV — V' mit seinem Adjungierten tberein und A : H D D(A) — H ist selbstadjungiert.

18



1.3 Sobolevraume

1.3 Sobolevraume

1.3.1. Fiir k£ € Nund f € C°(R") seien

1f1Ge = D llo 11

la|=k
k (1.45)
1£12 = D 10" 12 =D 1£15
la|<k =0

die k-te Sobolev-Seminorm beziehungsweise die k-te Sobolevnorm. Der Sobolevraum H*(R™)
ist die Vervollstindigung von C*(R") in der || - ||(4)-Norm, Elemente von H*(R™) sind also
insbesondere quadratintegrierbare Funktionen und alle Einbettungen

HF(R") — H*H(R™) < ... — L*(R") (1.46)

sind dicht. Wir bezeichnen den Dualraum zu H¥(R") wiederum als H™*(R") und nutzen das
L2-Innenprodukt fiir die Darstellung der Dualitiitsbeziehung. Damit bilden fiir alle & € N die
Réume (H*(R™), L2(R"), H"*(R")) ein Gelfand-Tripel von Hilbertriumen.

Raume auf Mannigfaltigkeiten

1.3.2 Lemma. Sei ® : R" — R" ein Diffeomorphismus mit gleichmdf$ig beschrdnkten Ablei-
tungen ||[0*®(z)|| < C fir |o| < k und |det ®'(x)| > ¢ > 0 gleichmdfig in x. Dann gilt fir die
Sobolevnormen

1
M”f”(k) <|[fo®lw < Ml fllx (1.47)

mit einer geeigneten Konstanten M > 0.
Beweis. Nachrechnen mit der Kettenregel und der Substitutionsregel fiir Integrale. O]

Das vorherige Lemma erlaubt es insbesondere, Sobolevraume auf (unberandeten) Mannigfal-
tigkeiten zu definieren.

1.3.3 Definition. (i) Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit. Dann gilt f € H¥(M)

77777

-----

(fxj) o' € HY(R") (1.48)

erfiillen. Die Definition ist von der Wahl der Karten und der Partition der Eins un-
abhéngig und die zugeordneten Normen

1By 0 = D ICPXG) 0 65 [Ty (1.49)
j=1

sind jeweils dquivalent.

'Wir setzen (bj_l auflerhalb ihres Definitionsgebietes durch Null fort.
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1 Randwertprobleme

(ii) Sei M eine (nicht kompakte) unberandete Mannigfaltigkeit zerlegt in Kartengebiete
(Uj)jen und versehen mit Karten ¢; : U; — R™ und einer untergeordneten Partition der
Eins (x;)jen. Bezeichne weiter T = (Uj, ¢, 7j) jen-

Dann gilt f € H*7 (M) genau dann, wenn fiir alle j

(fx;) o 0;" € HYR") (1.50)
erfillt ist. Weiter sei
1A NGyt = D I(Fx5) 0 65 1T (1.51)
jEN

Fiir Mannigfaltigkeiten von beschrinkter Geometrie und 7 derart, dass alle Karten-
wechsel zu geodétischen Karten gleichméflig zusammen mit ihren Ableitungen in j be-
schriankt sind, ist die Definition von 7 unabhéingig und die zugeordneten Normen sind
jeweils dquivalent.

Raume nichtganzzahliger Ordnung

1.3.4 Lemma. FEs gilt f € H*(R") genau dann, wenn die Fouriertransformierte

-~

for =en e [ ey (1.52)

der Funktion f R
& f e (R, af <&, (1.53)

erfillt. Dariberhinaus gilt

1y = 3 [ IePeIfePae. (1.5)

| <k

Beweis. Plancherel-Identitit zusammen mit der elementaren Beziehung 537(5 ) = ifjf(f ). O

1.3.5 Definition. Dieses Lemma erlaubt es, Sobolevraume mit nichtganzzahligen Sobolev-
ordnungen zu definieren. Das natiirliche Umfeld dieser Rdume ist der Raum .#”(R") der tem-
perierten Distributionen, also der Dualraum des Schwartzraumes ./(R™). Dazu setzen wir

(&) = /1 + |£]? und definieren
H'(R") = {f € #'(R") : (£~ (€)°F(€) € L*(R")} (1.55)
versehen mit der (zu obigen Normen dquivalenten) Sobolevnorm
112 = [ @+ lePrIFE) P ac (150
Rn

1.3.6 Bemerkung. (i) Alle so definierten Réaume sind Hilbertrdume.

(ii) Es gilt (H*(R™)) = H*(R"™) bei Nutzung des L*-Innenprodukts zur Realisierung der
Dualitét.
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1.3 Sobolevraume

(iii) Alle Einbettungen

FL(R") < -+ = H2(R") = H'(R") < - --
= LAR") = -+ (1.57)
— H'(R") - H*?R") < - = S'(R")

fiir beliebiges 0 < s7 < s9 sind dicht.

(iv) Die gerade definierten Sobolevrédume bilden eine Interpolationsskale beziiglich komplexer
Interpolation. Lemma [1.3.2] gilt also entsprechend fiir die Réume H*(R"). Dies erlaubt
es, Rdume nichtgganzzahliger Ordnung auch auf Mannigfaltigkeiten zu definieren.

1.3.7. Die Hilbertraumeigenschaft von H*(R") kann man nutzen, um gewisse fiir uns interes-
sante Teil- und Quotientenrdume zu charakterisieren. Sei dazu zuerst F' C R™ abgeschlossen.
Dann sei

Hi. = {f € H*(R") : supp f C F'} (1.58)

die Menge der in F' getragenen Sobolevfunktionen. Diese ist als Teilraum von H*(R™) abge-
schlossen (aufgrund der stetigen Einbettung in ./(R™) und der Definition des Trégers einer
Distribution), also versehen mit der Teilraumtopologie selbst ein Hilbertraum.

1.3.8. Sei Q C R™ ein Gebiet mit glattem Rand? 992. Dann definieren wir den Raum H*($)
als Menge der Einschrinkungen von Elementen des H*(R™) auf das Gebiet €2 versehen mit der
Norm

1 £ll.0 =t flle : feH®RY, flo=f}, (1.59)
also als Quotientennorm in H*(R")/Hg., o-
1.3.9 Satz. Sei Q2 C R"™ ein Gebiet mit glattem Rand.
(1) Dann ist die Menge der Einschrinkungen der Funktionen C°(R") auf das Gebiet Q0 dicht
im Sobolevraum H*(Y), die Einbettung
{flo = feCoR")} = H(Q) (1.60)
also dicht.
(ii) Weiterhin gilt fir alle k € N

H*(Q) = {f € L*(Q) : Vig<k 0°f € L2(Q)} (1.61)
und es gilt die Normdquivalenz
1
il < 3 [ 10°0@F Ao < Mialflfer  kEN. (162
’ la|<k

Beweisidee. Die erste Aussage ergibt sich direkt aus der Dichtheit von C(R™) in H*(R") zu-
sammen mit der Konstruktion von H*(£2) als Quotientenraum. Fiir die zweite Aussage benéotigt
man die Existenz eines Fortsetzungsoperators. Fiir Details sei dabei auf die Literatur verwie-
sen. —

2Der glatte Rand ist spiter wesentlich, hier wiirde auch ein Lipschitzrand geniigen. Mit weniger Regularitit
als Lipschitz liefert die hier gegebene Definition nicht den vollen Sobolevraum sondern nur (einen fiir
Anwendungen trotzdem interessanten) Teilraum.
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1 Randwertprobleme

Spursidtze

Definiert man andererseits H§(€2) als den Abschluss von C°(€2) in der Sobolevnorm || - [|(s).0;
so ergibt sich ein abgeschlossener Teilraum H§(Q2) € H¥(Q2). Fiir f € C(Q) und s = k € N
ist die triviale Fortsetzung durch Null von minimaler || - ||x)-Norm und damit gilt

1£1%) = (L= 2)"F, ) = [1£1E) @ (1.63)

Die Quotientennorm stimmt mit der Sobolevnorm auf dem R™ {iberein. Es stellt sich die Frage
einer Charakterisierung des Hf () durch die Randwerte der Elemente von H*(2). Wir zitieren
das Resultat:

1.3.10 Satz (Spursatz). Sei Q@ C R"™ ein Gebiet mit glattem Rand OS2 von beschrinkter
Geometrie (d.h. es existieren Randkarten, welche die Voraussetzungen von Deﬁntz’on (i1)
erfiillen).

(1) Dann existiert ein surjektiver Operator
v, : HY(Q) — H2(99) (1.64)
mit Hy () = ker .
Weiterhin gilt fiir alle Funktionen f € H(Q)NC(Q) die explizite Darstellung vof = f|aq-

(ii) Bezeichne v(x) das duflere Normalenfeld an 9Q und 05, die (-te duffere Normalenablei-
tung in einer Umgebung von OS2 in Q. Dann ist fir k € N

k—1
v HYQ) - @PHE(09) (1.65)

=0
mit vy = (Yo, - -, Y_1) flir v, = ¥o 0 0°, surjektiv und es gilt
HE(Q) = ker . (1.66)
Fiir einen Beweis und weitere Details siche das Buch von McLean [5, Theorem 3.40]. In

diesem Buch sind auch Beweise fiir alle weiteren hier zitierten Resultate zu Sobolevraumen
auf beschrankten Gebieten zu finden.

1.4 Dirichlet- und Neumannprobleme

1.4.1. Wir definieren einige wichtige Operatoren iiber ihre Form. Zuerst betrachten wir den
Dirichlet-Laplace auf einem Gebiet €) definiert durch die Dirichletform

d(u, u) = /Q V()| do = Jul?, (1.67)

fiir u € H}(Q2). Der zugeordnete Differentialoperator —Ap : H{(Q) — H™(Q2) und insbeson-
dere seine Einschrinkung auf den Definitionsbereich

D(Ap) ={u e Hy(Q) : Aue L*(Q)} (1.68)

wird als Dirichlet-Laplace bezeichnet. Der Definitionsbereich erlaubt eine Charakterisierung
durch Sobolevraume.
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1.4 Dirichlet- und Neumannprobleme

Lemma. Sei 0N beschrankt und glatt (oder allgemeiner 02 glatt und von beschrinkter Geo-
metrie). Dann ist der Definitonsbereich des Dirichlet-Laplace durch

D(Ap) = {u € H*(Q) : ~ou =0} = H*(Q) N H{() (1.69)
gegeben.

Beweisskizze. Sei u € C2(Q2) mit u|gq = 0. Dann gilt mit partieller Integration

/ |Aul? dz = — / Vu(z) - VAu(z) + Opu(z)Au(z) dz
Q Q o9 (1.70)

— |u|?2) + /ag (Au(z) — Hy(2))Vu(z) - v(z) dz

mit der Hessematrix H,(z) = (0;0;u())};—,
der Dirichlet-Randbedingung
(Au(z) — Hy(2))Vu(z) - v(z) = —[0yu(z)]*b(z) (1.71)

und mit einer (nur von der Randkriimmung abhéngenden) beschréinkten Funktion b(x). Zu-
sammen mit der Spurungleichung

der Funktion u. Weiter gilt unter Ausnutzung

/m [Oyu(@)* dz < Cllullfy sz < C'(1+ 7N ullfy + eluly (1.72)

folgt die Abschéatzung
lfy < " [ 180 do+ "y, (1.73)

Die Behauptung ergibt sich aus der Dichtheit glatter Funktionen im Definitionsbereich des
Operators. O

1.4.2. Ist Q beschrinkt, so gilt die Friedrichssche Ungleichung
/ lu(z)[* dz < (diam(9 / |Vu(x)|? do (1.74)

fiir alle u € C°(Q). Die Form ist also koerziv auf H}(€2), der Dirichlet-Laplace also bijektiv
als Abbildung von Ap : H{(2) — H71(Q2) und damit auch als Abbildung

Ap : HY(Q) N H(Q) — L(Q). (1.75)

Dies kann man nutzen, um ein Randwertproblem, das Poisson-Problem, zu losen. Zu gegebe-
nem g € H3?(09) existiert aufgrund des Spursatzes ein f € H2(Q) mit v,f = g. Betrachtet
man nun die Lésung v € H*(Q) N H(Q2) zu

Apv=-Af=> 0f, (1.76)
=1

so 16st uw = v + f € H%(Q) das Randwertproblem

{ Au =0, (1.77)

YoU = G-
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1 Randwertprobleme

Die Losung ist eindeutig bestimmt, zwei verschiedene solche u haben als Differenz eine Losung
zu Au = 0 mit you = 0, aufgrund der Invertierbarkeit von Ap folgt also u = 0. Der dadurch
definierte Losungsoperator

P:HY2(0Q) 3 g — u € H}(Q) (1.78)
wird als Poissonoperator bezeichnet. Er ist stetig und erfiillt v,P = I auf H¥2(9Q).

Analog kann man zu g € HY2(99) ein f € HY(Q) mit v,f = ¢ finden und mit der Losung
v € HY(Q) zu Apv = —Af eine Losung u = v + f € H'(Q2) des Randwertproblems zu
g € H'2(Q) zuordnen. Die Lésung ist wiederum eindeutig bestimmt, der Losungsoperator ist
eine stetige Fortsetzung des Poissonoperators zu

P:HY209) 3 g+ u c HY(N) (1.79)
mit v, P = I auf H/2(0Q).

1.4.3. Wir betrachten nun ebenso die Dirichletform (1.67), jedoch fiir v € H'(Q2) und auf
einem beschrénkten Gebiet mit glattem Rand. Der dazu assoziierte Operator bildet (diesmal
jedoch nicht bijektiv, da Konstanten im Nullraum liegen)

— Ay : HY(Q)+HY?(0Q) ~ HY(Q) — HY(Q)' ~ H1(Q)+H2(0Q) (1.80)

ab. Es gilt also fiir u,v € H'(Q2) und (Ayu)|q = f € H'(Q) und einem ebenso iiber die Form
definierten Bu € H=/2(09Q)

d(u,v) = /QVu(x) -Vo(z)de = (f,v)a + (Bu, vyv)sa- (1.81)

Nach Konstruktion gilt (Ayu)lq = Au (verstanden im distributionellen Sinne). Weiter gilt

fiir glatte Funktionen w, v € C°(Q2) dass Bu = ~y,u. Der zugeordnete unbeschrankte Operator

mit Definitionsbereich
D(Ay) ={u € HI(Q) : Au € LQ(Q)} (1.82)

wird als Neumann-Laplace bezeichnet. Hier gilt

Lemma. Sei 0¥ beschrankt und glatt (oder allgemeiner OS2 glatt und von beschrinkter Geo-
metrie). Dann ist der Definitonsbereich des Neumann-Laplace durch

D(Ay) = {u € H*(Q) : v,u =0} (1.83)
gegeben.

1.4.4. Sei  ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und P der zugehorige Poissonoperator.
Dann werden die Operatoren B3P : H/2(9Q)) — H~/2(99Q) und ~, P : H*2(9Q)) — HY%(99)
als Dirichlet-Neumann-Operator des Gebietes €2 bezeichnet. Zugeordnet zu diesem Operator
ist die Form

B(u,v) = (BPu,v)aq, u,v € HY2(Q). (1.84)

1.4.5. Sei a € C ein Parameter. Zugordnet zur Form

do(u,u) = /Q |Vu(z) > do + oz/aQ lu(z)|* d, u € H'(Q) (1.85)

ergibt sich der Robin-Laplace. Der zweite Term der Form ist dabei mit Hilfe des Spuroperators
~o : HY(Q) — HY2(Q) zu verstehen.

24



1.5 Der Kirchhoft-Laplace auf einem Graphen

Abbildung 1.1: Beispiel eines Graphen mit fiinf endlichen und zwei unendlichen Kanten

1.5 Der Kirchhoff-Laplace auf einem Graphen

1.5.1 Definition. Ein metrischer Graph ist ein Tupel G = (V| E, ¢, () bestehend aus einer
Menge V' von Knoten, einer Menge E = Ey U E, von Kanten zusammen mit einer Inzidenz-
abbildung ¢ : E — P(V), welche jeder endlichen Kante e € Ej eine nichtleere Menge ¢(e) von
bis zu zwei Knoten und jeder unendlichen Kante e € E,, eine einelementige Knotenmenge
zuordnet. Weiterhin sei £ : Ey — R, eine Abbildung, welche jeder endlichen Kante ihre Lénge
zuordnet. Die Abbildung ¢ wird auf F., mit dem Wert oo fortgesetzt.

Weiter sagen wir, ein Knoten v € V ist mit einer Kante e € E inzident, wenn es ein e € E
mit v € «(e) gibt.

1.5.2. Wir wollen Differentialoperatoren auf dem Graphen betrachten. Dazu identifizieren
wir jede Kante e € F mit dem Intervall I, = (0, ¢(e)), merken uns welcher inzidente Knoten
zu welchem Intervallende gehort und betrachten Funktionen f = (f.)cer als Familien von
Abbildungen f, : I, — C.

Wir sagen eine solche Funktion f ist stetig, falls f, € C(I,) auf dem abgeschlossenen Inter-
vall stetig ist und die entsprechenden Randwerte in den zu einem Knoten inzidenten Kanten
tibereinstimmen. Die Menge der stetigen Funktionen auf dem Graphen sei C(G). Wir definieren
weiter

LX(G) =L’ (L),  sowie HY(G)=C(G)NEPH (L) (1.86)

ecl eclR

Damit kann man auf einem metrischen Graphen die quadratische Form
“© 2 1
=3 [ el fer©) (187
0

betrachten. Diese ist stetig auf H'(G) und positiv semidefinit. Der zugeordnete Operator Ag
wird als Kirchhoff-Laplace auf dem Graphen G bezeichnet. Weiter ist die Form || f||? + d(f, f)
koerziv und definiert damit eine bijektive Abbildung I + Ag : H(G) — H!(G)" und einen
zugehorigen unbeschriankten Operator mit Definitionsbereich

D(Ag) ={f € H'(G) : Agf € L*(G)}. (1.88)
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1 Randwertprobleme

Abbildung 1.2: Zur Berechnung der Kirchhoffbedingung betrachten wir nur die Umgebung
eines (beliebigen) Knotens

1.5.3. Der Operator Ag agiert auf jeder der Kanten als zweite Ableitung, Agf = (f/)cer, und
hat als Definitionsbereich die Menge der in den Knoten stetigen Funktionen mit f, € H?(I,)
fiir die fiir jede in einer kleinen Umgebung eines beliebigen Knotens v € V' getragene Funktion
g € H(G) und mit £, = {e € E : v € 1(e)} und 0 als Koordinate fiir den Knoten v

£(e)
i(fg) =3 / fl(a)gi(@) da
e€Ey " - (1.89)
-y /0 F/(2)g:(@) da + 9(0) 3 £1(0) = —(h, g)

EEEU EEE'U

mit einer Funktion h € L?*(G) gilt. Damit verschwindet in jedem Knoten die Summe der
Ableitungen und es gilt die Kirchhoff-Bedingung

0= 110 (1.90)

eck,
als Summe {iber die aus den Knoten auslaufend orientierten Ableitungen. Es gilt also

Lemma. Sei G = (V, E,1,{) metrischer Graph. Dann gilt fir den Definitionsbereich des
Kirchhoff-Laplace

D(Ag) = {f e CG)n EBHQ(IE) . fiir jedes v € 'V gilt } . (1.91)

eeE
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2 Evolutionsprobleme und
Operatorhalbgruppen

In diesem Kapitel sollen Evolutionsprobleme abstrakt betrachtet werden. Ausgangspunkt dazu
ist das Verhalten des Losungsoperators, also der t-abhéngigen Abbildung welche den Anfangs-
daten zum Zeitpunkt ¢ty = 0 die Losung zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ zuordnet.

2.1 Halbgruppen und ihre Erzeuger

2.1.1. Sei X ein Banachraum und 7" : Ry — £(X) eine stark stetige Abbildung mit

T(s+t)=T(s)T(t), s,t >0 (2.1)
o ?ilorf T(t) =1 (2.2)

Eine solche Abbildung wird als stark stetige Operatorhalbgruppe bezeichnet. Wir wollen sol-
che genauer charakterisieren und einen Zusammenhang zu abstrakten Evolutionsgleichungen
herstellen.

Zugeordnet zur Operatorhalbgruppe betrachten wir ihren Erzeuger A : X D D(A) — X mit
Definitionsbereich

D(A)={zeX : tlir& t (T (t)r — x) existiert in X} (2.3)
—
und
. H -1 _
Az = tl—lg}i-t (T(t)xr — x) (2.4)

fir x € D(A). Nach Konstruktion besitzt D(A) die Struktur eines Vektorraumes. Operator-
halbgruppen sind Lésungen von Evolutionsproblemen. Genauer gilt:

2.1.2 Lemma. Gilt © € D(A), so folgt u(t) = T(t)x € D(A) fir allet > 0 und die Identitdt

u(t) == %u(t) = Au(t) (2.5)

ist erfillt fir alle t > 0. Umgekehrt ist u(t) die eindeutig bestimmte Lisung zu (2.5) mit
Anfangsbedingung u(0) = z € D(A).

Beweis. Fiir x € D(A) und h > 0 gilt
T(t+h)x —T(t)z

— T(t)Ax in X (2.6)
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und damit ist T'(¢t)z € D(A) fiir alle t > 0 und die rechtsseitige Ableitung von w(t) ist
auch stets Au(t). Es bleibt die linksseitige Ableitung. Nach dem Satz iiber die gleichméfBige
Beschrénktheit ist sup,ejo 7y | 7'()]| < 0o und damit auch

T(t— h)_:ch— T(t)x T - h)T(h)]f -z -
= T(t—h) (% - Ax) +T(t — h) Az — T(t) Au.

Sei nun umgekehrt v eine Losung von (2.5) und w(s) = T'(t — s)v(s) fiir ein fest gewéhltes
t € R. Dann folgt

d
d—w(s) = —AT(t — s)v(s) + T(t —s)Av(s) =0 (2.8)
s
und w ist konstant. Also folgt v(t) = w(t) = w(0) = T'(t)x und damit die Behauptung. O

2.1.3 Lemma. (i) Seien z,y € X. Dann gilt x € D(A) und y = Ax genau dann, wenn fir
allet >0

Ttr=x+ /Ot T(s)yds. (2.9)

(ii) A ist abgeschlossen, d.h. graph A = {(z, Az) : v € D(A)} C X x X ist abgeschlossen.
(iii) Sei x € X. Dann gilt fir allet >0

/t T(s)xds € D(A) und A/t T(s)xds =T(t)x — . (2.10)

(iv) D(A) ist dicht in X.
Beweis. (i) Angenommen, (2.9) gilt fiir x,y € X und alle ¢ > 0. Dann folgt

T(t)x — 1 [
lim Tz =lim- [ T(s)yds=y (2.11)

t—0 t =0t J

und somit z € D(A) und Az = y. Ist nun umgekehrt x € D(A), so 16st T'(t)z das Anfangs-
wertproblem (2.5) und mit dem Hauptsatz der Integralrechnung

t g t t
Ttr —x= / —T'(s)xds = / T(s)Azds = / T(s)yds. (2.12)
o ds 0 0
(ii) folgt direkt, da fiir z,, € D(A) mit z,, — = in X und y,, := Az, - yin X
¢ ¢
/ T(s)ypds =T (t)x, — zy, mit n — oo gegen / T(s)yds=T(t)x—x (2.13)
0 0

strebt. e (iii) Fiir beliebiges z € X und h > 0 gilt

. (T(h) /0 T(s)rds - /O tT(s)xds) = /t T r)eds - : /0 " T(s)ads — T(t) -2
(2.14)
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fiir h — 0 und damit ist [, 7'(s)z ds € D(A) sowie
t
A/ T(s)xds =T(t)x — x. (2.15)
0

(iv) folg wiederum direkt, fiir z € X gilt

1 t
;/ T(s)rds — x (2.16)
0
fiir t — 0, das Integral gehort aber ja zu D(A). ]

2.2 Hauptsatze der Halbgruppentheorie

2.2.1. Fiir einen dicht definierten Operator A : X D D(A) — X bezeichne p(A) C C die
Menge der Zahlen A, fiir welche A\l — A stetig invertierbar ist. Fiir solche A bezeichne weiter

RaA)=(\—A)"! (2.17)

die Resolvente des Operators A, die Menge p(A) heiBt Resolventenmenge von A. Die Resolven-
tenmenge ist offen ({\ : |]A—Xo| < [[Ra(No)||7'} C p(A) fiir alle Ay € p(A)) und die Resolvente
ist holomorph auf p(A).

2.2.2. Ist nun 7T'(¢) eine stark stetige Operatorhalbgruppe, so gilt mit M = supg<;; || T'()]|
und w = In M die Abschétzung

1T = |T(s)T(1)"]| <€ MM™ = Me™ < Me*" (2.18)

firt =n+s,0 < s < 1. Die Operatorhalbgruppe ist also exponentiell beschrankt. Die kleinste
Zahl w, fiir die eine solche Abschéitzung gilt,

w(A) =inf{lw e R : Ty TR < Me“’t}, (2.19)
heif3t ihre Wachstumschranke.

2.2.3 Lemma. Sei A Erzeuger der Operatorhalbgruppe T : Ry — L(X). Dann gilt fir X mit
Re )\ > w(A) stets X € p(A) und

Ra(N)x = /000 e MT () dt. (2.20)

Beweis. Das ist einfach nachzurechnen. Der Operator A — X erzeugt die Halbgruppe e *T'(t)
und damit gilt

(A—=X) /Ot e T (s)xrds = e MT(t)x — 2. (2.21)

Da A abgeschlossen ist, folgt fiir t — oo dass Rx := [~ e MT'(t)x dt € D(A) und

(A= MRz =(A—-)) /00 e MT(Hxdt = —x. (2.22)
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Umgekehrt gilt fiir z € D(A)

t

RA—A)z=—1lim [ e™T(s)(A—Nzds =2 — lim e MT(t)r = x. (2.23)
t—00 0 t—o0
Damit ist R die Inverse zu A — A und die Behauptung ist gezeigt. O]

Eine Halbgruppe mit der schérferen Schranke ||7'(¢)|| < 1 fiir alle ¢t > 0 wird als Kontraktions-
halbgruppe bezeichnet. Wir werden uns insbesondere mit solchen beschéftigen. Es gilt:

2.2.4 Satz (Hille-Yosida). Sei A dicht definierter Operator auf einem Banachraum X. Dann
sind dquivalent

(i) A: X D D(A) — X ist Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe T : Ry — L(X).
(ii) {\:ReX >0} C p(A) und |ARs(N)|| <1 fiir alle Re X > 0.

(iii) (0,00) C p(A) und [|[ARA(N)|| <1 fir alle A > 0.

In diesen Fillen gilt

n—o0

T(t)z = lim (1 - %A) o (2.24)

Beweis. (i)=(ii) Aus obigem Lemma folgt {Re A > 0} C p(A) und
ARA(N) = / e MT(t) dt und damit INRA(N)|| < / e Mdt = 1. (2.25)
0 0

(ii)=-(iii) ist offensichtlich. e (iii)=(i) Die Normabschétzung ||ARA(A)|| < 1 fir A > 0
impliziert ||(1 —aA)™|| <1 fiir alle « > 0. Sei nun T, () = (1—tA/n)™" fiir t > 0 und n € N.
Dann gilt ||7,,(¢)|| < 1,

Crmeali-ta) " —omaliota) —a(i-ta) e, @
de=" n o n B n e '
sowie T, (t)x — « fir t — 0, da

(1 —aAd) 'z — 2| = af| (1 — ad) T Az|| < o Az 229, x € D(A) (2.27)

gilt und damit auf Grund der Dichtheit von D(A) in X nach dem Satz von Banach-
Steinhaus (1 — aA)™! fiir  — 0 stark gegen die Identitit strebt. Wir zeigen nun, dass
T(t) = s-lim,,_,o, T,,(t) existiert und eine Operatorhalbgruppe liefert.

1,
Es gilt D(A?) = Ra(1)D(A). Da Ra(1) injektiv ist und dichtes Bild besitzt, muss damit auch
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2.2 Hauptsétze der Halbgruppentheorie

D(A?%) c X dicht sein. Sei nun z € D(A?%) und m,n € N. Dann gilt

Tow(t)x — To(t)x
t—e d
= l-li% 5 g(Tm(t — 5)Tn(s))zds
t—e

= lim (=T (t = $)Tn(s) + Tu(t — s)To(s))x ds

e—0 m n
1 f_e ! —n 2.28
— lim (—(1— A A(l—f ) (2:28)
e—0 c m n

_ -m —n—1
+(1—t SA) A(1—5A ):chs
m n

. te S t—s 2 t—s —m—l S —n—1
— lim S A2(1— A (1——A> zds
e—0 c n m m n

und damit

I (t):c—T(t):c||</t S Y aspazal < 5 (L4 LY Az "m0, (2.20)
" " ~—Jo \n m —2\n m ' '

Da D(A?) dicht in X ist, folgt wiederum mit dem Satz von Banach-Steinhaus die starke
Konvergenz s-lim,, o, T,,(t) =: U(t) lokal gleichmifig beziiglich ¢. Die sich ergebende opera-
torwertige Funktion U(t) ist eine Halbgruppe: es gilt U(0) =1, [|[U(¢)|| < 1 und t — U(t) ist
stark stetig und fiir z € D(A) gilt

%Tn(t):c _ A (1 _ %A) e = T (1 _ %A) T (2.30)
also
Ttz — o = /t T.(s) (1 - %A>_1 Azds = A/t (1- §A>_1 To(s)r  (2.31)
und damit fiir n — oo
Ult)r —a = /t U(s)Azds = A/t U(s)xds. (2.32)

Also l6st U(t)x das Anfangswertproblem (2.5) zum Startwert x und damit gilt U(t) = T(t)
fiir die von A erzeugte Halbgruppe T'(¢). O

Fiir Hilbertraume H gilt ein einfacheres Kriterium iiber die Form des Operators A.

2.2.5 Satz (Lumer—Phillips). Sei H ein Hilbertraum und A : H D D(A) — H dicht definiert
und linear. Dann sind dquivalent

(1) A ist Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe T : R, — L(H).
(ii) A ist maximal dissipativ, das heifst ran(1 — A) = H und

Re (Az,x) <0 (2.33)
fir alle x € D(A).
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2 Evolutionsprobleme und Operatorhalbgruppen

Beweis. (1)=-(ii) Da 1 € p(A) gilt, ist 1 — A insbesondere surjektiv. Weiter gilt ||T(¢)z| < x
und damit fiir x € D(A)

T 2 2 (112
Re (Azx,x) = }llim Re(T(h)z,z) - |l=] < lim lell” =l <0. (2.34)

—0 h ~ h—0 h

(ii)=-(i) Wir zeigen, dass automatisch die Charakterisierung des Satzes von Hille-Yosida
erfiillt ist. Sei dazu pu € p(A) mit Rep > 0, z € D(A) und gelte pr — Az = y. Dann folgt

Re p||z]|* = Re (uz, z) = Re (y + Az, ) = Re(z,y) + Re (Az, 1)

(2.35)
< Re(z,y) < [|=[ vl

und damit (Re u)||z|| < [lyl|, also [[Ra(p)| < (Reu)~!. Das impliziert aber, dass p(A) abge-
schlossen in der rechten Halbebene {A : Re A > 0} ist. Da die Menge ebenso offen ist und
nach dem Satz iiber den inversen Operator auch 1 € p(A) gilt folgt {\ : ReX > 0} C p(A)
und die Aussage ist bewiesen. O

2.2.6 Satz (Stone). Seia:V xV — C eine Form und A: H D D(A) — H der zugeordnete
Operator. Dann sind dquivalent
(1) A erzeugt eine Operatorgruppe T : R — L(H) unitdrer Operatoren

(ii) Die Form ist antisymmetrisch,

a(v,u) + a(u,v) =0, (2.36)

und der erzeugte Operator A ist dicht definiert und erfillt ran(1 + A) = H.
(iii) Der Operator iA ist selbstadjungiert.

Beweis. (i)=-(ii) Da unitdre Operatoren ||T'(¢)|| = 1 erfiillen sind insbesondere nach dem
Satz von Lumer-Phillips (Satz [2.2.5)) die Operatoren A maximal dissipativ, insbesondere
also 1 £ A surjektiv. Es geniigt, die Antisymmetrie zu zeigen. Es gilt fiir alle z € D(A)

0= %HT(t).I’HQ = (AT (t)x, T(t)x) + (T(t)x, AT (t)x) = 2Rea(T(t)x, T(t)x), (2.37)

also speziell fiir ¢ = 0 damit auch Rea(z,z) = 0. Mit Polarisationslemma folgt die
Behauptung. e (ii)=-(i) Antisymmetrie impliziert 2 Re a(u, u) = a(u, u) + a(u,uw) = 0 und
damit Dissipativitdt. Damit ist A maximal dissipativ und nach dem Satz von Lumer—Phillips

erzeugt A eine Kontraktionshalbgruppe 7'y : R, — £(H). Ebenso erzeugt — A die Halbgruppe
T_:Ry — L(H). Da nun aber fiir x € D(A)

T (¢ £>0
+(t)z, = (2.38)
T (—t)z, t<0

u(t) =T(t)r = {

die eindeutig bestimmte Losung zu u(t) = Au(t) mit u(0) = = sowohl fiir ¢ > 0 als auch fiir
t < 0 mit entsprechenden einseitigen Ableitungen in ¢t = 0 ist, ist u fiir alle ¢ differenzierbar
und Losung der entsprechenden Gleichung. Nun gilt aber

—|lu(®)||* = 2Rea(u(t),u(t)) =0 (2.39)
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2.3 Erste Beispiele

und da D(A) C H dicht ist, ist T'(t) ist eine Isometrie auf H. Weiter gilt auf Grund der
Eindeutigkeit der Losung der Anfangswertprobleme T'(s +t) = T'(s)T'(t) fiir alle s,¢ € R, also
insbesondere T(—t) = T(t)~' und es folgt die Behauptung. e (ii)<(iii) Hier verweisen
wir auf eine Vorlesung zur Spektraltheorie. In Kapitel nutzen wir die Aquivalenz zwischen
(i) und (iii) als Definition fiir Selbstadjungiertheit. O

2.3 Erste Beispiele

2.3.1. Sei 2 C R"™ ein Gebiet und Ap der zugeordnete Dirichlet-Laplace. Dann erzeugt Ap
eine Kontraktionshalbgruppe. Dies folgt direkt aus dem Satz von Lumer—Phillips. Einerseits
ist die zugeordnete Form —|u|?1) negativ und damit offensichtlich dissipativ. Weiter ist die

zu 1 — Ap zugeordnete Form |ul|? + |u|?1) = |Jull}) koerziv und 1 — Ap : Hy(Q) — H'(Q)
bijektiv. Damit ist aber 1 — Ap : D(Ap) — L?(Q) surjektiv und die Behauptung folgt.

2.3.2. Das analoge Resultat gilt (fast wortgleich) auch fiir den Neumann-Laplace.

2.3.3. Interessanter fiir uns sind hyperbolische Differentialgleichungen. Als Beispiel betrachten
wir die Gleichung
i = Apu (2.40)

zu Anfangsdaten u(0) = ug € H{(Q) und @(0) = u; € L*Q). Wir nehmen an, dass
beschrinkt ist und versehen H{(€2) mit der Dirichletform als Innenprodukt. Um die Gleichung
auf die richtige Form zu bringen, betrachten wir Vektoren und schreiben

i u(t)\ u(t) (0 1Y\ [u(t) (2.41)

dt \a(t))  \Apu(t))  \Ap 0)\a(t))’ '
Der nun in Matrixform geschriebene Operator A wird auf dem Hilbertraum H = H}(Q) x L?(Q)
betrachtet und hat die auf dem Formbereich V = H}(Q) x H(Q2) definierte quadratische Form

(1) ()=o) (= frrematines oo

:/QVv(x)Vu—(x)dx—/QVu(x)Vv(x) dx.

Diese ist wiederum imaginér, also insbesondere dissipativ. Da die zu

1—A= (_iD _11) (2.43)

assoziierte quadratische Form

July + o)l = /Q (Vv(z)Vu(z) — Vu(z)Vo(r)) dz (2.44)

nicht koerziv ist, miissen wir Surjektivitit anders zeigen. Sei also f € H(2) und g € L3(9).
Wir betrachten die beiden Gleichungen u—v = f und —Apu+wv = g. Durch Addition erhalten
wir u — Apu = f+g,da 1l — Ap : D(Ap) — L?(Q) surjektiv ist existiert also ein solches
u € D(Ap) C HA(Q). Mit diesem gilt v =u — f € H}(Q).
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2 Evolutionsprobleme und Operatorhalbgruppen

Nach dem Satz von Lumer—Phillips existiert also eine Losungshalbgruppe T : R, — L(H),
nach dem Satz von Stone ist diese sogar unitér.

Fiir unbeschréinkte Gebiete © ist Hg(€2) durch die (formal definierte) Vervollstindigung von
C°(€) in der Dirichletform | - | ), den Dirichletraum H{(Q), zu ersetzen, siehe Kapitel

2.3.4. Statt dem Dirichlet-Laplace Ap auf einem Gebiet (2 kann man auch den Kirchhoff-
Laplace Ag auf einem Graphen G verwenden und die zugeordnete Wellengleichung

i = Agu, u(0,-) = up € HY(G), u(0,-) = u; € L*(G) (2.45)

untersuchen. Ist der Graph G beschriankt, so impliziert der Satz von Stone die Existenz ei-
ner unitére Losungsgruppe. Fiir unbeschrinkte Graphen nutzt man eine Umformulierung im
analog definierten Energieraum H'(G) x L%(G).

2.3.5. Wir betrachten noch ein andersgeartetes Beispiel, allerdings zuerst in einer Raumdi-
mension fiir Q = R,. Sei dazu M = M* € C% eine invertierbare selbstadjungierte Matrix.
Wir suchen Lésungen zu
= M"1o,u (2.46)
fiir eine vektorwertige Funktion u(t, ) € H'(R,; C?) mit einer noch zu wiithlender Randbedin-
gung
u(t,0) € V (2.47)

im linken Endpunkt, welche durch einen Unterraum V C C? bestimmt wird. Die P = M 10,
zugeordnete Form
plus) = (Pu) = [ QI W @), 0o@)erds, wo e BIQCY,  u(0),0(0) € V.
0
(2.48)
erfiillt

p(u,v) + plo, ) = /0 " ()o@ + (ula), M (@) o da (2.49)
= —(M~"u(0),v(0))ca.

Wir wihlen V derart, dass fiir alle n € V die Identitéat (M ~'n,n) = 0 gilt, die zugeordnete
Sesquilinearform also auf V identisch verschwindet. Dann ist die quadratische Form p(u, u) rein
imaginir, +p(u,v) also dissipativ. Fiir maximale Dissipativitit bleibt ran(P—1) = L*(R,; C?)
zu zeigen. Sei dazu h € L2(R,; C?) beliebig. Dann ist

Pu—u=M"'" —u=h (2.50)

eine gewohnliche Differentialgleichung. Es ist also v’ — Mu = Mh zu lésen. Seien dazu I, die
Spektralprojektoren auf die positiven / negativen Eigenwerte von M. Mit der Duhamelschen
Formel folgt fiir die zugehorige Losung

u(z) = e"Mu(0) + /OI @M N Ih(y) dy
= "™MII_u(0) + ™M (H+u(0) + /0 h e VM MTI h(y) dy) (2.51)

+/ e(x_y)MMH_h(y)dy—/ @M NI, h(y) dy
0 T
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2.3 Erste Beispiele

und es bleibt zu priifen, ob die Losung dieser Gleichung quadratintegrierbar ist. Fiir den
ersten und die beiden letzten Summanden ist dies stets gegeben, fiir den zweiten ergibt sich
die analoge Forderung

I, u(0) = — /0 N e VM MTI, h(y) dy (2.52)

und bei entsprechender Wahl von V muss «(0) durch seine Projektion II,u(0) bestimmt sein.
Will man weiterhin ran(P+1) = L2(R,; C?) garantieren, so liefert die analoge Argumentation
fiir die Gleichung v’ + Mu = h

I_u(0) = — /0 N e MTI_h(y) dy (2.53)

und der Wert von u(0) € V muss ebenso durch die Projektion II_u(0) eindeutig bestimmt
sein. Fiir V ergeben sich also drei Bedingungen. Fiir alle n € V muss stets (M ~'n,n) = 0
gelten. Weiterhin muss 7 € V eindeutig durch jede einzelne der Projektionen I117n bestimmt
sein. Nicht fiir jede Matrix M sind alle drei Bedingungen erfiillbar. Dazu sollte die Anzahl der
negativen Eigenwerte mit der Anzahl der positiven Eigenwerte iibereinstimmen.

2.3.6. Wir betrachten auf H = L2(Q2; C?) den Operator
P=>"A;0;, (2.54)
j=1
zu A; € C™4 mit A; = Az, der zur Form

plue) = (Pue) =3 [ (Adju(e). oo))esds (2.55)
j=179
assoziiert ist. Wegen

plu,v) + p(o,u) =Y /Q (A;05u(z),v(x))ca + (u(z), A;0jv(2))ca dx
. (2.56)
- Z /aﬂ vi(z)(Aju(z),v(x))ca do = ., (Ap(z)u(z), v(z))ca dz

mit v(z) dem duBeren Normalenvektor an 0f2, wihlen wir als zusétzliche Randbedingung
u(x) € V(z), x € 02 (2.57)

fiir einen Unterraum V(x) C C? mit (Ap(x)v,v)ca = 0 fiir alle v € V(z). Jede Wahl ei-
nes solchen Unterraumes liefert eine (in gewissem Sinne) zuldssige Randbedingung; jedoch
ist nicht fiir jede dieser Bedingungen der zugeordnete Operator P abgeschlossen und anti-
selbstadjungiert, das Anfangswertproblem also l6sbar.

Fiir die Surjektivitat von P+ 1 benétigen dazu also einen moglichst grofien Definitionsbereich.
Dazu fordern wir, dass V() fiir jedes € 02 maximal ist. Dartiberhinaus fordern wir, dass
V(x) glatt von = abhéngt. Fiir Details verweisen wir auf Kapitel
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3 Wellengleichungen

3.1 Energieerhaltung und Abhangigkeitsgebiete

3.1.1. Wir betrachten zwei Modellprobleme, die jeweils auf Aufiengebieten Q@ = R™\ O fir
ein kompaktes O € R™ mit glattem Rand gegeben sind. Das ist zum Einen die skalare Wel-
lengleichung auf R x €2
Ofu — Au =0,
U(O, ) = U, atu(()? ) = ur, (31)
’YOU(L ) = 07
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen und Anfangsdaten ug € HY(Q) sowie u; € L2(Q).

Die Randbedingungen auf 0€) kénnen ebenso durch Neumann- oder Robin-Bedingungen er-
setzt werden.

Als zweites Modell betrachten wir symmetrisch-hyperbolische Systeme auf R x 2

8tu = Z?:l A]@ju,
U(O, ) = Uo, (32)
u(t,z) € V(x), x € 0N

fiir up € L?(92; C?) und mit selbstadjungierten Matrizen A; = FEVIS C?? und einer glatten die
Randbedingungen beschreibenden Familie von Unterriumen V(z) C C? derart, dass

> vi(@) (A, v)ca =0, fiir alle v € V(z) (3.3)
j=1

mit dem &dufleren Normalenfeld v auf 02 gilt.

3.1.2. Das erste Modell kann als Spezialfall des zweiten verstanden werden. Dazu betrachte
man den Vektor bestehend aus den n + 1 Eintragen 0,u, O1u, . .. d,u. Dieser erfiillt

@tu 0 81 s 671 3tu
81u 61 0o --- 0 81u

ol . 1= - : : (3-4)
ot o, 0 --- 0 ot

und 16st damit ein symmetrisch-hyperbolisches System erster Ordnung. Die Dirichlet-
Randbedingung impliziert, dass der rdumliche Gradient (Ou,...,0,u) als Vektor senk-
recht auf 0 steht und dass dyu = 0 gilt. Damit ist die Dirichlet-Randbedingung durch
Vp(z) = {0} @ spanc{v(z)} gegeben. Fiir die Neumann-Randbedingung wéhlt man ent-
sprechend Vy(z) = Vp(z)*.
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3 Wellengleichungen

Setzt man
) 0 51 gn
A©) =1 AL =i 5:1 ? 0 (3.5)
= &0 - 0

so ergibt sich rank A(§) = 2, Eigenwerte von A({) sind neben Null noch £[¢|. Der Nullraum
ker A(§) ist durch die Integrabilitidtsbedingung 9,0;u = 0;0;u beschrieben.

3.1.3. Bevor wir die allgemeine Losbarkeit der Probleme untersuchen wollen, betrachten wir
vorerst nur glatte Funktionen u € C*°(R x ; C%) mit u(t,z) € V(¢, ) fiir z € 92 und setzen

f(t,z) = dult,x) — ZA (t, 2)d;u(t, z) — B(t, z)u(t, z) (3.6)

7j=1

fiir glatte matrixwertige Funktionen A; = A%, B € C*(R x Q; C™*?) mit

B(t,z) + B( Za Ai(t,2))|| < 2M. (3.7)

Die Gleichung impliziert eine Energieabschiitzung. Hat u(t,-) kompakten Tréger in €, so gilt
mit partieller Integration

o [ Iutt.o)ade = [ @uit.o).utta)es + (ult.a), (e, 0)erda
= Z / 2 Re (4;(t, 2)dsu(t, o), u(t, 2))cs d + / ((B(t,2) + B*(t, 2))ult, 2), ult, 2))ca da
+ /Q 2Re (f(t, ), ult, ))cd dz
= ; /a ) vi(x)(A;(t x)u(t, z), u(t, ©))ca da
+ /Q ((B(t,z) + B*(t,x) — Z@-A;(t,x))u(t,:c),u(t,a:))cd dz
+L2Re(f(t,x),u(t,x))cd dw
= /Q ((B(ta$)+3*(t,$)—Z@A}f(t,x))u(t,:p),u(t,m))cd dz + /Q 2Re (f(t,2), u(t, z))ca da.

und somit

|Ocllutt, ez | < 1) + Mt |z, (3.8)
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3.1 Energieerhaltung und Abhéangigkeitsgebiete

o0} Q o) Q

Abbildung 3.1: Abhéngigkeitsgebiete: Wenn die Daten uy und f im markierten Gebiet Null
sind, so ist dort auch die Losung Null.

insbesondere also fiir alle ¢ > 0 unter Ausnutzung der Gronwallschen Ungleichung

[ult, )l L2
< 110, ) 2o /||f Mz da+/Me<ts /||f Mz dods

B ~ (3.9)
= [[a(0, ) 12(0) + / 1f (s, )2y do + / MM f(a, )| 2 / Mel= ds do
0 0 o

t
= [[u(0, )]l 2 (@) +/ M f (o, )z o < JJul0, )| z2@) + Crll fllzas)
0

mit S = [0,7] x Q und fiir beliebige ¢ € [0, T]. Dabei hiangt Cr von T ab.

3.1.4. Wir hétten in der vorherigen Argumentation nicht {iber ganz {2 integrieren miissen.
Die Argumentation funktioniert analog, wenn die zusétzlich auftretenden Randterme negativ
sind. Sei dazu Q; = QN Br_x(xo) fiir einen Punkt zy € R", einen Parameter R > 0 und noch
wéhlendes ¢ > 0. Dann gilt mit p = x — zo/|x — x|

lu(t, z)||Ea dz
Q4

2
+ / N ;uijt, Dult.a) e = cluta)lade
+ /Q (B(t,z) + B*(t,z) = > 0;A5(t, ))ult, x), u(t, 7)) dz
J
+ /92Re (f(t, ), u(t,z))cadx
| T2 o ult, )l e, + 2M [t I,
falls ¢ > || >°7_; p;A;ll. Die Losung im Punkt zy héingt also nur von der rechten Seite f in
einem Kegel unterhalb von xy und den Anfangsbedingungen in der Kegelbasis ab. Man spricht

vom Abhéngigkeitsgebiet der Losung. Die Existenz von Abhéngigkeitsgebieten ist typisch fiir
hyperbolische Evolutionsprobleme.
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3 Wellengleichungen

3.2 Losbarkeit

3.2.1. Wir betrachten Losungen zu im Energieraum L2(Q; C?) und definieren uns ver-
schiedene Losungsbegriffe. Wir suchen dabei Losungen nur auf einem endlichen Zeitintervall
[0, T] und bezeichnen mit S = [0, T x 2 den Streifen, auf welchem wir die Lésungen betrachten.
Dariiberhinaus versehen wir die Gleichung mit einer rechten Seite,

Lu = O — 377, Aj(t,2)0u — B(t, x)u = f, in S,
u(0, ) = up, auf {0} x Q, (3.11)
u(t,xz) € V(t, z), auf [0, 7] x 0.

Die matrixwertigen Funktionen A; = A}, B € C>=(S; C™*) N L>2(S; C™9) erfiillen (3.7). Die
Familie der Unterrdume V(¢, ) C C sei glatt in x € 9Q und t € R und erfiille (3.3)).

3.2.2 Definition. (i) Eine Funktion u € C2(S; C%) heiBt klassische Lésung von (3.11) zu
gegebener rechter Seite f € C(S;CY%) und Anfangsdaten uy € C?*(Q; C?), falls die Glei-
chung sowie wie ihre Anfangs- und Randbedingung jeweils punktweise erfiillt sind.

(ii) Eine Funktion u € L%(S;C%) heifit starke Lisung von (3.11]) zu gegebener rechter Seite
f € L2(S;C%) und Anfangsdaten ug € L2(£2; C?), falls es Folgen u®, f¥) € C*>(S;C%) N
L2(S;C%) und u[()k) € C>®(Q;CY) NL3(Q; C?) mit

u® —u, o f in L2(S;C%

3.12
uék) — Up in LQ(Q; (Cd) ( )

derart gibt, dass u®) klassische Losung des Problems zur rechten Seite f%*) und zu
Anfangsdaten u(()k) ist.

(iii) Eine Funktion u € L2(S;C?) heifit schwache Lésung von (3.11)) zu gegebener rechter
Seite f € L2(S;C%) und Anfangsdaten ug € L2(€2; C9), falls fiir jedes ¢ € C(S; C?) mit
({T} x Q) Nsuppyp = @ und p(t,z) € V(z) fir x € 0N

/(f(t,l‘), o(t,x))cadt dz = — / (u(t,x), L*o(t, x))ca dt dz
s s

(3.13)
+ / (uo(z), (0, 2))cu

mit

L*o(t,z) = Owp(t,x) — ZA;(t, x)0jp(t,x) — B*(t, z)p(t, ) (3.14)

Jj=1

gilt.

Klassische Losungen erfiillen Energieabschitzungen, dies haben wir im letzten Abschnitt ge-
sehen. Also gilt insbesondere folgendes Lemma.

3.2.3 Lemma. Fir jede starke Losung u zu (3.11)) gult

ull2sy < Chlluollz) + Coll fll2(s)- (3.15)
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3.2 Losbarkeit

Beweis. Ergibt sich direkt durch Grenzwertbildung & — oo aus der entsprechenden
Abschétzung fiir klassische Losungen. m

3.2.4 Lemma (Friedrichs, Lax—Phillips). Schwache Lisungen zu (3.11) sind eindeutig durch
thre Daten bestimmdt.

Beweisskizze. Wir beschrinken uns vorerst auf Q2 = R% = Ry x R""!. Sei u eine schwache

Losung zu Anfangsdaten ug = 0 und rechter Seite f = 0. Die Idee besteht nun darin, diese zu
regularisieren. Sei dazu ¢ € C°(R) mit suppt C [—1,1], ¢ > 0 und [ ¢(r) dr = 1. Sei weiter

lty) =t () (1) f:[w (%) (3.16)

und

w(t,) = Jault,) = [ uls,p)onlt — 50— y) dsdy (3.17)
s
Dann ist u® € C®(5;C%) N L%(S;C?) und u® (¢, z) = 0 fiir t < ¢ beziehungsweise z; < ¢.

Weiterhin gilt fiir jede Testfunktion ¢ € C°(S) mit suppp N{t =T} = &

[ o tue = [ (. Layes = [ @0+ [ (ol T (3.15)

mit dem Kommutator [L,J.] = Lo J. — J. o L. Da u schwache Losung zu Nulldaten war,
verschwindet das erste Integral. Damit 16st u(®) aber

Lu® = [L, JJu,  u(0,-) =0, upo =0 (3.19)
schwach, da die Funktion glatt ist insbesondere auch klassisch. Damit gilt aber
a2ty < ML JJulliasica. (3.20)

Es bleibt, den Kommutator [L, J.] genauer zu untersuchen und zu zeigen, dass dieser fiir e — 0
stark in L2(S; C%) gegen Null strebt. Der Kommutator ist ein Integraloperator mit Kern

Z (A](t,l’) - Aj(svy)) 8xjwa(t — 5T — y)

(3.21)
+ (Z ayjAj(Say) + (B(t,:)j) - B(Svy))> ¢a(t — 5T — y)

Da Aj;, B und 0;A; jeweils gleichméBig beschrankt sind, implizieren die Eigenschaften von 1
die gleichméafBige Beschranktheit des Opertors in der Norm. Wendet man den Operator nun auf
glatte Funktionen u mit kompaktem Trager an, so werden die Terme mit B zu O(¢)-Termen.
Die zweite Zeile strebt fiir ¢ — 0 gegen »_ j((?jAj)u und die erste Zeile entsprechend gegen
> i(A0;u—(9;Au)) = — 3 _,;(9;A;)u. Fiir Details dazu verweisen wir auf K.O. Friedrichsﬂ. O

3.2.5 Satz. Das Problem (3.11)) besitzt zu jedem f € L%(S; C?) und jedem ug € L*(Q; C?) eine
(eindeutig bestimmte) starke Lisung u € 12(S;C?). Insbesondere ist jede schwache Lésung
stark.

'K.O. Friedrichs, Symmetric hyperbolic linear differential equations, Comm. Pure Appl. Math. 1954, 345-392
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3 Wellengleichungen

Beweis. Sei
W = {(f,uo) € L*(S;C% x L*(€;C%) : (3.11) hat starke Lsg.} (3.22)

Dann ist W abgeschlossen (das war die Definition der schwachen Losung). Es geniigt zu
zeigen, dass W dicht ist. Sei dazu (g,vp) € W+. Dann gilt fiir jede Funktion ¢ € C®(R'*™")
mit p(t,z) € V(t, z) fiir x € 0N

(L, 9) r2(s) + (¢(0, ), vo) 12y = 0. (3.23)

Ist zusétzlich supp pN{t = T'} = &, so heifit das aber ja gerade, dass g das riickwértsgerichtete
Problem
L*g =0, g(T,-) =0 (3.24)

mit g(t,x) € V(t,z) auf 0Q schwach 16st. Dieses erfiillt aber wiederum alle Voraussetzungen
und besitzt somit die eindeutige Lésung g = 0. Also folgt

0= (L, 9)r2s) + (¢(0,-), vo)r2) = (¢(0, ), vo)r2(0) (3.25)

fiir jedes ¢ und damit vy = 0 in L(2). O

3.3 Zerlegung in ebene Wellen

3.3.1. Wir betrachten wieder das symmetrisch-hyperbolische System
O =Y Ajoju, (3.26)

nun allerdings auf dem gesamten R™; wir suchen also Losungen im C(R;L2(R";C%)) zu An-
fangsdaten uy € L?(R"; C?). Unser Ziel ist es, eine explizite Losungsformel anzugeben. Dazu
betrachten wir spezielle Losungen der Form

u(t,z) = h(z - w — ct), h:R— CY (3.27)

mit w € S"! und ¢ € R. Die Losungen haben also die Form von mit Geschwindigkeit ¢ in
Richtung w laufenden Wellen. Eingesetzt in die Gleichung liefert dies

(Z Ajw; + c) (x-w—ct) =0, (3.28)

die Zahl —¢ muss also ein Eigenwert der Matrix A(w) := 2;21 Ajw; sein. Dariiberhinaus muss
h' und damit h Werte im Eigenunterraum ker(A(w) + ¢) annehmen. Eine Losung dieser Form
wird als ebene Welle bezeichnet.

Um allgemeine Losungen zu konstruieren, versuchen wir diese als Linearkombination ebener
Wellen zu schreiben. Der Ansatz liefert

u(t, ) /Sn 1 Z h( (W)t,w) dw (3.29)

J=1
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3.3 Zerlegung in ebene Wellen

mit —¢;(w) als j-tem Eigenwert von A(w) und h;(s,w) € ker(A(w) +¢;(w)) fiir alle s € R und
w € S"1. Zumindest auf einem formalen Level 16st jede solche Funktion das symmetrisch-
hyperbolische System. Es bleibt die Wahl der %;, dazu nutzt man die Anfangsbedingungen in
der Form

d
up(x) = u(0,x) = /S"—l Z hi(z - w,w)dw = /Sn—l Mz - w,w)dw (3.30)

zur Bestimmung der vektorwertigen Funktion h = ) ;hj und zerlegt diese danach in der
Eigenbasis von A(w).

3.3.2. Die Zerlegung der Anfangsdaten geschieht mittels der Radontransformation und ihrer
Inversionsformel. Wir fassen diese kurz zusammen. Die Darstellung folgt [3, Kapitel 3.5] und
beschréinkt sich auf ungerade Raumdimensionen.

Fiir eine Funktion f € C*(R") und w € S"~ !, r € R, definieren wir die Radontransformierte

Rf(r,w) = / @) dz, (3.31)
{z: z-w=r}

das Integral jeweils beziiglich des n — 1-dimensionalen Lebesguemafles. Dann gilt

Lemma. (i) Jede Radontransformierte ist gerade, Rf(r,w) = Rf(—r, —w).

(ii) FEs gilt die Inversionsformel

1 -
f([[') = W - 8:,1 1Rf(r,w) dw (332)
(iii) Mit h =Rf gilt die Plancherelidentitdt
/|f ) de = n/2 / 100 D2 R (1, W) ? dr dw. (3.33)

Wir nutzen diese, die Transformation stetig auf ganz L*(Q) fortzusetzen.

(iv) Jede gerade Funktion h(r,w) mit A2 p ¢ L2(R x S"™') ist Radontransformierte einer
Funktion [ aus L*(R").

(v) RIAS](r,w) = Rf(r,w).

Beweis. (i) ist klar nach Definition. e (ii) bedarf des Nachrechnens. Wir nutzen die Fou-
riersche Inversionsformel und schreiben zuerst die Fouriertransformation selbst als

fie) = m 2 [ ey de = 2m) 2 [ e sy da

_ (2m)? /_ Z oo ( /{ L d’x) dr (3.34)

— (2#)’”/2 /_OO e TRE(r,w) dr

[e.9]
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3 Wellengleichungen

fiir £ = pw, w € St und p = [¢] > 0. Also gilt unter Verwendung von Polarkoordination

— (2 —n/2 iz-€ 7 de = (2 —n/2 OO ipr-w 7 d n—ld
fla) = @0 [ enFieyas = m e [© [ dmfpw dupap
= (2%)_"/0 /Sn_l/_ P PR f(r,w) dr dwp™ tdp

[e.9]

(3.35)

— (27;) / / P TR f(r,w) drp” T dpdw

sn=1J -0 J -0

2 1-n

- (2m) / (10,)" 'R f(r,w)
Sn—l

5 dw

r=x-w
und der Fourierschen Inversionsformel im Eindimensionalen. Beim Verdoppeln des Integrals
wird genutzt, dass die Radontransformierte stets gerade ist. o (iii) folgt analog, indem wir
Plancherel fiir die Fouriertransformation anwenden. Es gilt also

[1s@P = [17©Pa

1 o _
= W/ /Sl |0£" 1)/2Rf(T,OJ)|2deT

unter Ausnutzung von Plancherel im Eindimensionalen. e (iv) folgt durch Einsetzen. e
(v) durch einfaches Nachrechnen. O

oo 2
/ e TR (r,w)dr| dwp™ tdp (3.36)

3.3.3. Damit kann man das Problem vom Beginn wieder aufgreifen und
O =Y A;dju (3.37)
j=2

zu Anfangsdaten uy € L2(R™; CY%) lésen. Dazu fordern wir, dass fiir £ # 0 die Matrix
A(€) = >, Aj§; paarweise verschiedene reelle Eigenwerte —c;(§) besitzt. Sei weiter II;(€)
der zugehorige Eigenprojektor.

In einem ersten Schritt setzen wir
1

h(r,w) = Waﬁlnuo(r, W),  hi(rw) = I(w)h(r,w). (3.38)
Dann gilt nach der Radonschen Inversionsformel
up(z) = / h(z - w,w)dw (3.39)
S§n—1

und dariiberhinaus ergibt sich die Losung

d
u(t,z) = Z /S"—l hi(z-w—cj(w)t,w) dw. (3.40)

3.3.4 Korollar (Huygensprinzip). Sei ¢ = max;, |c;(w)|. Set weiter supp ug C Bg. Dann gilt
u(t,z) =0 (3.41)
fir |z| < c¢t — R und ct > R.
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4 Streutheorie nach Lax und Phillips

4.1 Notation und Annahmen

4.1.1. Sei H ein Hilbertraum und U : R — L£(H) stark stetige unitidre Gruppe von Operatoren,
gelte also

U(s +1t) = U(s)U(t) = U U(s) (4.1)

fiir alle s,t € R zusammen mit
U—t)=Ut)" =U@t) (4.2)

und
s-limU(t) =L (4.3)
t—0

Als Beispiele werden fiir uns Losungsoperatoren hyperbolischer Evolutionsprobleme im Ener-
gieraum eine Rolle spielen; weitere Beispiele ergeben sich aus der Quantenmechanik oder als
Anwendungen der Streutheorie auf spezielle Modellprobleme.

4.1.2 (Annahmen). In diesem Kapitel treffen wir Annahmen fiir die gegebene unitére Ope-
ratorgruppe U(t) sowie zwei abgeschlossene Teilrdume Fo C H, die als Rdume ein- bezie-
hungsweise auslaufender Wellen interpretiert werden kénnen.

(U1,) Der Teilraum F ist vorwértsinvariant, U(¢)F . C F, fir alle ¢ > 0, sowie

(U®FL={0}, \/U@®F, :=span| JU®t)F, =H. (4.4)

teR teR teR

(U1_) Der Teilraum F_ ist riickwértsinvariant, U(¢)F_ C F_ fiir alle ¢t < 0, sowie

(U®F-={0}, \/U@®F_:=span| JUt)F_=H. (4.5)

teR teR teR

(U2) Esgilt F, L F_.

Mit Ausnahme von Abschnitt werden wir in diesem Kapitel stets annehmen, dass ei-
ne unitdre Gruppe U(t) zusammen mit einem Paar von paarweise orthogonalen invarianten
Teilrdumen F, F_ gegeben ist.

4.1.3 Beispiel. Betrachtet man die Wellengleichung auf einem Auflengebiet des R, n unge-
rade, und ihre Losungsgruppe U (t) im Energieraum, so kann man F, als Cauchydaten fiir auf
{]z| < R+t} verschwindende und F_ fiir auf {|z| < R—t} verschwindende Losungen auffassen.
Diese Rédume sind uns bei der Diskussion der Abhéngigkeitskegel schon einmal begegnet.
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4 Streutheorie nach Lax und Phillips

4.1.4. Alternativ betrachten wir ein diskretes Modell, welches einfacher zu untersuchen ist.
Dazu sei U € L(H) unitidr und F C H ein abgeschlossener Teilraum mit

(D)
UFCF, (JU'F={0}, \U'F=H (4.6)

keZ keZ

Als Beispiel konnte man an U = U(1) und F = F, unter der Annahme (U1, ) denken.

4.2 Funktionale Modelle im diskreten Modellfall

In diesem Abschnitt setzen wir Annahme (D) voraus.

4.2.1 Satz. Angenommen (D) gilt. Dann existiert ein Hilbertraum N und eine unitire Ab-
bildung
H = (*(Z;N) = (*(Z)®N (4.7)

derart, dass U dem Shiftoperator
(Tk)kez = (Trt1)rez (4.8)
auf (>(Z; N) entspricht. Weiterhin gilt unter dieser unitiren Abbildung F — (>(Ng; N).

Beweis. Schritt 1: Sei N = FSUF = Fﬂ(UF)L. Dann gilt UN = UFSU?F L FOUF =N
und somit

N-1
F=N@UF = (@ U’“N) ® UNF. (4.9)
k=0
Da (y UNF = {0} gilt, folgt
F=PUN (4.10)

keNy

und jedes Element z € F ist als Orthogonalreihe
T = Z Uk (4.11)
k=0

mit Koeffizienten x;, € N darstellbar. Da U unitér ist, gilt insbesondere

2l = Y 10*el® = Y llael? (4.12)
k=0 k=0
und somit F ~ ¢*(Np; N). Nach Konstruktion entspricht U dabei dem Linksshift

(Tr)keNo — (Trt1)ren,- (4.13)
Schritt 2: In einem zweiten Schritt nutzen wir U* um die unitdre Abbildung auf

UMF = *({k > —M};N) (4.14)
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4.2 Funktionale Modelle im diskreten Modellfall

fiir jedes M € N fortzusetzen. Vereinigung iiber alle M liefert
H=\/ UMF = (*(Z;N) (4.15)
MeN
und der Satz ist bewiesen. ]
4.2.2. Der Teilraum ¢%(Ny; N) entspricht auf natiirliche Weise einem Raum N-wertiger holo-

morpher Funktionen auf der Einheitskreisscheibe D = {( € C : |(| < 1}. Dazu nutzen wir
die Abbildung

(@ )ken, — F(Q) =Y axCh, (4.16)

Da )", |Jx]|* < oo ist, konvergiert die Reihe lokal gleichméfBig beziiglich ¢ € D im Hilbertraum
N und definiert somit eine Funktion F': D — N. Weiter ist fiir jedes y € N die skalarwertige
Funktion

¢ (F(C) Z(mk,y)(’k (4.17)

analytisch in D, die Funktion F': D — N also schwach analytisch. Wir bezeichnen die Menge
der auf D definierten, N-wertigen schwach analytischen Funktionen mit 20(ID; N). Als Bild
unter obiger Abbildung ergibt sich ein Hilbertraum holomorpher Funktionen, die Abbildung
selbst ist unitér, wie nachfolgendes Lemma zeigt.

Lemma. Seien (z)ren,, (Un)ken, € (2(No; N) und F,G € 2A(D; N) die zugehdrigen holomor-
phen Funktionen. Dann gilt

ZWWJm—%WMﬂQ (419

—1 2mi ¢
sowie
> nu) =l sk (70, G0) . (4.9
—~ ’ r—1 271 |2|=r ’ ¢
Beweis. Anwendung des Satzes iiber die majorisierte Konvergenz. O]

Notation: Wir bezeichnen die Menge der schwach holomorphen Funktionen auf D mit quadra-
tintegrierbaren Taylorkoeffizienten als Hardyraum, H*(ID; N). Weiter sei T = 9D der Rand der
komplexen Einheitskreisscheibe und L?(T) der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen
auf T beziiglich des normierten Kurvenmafes.

4.2.3 Satz (Diskretes funktionales Modell). Angenommen, es gilt (D). Dann existiert ein
Hilbertraum N und eine unitire Aquivalenz

H — L*(T;N), (4.20)
deren Einschrinkung auf F zu einer unitiren Aquivalenz
F — H?*(D;N) (4.21)

fiihrt und unter der der Operator U dem Multiplikationsoperator mit der Variablen ( ent-
spricht.
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4 Streutheorie nach Lax und Phillips

Beweis. Ergibt sich aus Satz zusammen mit der Konstruktion des Hardyraumes. m

4.2.4. Schematisch zusammengefasst haben wir damit drei Formulierungen desselben Pro-
blems. Einerseits betrachten wir einen Hilbertraum H zusammen mit einer unitédren Abbil-
dung U und einem Teilraum F. Dem zugeordnet ist ein Modell als Shiftoperator auf ¢*(Z) mit
ausgezeichnetem Teilraum ¢? sowie ein funktionales Modell im L?(T) mit Teilraum H?(ID) und
Multiplikation mit der Variablen ¢ als unitérer / isometrischer Abbildung.

H (*(Z;N) L%(T; N)
F — /2(Np; N) — H2(D; N) (4.22)
U Shift Multiplikation mit ¢

In einem néchsten Schritt sollen entsprechende Modelle fiir unitdre Gruppen U (t) unter den
Annahmen (U1l.) konstruiert werden. Hier werden statt direkter Summen direkte Integrale
(also hilbertraumwertige L2-Réume) auftreten.

4.3 Funktionale Modelle im kontinuierlichen Fall

Als erstes konstruieren wir die Translationsdarstellung einer unitdren Gruppe. Das Translati-
onsmodell ist bis auf unitdre Aquivalenz eindeutig.

4.3.1 Satz (Sinai). Angenommen (ULl_) gilt. Dann ezistiert ein Hilbertraum N und eine
unitdare Abbildung

H = L*(R;N), (4.23)
deren Einschrinkung auf F _

F_ — L*(R_;N) (4.24)

liefert und welche die unitiren Operatoren U(t) auf Translationen f+— f(- —t) abbildet. Die
Darstellung ist bis auf eine konstante unitdre Abbildung N — N eindeutig bestimmi.

Beweis. Der Beweis verlauft dhnlich dem diskreten Fall und folgt einer Idee von Lax und
Phillipd}

Schritt 1: Sei P : H — F_ der Orthogonalprojektor auf den Teilraum F_ und bezeichne
S(t) = PU(t). Dann ist S : Ry — L(F_) eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe. Die
Halbgruppeneigenschaft folgt, da fiir jedes x € F_ und ¢ € R mit einem passenden y € F+
und unter Ausnutzung von U(s) : FX — F2 fiir s > 0

S(s)S(t)x = PU(s)PU(t)x = PU(s)(U(t)z +y)

4.25
= PU(s+t)x+ PU(s)y = S(s+t)x (4.25)
gilt. Ebenso folgt nach Definition
S(t— firt>s>0
SWOU(-s) = S0 frEzs 20, (4.26)
Ut —s), firs>¢t>0

!Peter D. Lax, Ralph S. Phillips. The translation representation theorem. Integral Equations and Operator
Theory, Vol. 4 (1981) 416-421.
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4.3 Funktionale Modelle im kontinuierlichen Fall

und es gilt s-lim;_,o, S(t) = 0. Letzteres bedarf einer Begriindung. Da \/,_, U(t)F* = H gilt,
existiert fiir jedes x € F_ und jedes € > 0 ein y € FX und ein s > 0 mit

|U(s)x =yl = llz = U(=s)yl| <e. (4.27)

Damit folgt ||S(s)z| = ||PU(s)x| < € und zusammen mit der Kontraktionseigenschaft der
Halbgruppe die Behauptung.

Schritt 2: Sei nun B : F_ D D(B) — F_ der Erzeuger der Halbgruppe S und x € D(B). Wir
betrachten die Funktion
f(t) = S(—t)x, t<0 (4.28)

auf R_. Sei weiter |z| = —2Re (Bz, 2)ug = —(Bz, z)u — (z, Bz)u die durch die quadratische
Form von B bestimmte Seminorm auf D(B) und N die Vervollsténdigung des Quotienten von
D(B) nach dem Nullraum {z € D(B) : |z|y = 0} in der | - |-Norm. Dann gilt

/_ O dt = /_ 1S (=t)af% dt = —2Re /_ (S(—t)Bz, S(—t)z) dt

o (4.29)
_ Ao 2 94 _ 2
- [ glsnaiar= ja

und die Dichtheit von D(B) in F_ impliziert, dass die Zuordnung F_ > x + f € L*(R_;N)
eine Isometrie ist. Nach Konstruktion wird U(—r)x fiir » > 0 auf die Funktion

£r(t) = {g(t ) b= (4.30)

—r<t<0

abgebildet. Dies folgt, da S(r)U(—r)x = z gilt und damit fiir ¢ < —r die angegebene Darstel-
lung stimmt. Weiter gilt fiir die Funktion f,, welche U(—r)x darstellt,

0

o-nelt = [ InoRde= [ InoRd= [ 1okd=je? @y

— - —00

und da U(—7) unitéir ist, muss hier sogar Gleichheit gelten. Damit gilt aber |f,.(t)|5 = 0 fiir
fast alle t € (—r,0).

Schritt 3: Wir setzen die Isometrie auf ganz H fort. Dazu nutzen wir fiir t € R, x € F_ und
r > 0 die Zuordnung

UGrF_ 5 Ur)z o f € LX(R:N), Ft) = {g (t=m), z i " (4.32)

mit dem x zugeordneten f aus Schritt 2. Diese lésst sich wegen \/, p U(t)F_ stetig zu einer
Isometrie auf ganz H fortsetzen. Fiir die fortgesetzte Abbildung entspricht nach Konstruktion
U(r) stets einer Translation der zugeordneten Funktion um 7.

Schritt 4: Wir zeigen, dass diese F_ — L*(R_;N) und H — L*(R;N) surjektiv und damit
unitar ist.
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4 Streutheorie nach Lax und Phillips

Sei dazu x € D(B) beliebig und bezeichne n = [z] das zugehorige Element aus N. Sei weiter
f(t) = S(—t)z die zugehorige Funktion aus L?(R_; N). Diese ist stetig als Funktion mit Werten
im Quotientenraum N, da fiir t <r <0

1/(t) = f(r)lx = —2Re(B(S(~t) = S(=r))z, (S(~t) = S(=r))z)

< 2[|(S(=t) = S(=r))Bz||||(S(=t) — S(—r))z| (4.33)

mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt und die Halbgruppe S stark stetig auf F_ ist.
Ist nun fiir eine kleine Zahl ¢

hs(t) = F(t) = f5(t — 8) = S(—t)x — S(—H)U(=8)S(8)x = S(—t)(x — U(=0)S(5)x), (4.34)

so liegt diese Funktion im Bild der Isometrie und erfiillt nach Konstruktion hs(t) = 0 fiir
t < =6 (in N) und hs(t) = f(t) fiir =6 <t < 0. Da f auf R_ stetig mit Werten in N und
f(0) = n gilt, existiert somit fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass sup, |hs(t) — L—s0)(t)n|y < €
gilt. Da mit hs auch jedes Translat im Bild der Isometrie ist, kann man somit jede charakte-
ristische Funktion eines Intervalls aus R_ mit Werten in D(B) beliebig genau approximieren.
Linearkombinationen solcher Funktionen sind aber offenbar dicht in L*(R_;N) und die Aus-
sage ist bewiesen. O]

4.3.2. Die Annahme (U1,) liefert eine zweite unitire Abbildung H — L(R;N), so dass
U(t) der Rechtstranslation und F, dem Teilraum L2(R_; N) entspricht. Verkettet man beide
Abbildungen, so ergibt sich eine unitére Abbildung L2(R; N) — L2(R; N), welche mit Trans-
lationen kommutiert. Diese liefert insbesondere unitére Abbildungen N — N und N und N
sind isomorph.

4.3.3 Beispiel. Fiir Evolution der freien Wellengleichung auf dem R", n ungerade,

0?u = Au, (4.35)
U(O, ) = Uy, atU(O, ) = Uy '

im Energieraum H'(R") x L*(R") wird durch die Radontransformation eine entsprechende
Translationsdarstellung bestimmt. Dies ist einfach nachzurechnen, wir erhalten Losungen der
Form

u(t,z) = /Sn—l h(z-w—tw)dw (4.36)

mit einer Funktion h(p,w), wenn wir die Anfangsdaten entsprechend durch

up(z) = u(0,2) = / h(z - w,w)dw
s (4.37)
uy(z) = Ou(0,z) = — /Snl Oph(z - w,w) dw

darstellen konnen. Es ist leicht zu sehen, dass das erste Integral nur vom geraden Anteil von
h abhéngt, also sich durch Ersetzen von h(p,w) durch 1/2(h(p,w) + h(—p, —w)) nicht &ndert.
Dieser gerade Anteil wird durch die Radontransformation bestimmt, es gilt also

h(p, w) + h(—p, _w)
2

= ¢, 0} "Ruo)(p, w). (4.38)
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4.3 Funktionale Modelle im kontinuierlichen Fall

Der ungerade Anteil wird entsprechend durch das zweite Integral bestimmt, es gilt

h(paw) - h(_pa _w)
2

= —c, 00 Rlu](p, w). (4.39)
Also folgt
hp,w) = a0y " Rluo)(p, w) — cndy *Rlua](p, w). (4.40)

Die Evolution der Wellengleichung entspricht nun gerade dem Shift im ersten Argument.
Jedoch ist dies nicht exakt die Darstellung, die wir in obigem Theorem konstruiert haben.
Dazu sind einige Ableitungen anders zuzuordnen. Wir setzen

flp,w) = a0y D2 (9,R[uo] (p, w) — Rlur] (p,w)) - (4.41)

Dann gilt (wie man leicht nachrechnen kann),

/Rn(Wuo( )+ |ur (2 / /Sn 1 (p,w)|> dwdp (4.42)

und der Energieraum H'(R") x L?(R") entspricht dem L*(R; L2(S"1)). Weiter gilt

u(t,z) = 8;"_3)/2]0(/), w)| dw (4.43)

gn—1 p=x-w—t
und die Zeitevolution entspricht genau der Translation im L*(R; L*(S"™1)).

4.3.4. Der Satz von Paley-Wiener macht aus den Translationsdarstellungen funktionale Mo-
delle. Sei dazu vorerst f € L?(R_) eine skalarwertige quadratintegrierbare Funktion und

Q) = Fro) = % / o £(t) (4.44)

ihre (inverse) Fouriertransformierte. Das Integral konvergiert absolut fiir alle Zahlen ¢ € C mit
Im ¢ < 0 und auch lokal gleichmé&flig beziiglich dieser (. Damit definiert es auf der Halbebene

C_.={CeC : Im(¢<0} (4.45)

eine holomorphe Funktion. Fiir diese gilt (unter Ausnutzung des Satzes von Plancherel)
(i) f( +1in) € L2(R) fiir alle n < 0;
(ii) lim, o f(- +in) = 0 in L3(R);

(i) lim, o_ f(- +in) = f in L2(R)

sowie die Inversionsformel

f(t) e HEH (€ + i) dg (4.46)

NI

als uneigentliches Integral im L?(R_)-Sinne fiir jedes fest gewi#ihlte n > 0. Wir bezeichnen
die Menge der holomorphen Funktionen f € (C_) mit (i), (ii), (iii) als den Hardyraum
H*(CL).
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4 Streutheorie nach Lax und Phillips

Lemma (Satz von Paley-Wiener). Die Fouriertransformation F ist unitdr

F:L*(R.) = H*(C.) (4.47)

mat
/ If(t)]2dt = hm / F(&+in)|?de. (4.48)
Beweis. Siehe zum Beispiel [7, Kapitel 19]. O

Analog bezeichnen wir mit #?(C, ) den Hardyraum der oberen Halbebene und mit H?(Cy; N)
die Hardyrédume der N-wertigen Funktionen.

4.3.5 Satz (Funktionales Modell). Angenommen (U1.) gilt. Dann existiert ein Hilbertraum
N und eine unitire Aquivalenz

H = L*(R;N), (4.49)

deren Einschrinkung auf F _
F_ = H*(C_;N) (4.50)

abbildet und beziiglich derer die unitiren Operatoren U(t) gerade den Multiplikationen mit
¢+ e entsprechen.

4.4 Die Streuabbildung im funktionalen Modell

4.4.1. Wir betrachten die Abbildung, die zu jedem Element des Raumes H seine einlaufen-
de Translationsdarstellung aus L?(R; N) (beziiglich F_) auf die auslaufende Translationsdar-

stellung aus L2(R; N) (beziiglich F,) abbildet. Als Verkettung unitérer Operatoren ist diese
unitér,
S:L*(R;N) — H — L*([R;N). (4.51)

Die Abbildung wird als Streuabbildung assoziiert zu U(t), F_, F bezeichnet. Nach Konstruk-
tion kommutiert S mit Translationen.

4.4.2. Angenommen (U2) gilt. Dann impliziert F_ C F1, dass das Bild von F_ unter der
auslaufenden Translationsdarstellung in L2(R_; N) = L2(R; N)* enthalten ist. Es gilt also

S L*(R_;N) - L*(R_; N). (4.52)
Mit dem Satz von Paley-Wiener folgt daraus im funktionalen Modell
S:H*(C_;N) — F_ -5 H*(C_;N). (4.53)

Die Abbildung S kommutiert mit Multiplikationen mit e. Wir folgern daraus, dass es sich
um eine durch ¢ € C_ parametrisierte stark holomorphe Operatorfamilie handelt:
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4.4 Die Streuabbildung im funktionalen Modell

4.4.3 Satz. Im funktionalen Modell ist die Streuabbildung S von der Form

(SH©C) = a(Q)F(©C) (4.54)

fiir eine eine stark holomorphe operatorwertige Funktion

o:C_ — L(N,N) (4.55)
mit
sup [lo(Q)]| <1 (4.56)
ceC_

und o(§) = s-lim, o 0(§ +1in) existiert fir fast alle £ € R und ist fast dberall unitdr.

Beweis. Die Abbildung S = F oS o F* ist unitér als Abbildung von L2(R; N) nach L(R; N),
kommutiert mit den Multiplikationen mit trigonometrischen Funktionen § el firt € R
und bildet den Teilraum H*(C_;N) in H*(C_;N) ab.

Schritt 1: Damit kommutiert S : L2(R;N) — L2(R;N) aber auch mit Multiplikationen
mit beschrinkten stetigen Funktlonenﬂ Dies nutzen wir, um die Existenz der Funktion
o :C_ — L(N,N) zu zeigen. Sei dazu z € F_ dargestellt durch fe H?(C_; N) beziiglich der
einlaufenden Darstellung und durch f+ € 7—[2(@ N) beziiglich der auslaufenden Darstellung.
Nach Konstruktion gilt S f_ = f+ Gilt nun f (z) =0 fiir ein z € C_, so kann die holomorphe
Funktion f_ als

~ _C—Z
FO=0

mit einer holomorphen Funktion i geschrieben werden. Der Satz von Paley—Wiener impliziert,
dass h € H*(C_;N) gilt. (Wieso?) Da S mit Multiplikationen mit auf R stetigen Funktionen
kommutiert, folgt

h(¢) (4.57)

—~ C—z (—z
F0 = 870 = 52m0 = 252

und damit ﬁ(( ) = 0. Also héngt der Wert von fj(C ) nur vom Wert ]?_(C ) ab, fiir jedes ( ist
die Zuordnung linear und bestimmt o(¢) : N — N.

h(¢) = Sh(¢) (4.58)

Schritt 2: Um Holomorphie zu zeigen, betrachten wir speziell f () = =n fiir einen gegebenen

1
C_
Vektor n € N. Dann gilt f_ € H*(C_;N). Also folgt f+ = Sf_ € H3(C_

N) und wegen

F.(0 = 7a(0n (4.59)

folgt Analytizitdt von ¢ — o(¢)n. Damit ist aber o(() stark holomorph.

Schritt 3: Fiir die Normschranke betrachten wir wieder ein beliebiges n € N. Fiir beliebiges

z € C_ mit Imz = —y sei
~ 2iy

2Jede beschriinkte (stetige) Funktion kann als punktweiser fast-iiberall Grenzwert von Linearkombinationen
von & — e, t € R, geschrieben werden.

n. (4.60)
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4 Streutheorie nach Lax und Phillips

Dann gilt f_ € H2(C_;N), f_(z) = nund || f_|| = 2,/7¥ |n|y. Setzt man wiederum f, = Sf_,

so folgt mit einem geschlossenen Integrationsweg um z

@) = 5= ?(CZ) d¢. (4.61)

Wahlt man nun einen rechteckigen Weg mit den Ecken L, —L, —L —iL, L —iL, so bleibt fiir
L — oo nur das Integral entlang der reellen Achse und wir erhalten mit Cauchy-Schwarz

f L7 -1 n|y = /(2 .
If+Glx < G lIAIIC =27 < \/_||f+|! Inly = 17-(2)lx (4.62)

unter Ausnutzung der Isometrie || f4|| = || f_ . Also folgt [|o(2)]| < 1.

Schritt 4: Fiir beliebige n € N, m € N ist die Funktion ¢ — (o/(¢)n, m)z, holomorph in C_
und beschréankt. Damit existiert fiir fast alle £ € R der Grenzwert

Jim (o€ +inn.m)g (4.63)

Wahlt man eine abzéhlbare dichte Teilmenge an m, n, so ergibt sich Konvergenz bis auf eine
Nullmenge in ¢ fiir alle diese m, n und damit, da o eine Kontraktion ist auch die schwache
Konvergenz von o(§ + in) fiir fast alle £. Der Grenzwert wird als o(§) € L(IN, N) bezeichnet.

Die Konvergenz ist sogar stark. Setzt man speziell f_({) = én, so folgt

7(Q)f-(¢) = ——0a(O)n = F,(0), (4.64)

1
=
und nach dem Satz von Paley—Wiener konvergiert die rechte Seite mit ¢ = £ +in fir n — 0—
in L2(R; N) Damit muss aber o({)n in N konvergieren und starke Konvergenz folgt. Da

weiterhin || f_|| = || /.|| gelten muss, folgt

d
i = [ e [ 99

gelten und in |o(§)n|g < |n|y muss fast iiberall Gleichheit gelten.

Der Operator S : L2(R;N) — L%(R; N) kommutiert mit Multiplikationen mit beschréinkten
stetigen Funktionen. Da er auf H?(C_; N) durch o gegeben ist und Produkte aus Hardyfunktio-

nen und beschrinkten stetigen Funktionen dicht in L?(IR; N) sind, gilt fiir jedes fe L?(R; N)

(SHIE) =a(&)F(€) (4.66)
und da dieser Operator S unitér ist, muss o (&) fast iiberall invertierbar sein und damit fast
iiberall unitéar. ]

Im Weiteren identifizieren wir N mit N. Die Abbildung o : C_ — £(N) wird als Streumatriz
bezeichnet.

4.4.4 Satz. Angenommen, o(() ist bis auf eine diskrete Teilmenge von C_ invertierbar, so
liefert

()=o), (eCy, (4.67)
eine meromorphe Fortsetzung von o auf ganz C. Insbesondere ist o in einer Umgebung der
reellen Achse analytisch.
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4.5 Die Lax—Phillips-Halbgruppe

Beweis. Spiegelungsprinzip. Die Funktion ¢ — o(() ist auf C_ holomorph und ¢ — (¢*(())
auf C, meromorph. Auf R stimmen sie fast iiberall iiberein und bleiben lokal beschriankt.
Damit ist die eine aber die meromorphe Fortsetzung der anderen. O]

-1

4.5 Die Lax—Phillips-Halbgruppe

45.1. Sei K=Ho (F, ®F_) = (F; ® F_)* und bezeichne P den Orthogonalprojektor
auf Ho F.. Wir definieren
Z(t) = P,UMLP.,  t>0. (4.68)

Als Komposition aus unitdren Abbildungen und Projektoren gilt damit offenbar ||Z(¢)|| < 1.
Da P.F_ = {0} gilt und nach (U2) P_ auf F, C F! die Identitéit ist, folgt weiterhin
Ut)P-.F, =U)F, C F, und somit Z(t)F, = Z(t)F_ = {0} fiir ¢ > 0. Eingeschriankt auf
K sind die Operatoren Z(t) interessant:

4.5.2 Lemma. Angenommen (Uly) und (U2) sind erfillt. Dann gilt Z(t) € L(K) und die
Operatorfamilie Z(t) bildet eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf K mit

s-lim Z(t) = 0. (4.69)

t—00
Sie wird als Lax—Phillips-Halbgruppe bezeichnet.
Beweis. Sei x € K. Dann gilt P_.z = z € F£ und somit Z(t)z = P,U(t)r € P,F+ =K, da

F+ nach (U1_) unter U(t) fiir ¢ > 0 invariant ist. Damit gilt aber, da auch F, nach (U1,)
unter U(¢) fiir ¢ > 0 invariant ist,

Z(t)Z(s)x = PLU()PLU(s)x = PLUMU(s)z — PLUM)(I — Py) U(s)z = Z(t + )z (4.70)

i

~~

=0

und Z(t) ist eine Halbgruppe.
Da weiterhin \/, U(s)F. = H gilt, existiert fiir jedes € K und jedes € > 0 ein y € F und
ein s > 0, so dass ||z — U(—s)y|| < e. Da P,U(t) eine Kontraktion ist, folgt daraus

[P U@z — PLURU(=s)yll = [[Z(t)r — PLU(t = s)y| < e (4.71)

und da fiir ¢ > s stets PLU(t—s)y = 0 gilt, folgt lim; ., Z(¢)x = 0 und damit die Behauptung.
O

Betrachtet man Streuung von Wellen an Hindernissen, so beschreibt die Lax—Phillips-
Halbgruppe gerade das lokale Verhalten in der Nédhe des Hindernisses. Es liegt nahe, dass
die Halbgruppe mit der Streumatrix o : C_ — £(N) zusammenhéngt. Wir bezeichnen mit G
den Erzeuger der Halbgruppe Z(t) auf K.
4.5.3 Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) FEs existiert ¢ € K mit Z(t)p = e"p.

(ii) v € C mit Rey < 0 ist Eigenwert von G.
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4 Streutheorie nach Lax und Phillips

(iii) Es gilt ker o*(iy) # {0} fiir Rey < 0.

Dabei entspricht die Dimension des Nullraumes ker o*(i7) gerade der Vielfachheit des Figen-
wertes v von G.

Beweis. (i) < (ii) Sei ¢ € K mit Z(t)p = €. Dann impliziert Z(t)p — 0 schon Rey < 0
und es gilt ¢ € D(G) mit

et —1

1
G =1lim—(Z(t)p — ¢) = lim

t—0 ¢ t—0 t Y=y <472)

Umgekehrt 16st zu jeder Eigenfunktion ¢ € D(G) die Funktion x(t) = "¢ das Anfangswert-
problem &(t) = Gz(t), z(0) = ¢, und es folgt x(t) = Z(t)p.

(ii) = (iii) Sei nun ¢ € D(G) Eigenvektor zum Eigenwert v mit Rey < 0 und bezeichne f,
die auslaufende Translationsdarstellung von ¢. Da ¢ | F gilt, folgt f, € L2(R_;N) und aus
Z(t)p = P, U(t)p = ey folgt

fi(s—t)=e"f (s), s <0. (4.73)

Das impliziert aber f,(s) = e "*n fiir s < 0 und damit im holomorphen Modell

" 1
f+(0) = T (4.74)

sowie (da o(£)™! = o*(¢) fiir £ € R)
70 = " OF(Q) = ——0"(On (4.75)

T i

fiir alle ¢ € R. Nach Konstruktion sind Z, € H*(C,;N) und ﬁr € H*(C_;N) analytisch in den

jeweiligen Halbebenen. Ebenso ist 0*(¢) analytisch in C,. Damit impliziert die angegebene
Darstellung aber n € ker o*(i7).

(iii) = (i) Sei n € ker o*(iy). Dann ist die Funktion

R 1 o~
FO= o @n (476)

analytisch in ¢ € C, und gehort damit zu H?*(C,;N). Sei nun ¢ € H das Element mit
einlaufender Darstellung f_. Dann gilt ¢ L F_ und ]/C\_._(O') = (i¢ — v)'n ist die zugehorige
auslaufende Darstellung. Dies impliziert aber f,(s) = e nlg_(s) und somit ¢ L F, und
damit Z(t)p = e. O

4.5.4. In praktischen Anwendungen ist Z(t) fiir t > 0 oft ein kompakter Operator. Dann be-
sitzt Z(t) diskretes Spektrum in D\ {0} und sein Erzeuger G entsprechend diskretes Spektrum
in der Halbebene {7 : Rey < 0}. Damit folgt Meromorphie von o auf der ganzen komplexen
Zahlenebene C mit Polen in der oberen Halbebene. Diese werden oft als Streupole bezeichnet
und lassen sich als asymptotische Terme fiir das lokale Verhalten in der Néhe des Hindernisses
interpretieren.
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5 Anwendungen

5.1 Billiards

5.1.1. Sei G C R" ein Auflengebiet mit glattem Rand OG und R™\ G C Bg. Auf G betrachten
wir ein Billiard. Dazu verwenden wir Teilchen, welche sich mit konstanter Geschwindigkeit
(normiert auf 1) entlang von Geraden bewegen und am Rand OG reflektiert werden.

Zusténde der Teilchen werden durch Positionen z € G zusammen mit Richtungsvektoren
w € S"! beschrieben. Sei ) = G xS"~! der Zustandsraum und fiir ¢ € R sowie X = (z,w) € Q

O (X) = (2 + tw,w) (5.1)

solange ®;(X) den Rand OG nicht erreicht und entsprechend fortgesetzt durch Reflexion an
O0G. Dabei bleibt die Ortskomponente stetig und die Richtungskomponente wird (solange wir
nicht tangential in den Rand hineinlaufen) am Normalenvektor zu 0G gespiegelt. Dies liefert
eine Abbildung

®,: Q0 — Q) (5.2)

welche jedem Teilchen seinen Zustand nach ¢ Zeiteinheiten zuordnet. Die Funktionen ®; sind
bis auf eine stiickweise glatte Hyperfliche in ) differenzierbar und auf dieser besitzen sie
Spriinge. Damit sind alle ®; messbar. Sie erfiillen nach Konstruktion

q)s-i-t = (Ps o} ¢t' (53)
Wir versehen  mit dem Produkt des Lebesguemafles auf G und des Oberflichenmafles auf
Sn1,
5.1.2 Lemma. ®; ist maflerhaltend auf (NZ, es qilt fiir jede messbare Teilmenge B C Q

|B| = |:(B)]. (5-4)

Wir bezeichnen einen Punkt X €  als
e vorwdrts frei, falls die Trajektorie ®,(X) fiir ¢ > 0 keine Reflexionen mehr durchlauft;
o rickwdirts frei, falls die Trajektorie ®,(X) fiir ¢ < 0 keine Reflexionen durchlauft;

e vorwirts cingefangen, falls {®,(X) : ¢ > 0} C Q beschriinkt ist, die Menge der
zugehorigen Positionen also beschriankt sind;

e rickwirts eingefangen, falls {®;(X) : ¢t <0} C ) beschrinkt ist.

Weiter bezeichne Q@ C Q die Teilmenge der Zusténde, die nicht gleichzeitig vorwirts und
riickwérts eingefangen sind.
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5 Anwendungen

5.1.3 Lemma. Sei 2, die Menge der riickwirts eingefangenen Zustinde, deren Trajektorien
vorwdrts unbeschrankt sind. Dann gilt |Q4| = 0.

Beweis. Sei X € Q. Wir bezeichnen mit

T(X)=inf{t e R : &,(X) vorwirts frei} (5.5)
den Zeitpunkt der letzten Reflexion in der Trajektorie von X. Dann ist nach Voraussetzung
T(X)eR.

Schritt 1: Es gilt
{(X€Q, : T(X) >0} Cconv(dG) x S 1. (5.6)

Angenommen, ein X = (z,w) € Q gehort nicht zu der Menge auf der rechten Seite. Wir
unterscheiden zwei Félle. Schneidet der Strahl {x +tw : t € R} die Menge conv(9G) nicht, so
ist der Zustand vorwirts frei und die letzte Reflexion (so es eine gab) muss in der Vergangenheit
liegen. Ist X € Q4 so gilt also T'(X) < 0. Schneidet der Strahl {z + tw : t € R_} die Menge
conv(0G) nicht, so ist der Punkt X riickwérts frei, kann also nicht in Q, liegen. Weitere
Moglichkeiten gibt es aufgrund der Konvexitidt von conv(9G) nicht.

Schritt 2: Sei nun Q) = {X € Q1 ; T(X) € [j,j + 1)}. Dann ist jede dieser Mengen messbar
und es gilt Q) = ®1(2(j41), also nach Lemma auch [Q;)| = |Q(0)|. Weiterhin gilt

Q.= | 2y (5.7)

j==o0

als disjunkte Vereinigung. Da allerdings auch
Uy ={Xeq, : T(X)>0} (5.8)
=0

gilt und damit in der beschriinkten Menge conv(9G) x S*~! enthalten sein muss, haben alle
Q;) MaBl Null und es folgt Q)| = |Q24| = 0. O

Wir nehmen an, dass R" \ G C Bpg gilt und definieren uns die beiden Teilmengen
E={X=(z,w) €N : z-w> R}, E={X=(rw) ez w<—-R} (59

so dass offenbar Zusténde aus £, vorwirts frei und Zustidnde aus £_ riickwarts frei sind. Jeder
Zustand, der eine fiir positive Zeiten ins unendliche verlaufende Trajektorie besitzt, wird durch
®, mit t grof genug, in £, abgebildet. Damit gilt
5.1.4 Lemma. FEs gilt

(i) E_(t) =P(E-) CE- firt <O0;

(iii) EL(t) =NE-(t) = &;

(iv) UE4(t) und | JE_(t) unterscheiden sich von Q nur um eine Nullmenge,

(V) g+ NE_ = @.
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5.1 Billiards

Beweis. Die Aussagen (i)—(iii),(v) sind nach Definition der Mengen klar. Es bleibt also (iv)
zu zeigen. Die Menge |JE_(t) C 2 besteht aus allen Zustdnden mit riickwéirts unbeschrankten
Trajektorien. Ihr Komplement ist damit in €2, also einer Nullmenge, enthalten. Die Argu-
mentation fiir | J £, (¢) verlauft analog. O

Das Modell passt zur Streutheorie nach Lax und Phillips. Wir wihlen H = L?(Q) und be-
trachten die Abbildung
Ult)f=fod_,. (5.10)

Diese sind nach Lemma unitéir auf L?(Q) und bilden eine stark stetige Operatorgruppe.
Weiter sei Fo. C L2(Q) der Teilraum der auf £+ getragenen Funktionen. Dann gilt nach obigem
Lemma

5.1.5 Lemma. FEs gilt
(i) Ut)Fy CFy firt>0;
(i) U)F_ C F_ firt <0;
(iii) NU@)F+ =NU®)F- ={0};
(iv) VU@)F, =\VVU@{)F_ =H;
(v) F, LF_.

Beweis. Ergibt sich direkt aus Lemma [5.1.4] O]

5.1.6. Damit ist die Lax—Phillips Streutheorie anwendbar. Es bleibt, eine sinnvolle Form
der Translationsdarstellungen zu konstruieren. Dazu betrachten wir den Fall des Ganzraumes
Qy = R" x S"! als Phasenraum, wihlen

E)={X=(r,w) €Q : 7 -w >0}, E={X=(2,w)€Q : v-w<0}, (511)

und bezeichnen mit Uy(t) die zugeordnete (freie) unitdre Gruppe auf L%(€)y). Weiter sei FY.
der Teilraum der auf £} getragenen Funktionen. Da £, NE_ eine Nullmenge ist, gilt wiederum

Lemma B.1.9

Wir parametrisieren Geraden durch ihren Richtungsvektor w € S"~! und einen Vektor § € R®
mit 6 L w. Die Menge dieser Paare (w, #) kann in natiirlicher Weise mit dem Tangentialbiindel
M = TS" ! identifiziert werden. Nun kann man jeder Funktion f € L2?(€q) eine Funktion
ko € L*(R; L?(M)) zuordnen. Dazu schreiben wir fiir X = (z,w) € Qq

r =0+ sw, 0L w (5.12)

und setzen

ko(s,w,0) = f(0 + sw,w). (5.13)

Dann gilt, wie man sich leicht iiberzeugen kann,

// |f(:1:,w)\2dwdx:/ / /\ko(s,w,9)|2d9dwds (5.14)
n J§n—1 —o00 JSn—1 Jwl

und nach Konstruktion ist die Zuordnung f ~ kg eine Translationsdarstellung, die sowohl
ein- als auch auslaufend fiir Uy(¢) beziiglich der Teilriume FY. ist.
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5 Anwendungen

Auf F und fiir ¢ > 0 stimmt U(t) mit Uy(t) iiberein. Entsprechendes gilt auf F_ und fiir
t < 0. Wir nutzen auf den Teilrdumen die gerade konstruierte Translationsdarstellung und
schreiben entsprechend £, (s) = ko(s + R) und k_(s) = ko(s — R). Die Verschiebung liefert
dabei gerade die richtigen Tragereigenschaften. Es gilt also fiir f € F

ki(s,w,0) = f(0+ (s + Rw,w) = f(Ps(0 + Rw,w)) (5.15)
und fiir f € F_ entsprechend
k_(s,w,0) = f(0+ (s — R)w,w) = f(Ps(0 — Rw,w)), (5.16)

wobei jeweils # 1 w gilt. Die Darstellung iiber ®, liefert dabei die Fortsetzung auf den gesamten
Hilbertraum, gilt also fiir alle f € H = L2(Q). Damit ist

RXxM>3 (s,w,0) = X, =&,(0+ Rw,w) € N (5.17)
maferhaltend und (fast tiberall) bijektiv und entsprechend auch
Rx M3 (s,w,0)— X_ =0 — Rw,w) € . (5.18)
Wir bezeichnen die Umkehrfunktionen als s1(X), w.(X) und 6.(X). Insbesondere existiert
eine (fast tiberall) Bijektion (s_,w_,0_) — (s.,w, 0, ). Dabei gilt
S— (84w, 04) — 54 = b(wy, 04) (5.19)

unabhéngig von s, (Translationsinvarianz!) und die Zuordnung (s;,w;,0y) — (w_,0_) ist
unabhéingig von s.. Was wir gerade beschrieben haben, sieht wie folgt aus: Ein Teilchen,
welches zum Zeitpunkt Null £ im Punkt - — Rw_ in Richtung w_ verldsst wird (nach
Reflexionen) zum Zeitpunkt ¢(w,, 6, ) die Menge £, im Punkt 0, + Rw, erreichen. Die Zahl
lwy,0y) wird als Verweildauer bezeichnet.

Im Folgenden werden wir fir (sy,w,,0) wieder kurz (s,w,#) schreiben und die auslaufende
Darstellung verwenden. Es gilt also

ki(s,w,0) = f(Ps(0 + Rw,w)) = f(Ps_ (- — Rw_,w_)) =k_(s +l(w,0),w_,0_) (5.20)
und damit insbesondere folgendes Lemma:

5.1.7 Lemma. Die Streuabbildung S : k_ — k ist im Fourierbild durch
k4 (Qw,0) = (k4 () (w, 0) = e % _(C,w_,0.), (5.21)

also durch eine maferhaltende Punkttransformation auf M (also eine konstante unitire Ab-
bildung auf L2(M)) gefolgt von einer Multiplikation mit e <97 gegeben.

5.1.8 Satz. Sei ((G) = esssup, g)en £(w,0).
(1) Angenommen, ¢((G) < oo. Dann besitzt o eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C.

(i) Gilt ¢(G) = 00, so ist o holomorph in C_ und besitzt R als natiirliche Grenze.

Beweis. Ist die Verweildauer ¢ essentiell beschriinkt, so ist e *«9¢ £ ( fiir fast alle (w,0) € M
und ¢ € C und die Streumatrix o ist ganz. Ist andererseits die Verweildauer unbeschrénkt, so
ist die Multiplikation mit e ¢ fiir kein ¢ € C_ invertierbar und ¢ kann nicht in die obere
Halbebene fortgesetzt werden. O
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5.2 Wellengleichungen in AuBengebieten

5.2.1. Als néchstes betrachten wir Wellengleichungen auf einem Auflengebiet Q@ = R"\ O, n
ungerade, mit geeigneten Randbedingungenﬂ Wir setzen wiederum voraus, dass O C Bg gilt
und bezeichnen mit H = H}(Q) x L2(Q) den Energieraum sowie mit F ¢ H die Teilréiume
bestehend aus den Cauchydaten fiir Losungen mit supp u(t, ) N Bryy = & fiir +¢ > 0.

Es ist evident, dass dann

und ebenso

() U@t)F. = {0} (5.23)

£t>0

gilt. Um die Streutheorie nach Lax und Phillips anzuwenden, bleibt nachzurechnen, dass die
weiteren Bedingungen fiir die Annahmen (U1.), (U2) erfiillt sind.

5.2.2 Lemma. Fs gilt F_ 1 F,.

Beweis. Wir bezeichnen mit Hy = H'(R") x L2(R") den Energieraum der freien Wellenglei-
chung und betten H in Hy dadurch ein, dass wir in O mit Null fortsetzen. Die Einbettung
ist isometrisch. Wendet man die Radontransformation als freie Translationsdarstellung an, so
wird dabei F; auf L%([R,00); L?(S*!)) und F_ auf L?((—oo, —R]; L?(S"™!)) abgebildet. Die
freie Translationsdarstellung ist unitar, F. sind damit orthogonal. O]

Die Dichtheit von |, U(t)F in H kann auf lokales Abfallen der Energie zurtickgefithrt werden.

5.2.3 Lemma. Angenommen, fiir jede beschrinkte Teilmenge B C Q und jede Losung u(t, x)
der Wellengleichung gilt

lim inf/ (Vu(t, z)|* + |0u(t, 2)|* dz = 0. (5.24)
B

t—00
Dann gilt (UL,).

Beweis. Schritt 1: Angenommen, v = (vg,v;) € H erfiillt (v,U(t)uy) = 0 fir alle t € R
und alle uy = (ug,u;) € Fy. Da U(t) unitér ist, impliziert dies also (U(—t)v,u,) = 0 und

Schritt 2: Sei w = (wp,w;) L Fy und u, die Losung der freien Wellengleichung zu Anfangs-
daten wg, wy (fortgesetzt durch Null in O). Die freie Translationsdarstellung dieser Losung ist
ein Element von L?((—oo, R]; L2(S™ 1)) und es gilt

uyp(t,x) =Up(t)w(z) =0  fir 2| < —t—R, t < —R. (5.25)
Da damit diese Losung fiir t < —2R insbesondere in O verschwindet gilt

!Das nachfolgende ist fiir Dirichletrandbedingungen aufgeschrieben, fiir andere Randbedingungen kann man
dhnlich vorgehen.
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Schritt 3: Wir nutzen die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit. Fiir jedes u = (ug,u;) € H
gilt
Up(—2R)u(x) = U(—2R)u(x) fir |z| > 3R, (5.27)

entsprechend gilt auch fiir die lokale Energie

lullfzcr) —/ [Vuo(t, 2)[* + Jui (¢, 2)[* dw (5.28)
QNBg
aufgrund der Ausbreitungsgeschwindigkeit Eins die Abschéatzung
[Uo(—=2R)ulluir) < [lullncn), [U(=2R)ullner) < ||ulluer)- (5.29)

Schritt 4: Sei v wie in Schritt 1 und € > 0. Dann existiert wegen ((5.24) eine Folge s; — oo mit

[U(sj)v[laer) <& (5.30)
fiir alle j. Damit folgen
||Uo<—2R>U(Sj)’U”H(3R) <eg, ||U(—2R)U(SJ)'UHH(3R) < € (531)
und somit
|Uo(—2R)U (s;)v — U(s; — 2R)v||asr) < 2¢. (5.32)

Da U(s;)v L F gilt, stimmen beide Terme fiir [x| > 3R iiberein. Es gilt also
\U2R — 5;)Ug(—2R)U(s;)v — v|lu = ||Us(—2R)U(s;)v — U(s; —2R)v|lu < 2.  (5.33)

Fiir s; > 2R gilt aber U(2R — 5;)Up(—2R)U (s;)v = Uy(—s;)U(s;)v nach Schritt 2 und somit,
da dies fiir |#| < s; — 2R verschwindet |v||m(,—2r) < 2. Da aber s; beliebig groB und
beliebig klein waren, muss damit v = 0 gelten. O]

Die Annahme (U1._) folgt entsprechend aus dem Abfallen der lokalen Energie fiir t — —oo. Es
stellt sich die Frage, wie man das lokale Abfallen der Energie beweist. Eine Moglichkeit bieten
sogenannte Morawetz-Abschiatzungen. Diese zeigen, dass fiir sternformige Gebiete die lokale
Energie wie ¢! fiir ¢ — oo abfillt. Eine Alternative liefern spektrale Charakterisierungen. Wir
zeigen, dass lokales Energieabfallen aus der Nichtexistenz von Eigenwerten fiir den Erzeuger
der Halbgruppe folgt. Dazu nutzen wir:

5.2.4 Satz (Rellich, Vekua). Sei Q = R"\ O zusammenhdingend mit glattem Rand undn > 3.
Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Angenommen Au = 0 mit ulpq = 0. Gilt dann u € L2(Q), so folgt u = 0.
(ii) Gilt Au+ Nu =0 auf Q fiir ein A € R\ {0} und u € L*(Q), so folgt u = 0.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass jedes v € D'(Q) mit Au = Au automatisch zu C>(£2)
gehort (Elliptische Regularitéat). Wir konnen also mit den Funktionen punktweise rechnen.
Die erste Aussage ist dabei einfach, die zweite bedarf eines genaueren Hinsehens.

(i) Aus Au = 0 fiir ein u € L*(Q) folgt zusammen mit der Randbedingung u € H?(Q2) NH{ ().
Damit gilt aber insbesondere auch

0= —/Qu(a:)Au(x) d:p:/Q|Vu(az)|2dx (5.34)
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und u ist konstant, also aufgrund der Randbedingungen insbesondere auch u = 0.

(ii) Diese Aussage kommt ohne Randbedingungen aus. Da A reell ist, konnen wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dass auch w reellwertig ist. Wir betrachten die
Losung u(x) fiir |z] > R und entwickeln diese in eine Reihe nach (reellwertigen) Kugelfunk-
tionen

u(z) = Z Z bik(r)Vjk(w), r=rw, r>R. (5.35)
=0 k=0

Dabei gilt ALYk + ;Y = 0, alle Kugelfunktion sind normiert in L2(S™!) und paarweise
orthogonal. Eingesetzt in die Ausgangsgleichung ergibt dies unter Ausnutzung der Darstellung
des Laplaceoperators in Kugelkoordinaten
n—1 ;
() + b (r) - %ijk(r) + M2, 4 (r) = 0. (5.36)
Weiterhin impliziert u € L2(Q) die Quadratintegrierbarkeit von c¢;(r) = r™=Y/2p,,(r) auf
[R,0), da

ZZ/ROO|CJ~J€(T)|2(:1T= ZZ/:ij)Frn—ldr: /|>R|u(x)|2dx <|lul|.  (5.37)

j=0 k=1 j=0 k=1
Die ¢, erfiillen die Differentialgleichung

4n —n? — 3 — 4u;
c () + e Lein(r) + Neji(r) =0, (5.38)
es ist also auch ¢}, quadratintegrierbar und damit auch ¢} ;. Multipliziert man die Gleichung

mit 2¢,; und integriert von r bis oo, so folgt

> cn(8)c: 1 (s
0— —c;.7k(r)2+(4n—n2 _3_4,uj)/ %ds_)ﬂcj’k(r)z
4n —n? — 3 —4u;
_ 2 7
- ;,k(r) - 4r

—I—(4n—n2—3—4uj)/

T

cin(r)? (5.39)

> cin(s)?

253

ds — N2¢;ji(r)?.

Der erste und der dritte Term sind dabei nichtpositiv (n > 3 und gy > 0). Ebenso ist die
Summe aus dem zweiten und dem vierten Term fiir grofle r nichtpositiv. Da insgesamt Null
entstehen muss, sind also alle Summanden fiir hinreichend grofles r gleich Null. Nun 16st aber
¢;r eine Differentialgleichung. Damit folgt aus ¢; () = 0 fiir r grof schon ¢;;(r) = 0 fiir alle
r > R. Also ist suppu C Bg. Mit dem Satz von Holmgren folgt u = 0 auf €. m

5.2.5 Lemma (Wiener). Sei pn € M(R) von beschrinkter Totalvariation und atomfrei, es gelte
also w({&}) =0 fir jedes &€ € R. Dann gilt fiir

1 .
it) = —— [ e*d 5.40
i) = o= [ eaute) (5.40)
die Abschditzung
1 T
lim T/ 71(t)? dt = 0. (5.41)
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Beweis. Da u von beschrankter Totalvariation ist, ist die Funktion fi(t) gleichméBig be-
schrénkt. Sei nun € > 0. Wir betrachten die Differenz u(-+¢)— p(- —¢) und deren Fouriertrans-
formierte 2isin(et)zi(t). Da nun offenbar die Funktion 2¢ ! sin(et)fi(t) quadratintegrierbar ist
und dies gerade der Fouriertransformierten der Differenz der Verteilungsfunktionen

MmO +2) —m(A—e) fir m(\) = / du(€) (5.42)

—00

entspricht, folgt nach Plancherel

/ m\+€) — m(\ — )2 dA = 4/ Smt#\ﬁ(t)]?dt. (5.43)

Setzt man nun

M(e) =sup |m(A+¢) —m(\ —¢)|, (5.44)
A
so folgt fiir die linke Seite von (5.43)) die Abschétzung
/|m (A + &) — m(\— &)] dA

2k+1
:M(g)z/2 M+ &) — m( — 2)| dA

kez ” (Zh—1)e (5.45)
/ Z\m (2k+ e+ 1) —m((2k — Ve +7)| dr < 2eM(g)]|p]]-
€ kez )
<liul

Andererseits ist die rechte Seite von (5.43) wegen 2/m < |(et)"!sin(et)| fir alle |et| < 7/2
nach unten durch

-z%{/ﬁé§”|<Wdt_ﬁz A at (5.46)

mit 7' = m/(2¢) abschatzbar.

Da p atomfrei ist, ist aber m(\) gleichméBig stetig und damit gilt lim. o M (g) = 0. Wihlt
man nun zu gegebenem § > 0 den Parameter ¢ so klein (also 7" so groB), dass wM (e)||p| < 46
gilt, so folgt

1 /7
—/ BOPdt < 6 (5.47)
TJr

und da 0 beliebig war die Behauptung. O

5.2.6 Satz. Sei Q@ = R"\ O mit O einfach zusammenhingend und mit glattem Rand. Dann
gilt fiir jedes uw € H und jedes R > 0

lim inf [U(t)au ) = 0. (5.48)

Insbesondere sind die Voraussetzungen (Ul.), (U2) erfillt.
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Beweis. Schritt 1: Wir zeigen zuerst nur die schwache Konvergenz
litm inf (U(t)u,v) =0 (5.49)
—00

fiir beliebige u, v € H und nutzen dafiir die Darstellung der unitdren Gruppe iiber den Spek-
tralsatA?

o0

(U(t)u’ ’U) = / eitC dﬂu,v(C) (550)

—0oQ
unter Nutzung des projektionswertigen Spektralmafles o und der zugeordneten skalaren Mafle

fuw(-) = ((-)u, v). Da nach Satz der Dirichlet-Laplace auf €2 keine Eigenwerte besitzt,
hat der Erzeuger der Gruppe U (t)

as(ia) =0 0) (00 )0 L) e

VIR L) e < e S e (5.5

keine Eigenwerte (und dariiberhinaus ganz R als Spektrum). Damit ist aber das Spektralmaf
atomfrei und das Wiener-Lemma anwendbar. Also gilt

lim / i\(U(t)u,v)]th 0. (5.53)

T—o00

Sei nun (v;);en eine in H dichte Folge. Dann existiert zu jedem j eine Zahl T' > j mit

T
T
/ (U (t)vg, v;)|* dt < 37 fir 1 <k,0<j (5.54)
T

Damit existiert aber insbesondere auch ein s; € (7°/2,7T) mit
1
(U(sj)vp,v))| < = fir 1 <k,1<7j. (5.55)
J

Fiir diese Folge gilt also lim;_, (U(s;)vk,v;) = 0 fiir alle k,1 und zusammen mit der
Abschitzung |(U(t)w, v)| < ||u|l ||v]| folgt

li{n inf (U(t)u,v) =0 (5.56)

fiir alle u,v € H.

Schritt 2: Als zweiten Schritt fithren wir die starke Konvergenz auf die schwache zuriick. Es

geniigt wiederum, die Aussage fiir eine dichte Teilmenge zu zeigen und wir ersetzen U(t)u
durch

Ult)u, = /go(r)U(t +r)udr (5.57)

2Den wir hier an dieser Stelle als bekannt voraussetzen. Er wird in der angegebenen Form oft als Satz von
Stone bezeichnet. Wir beweisen diese Form der Spektraldarstellung in Kapitel @
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fir ein ¢ € CF(R). Dann gilt v, — v fiir eine §-Folge ¢. Dartiberhinaus sind die so konstru-

ierten Losungen (u(#), uff))T = U(t)u,, glatt in ¢, ihre ¢-Ableitungen also ebenso Losungen der

Wellengleichung. Damit erhalten wir
ltf 2 + IV a) < C) (5.58)
gleichméBig in ¢ und (diesmal aufgrund der Gleichung fiir u(¥))
[ AUl 12(q) < O (5.59)

Da 0€) glatt ist, implizert letzteres entsprechende gleichméflige Schranken fiir alle zweiten
Ableitungen (elliptische Regularitit des Dirichlet-Laplace). Damit kénnen wir den Satz von
Rellich anwenden, die Menge {U(t)u,, : t > 0} ist relativ kompakt im lokalen Energieraum
H(R) fiir jedes R > 0. Es existiert also eine Teilfolge der Folge s; aus Schritt 1, so dass
U(sj,)u, in der lokalen Energienorm konvergiert. Da der schwache Grenzwert schon als Null
identifiziert ist, folgt

Lim [JU7(sj, Jug[lrcm) = 0. (5.60)

Die Ausweitung auf alle w folgt nun mit einem Diagonalfolgenargument. O]

Damit ist die Streutheorie nach Lax und Phillips anwendbar. Wie man in diesem Fall genau die
Streumatrix ausrechnet, werden wir im néchsten Kapitel diskutieren. Vorerst beschranken wir
uns auf ein Resultat, welches die Lax—Phillips-Halbgruppe mit der Gebietsgeometrie verbindet.
Dazu sei wiederum R so grof3, dass 02 C Bg. Weiter bezeichne £(2) das Supremum iiber die
Léange der Billiardtrajektorien innerhalb Q N Bi (mit Reflexionen an 012). Es gilt

5.2.7 Satz. (i) Gilt £(2) < oo, so ist Z(t) kompakt fir t hinreichend grof.
(i) Gilt L(Q) = oo, so folgt ||Z(t)|| =1 fir allet > 0 und Z(t) ist fir kein t > 0 kompakt.

Bemerkung zum Beweis. Fiir einen Beweis der ersten Aussage und weitere Hinweise sei auf
das Buch von Lax [3] verwiesen. Die zugrundeliegende Idee besteht in der Nutzung der Aus-
breitungsresultate fiir Singularitdten. Diese folgen gerade den Billiardtrajektorien und liefern
(so £(€2) endlich ist) damit eine Glattung lokal in der Nihe des Hindernisses O und damit
die Moglichkeit den Satz von Rellich anzuwenden. Fiir die zweite Aussage muss man sich
Losungen in Form geeigneter Wellenpakete konstruieren. O

5.3 Kirchhoff-Graphen

5.3.1. Sei G ein Graph mit endlich vielen Knoten und Kanten und mindestens einer unbe-
schrinkten Kante. Wir betrachten zum Kirchhoff-Laplace auf G die zugeordnete Wellenglei-
chung

uy = Agu (5.61)

mit Kirchhoftbedingungen an allen Knoten. Wir nutzen wiederum als Energieraum den Raum
H = H'(G) x L*(G) (beziehungsweise einen abgeschlossenen Teilraum davon), beschreiben
aber die Konstruktion der unitdren Gruppe U(t) explizit. Auf jeder Kante ist die Gleichung
durch

U = Ugy (5.62)
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Abbildung 5.1: Streuung im Sterngraph (hier vom Grad 5). Auf einer Kante gibt es ein- und
auslaufende Wellen, auf den anderen Kanten werden nur auslaufende Wellen
betrachtet.

gegeben, besitzt also als Losung nach d’Alembert die Summe einer nach links und einer nach
rechts verlaufenden Welle

Ue(t,x) =u_(x — 1) +us(x+1), e€cE, xel, (5.63)

auf jeder Kante e. Im Energieraum H = H'(G) x L*(G) und mit der (isometrischen) Identifi-
kation H' € f +— f’ € L? auf unbeschrinkten (gerichteten) Graphen ergibt sich daraus

!/ /
(Z,*’e i ZT) =, G) +ul, ( 11> L*(I;C?*, e€E. (5.64)
+.e Y= -

e

Zur Bestimmung der Evolution U(t) bleibt zu berechnen, was beim Auftreffen einer solchen
Welle auf einen Knoten geschieht. Wir identifizieren den Knoten auf jeder inzidenten Kante
mit dem Nullpunkt und betrachten das Ganze lokal in Knotennéhe:

5.3.2 Lemma. Sei G, ein Sterngraph mit d unbeschrinkten Kanten und einem Knoten vom
Grad d. Angenommen auf einer Kante liuft eine Welle f(x +t), f € H'(R,), ein. Dann
ergeben sich die reflektierte Welle g(x —t) auf derselben Kante und die transmittierten Wellen
h(z —t) auf allen anderen Kanten nach folgender Formel

o) =220, nt) =25 (5.65)

d
Beweis. Aus Symmetriegriinden stimmen die auslaufenden Wellen auf allen anderen Kanten
iiberein. Damit bleibt, die Randbedingungen als Gleichungssystem aufzuschreiben und zu
16sen. Die zu fordernden Bedingungen sind fiir alle t € R

h(=t) =g(=t) + f(),  (d=DI(=t)+g'(=t) + f'(t) = 0. (5.66)

Wir nehmen an, dass das einlaufende Wellenpaket f kompakt getragen ist. Dann sind f, g
und A fiir hinreichend kleine (oder grofie) ¢ jeweils Null und wir konnen die zweite Gleichung
integrieren. Dies liefert

—(d—1)h(—=t) —g(—t)+ f(t) =0 (5.67)

67



5 Anwendungen

und als Losung des Gleichungssystems erhalten wir

2-d 2

o) =540, b=t =~ f0) (5.69)

und damit nach Substitution die Behauptung. O]

5.3.3 Bemerkung. (i) Fiir d = 1 ergibt sich formal eine Neumann-Randbedingung. Die
Stetigkeitsbedingung am Knoten entfillt und die Kirchhoffbedingung liefert f’(¢) +
¢'(—t) = 0 und damit f(¢) = g(—t). Alternativ kann man auch eine Dirichlet-Bedingung
stellen, diese liefert f(t) + g(—t) = 0 und damit f(t) = —g(—t). In beiden Fallen erfolgt
eine Reflexion, jedoch mit verschiedenen Vorzeichen.

(ii) Knoten mit d = 2 und Kirchhoff-Bedingung kénnen entfernt werden. Hier folgt g = 0
und f(t) = h(—t) und Wellen laufen durch den Knoten einfach hindurch.

5.3.4 Beispiel. Wir kénnen die Streuabbildung fiir den Graphen G, aus obigem Lemma direkt
ablesen. Als einlaufenden Teilraum F_ C H nehmen wir den Teil des Energieraums bestehend
aus Daten fiir einlaufende Wellen auf allen d Strahlen, als auslaufenden Teilraum F, C H ent-
sprechend die Daten auslaufender Wellen. Damit ergeben sich zwei Translationsdarstellungen
mit Bildriumen L2(Ry;C?) zu den Teilriumen Fo,

F_> (;-:) — (fe(_'))eeE € LQ(R—;Cd)v
eckE (569)

F, > ( _f}) > ()eer € LR, CY),
€/ ecE

hier werden bis auf eine Spiegelung am Ursprung die Funktionswerte der jeweiligen
ein/auslaufenden Welle im Nullpunkt des Strahls zum Zeitpunkt ¢ genutzt, was auch ebenso
die Fortsetzung der Translationsdarstellung auf ganz H liefert. Die Streuabbildung ist dann
durch die (konstante!) Matrix

)
vl
U
)
ll v
QU
ISR

(5.70)

N
[SHEESH LI
U

2
d

QIND -

sowohl in der Translationsdarstellung als auch im Fourierbild gegeben. Die Matrix ist unitér,

2 —d)? 4 d? 2—d)2 4
( d2) +(d_1)$:ﬁ:1’ 2(T)+(d_2)$20' (5.71)

Beide Translationsdarstellungen liefern jeweils unitédre Abbildungen
H = H'(G,) x L*(Gy) — L%(R;C%) (5.72)
des gesamten Energieraumes auf den zugeordneten L2 der C%wertigen Funktionen.

5.3.5 Beispiel. Die Evolution der Wellengleichung auf komplizierteren Graphen lassen sich
aus den einzelnen Knoten und den Kantenldngen dazwischen zusammensetzen. Wir betrachten
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Abbildung 5.2: Der Lollipop-Graph

dazu ein Beispiel, den Lollipop-Graph aus Bild bestehend aus einer unbeschréankten Kante
und einem Kreis der Lange 1. In diesem Fall kann die Translationsdarstellung nicht auf dem
gesamten Energieraum definiert sein, es gibt Wellen die auf dem Strahl identisch verschwinden.
Diese betrachten wir zuerst, fiir diese gilt also

ustrahl(ta l‘) = 07 ukreis(t’ 0) = ukreis(t’ ]') = 07 u’iqeis(tv O) = ui{reis(t’ ]‘) (573)

und Uyeis(, ) zerfillt in Eigenfunktionen et2mikt sin(2rkx) des entsprechenden periodischen
Problems auf [0, 1]. Wir bezeichnen mit

HY = \/U(t)F (5.74)

den Teil des Energieraumes, welcher von den ein- bezichungsweise auslaufenden Wellen aus-
geschopft wird. Analog zu Lemma und Satz zeigt man, dass dabei H = H__
dem orthogonalen Komplement der oben beschriebenen Eigenfunktionen im Energieraum ent-
spricht. Der Beweis nutzt dabei nur die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit und das Huy-
gensprinzip (Korollar [3.3.4)) im Energieraum, welches in einer Raumdimension gilt.

Unser Ziel ist es, die zugehorige Streumatrix zu bestimmen. Statt der Spektraldarstellung be-
trachten wir vorerst die Translationsdarstellung und Fragen, zu welchen spéateren Zeitpunkten
welcher Anteil der gerade einlaufenden Welle zu einer auslaufenden Welle wird. Da der einzige
Knoten vom Grad 3 ist, werden jeweils —1/3 reflektiert und auf jede andere Richtung werden
2/3 transferiert. Damit ergeben sich nachfolgende Werte

Zeitpunkt ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘

G-3)i==

und entsprechend zum Zeitpunkt k, k € N jeweils 8/3*+1. Damit ergibt sich in der Translati-
onsdarstellung fiir die Streuabbildung die Faltung

reflektierter Anteil

1 22 _ 8
51235=9

[e.e]

S5(t) =~ 50 Zf By (——50 iz;—kak) (5.75)

und entsprechend in der Spektraldarstellung

e~ ik¢ 8e © 3 8 ek 1 3e¢—1
o Z 3k T33 3 o 33_0% 3 3_ox (5.76)

Fiir reelle ¢ gilt dabei |o(¢)| = 1, ebenso besitzt die Funktion Polstellen in ¢ mit e™¢ = 3, also
in ( =2mm +1iln3, m € Z. Sie ist beschréankt und holomorph in der unteren Halbebene C_.
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5 Anwendungen

5.3.6. Notation. Wir bezeichnen allgemeiner fiir einen Graphen G mit unbeschréinkten Kan-
ten nummeriert von 1 bis d (und d = #FE.,) die Menge der Wege (mit Reflexion an Knoten)
von Kante ¢ nach Kante j mit £, ;. Fiir jeden Weg w € L, ; sei £(w) die Lange des Weges und
c(w) das Produkt tiber die Transmissions- beziehungsweise Reflexionskoeffizienten entlang des
Weges.

Weiterhin sei G, der Graph der entsteht, wenn man die unbeschrinkten Kanten alle entfernt.
Eine Funktion f € D(Ag,) C H*(Gp) mit
Ag, f+Nf =0, N >0, (5.77)

zusammen mit den Kirchhoff-Bedingungen an allen Knoten wird als Eigenfunktion von G,
bezeichnet. Da die Einbettung von D(Ag,) in L?(G,) kompakt ist, besitzt die Eigenwertglei-
chung nur fiir eine diskrete Menge an A mit Haufungspunkt im Unendlichen einen
nichttrivialen Losungsraum und dieser ist endlichdimensional.

Eine solche Eigenfunktion bezeichnen wir als Streu-Eigenfunktion, falls sie zusétzlich an den
Knoten von G, die in G zu einer unendlichen Kante inzident sind, den Funktionswert Null
annimmt. Setzt man diese durch Null fort, so ergeben sich Eigenfunktionen von Ag und jede
Eigenfunktion von Ag ist von dieser Form.

Weiter bezeichne F. C H die Teilrdume des Energieraums, die zu auf den Strahlen ein-
beziehungsweise auslaufenden Welleb gehéren. Dann gilt, analog zu obigem Beispiel,

5.3.7 Satz. Sei G ein Graph mit d unbeschrdnkten Kanten.

(i) Der Energieraum H zerfdllt in die direkte Summe H = H, & H,., wobei H, von den
durch Null fortgesetzten Streu-Eigenfunktionen (f., £ f))ecr, aufgespannt wird und

\/ Ut)F+ = H,, (5.78)
teR
qilt.
(ii) Die ein- und auslaufenden Translationsdarstellungen
-+ H,. — L*(R;CY) (5.79)
und die zugehdrigen Spektraldarstellungen
o Hy, — LA(R;CY (5.80)
sind unitdre Abbildungen.

(iii) Die Streumatriz o(C) besitzt die Eintrdige o, ;(C)

i (Q) = Y c(w)e ), (5.81)

wEﬁi,]’

sie st insbesondere fiir alle ¢ € C_ symmetrisch und dariberhinaus fiir ¢ € R unitdr.

Beweisskizze. (i) folgt analog zu Lemma und Satz mit wenigen Modifikationen.

. (ii) ist ein Resultat der Streutheorie von Lax und Phillips, die dazu notigen Vorausset-
zungen ergeben sich direkt aus der ersten Teilaussage. o (iii) ergibt sich durch Verfolgen
einlaufender Wellen entlang aller Wege analog zu Beispiel |5.3.5] O
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5.3 Kirchhoff-Graphen

[
N

OO

Abbildung 5.3: Die Graphen zu Beispiel [5.3.8 und [5.3.9|

5.3.8 Beispiel. Als zweites Beispiel betrachten wir einen Graphen mit zwei unbeschréinkten
Kanten und dazwischen einem Kreis bestehend aus zwei Kanten der Lange 1/2 (siehe Bild
Dann ergibt sich nach obiger Rechenvorschrift fiir den Reflexionsanteil der Streumatrix

a-ono=e e (G ECD) () )

n k=0
1 22 1
_ —in¢__ —
= —§ + 2@ e 32n 1 (582)
n=1
8 i e e L8 e 3(e7¢—1)
3n:1 gn 39—61< 9 —ei¢
und entsprechend fiir den Transmissionsanteil
i 2\ o (2n 2\ "% r1\*
— — —i(n+3)¢ [ 2 AL -
nal@) =@ =2 () S () (3)(5)
n=0 k=0
22 & 1
=22 N eritnta) (5.83)
2 2n
3% = ‘ 3
e—ind e3¢

:_e zcz s

Also ergibt sich

~(01a(¢) a2(Q)) 1 e —1) ek
o(C) = (Ug,l(f) 02,2(C)> 9 —eiC ( 8¢~ 3¢ 3(ei¢ — 1)> (5.84)

mit Polstellen in ¢ mit e™ = 9, also in ¢ = 2mn + 3iln 3, symmetrisch und unitir auf der
reellen Achse und bestehend aus Kontraktionen in C_.
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5 Anwendungen

5.3.9 Beispiel (Kurasov, Stenber@. Ersetzt man den einen Kreis durch eine liegende 8 mit
gleicher Gesamtlange, so ergibt sich ebenso die Streumatrix . Die hinzukommenden Wege
kiirzen sich in der Summenformel aufgrund der Knoten vom Grad 4 mit Reflexionskoeffizient
—1/2 und Transmissionskoeffizient +1/2 sowie der gleichen Kreisbogenldngen heraus.

5.3.10 Satz. (i) Die Streumatriz bestimmt im allgemeinen nicht die Struktur des metri-
schen Graphen.

(ii) Sind die (endlichen) Kantenlingen eines metrischen Graphen Q-linear unabhingig, exi-
stieren weder Mehrfachkanten noch Loops, und besitzt der Graph mindestens eine un-
endliche Kante, so bestimmt die Streumatriz den Graphen eindeutig.

3P. Kurasov, F. Stenberg, On the inverse scattering problem on branching graphs, J. Phys. A: Math. Gen. 35
(2002) 101-121
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6 Stationare Streutheorie

6.1 Spektraldarstellungen auf Kirchhoffgraphen und
Berechnung der Streumatrix

6.1.1. Wir betrachten zuerst als Modellfall einen Kirchhoff-Graphen G mit einer unbe-
schrinkten Kante. Wir identifizieren die unbeschrinkte Kante mit R, und bezeichnen mit
Gy den beschrankten Teilgraphen.

Sei H der zugeordnete Energieraum, H,. = Hrf und bezeichne F. die den ein- beziehungs-
weise auslaufenden Wellen auf zugeordneten Teilrdume. Diese bestehen aus auf dem Strahl
getragenen Funktionen und sind von der Form

F_={f=(f,f)" : suppfCR},
Fy={f=(—f)" : suppf CR,}.

Die Translationsdarstellungen sind auf F. direkt gegeben, bei der einlaufenden Translations-
darstellung wird

(6.1)

F_o> f= (JJ;,) — V2f (=) e LA(R.) (6.2)
und bei der auslaufenden Translationsdarstellung
F,>f= (_ff,) VA e IA(RY) (63)

zugeordnet. Der Normierungsfaktor sichert die Isometrie. Das funktionale Modell und damit
die Spektraldarstellung ergibt sich durch Fouriertransformation. Fiir die einlaufende Darstel-
lung erhalten wir

For= (f) I f/ e = e (64)

was sich (zumindest fir kompakt getragene f € F_) formal als Innenprodukt

F@=57 [ r@o

mit der Funktion

elx(

2f/ f@)ddr = (fe_(- ) (65)

1 .
e_(r,() = NG CemC (é) ,  (E€R, (6.6)

schreiben ldsst. Fiir die auslaufende Spektraldarstellung auf F, ergibt sich entsprechend

~ T emia 1 oo N B .
7 /f = x_ﬁ/o F@)e Az = (frec( O (6.7)
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6 Stationdre Streutheorie

als Innenprodukt mit

1 .
e (r,() = NG Ce—wC (llg) , ¢ €R. (6.8)

6.1.2. Wir suchen als Fortsetzung der Spektraldarstellungen auf ganz H,. entsprechende Kern-
funktionen fiir die Integraltransformation

esr(¢): G —C? (6.9)
parametrisiert durch ¢ € C mit

Aesli6)i= (5, 1) exs0) = iGesl ) (6.10)

welche in jedem Knoten die Kirchhoff-Bedingung erfiillen und dariiberhinaus auf dem Strahl
eine Darstellung der Form

ool e

beziehungsweise

er(0.0) = 5 [ (i0) + e () (6.12)

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten r.(¢) € C besitzen.

6.1.3 Lemma. (i) Bis auf eine diskrete Ausnahmemenge existieren fir alle ( € C ein-
deutig bestimmte Funktionen ey (-,¢) mit (6.10) und (6.11)) beziehungsweise (6.12]). Die

auftretenden Koeffizienten ry sind dabei meromorphe Funktionen auf C.

(ii) Die ein- und auslaufenden Spektraldarstellungen
o H, — L(R) (6.13)
sind fir kompakt getragene f € H,. durch

?i(() = (fv ei<'7C))H7 C € R: (614)

gegeben.
(111) Es ngt 6_(1’, C) = T’_<C)€+(l’, C) und e+(x, C) = T+(C)€_($, C)
(iv) Es gilt r—(Q)r+(¢) =1 fiir alle ¢ € C.
(v) Es gilt e<(z,¢) = ex(x, —() und damit insbesondere auch r-(¢) = ri(—().

Beweis. (i) folgt aus den allgemeineren Betrachtungen im Anschluss des Beweises, da es sich
bei den Komponenten der vektorwertigen Funktionen e (-, () wegen

A= (Ag 1>2 - (Ag AG) (619
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6.1 Spektraldarstellungen auf Kirchhoffgraphen und Berechnung der Streumatrix

um formale Eigenfunktionen des Kirchhoff-Laplace Ag handelt. o (ii) ist nachzurechnen.
Dazu nutzen wir, dass fiir f € H,. kompakt getragen und jedes ¢t € R auch U(t)f kompakt
getragen ist. Damit gilt

d )
E(U(t)fv ei) = (AU(t)f7 ei) = _(U(t)f7Aei) = IC(U(t)fv ei)7 C S Ra (616)
und somit als Losung dieser Differentialgleichung auch

(U(t)f, ex) =e™(f,es), teR (6.17)

Fiir f € Fy ist durch (f, e1)n aber die ein- beziehungsweise auslaufende Spektraldarstellung
gegeben. Da \/,.p U(t)F+ = H,, gilt, liefert (6.17)) die gesuchte Fortsetzung der Spektraldar-
stellungen auf ganz H,. als unitire Abbildung. e (iii) Da

Qe (0.0 = g (@ () - 0m@e < ()] 619

ebenso eine Losung bestimmt, impliziert fiir v, (¢)r_(¢) # 0 die Eindeutigigkeit aus dem ersten
Teil

ri(Q)e-(z,¢) = r(Or(Q)es(x, () (6.19)

und damit die Behauptung e_(z,() = r_({)ey(z,() und analog e, (z,¢) = r+({)e_(z,(). ®
(iv) folgt da e, (z,¢) = ri(Q)e_(z,{) = ri(O)r_(Q)es(x,(). ® (v) folgt wiederum aus der
Eindeutigkeit der Funktionen e, da

e 00 = g [ (1) + 00 ()| = o0 (6.20)

wiederum dieselbe Losung bestimmt. Fiir e, verlauft die Argumentation analog. O]

Insbesondere ist die Streuabbildung fiir Graphen mit einer unbeschrinkten Kante durch Mul-
tiplikation mit
a(¢) =r(¢) =r_(¢), ¢ eR, (6.21)

gegeben, fiir das zweite Gleichheitszeichen wurde dabei |o(¢)| = 1 auf R genutzt.

6.1.4 Beispiel. Als einfaches Beispiel betrachten wir wiederum den Lollipop-Graph (Bei-
spiel [5.3.5)) mit einem Kreis der Lénge 1. Die zu bestimmende Funktion e_(z, () ist damit auf
dem Strahl durch

e_(z,0) = 2\/_;7“( [eixC (é) +r_(¢)e ™ (114)] ., zERy (6.22)

und auf dem Kreis durch

e_(z,0) = Tlmc {a(g)ei“ (é) + b(¢)e ¢ (12)] ., 2€(0,1) (6.23)

gegeben. Die Koeffizienten a((), b(¢) und r_(¢) sind zu bestimmen. Die Kirchhoff-Bedingungen
am Knoten ergeben dafiir Gleichungen

L4 (0) = a(Q) + B(Q) = al)e + b(Q)e ™

L r_(¢) +a(¢) — b(¢) — a(¢)e +b()e ™ =0 (6.24)
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6 Stationdre Streutheorie

deren Losung sich aus

. : — el¢ .
a0 =) =HOES =1, O = al0) gz =0 (629
und damit _ _
L4r () =aQ0 469, 1-r_(C) = 2a(Q)(e* ~ 1) (6.26)
“u oi¢ oiC _
o) = gy, Q=2 Xl (6.27
ergibt.

6.1.5. Im allgemeinen Fall mit d unbeschréankten Kanten wird jede der Spektraldarstellun-
gen durch d Funktionen ey ;(z,(), j = 1,...,d, beschrieben. Jede der Funktionen liefert die
Berechnung einer der Komponenten der Abbildung

H,. > f — f. € L2(R;C9. (6.28)

Die Funktionen ey ; ergeben sich wiederum als formale Losungen der Eigenwertgleichung
Aey (-, () =iCes (-, ¢) auf G mit Kirchhoftbedingungen an allen Knoten und dem Verhalten

. 1 . 1
e | )+ s—(QeT | L] auf Strahl j,
_ 1 ic 1 (6.29)
2/7iC w1 '
s_ik(Q)e . auf Strahl k,
5T 1<'

auf den Strahlen aus E. Die Koeffizienten s_ ;(() sind dabei fiir fast alle ¢ € C eindeutig
bestimmt und liefern wiederum die Eintrége der Streumatrix. Dies nachzurechnen verbleibt
als Ubungsaufgabe.

€ (:L“, C)

6.1.6. Es bleibt die oben schon genutzte Eindeutigkeit zu zeigen. Dafiir betrachten wir allge-
meiner Kirchhoff-Graphen G mit d = # E, unbeschrinkten Kanten. Wir bezeichnen wiederum
mit G, den beschrankten Teilgraphen, in dem diejenigen Knoten markiert sind, die in G mit
unbeschréinkten Kanten inzidieren. Wir betrachten nun Randwertprobleme auf G,.

Sei dazu ¢ € C ein Parameter. Losungen von Agf = —(?f sind auf jeder Kante e € F von
der Form . -
fo(z) = afe™ +aje ™, rel = (—l,l), (6.30)

mit Koeffizienten aX € C und ¢, = {(e)/2. Wir betrachten die Einschrinkung von f auf G,
und parametrisieren diese mit dem Koeffizientenvektor ((a)eer,, (a7 )ecr,) € C*#F0. Sei V;
die Menge der inneren Knoten von G,. In diesen Knoten sind die Stetigkeitsbedingung und die
Kirchhoftbedingung fiir die Ableitungen zu erfiillen. Dies sind

Z degv (6.31)

Gleichungen. An den Randknoten Vi = V' \ V; liefert die Stetigkeitsbedingung weitere

Z (degyv —1) = Z (degv — 1 — deg,, v) (6.32)

veVy veVy
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6.1 Spektraldarstellungen auf Kirchhoffgraphen und Berechnung der Streumatrix

Abbildung 6.1: Graph G, mit in weifl drei markierten Randknoten und vier inneren Knoten

Gleichungen, wobei deg, den Knotengrad in G, und deg, v die Anzahl der zu v inzidenten
unbeschrankten Kanten in G bezeichnet. Die Parametrisierungen der zuldssigen Losungen
liefert damit einen Teilraum £ C C?*#F0 der Dimension

dim £ > 2#FE, — Z degv — Z(degov —1). (6.33)
veV; veVy

Es stellt sich die Frage, durch welche weiteren Bedingungen an den Knoten aus Vj diese
Losungen eindeutig bestimmt werden. Dazu nutzen wir

6.1.7 Lemma. FEs gilt

2#Ey =Y deg,v (6.34)
veV
sowie
#Eo + 2#Ey = Y _degu. (6.35)
veV

Beweis. Auf G, besitzt jede Kante einen Anfangs- und einen Endknoten, dies liefert die erste
der Abzédhlformeln. Fiir die zweite nutzen wir, dass jede unendliche Kante nur einen Anfangs-
knoten besitzt. O]

Da fiir Knoten aus V; beide Gradbegriffe iibereinstimmen, ist der Ausdruck auf der rechten
Seite von (6.33)) durch #Vj gegeben. In (6.33)) gilt im wesentlichen Gleichheit.

6.1.8 Lemma. Bis auf eine diskrete Ausnahmemenge in ¢ € C gilt dim L({) = #Vj.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die 2#FEy — #Vjy Gleichungen der Kirchhoff-Bedingungen
iiber dem Kérper Clet%¢ : e € Ey] € 9M(C) der von den Koeffizientenfunktionen erzeugten
meromorphen Funktionen linear unabhéngig sind, also maximalen Rang besitzen. Da dann
beim Anwenden des Gauss-Algorithmus keine Nullzeile auftritt, folgt lineare Unabhéngigkeit
iiber C fiir alle ¢, welche keine gemeinsamen Nullstellen der letzten Zeile und keine Polstellen
auftretender Koeffizienten einer der Zeilen sind.

Fiir dies geniigt es, dass fiir ( € C_ mit hinreichend groflem Imaginérteil die Gleichungen
linear unabhéngig sind.

Schritt 1: Wir normieren alle Stetigkeitsbedingungen auf C_, indem wir durch den in C_
fiihrenden exponentiell wachsenden Koeffizienten dividieren. Dies fiihrt auf Gleichungen der
Form

Ae — Aot = (’)(eee Im()7 by =Ly

6.36
ap = O(e(ﬁe—ée/)lmg), Ee > ge, ( )
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6 Stationdre Streutheorie

fir e,e’ € E, N Ey und alle v € V. Die Ableitungsbedingung ist nur an v € V; zu Stellen und
bleibt von der Form .
Z ace ¢ = O(efeme), 0z = min /.. (6.37)

EGEU
eckE,

Dabei steht a, jeweils fiir einen der beiden Koeffizienten a je nach Kantenorientierung.
Schritt 2: Wir ersetzen zuerst alle nun exponentiell fallenden Koeffizienten durch Null. Dann
zerfillt das System in #V unabhingige Blocke. Jeder der Koeffizienten a tritt dabei nur an

einem der zur Kante e inzidenten Knoten auf und fiir jeden Knoten v € V' ergibt sich aus den
Stetigkeitsbedingungen das System der deg,v — 1 Gleichungen

Qe = Gg, le =4{; = min {,,
¢'eEy (6.38)
Ae = 0, ge > gé

und fiir innere Knoten v € V; zusétzlich die Gleichung

D emila, = 0. (6.39)
ecE,

Diese Gleichungen sind linear unabhingig.

Fall 1: v € Vj. In diesem Fall sind die deg, v — 1 angegebenen Gleichungen unabhéngig mit a;
als freiem Parameter.

Fall 2: v € V. Hier entspricht die Zahl der Gleichungen der Zahl der Variablen und es geniigt
zu zeigen, dass alle Koeffizienten a, Null sind. Einsetzen der ersten Gleichungen in die letzte

liefert '
Y e ez =0 (6.40)

e€ E, minimal

und damit a, = 0 fiir alle e € E,,.

Schritt 3. Das volle System der Kirchhoff-Bedingungen ergibt sich aus dem in Schritt 2 betrach-
teten als Stérung mit Norm O(efe™¢). Da die Menge der Matrizen maximalen Ranges offen
in der Menge aller Matrizen ist, ist dieses System damit fiir Im( < —N und N hinreichend
grofl von vollem Rang und das Lemma ist bewiesen. O

6.1.9 Bemerkung. Betrachtet man analog die Menge aller formalen Losungen auf dem ge-
samten Graphen G (wiederum verstanden durch die Koeffizienten vor den Exponentialtermen
auf den Kanten), so ergibt sich ein Teilraum der Dimension

dim{f:G — C|A¢f = —C*f} = #F (6.41)

von C?#F>=_Fiir die Randknoten v € Vj ergeben sich dabei zusitzliche Gleichungsbedingungen
der Form

bi+b, =b,+ b, e,e’ € E,NEy (6.42)
und _
Y ae =" (b -b), (6.43)
ecEyNEo e€EyNEx

wobei die unbeschriankten Kanten wiederum mit R, identifiziert wurden und der Ansatz
fo(z) = bFel® + b e ¢ genutzt wurde.
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6.1 Spektraldarstellungen auf Kirchhoffgraphen und Berechnung der Streumatrix

6.1.10. Wir definieren nun weitere Abbildungen. Sei zuerst
v=(10,m) s L= CH (6.44)

die Abbildung, welche jeder zuldssigen Losung f parametrisiert durch ihre Koeffizienten f € £
die Funktionswerte

Yof(w) = f(v), veEVs, (6.45)
und die duflere Ableitung
nfw)y=-= > filv), veV, (6.46)
ecEy,NEy

in den markierten Knoten zuordnet. Die Abbildung v héngt vom Parameter ¢ ab. Mit diesen
Notationen gilt

Lemma. (i) Es gilt kerv,(¢) # {0} genau dann, wenn —(? ein Eigenwert des Kirchhoff-
Laplace auf dem Graphen Gy, ist. Insbesondere ist diese Ausnahmemenge reell, diskret
und besitzt einen Haufungspunkt in oo.

(ii) Es gilt kervo(¢) # {0} genau dann, wenn —(? ein Dirichlet-Eigenwert des Kirchhoff-
Laplace auf dem in den markierten Knoten aufgeschnittenen Graphen G, ist. Insbeson-
dere ist diese Ausnahmemenge reell, diskret und besitzt einen Hdaufungspunkt in co.

(iii) FEs gilt kery(C) # {0} genau dann, wenn es zu ¢ eine Streu-FEigenfunktion auf G gibt.

Fiir ¢ € C, die weder Dirichlet- noch Neumanneigenwerte sind, existiert damit eine Bijektion
zwischen Neumann-Daten v, f, den Parametern f € £ und Dirichlet-Daten 7 f. Die Abbildung

D) : C* 3 4, f s 7o f € C*V2 (6.47)

wird als Neumann-Dirichlet-Operator des markierten Graphen G, bezeichnet. Die Zuordnung
¢ — D(() ist dabei meromorph mit Polen hochstens auf R.

6.1.11. Es bleibt, die Eindeutigkeit der Losung ey ;(z, () zu zeigen. Wir betrachten den Fall
mit d Strahlen ins Unendliche und fiigen falls es Knoten v € FE. mit deg. v > 1 gibt,
weitere Knoten vom Grad 2 auf den Strahlen ein. Dann gilt d = #Vy = dim £ bis auf eine
diskrete Ausnahmemenge in ( und die gerade konstruierten Neumann-Dirichlet-Operatoren
sind nutzbar. Das Verhalten von e, auf den Strahlen bestimmt dabei jeweils Dirichlet- und
Neumanndaten.

Zuerst der Fall einen Strahls ins Unendliche. Dann gilt

2VmiCr =1+7r-(¢),  2Vam=1-7_(¢) (6.48)
und es ist die Gleichung i{D(¢)(1 —r_(¢)) = 1 + r_({) zu erfiillen. Damit folgt
i(D(¢) — 1
030

fir alle ¢ mit i{D(() # —1. Da D meromorph und nicht gleich i/ ist, ist dies eine diskrete
Ausnahmemenge. Polstellen von 7_(() sind gerade die Nullstellen von i(D(() + 1.
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6 Stationdre Streutheorie

Fiir d Strahlen ins Unendliche ergibt sich analog in Matrixform (die j-te Spalte entspricht
dabei der Funktion e_; mit den Strahlen entsprechenden Zeilen und S_(¢) der Matrix mit
den Eintrégen s_ ;1 (())

2WriCr =1+ 5_(C),  2vmm =1-5_(C), (6.50)

so dass wiederum
S-(¢) = (D) + )1 (iD() — 1) (6.51)
folgt. Bis auf eine diskrete Ausnahmemenge ist i{D(({) + I invertierbar.

6.2 Jostfunktionen und Marchenko-Gleichung

6.2.1. Fiir eindimensionale Probleme kénnen weitere Eigenschaften von Differentialgleichun-
gen direkt genutzt werden. Wir betrachten hier in diesem Abschnitt den Differentialoperator

d2

auf R fiir ein reellwertiges kompakt getragenes Potential V' € C°(R;R). Dann ist der Operator
mit Definitionsbereich D(A) = H?(R) assoziiert zur Form

o) = [ F@T@drt [ V@i (6.53)
und selbstadjungiert. Die zugehorige Wellengleichung
Uy = Uz — V(2)u (6.54)

kann wiederum mit der Energieform

/|u6(x)|2d:v+/V(x)|u0(:r;)|2dx+/\ul(x)\2dx (6.55)

behandelt werden, jedoch ist fiir (durchaus interessante) Potentiale V' mit nichttrivialem Ne-
gativteil diese quadratische Form nicht positiv und erzeugt damit keinen Hilbertraum. Wir
nutzen Ideen aus dem letzten Abschnitt und diskutieren stattdessen das Verhalten der verall-
gemeinerten Eigenfunktionen des Operators.

6.2.2. Wir konstruieren Jostlésungen zum Operator A. Dies sind Losungen der Differential-
gleichung

Ade(2,€) = =Tz, ¢) + V(2) Je(2, () = *Jx(2, (), (6.56)
die auf einem Halbstrahl aulerhalb des Trégers von V' durch
J_(x,¢) = e, x < infsupp V' (6.57)
und
Ji(2,¢) = e, x > supsupp V' (6.58)
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6.2 Jostfunktionen und Marchenko-Gleichung

charakterisiert sind. Die so definierten Losungen sind glatt in # und holomorph in ¢. Auf
dem jeweils anderen Halbstrahl ergeben sich Kombinationen der Exponentialfunktionen mit
holomorphen Koeffizienten

J (2,¢) = a_({)e ™ +b_(¢)e™, x > supsupp V, (6.59)

und
Ji(2,¢) = by (Q)e ™ 4+ ay (¢)es, x < inf supp V. (6.60)

Die Jostlosungen erfiillen Ji(z, —¢) = Ji(x,¢) und damit gelten fiir die Koeffizienten die

Symmetriebeziehungen a4 (—¢) = a+(¢) und b.(—¢) = b+(¢). Weitere Beziehungen zwischen
den Koeffizienten ergeben sich durch Auswerten von Wronski-Determinanten.

6.2.3 Lemma. Die Koeffizienten erfiillen

la— ()1 = b-(OF = lar (OF = [b+(OFF =1, (€R, (6.61)

sowie

ar(Q)=a () wnd  b(O)=-b (), C(eC (6.62)

Beweis. Wir nutzen Eigenschaften der Wronksi-Determinante. Da fiir reelle ¢ neben J_(z, ()
auch J_(z,() die Differentialgleichung erfiillt, ist die Determinante

S0 L@
dt(%ﬂx,c) (%J(a;,()) (6.63)

unabhéngig von x. Ausgewertet auf dem linken Halbstrahl ergibt sich

—iz(¢ iz¢
det (_fge_img igeimg) = 2i¢ (6.64)
und entsprechend auf dem rechten Halbstrahl
o L R b S Taglly
—iCa_(Q)e™™ +iCb-(C)e™* iCa_(()e' —ICb Je i
= i¢(la-(Q)]* = a=()b-(C)e " + a—({)b-(C)e 2“4 b-(OP) (6.65)
+i¢(Jla- (O + a-(O)b-(Qe™*¢ —a_()b-(¢)e 2‘“4 = [b-(O)%)
= 2i¢(la-(O)1* = [b-(O)?)

Also gilt |a_(¢)|? = [b_(¢)|? = 1 und analog ebenso |a,(¢)|* — |b(¢)|* = 1. Betrachtet man die
Wronski-Determinante fiir das System J_ und J,, so ergibt sich auf dem linken Halbstrahl

o (S Qa0 ) oo (6.66)

—iCe ™ —iChy (Q)e T + iCay (¢)ei™

und auf dem rechten Halbstrahl

_ —iz¢ 1 p iz¢ iz¢ ‘
et (—iga%g;}emi iC<bC_)(eC)eix< igeeix<> = 2i¢a_(() (6.67)
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und damit a_(¢) = a(¢). Betrachtet man fiir reelle ¢ analog J_ und .J,, so ergibt sich

e b (e +ar (e
o (—ice‘i“ iCh (Q)ei*¢ — iga+<g>e—iwc) = 2¢b.(0) (6.68)

und auf dem rechten Halbstrahl

a_(¢)e™¢ +b_(¢)elre e
det (-déa-(C)e—”f-+icb_<g)emc —ige—hf) = —2i¢b_(¢) (6.69)

und by (¢) = —b_(¢) = —b_(—C¢). Durch holomorphes Fortsetzen folgt dies fiir alle ¢ € C. [

Wir schreiben kurz a(¢) := a4 (¢) = a—(¢) und b(¢) = b4 (¢). Aus den Symmetriebeziehungen

ergibt sich b_(¢) = —b,({) = —b(—(). Die Funktion a(¢) wird als Jostfunktion des Operators
A bezeichnet. Sie steht in engem Zusammenhang zu spektralen Eigenschaften von A.

6.2.4 Lemma. (i) Ein Punkt ( € C, ist genau dann eine Nullstelle der Jostfunktion a,
wenn (? ein Eigenwert von A : L*(R) D D(A) — L?(R) ist. Der zugehérige Eigenraum
ist eindimensional und durch ker(A — ¢?) = span{.J, (-, ()} gegeben.

(ii) Die Nullstellen der Jostfunktion in Cy sind rein imagindr und einfach.

Beweis. (i) Die Jostlosung J. ist auf den beiden Halbstrahlen durch

b(¢)e ¢ + a(¢)e*s, x < infsupp V,

' (6.70)
el x > supsupp V,

J+ (.1' ) C) = {
gegeben. Fiir ¢ € C, mit a(¢) = 0 fallt damit J, (-, () in beiden Richtungen exponentiell und
gehort damit zu L?(R). Da dariiberhinaus (A — ¢?)J.(+, ) = 0 gilt, ist J, (-, ) Eigenfunktion.
Eigenrdume sind eindimensional, da es im zweidimensionalen Losungsraum der Differential-
gleichung ebenso wachsende Losungen gibt.

Ist umgekehrt ¢ € L*(R) eine Eigenfunktion, so muss 1) an beiden Enden fallen und somit
ein Vielfaches von J, (z,¢) mit a({) = 0 sein. e (ii) Da A selbstadjungiert ist, sind die
Eigenwerte (2 reell, die entsprechenden ¢ also rein imaginiir. Angenommen, fiir ein ¢y € C,
gilt a’(¢p) = a(Co) = 0. Dann folgt fiir dieses (o

V' (Co)e™ ™0 — izb((o)e 0, x < infsuppV,

. (6.71)
izel®o. x > supsuppV,

aCJ+(x,C0) = {
und 9;J4 (-, (o) gehort ebenso zu L*(R). Da aber damit auch (A — ¢3)9:J4 (-, Co) = 20+ (+, Co)
und somit wegen der Selbstadjungiertheit des Operators A — (2 auch J, (-, () € ran(A—(2)N
ker(A — ¢2) = {0} gilt, folgt ein Widerspruch zu J (-, () # 0. O

6.2.5 Lemma. Sei ( € C, und ¢? kein Eigenwert von A. Dann besitzt die Resolvente des
Operators A die Darstellung als Integraloperator

[e.9]

(€~ Ay () = / Rz, y, ) f (y) dy (6.72)

—00

mit Kern

R(z,y,¢) =

1 {J(:c,C)J+<y,<), ysw (6.73)
(y |

2iCa(¢)
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Beweis. Ergibt sich aus der Definition der Jostlosungen J. zusammen mit der gerade berech-
neten Wronski-Determinante. Die Kernfunktion fallt exponentiell fiir x — o0, ist bis auf die
Diagonale z = y glatt und erfiillt

(= ARy, () =0  auf R\ {y}, (6.74)

ist also eine in y getragene Distribution. Da

1 J,—<$aC)J+(y7C)7 y<ux,
0 R(,y.C) = 5= 6.75
@99 = 5¢a0) {Jux, 0T (10, =y (079)
in = y einen Sprung der Hohe
Jy(z,Q)J_(z,¢) = J (2, () )+ (2, ()
%iCalC) =1 (6.76)
besitzt, folgt ((* — A)R(-,y,() = d,. Entsprechend folgt ((* — A)R(z, -, () = ¢, und damit die
Behauptung. O

6.2.6 Korollar. Der Kern der Resolvente besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach C_ mit
Polen in den Nullstellen {a(() = 0} der Jostfunktion. Fir die den Figenwerten von A ent-
sprechenden (; € C mit a(¢;) = 0 gilt dabei

Y 1 J*(xvg')JJr(yaCj)? y <,
Res (R(z,y,();¢ = ¢) = 2i¢;a' () {J+(x,Cj)J_(y, (), x <y, (6.77)
1
= f@j(x)wj(y)

2¢;

fir eine reellwertige normierte Eigenfunktion ¢; € ker(A — CJQ) Dabei gilt insbesondere

Ji(z, () = b(¢)J-(z, ;) und somit auch

1.0 = [ oo (6.75)

Beweis. Die Nullstellen der Jostfunktion in der Halbebene C. sind nach Lemma [6.2.4] einfach.
Damit ergibt sich direkt die erste Formel fiir die Residuen. Andererseits sind die Residuen der
Resolvente in den Eigenwerten gerade die Spektralprojektoren und also solche (fiir den reellen
Operator A — CJQ) iiber normierte reelle Eigenfunktionen darstellbar. m

6.2.7. Die Jostlosungen stehen in einer engen Beziehung zu Streuproblemen. Dividiert man
die Jostlosungen durch die Jostfunktion, so ergeben sich

J_(x,¢ e 76 — —bc(fo e”¢. x> supsuppV,
Ui(z, Q) = @,6) - 1 —ix¢ © : (6.79)
a(q) PO x < infsuppV,
und .
Jo(z,0) el x > supsupp V,
Ya(z, () = =l o 1(2 b(¢) —ixc . (6.80)
a(Q) e 4+ TgeT ™,z < inf supp V,
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also Funktionen die formal den Kernfunktionen e_ ;(z, (), j = 1,2, aus dem letzten Abschnitt
entsprechen. Direkt abzulesen ist eine formale Streumatrix

S(¢) = L (—b(l—g) b(f)) (6.81)

die nach vorigem Lemma fiir reelle { unitér ist. Mit diesen Funktionen kann wiederum eine
Integraltransformation

2 >~ [T Y1(,-) 2 . 2
L2R)S frs | _/_OO () (1/}2(%.)) dz € L3(R,; C2) (6.82)

definieren, welche eingeschrénkt auf das orthogonale Komplement der Eigenfunktionen {¢;}
von A unitdr ist und A zu einer Multiplikation mit ¢? transformiert. Fiir positive Potentiale
V folgt dies aus der aufgebauten Streutheorie, fiir allgemeine Potentiale werden wir spéter ein
abstraktes Resultat beweisen, sie Kapitel und dort insbesondere Beispiel [7.2.13]

6.2.8 Lemma (Marchenko). (i) Die Jostlosung J_(z, () erfillt die Integralgleichung

T

J(2,0) = e ¢ % / sin((z — )OOV ) (, ) dy. (6.83)

— 00

(ii) Die Jostlosung besitzt eine Darstellung der Form
J_(2,¢) = e + / K(z,7)e " dr, (eCy, (6.84)

mit einem von ( unabhdingenden Integralkern K.
(iii) Fiir jedes feste x und ¢ > 0 ist ¢ — J_(x,¢)e® auf {¢ € C; : Im( > e} beschrinkt.
(iv) Es gilt

K(z,z) = %/I V(r)dr. (6.85)

Beweis. (i) Sei h(x,() = € J_(x,¢). Dann gilt
W (2, ¢) = 1™ T (x, ) + "I (,C) (6.86)
h'(a,¢) = =% J_(w,¢) + 21 T (2, ¢) + € T (2,C) '

und damit

= h'(@, ) +2iCh (x, ) + V(@)h(w, () = € (=J" (z,¢) + V(@) J-(2,¢) = (*J(2,()) = 0.
(6.87)
Also folgt V(x)h(z,() = h"(z, () — 2i(h (x, () und damit nach Integration (und unter Ausnut-
zung des kompakten Trigers / schnellen Fallens von V)

i/ (™9 —1) Vi(y)h(y, ¢) dy
21C/ 21 (z—y)¢ _ ) (h”(y,C) . 21Chl(y,<)) d

_ /x %i(a— y)ch’(y C) dy /"’5 (e2i(xfy)4 - 1) h’(y, C) dy

—0o0 —00

(6.88)

- / W (y,¢)dy = 1+ h(z, Q).

—0o0
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Dabei wurde in der letzten Zeile genutzt, dass h(z,() = 1 fiir z < infsupp V' gilt. Also folgt

1 * .
W, Q) =145z | (0 =1) V()h(y. Q) dy (6.89)
und damit fiir die Jostlosung J_(z,¢) = h(x,()e™*¢ die zu zeigende Integralgleichung

J_(2,¢) =e " + i _w (ei(g”’y)C - e’i(’”’y)c) V(y)J-(y, () dy. (6.90)

Wir schreiben im nachfolgenden diese Gleichung als J_(-,¢) = 7% + LJ_(-,¢) mit einem
Integraloperator L. e (ii) Als Volterrasche Integralgleichung folgt fiir die Losung eine Rei-
hendarstellung

J_(z,¢) = e " 43 " L'e (6.91)
n=1

und es verbleibt die einzelnen Summanden zu berechnen. Fiir den ersten erhalten wir

—iz 1 ’ i(x— —i(x— —i
L[e C] — ﬂ/ (e( y)I¢ _ i y)C) V(y)e yCdy

I - : I v
= — i(x—2y)¢ _ o—iaC — —ir¢
1 T

—00 y—
x+T
2

-2 /_OO (/_m V(y) dy> e dr = /_OO (2, 7)o dr

als Integraloperator mit Kern k;. Fiir die weiteren zeigen wir induktiv eine Darstellung der
Form

L"e %) = / kp(z,T)e " dr (6.93)

—0o0
zusammen mit einer Rekursionsvorschrift fiir die Kerne k,,. Es gilt unter Nutzung von ({6.93))
fiir ein gegebenes n € N

Y

LM e ] = 2i¢ / (¥ — e =) Y (y) / Fa(y, t)e™"¢ dt dy
1 —0o0

—00

1 ; Y i(x—y— —i(z—
— ¢ | V) [ k) (06 - o) vy
1 [* Y

T—y+t )
=35 / Vy) / kn(y, t) / e e dr dt dy (6.94)

—x+y+t

1 x T T+T—Y )
== / ( / V(y) / En(y,t) dtdy) e e dr
2 —00 —00 T—x+Yy

:/ Epy1(x, 7)e ™ dr

und damit rekursiv die Gleichung (6.93)) fiir alle n € N zusammen mit der Rekursionsvorschrift

z+T
2

bt =3 [ Vo) [ ki, ko =3 [ vea. ©o)

—00 —x+y —0o0
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Dabei gilt fiir alle —oo < 7 < z (wie man ebenso rekursiv zeigt)

Dy ( / / |dtdy)n (6.96)

= Z kn(x,T) (6.97)

x+

1
|kpy1(z,7)| < 5/

und die Reihe

konvergiert absolut und lokal gleichméflig gegen eine stetige Kernfunktion, welche

Ko7 < 5 /_zl |dyexp</ / |dtdy> (6.99)

erfiillt. Insbsondere folgt die zweite Behauptung. e (iii) Es gilt mit der gerade gezeigten
Darstellung von J_(z, ()

J_(z,0)e" =1 —l—/ K(z,7)e@ ¢ dr (6.99)

und damit unter Ausnutzung von |K(z, 7)| < C, gleichméfig in 7 < x

. e C
ix¢ 1l < zIm —7Im( — z
|J_(z,Q)e | < Cye / e dr Im¢

—00

(6.100)

und damit die Behauptung. e (iv) Die Rekursion ((6.95) schreibt sich in den Variablen
v=(r+7)/2und w= (x —7)/2 > 0 und entsprechend v' = (y +¢)/2, w' = (y — t)/2 als

kni1(v,w) = k1 (v +w,0 —w) = / / V(' +w)k, (v + w0 —w')do"dw’  (6.101)
oo JO

und fiir w = 0 folgt insbesondere k&, (v, 0) = 0 fiir alle n > 2. Also gilt K (z, ) = ki(x,x) und
damit die Behauptung. O

6.2.9. Nutzt man nun den Zusammenhang zwischen der Jostlosung und den Streudaten, so
ergibt sich eine Gleichung zum Rekonstruieren des Potentials. Dazu nutzen wir die fiir alle
x € R giiltige Beziehung

= T, — @ X

die durch Vergleich des Verhaltens beider Seiten fiir z < infsupp V' folgt (Gleichung (6.60))).
Damit gilt als Folgerung des obigen Lemmas

% = ol 4 /_ oo K(z,7)e™ dr + % (e—ixé‘ - /_ OO K(z,7)e™ dT) - (6.103)

Sei nun ¢ € C°(R) mit supp ) C (—oo,y] fiir ein y < z. Dann ist

— / ’ Y(t)e " dt (6.104)
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ganz in ¢ und schnell fallend entlang der reellen Achse. Weiterhin gilt
1 % iz
2 | PO = () =0 (6.105)

mit der Fourierschen Inversionsformel und entsprechend

21 / K(z,7)e™ drd¢
g , (6.106)
/ / / K(a;,T)ei<”><detd§:/ V() K (z,t)dt
Weiter gilt mit ( )
* b C —1t{
F(t) = 5 / e (6.107)
die Beziehung
1 [~ ~ .
3 | HOgGe e
e . (6.108)
1 Yy ) Yy
o [ v [ S cacar= [ wore oar
und ebenso
% / K(z,7)e™ drd¢

/ / U(t) (C) /_ ;K(x,r)ei<”><drdtdg (6.109)

_ /_OO b() /_OO K(z,7)F(r + t) dr dt.

Durch Addition der Gleichungen (6.105)), (6.106)), (6.108) und (6.109)) ergibt sich das Integral
der rechten Seite von Gleichung ([6.103) multipliziert mit . Fiir die linke Seite nutzen wir
Residuensatz und Jordanlemma in der oberen Halbebene und erhalten entsprechend

J+£L‘C) 1 > Tz, Q) it
27r/ 0(¢ a(C) de = zn/ W)/ CalQ) e

. J+ T C] —1tg (6.110)
=1 p(t) idt = p(t)
=0 / /

C€C+a

unter Ausnutzung der Tatsache, dass die Nullstellen von a in C, einfach sind und mit

G(z,t) =1 Z Me*it@g (6.111)

/ .
Geciacy—o ©G)

Damit haben wir gezeigt:
6.2.10 Korollar (Marchenko-Gleichung). Es gilt die Marchenko-Gleichung

F(x—l—t)+K(x,t)~|—/x K(z,7)F(1+t)dr = G(z,1). (6.112)

Dabei sind die Funktionen F' und G durch die Streudaten a und b sowie die Eigenfunktionen
zu den negativen Figenwerten des Operators A bestimmit.
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6.3 Wellengleichungen auf AuBBengebieten und Berechnung
der Streumatrix

6.3.1. Wir betrachten nun wieder Streuung von Wellen an einem Hindernis und folgen dabei
der Notation aus Abschnitt [5.2] Ohne Hindernis ist die (freie) Spektraldarstellung im we-
sentlichen eine Fouriertransformation. Sei dazu Hy = H'(R") x L*(R") fiir n > 3 ungerade
und bezeichne Uy(t) die von der freien Wellengleichung erzeugte unitére Gruppe auf Hy zum
Erzeuger Ay. Dann ist die fiir x € R?, w € S"! und ¢ € C definierte Funktion

_ (_ic)(n73)/2 ilz-w 1
€0<.CC,M,<) = —We lg (6113)
formale Eigenfunktion des Erzeugers Ay, es gilt also
0 1 .
AOGO(U(JJ’C) = (A O) 80(',W,C) :1C60('7W7C)' (6114)

Als Erzeuger der unitéiren Gruppe Uy(t) ist Ag auf dem Energieraum Hj schiefselbstadjungiert,
erfiillt also Aj = —A,. Damit gilt fiir jedes kompakt getragene u € Hy unter Ausnutzung der
endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit und fiir beliebige reelle ¢

%(Uo<t>ua 60(', w, g)) = (A()Uo(t>’ll,, 60(" w, g))

(6.115)
= _(UO(t)u7 AOGO('a W, C)) = IC(U()(t)’U,, 60('7 W, C))u
und damit als Losung dieser Gleichung
(Uo(t)u, eg) = “'(u, e). (6.116)

Das charakterisiert aber gerade eine Spektraldarstellung der unitéren Gruppe / Darstellung
der Gruppe im funktionalen Modell. Es ist die Darstellung, die wir schon einmal als Fourier-
transformation der Translationsdarstellung bestimmt haben:

Lemma. Fir kompakt getragene glatte Daten uw € Hy ist die zugehorige (freie) Spektraldar-
stellung in L2(R; L2(S™™1)) durch

a((»“u) = (’u” 60("waC))Ho (6-117)

gegeben.

Beweis. Sei w = (ug, u1). Dann gilt nach Definition des Energieinnenproduktes

2m " ifz-w . iCz-w
(—ioﬁ(ua eo)m, = —(Vto, V)2 +iC(uy, )12
= —CP(uo, €)1z +i¢(ug, €)1 (6.118)
(271')”/2

= Cigeare (FO s (Gw) = (0P (W)

der erste Term ist dabei gerade in ( und der zweite ungerade. Fouriertransformation in ¢
liefert daraus zusammen mit dem gewéhlten Normierungsfaktor gerade die Ableitungen der
Radontransformierten der Daten ug und uy, wie sie in (4.41)) zur Definition der freien Trans-
lationsdarstellung genutzt wurden. O
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6.3.2. Sei nun O C R" beschrinkt und 2 = R™ \ O zusammenhéngend. Wir betrachten die
Wellengleichung auf €2 mit Dirichlet-Randbedingungen an 92 auf dem zugehorigen Energie-
raum H = H}(Q) x L2(Q). Wir nehmen desweiteren an, dass das Hindernis O nicht einfangend
ist, also die zugehorige Lax-Phillips-Halbgruppe Z(t) exponentiell fillt.

Die einlaufenden und die auslaufenden Spektraldarstellungen auf H wollen wir analog zur
freien Darstellung durch schwach verstandene Integraloperatoren definieren. Dazu suchen wir
Funktionen ey (-, w, (), so dass

aﬂ:(C7w) = (u’ei('kug))H (6119)

fiir alle kompakt getragenen w € H gilt und nutzen dafiir als Ansatz
e:l:(xv('“)aC) 280(x7w7€)+fi(x7w7g>ﬂ x € (L. (6120)

Um eine Spektraldarstellung zu erhalten, muss dabei formal Aey(-,w,() = i(e+(-,w, () fir
alle ¢ € R und w € S" ! gelten. Also ergeben sich zur Bestimmung der Funktionen f (-, w, ()
die Bedingungen

(fl) Af. (-, w,0) =iCfi(,w,() fiir alle w € S" ! und ¢ € R;
(f2) fi(z,w,() = —eo(r,w,() fiir alle x € O und fiir alle w € S"! und ¢ € R;
(f3)+ fiir kompakt getragene u € Fy gilt (u, fo(,w,()) = 0 fiir jedes w € S"! und ¢ € R.

Diese Bedingungen bestimmen die Funktionen f, eindeutig, ebenso die Spektraldarstellungen:

Lemma. (i) FEs existiert genau eine Funktion f, mit (f1), (f2) und (f3)+.

(ii) Die ein- und auslaufenden Spektraldarstellungen
H>uw— uy € LA(R;LA(S™Y)) (6.121)
sind fiir kompakt getragene w € H durch
Ui ((w) = (u,ex(,w,0))u (6.122)

gegeben.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir f_ und zerlegen ihn in drei Schritte.

Schritt 1: Existenz. Sei R so grof, dass O C Bg(0) gilt und x € C*(R"™) getragen in Bg(0)
mit y(z) = 1 auf O. Sei weiter

g('v w, g) = (A - 1(:) (60<'7w7 C)X) (6123)

und

f—('? W, C) = —60(', W C)X - /OOO eiiCtU@)g('? W, C) dt. (6124)

Der Integrand ist fiir jedes t glatt und kompakt getragen beziiglich x. Dariiberhinaus fallt er
punktweise exponentiell (da das Hindernis als nicht einfangend vorausgesetzt ist). Damit gilt

(A - iC)ff(',(U, C) = _g('7w7 C) - /OOO(A - IC) (e_iCtU(t)) g('awa g) dt = 0, (6125)
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da A—i¢ die Halbgruppe e U (t) erzeugt. Also gilt (f1). Weiterhin verschwindet g(z,w, ¢) in
einer Umgebung von 2 und erfiillt damit die Randbedingungen. Also erfiillt auch U(t)g(+, w, ¢)
die Randbedingungen und somit gilt (f2). Fir (f3)_ wihlen wir uns ein v € F_ und nutzen,
dass damit sein Triager auerhalb von Bg(0) liegt. Damit folgt

(u’ f,(‘, W, C))H = _(uv 60(', w, C)X)H - /OO eiCt(U<_t)ua g('> W, C))H dt =0 (6'126)

0
da in allen Innenproduktion die Tréager der auftretenden Funktionen disjunkt sind.

Schritt 2: Spektraldarstellung. Die verwendeten Eigenschaften der Funktion f_ implizieren,
dass es sich bei um eine Spektraldarstellung handelt. Da diese aber auf F_ mit der
freien Spektraldarstellung iibereinstimmt, folgt aus H = \/,.p U(t)F _, dass durch auf
ganz H die einlaufende Spektraldarstellung bestimmt ist.

Schritt 3: Eindeutigkeit. Angenommen, es gibe zwei solche Funktionen f_ und f_. Dann
wiirden diese dieselbe (einlaufende) Spektraldarstellung bestimmen. Fiir ihre Differenz gilt
f_—f_ = (v,iCv)T. Wir wiihlen nun eine beliebige kompakt getragene Funktion x € C°(€)
und betrachten (0, xv) € H. Fiir dieses Element ist die Differenz der Spektraldarstellungen
durch (v, xv) = 0 gegeben. Da y beliebig war, folgt v = 0.

Bemerkung. Fiir f, gilt die Darstellung durch

0
f+('7w7C) = —60(',W,C)X+/ eilaU(t)g('vC‘%C) dt? (6127)
die Beweisschritte sind analog zu den fiir f_ gefiihrten. m
Wir schreiben
1
f:t(x7w’C> = f:l:(wivg) (lg) (6'128)

und betrachten im Weiteren die skalare Funktion f..

6.3.3 Lemma. (i) Die Funktion fy besitzt das asymptotische Verhalten

e:l:lCT
fe(r6,w,0) = 52(0, 0, Q) — 55 + O( ™"
e (6.129)
O f£(r0,w, ¢) = +iC5:(0,w, ()77 + O(r~H0/72)
r
fiir r — oo gleichmdfSig in 0,w € S"~ 1 und lokal gleichmifig in ¢ € R\ 0.

(ii) FEs gilt die Sommerfeldsche Strahlungsbedingung

lim "= Y/2(9, fx FiCfe) = 0. (6.130)

r—00

Beweisskizze. Da wir uns hier fiir das Verhalten weit entfernt vom Hindernis interessieren,
nutzen wir Aussagen zu Losungen des freien Problems und stellen f_ mit Hilfe der freien
Translationsdarstellung dar. Wir setzen dazu f_(x,w,() glatt ins Innere von O fort und
definieren die Hilfsfunktion

gO<'7w7 C) = (AO - iC)f,(-,w, C) (6131)
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Die Funktion g, ist glatt und in O getragen, gehort insbesondere zu Hy. Damit impliziert das
Huygensprinzip (Korollar [3.3.4)) aber, dass die Funktion w(t, -,w, () = Up(t)gy(+,w, () im Ring
t — R < |z| <t+ R getragen ist.
Schritt 1. Wir zeigen, dass dann mit » = |z| die Integraldarstellung

r+R

fo(z,w,() =— /000 e Uy (t)go (7, w, ) dt = —/ e Saw(t, x,w, ¢)dt (6.132)

-R
von f_ gilt. Das Integral konvergiert, da w glatt ist und die Integrationswege jeweils endlich
sind.

Einerseits gilt (da Ap die unitéire Gruppe Uy(t) erzeugt)

(AO _IC)/ eiiCtUO(t)gO(WwJC) dt = _go(‘,W,C) (6133)
0
und dariiberhinaus fiir jedes kompakt getragene w € F_
(u,/ e S Uy (1) gy (-, w, ¢) dt) g :/ (U (t)u, gl w, ) dt =0 (6.134)
0 0

da die Trager von Uy(t)u (enthalten in R™\ Bg) und von g,(, w, ¢) (enthalten in Bg) disjunkt
sind. Beides zusammen bestimmt die Funktion f_ aber eindeutig.

Schritt 2. Wir untersuchen das asymptotische Verhalten von f_ mit Hilfe der Methode der
stationdren Phase. Dazu stellen wir w iiber die Losungsdarstellung der freien Wellengleichung
als
wito.w.) = [ Bt Ody (6.135)
Sn—1
als Uberlagerung ebener Wellen dar. Dabei ist h glatt und in [~R, R] x S"~! getragen. Damit
folgt

r+R
ftw )= [ e [ R0yt O dy
r—R Sn—
) r(@n—-1)+R
— [ e | R (., w,¢) dpdy (6.136)
Sn—1 r(0-n—1)—R

elér 1 _n+tl
= s (0 w,C) (iC> +0(r ),

das duflere Integral nur fiir § - w = +1 stationdre Punkte besitzt, von diesen aber nur der
stationdre Punkt bei 6 - n = 1 aufgrund des Tréagers des inneren Integranden einen Beitrag
liefert.

Schritt 3. Durch Differenzieren erhélt man eine Darstellung von 0, f _

) r(@n—-1)+R
O f_(r0,0,0) = —iC [ FPpy / e h(p, 1, w,¢) dpdn
s r@n-1)-F (6.137)

- / NG - = Dh(r(0-n —1) + R,n,w,¢) dn
S§n—1
in der nur der erste Summand Beitrige zu fithrender Ordnung besitzt und diese (bis auf den

zusétzlichen Faktor i¢) mit denen aus Schritt 2 iibereinstimmen. Dies beweist (i) und (ii)
folgt durch Addition der Asymptotiken. O
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6 Stationdre Streutheorie

Abbildung 6.2: Zum Beweis von Satz

6.3.4 Satz. Der Koeffizient s_(0,w, () bestimmt die Menge O eindeutig.

Beweis. Angenommen, fiir zwei verschiedene Hindernisse O C Br und Oy C Bpg (mit jeweils
glattem Rand und zusammenhéngenden Komplement) ergeben sich in (6.129)) dieselben Koef-
fizienten s_(0,w, () fiir ¢ € R\ {0} und #,w € S"~!. Dann gilt fiir die zugehérigen Funktionen
fﬁl)('awag)v 1= 172

(fO = 00, ¢w) =05, r oo (6.138)

und damit (f% — fP)(, ¢, w) € L2(R"\ Bg). Da dariiberhinaus (A + ¢2)(f% — f#) = 0 gilt,
folgt mit dem Satz von Rellich-Vekua (Satz ) schon fY(z,¢,w) = fP(z,¢,w) fiir alle
z € R™\ (01 UO,). Betrachtet man nun g;(z) = eq(z,w, ) + £ (2, w, ¢) auf Oy \ Oy, so folgt

Ag, + (g =0 (6.139)

zusammen mit der Randbedingung ¢g; = 0 auf 9(O, \ Op) (unter Ausnutzung der Randbe-
dingungen fiir ffi) auf den jeweiligen Randstiicken aus 00;). Also handelt es sich um eine
Dirichlet-Eigenfunktion zum Eigenwert —¢2. Ist nun Oy \ O; # &, so besitzt diese Menge nach
Voraussetzung innere Punkte und enthilt also insbesondere eine Kugel und der Dirichlet-
Laplace hat darauf diskretes Spektrum. Liegt aber nun —(? in der Resolventenmenge des
Dirichlet-Laplace, so folgt damit ¢g; = 0 und damit el = e+ f(,l) = 0 fiir alle z € R™. Das
kann aber nicht sein. Das kann aber nicht sein, da die einlaufende Spektraldarstellung unitéar
und insbesondere nicht Null ist. Widerspruch. O]

6.3.5 Bemerkung. (i) Es gilt ein analoges Resultat fiir A + V(x) fiir kompakt getragene
Potentiale V(x). Im allgemeinen Fall (also ohne die Triagerbedingung) ist das Problem
schwerer (und offen).

(ii) Es geniigt s_(0,w, () fir eine eine offenen Menge an ¢ € I C R\ {0}, ein festes w und
alle # € S"~! zu kennen.
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6.3.6 Satz. Die Streuabbildung o(¢) : L*(S"™1) — L2(S"™1), ¢ € R, ist durch

U (¢ w) = a(Q[a-(¢, ))(w) = - (¢,w) + V2r s (—0,w,O)u_(¢,0)do (6.140)

S§n—1
miat s. aus (6.129) gegeben.

Beweisskizze. Fiir einen Beweis verweisen wir auf das Buch von Lax und Phillips [4] Kapitel
V.5. und skizzieren hier nur die wesentlichen Schritte. Wir nutzen den Ansatz o(¢) = [+ K ()
mit einem noch zu bestimmenden Integraloperator zum Kern K (0, w, (), erwarten also

(’LL, e+('7 W g))H = (u'7 6_(', W, g))H + K(@, W, C)(u7 €_<', 67 C))H dg
s (6.141)
= (u,e_(-,w,() + - K(0,w,{)e_(-,0,()d0)n

fiir jedes kompakt getragene u € H. Das bedeutet aber

0=ei(r,w,() —e_(z,w,() — K0,w,()e_(z,0,()d¢ =: ®(z,w, (). (6.142)
S§n—1
Umgekehrt impliziert die Giiltigkeit dieser Gleichung, dass es sich bei K um den Kern des Inte-
graloperators handelt. Wir formulieren sie in der freien Translationsdarstellung um und nutzen
dazu einige Hilfsaussagen. Wir bezeichnen mit ® die rechte Seite der Gleichung, fortgesetzt
durch Null ins Innere von O.

Schritt 1. Es gilt (Ag — i()®(-,w, () = 0 und damit fir die (schwach verstandene) freie Trans-
lationsdarstellung j von ® auch (—9s —i¢)j = 0. Gilt also suppj C [V, 00) fiir eine Zahl N,
existiert also ein ¢ mit Uy(t)® schwach orthogonal zu F_, so folgt ® = 0.

Schritt 2. Die freie Translationsdarstellung von eg(-,w, () als Element von D'(R; D'(S"!)) ist
von der Form .
(27) Y27 N5 (n — w), (6.143)

die freie Translationsdarstellung von f_ verschwindet fiir ¢ < —R und die von f_ ist (fiir
t < —R) durch _
e “'n(n,w, () (6.144)

mit einer in ¢, w und ¢ glatten Funktion gegeben. Dies folgt aus (6.132). Zeigt man nun
n(f,w,() =s_(—n,w,(), so ist fir alle t < —R

. 1
sy(—n,w,C)e ™ — ——
+(=n,w, ) o Jon

die freie Translationsdarstellung fiir . Fiir die Wahl K (6, w, () = v27s(—6,w, () verschwin-
det diese somit identisch und die Behauptung folgt. O

K(0,w,()e ™8(n —0)do (6.145)
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7 Abstrakte Streutheorie

Wir wollen zum Schluss noch einen abstrakteren Standpunkt einnehmen und die Streutheorie
aus rein funktionalanalytischer Sicht betrachten. Ziel ist es, verschiedene unitiare Gruppen von
Operatoren beziiglich ihres asymptotischen Verhaltens zu vergleichen.

7.1 Spektralsatze

7.1.1. Sei H ein Hilbertraum und U : R — £(H) eine stark stetige Gruppe unitirer Opera-
toren. Wir bezeichnen den Erzeuger von U(t) mit iA, dann ist A : H D D(A) — H selbst-
adjungierter Operator. Ausgehend von der unitéren Gruppe U(t) soll in diesem Abschnitt ein
Funktionalkalkiil fiir den Operator A aufgebaut und damit in verschiedenen Fassungen ein
Spektralsatz fiir A bewiesen werden.

Als Folgerung aus Lemma ergibt sich die Darstellung der Resolvente

1/00 e U (t)dt, Im¢ <0,
Ra(Q)=(-A)7"=g "0 (7.1)
—i / e U (t)dt, Im¢ >0

als L(H)-wertiges Integral. Als direkte Folgerung ergibt sich

IRAQ)] < / L. (eC\R (7.2)

[ Tm ¢’

und ebenso basierend auf der Inversionsformel der Fourier-Laplace-Transformation (hinge-
schrieben fiir skalarwertige Integrale)

L™ e .
o elt(€ n)(RA(f —in)x,y) d¢, t>0,
Uz,y) =9 2,7 (7.3)
o " ETD(RA(E + in)x, y) dE, t<0.

Fiir die verbleibenden ¢ # 0 ergeben diese Integrale jeweils Null. Damit kann man beides
kombinieren und zumindest formal

Ut) = - 74 R A(C) dC (7.4)

27

als komplexes Kurvenintegral schreiben. Der Integrationsweg verlduft dabei in der unteren
Halbebene parallel zur reellen Achse von links nach rechts und in der oberen zuriick von
rechts nach links.
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7.1.2 (Crashkurs zum Spektralkalkiil). Wir bezeichnen mit </ die Menge der Funktionen ¢,
die in einem Streifen S5 = {¢ € C : |Im(| < §} holomorph sind und fiir die (?p(¢) auf S;

beschrénkt ist. Die Menge .7 bildet offenbar eine Algebra iiber C mit Involution ¢*(¢) = ().

Fiir ein ¢ € o7 definieren wir

o) = 5 F ORI e
1 > (7.5)
“om | (p(€ —in)Ra(€ —in) — (& +in)Ra(§ +in)) dE.

Da ¢ quadratisch fillt und R, entlang des Integrationsweges nach ([7.2)) beschrankt ist, kon-
vergiert das Integral und definiert einen beschrankten Operator p(A) € L(H). Die Abbildung
o > ¢ p(A) € L(H) erfiillt dartiberhinaus

(0 + AY)(A) = p(A) + Mp(A)
() (A) = p(A)y(A)
¢ (A) = p(A)"
fiir p,9 € & und A € C. Wihrend die erste und die dritte Aussage klar sind, ergibt sich die
zweite aus dem Integralsatz von Cauchy zusammen mit der Resolventenidentitét.

@
@ (7.6)

Aus diesen Eigenschaften folgt eine Normabschitzung fiir den Operator ¢(A). Ist nun ¢ >
[¢lloo == maxeer [@(£)], so gilt

b=c—+\/E—pped (7.7)
und damit ¢ — p*¢ = (c — ¥*)(c — 1). Also folgt
lp(A)z|” + [I(c = p(A)z|]* = ||=|” (7.8)
und damit [|¢(A)]| < [[¢]s-

Die Algebra o7 ist dicht in Cy(R). Dies folgt direkt aus &7 + C dicht in C(RU{o0}), &7 > ¢ —
©(A) € L(H) stetig fortsetzen zu einem x-Homomorphismus Co(R) > ¢ — ¢(A) € L(H).
Insbesondere existieren nach dem Rieszschen Darstellungssatz zu z,y € H komplexwertige
MaSBe p,, € M(R) mit

() = [ €) € (7.9)

fir alle ¢ € Co(R) mit ||pzyll < ||z]/||y]|. Dartiberhinaus ist ji,, > 0 nichtnegativ und somit
fiir ||z|| = 1 ein Wahrscheinlichkeitsma$.

Das kann man zu Ausgangspunkt nehmen, fiir beliebige beschrankte borelmessbare Funktionen
¢ : R — C durch die Intgerale (7.9)) einen Operator ¢(A) € L(H) zu definieren. Die Menge
der beschrankten Borelfunktionen bildet wiederum eine C-Algebra und die Operatorzuordnung

erfiillt (7.6).

7.1.3. Fiir eine x € H sei
3a(x) = span{p(A)z : p € o}
=span{(¢ —A)"'z : (€ C\R}

=\/U(t)z

teR

(7.10)
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der von x erzeugte zyklische Unterraum. Die Aquivalenz der Definitionen ergibt sich aus obiger
Konstruktion des Funktionalkalkiils. Offenbar ist jeder zyklische Unterraum A-invariant, es
gilt also fiir y € D(A) N 34(x) stets Ay € 34(x). Ein erster Spektralsatz gilt fiir zyklische
Unterrdume:

Satz. Die Abbildung
34(7) D p(A)z — p € LA(R; dity ) (7.11)

ist unitdar und transformiert den Operator A zu einer Multiplikation mit der Variablen &,

Ap(A)x entspricht & — £p(§). (7.12)

Beweisskizze. Wir betrachten nur ¢ € 7. Dann gilt

lo(A)z]]? = (o (A)p(A)r, z) = / (@) i (7.13)

und die Zuordnung der Funktion ¢ ist Isometrisch (wobei auf der rechten Seite ¢ modulo
pz o-Nullfunktionen zu verstehen ist). Die Abbildung setzt sich stetig zu einer Isometrie auf

3a(x) fort.

Diese Abbildung ist surjektiv. Dazu approximiert man die Funktionen ¢ € L*(R; dyu, ) durch
©n(§) = ©(§)1p()|<n und betrachtet die Elemente ¢, (A)z € 34(z). Diese konvergieren in der
Norm und bestimmen damit ein y € 34(x), welches ¢ zugeordnet wird. Also ist die Abbildung
unitar.

Weiter entspricht das Element U(#)¢(A)x nach Konstruktion der Funktion £ — el (¢), die
Gruppe U(t) also der Multiplikation mit den Exponentialfunktionen £ — e diese hat als
Erzeuger die Multiplikation mit £ und es folgt

D(A) — {p € L*(R; dpza) : (€ €0(€)) € L2(R; dpig)} (7.14)
zusammen mit der zweiten Behauptung. O]

7.1.4. Existiert ein x € H mit 34(x) = H, so heifit x zyklischer Vektor fiir A und obiger
Spektralsatz liefert eine unitére Transformation von H in L*(R; du,.). Gilt dies nicht, so
kann man fiir einen separablen Hilbertraum H analog zum Gram-Schmidt-Algorithmus eine
orthogonale Zerlegung in zyklische Unterrdume

H = @ 3a(e) (7.15)

fiir eine (moglicherweise endliche) Folge (x])gozol) mit ||z;]| = 1 und x; L z; fur ¢ # j konstru-
ieren. Dazu beachte man, dass fiir y L 34(z) stets 34(x) L 34(y) gilt. Also erhélt man eine
unitdre Abbildung
H— (PLAR; dty, o). (7.16)
J

Fiir eine absolut summierbare Folge c; sei

B= Cilla,x; € M(R). (7.17)

J
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Wir bezeichnen dieses Maf} als dominant, jedes der Mafle y,, ., ist absolutstetig beziiglich p.
Damit ist aber (Polarisationsformel!) jedes der Mafle 1, , fiir x,y € H absolutstetig beziiglich
p und es gilt

Q112 (€) = Py (€) dp (7.18)

fir komplexwertige messbare Funktionen p,,. Die Zuordnung (z,y) — ps, ist sesquilinear,
pzx(&) > 0 fast iiberall und es gilt

]2 = / At = / GG (7.19)

Die Dichtefunktionen p, , sind also p-integrierbar.

7.1.5 Bemerkung. (i) Dies kann kanonisch gemacht werden indem man die Folge der z;
derart wéhlt, dass

Hajo; < Papays  J 2k (7.20)

gilt. Das dabei entstehende Mafl p := f15, 4, ist dominant.

(ii) Der Raum L?(R; dy) im Spektralsatz hingt bis auf unitire Aquivalenz nur von der
Absolutstetigkeitsklasse des Mafles p ab, sind p und v gegenseitig absolutstetig, gilt also
dp(€) = p(&) dv(€) mit p(§) > 0 fiir v-fast alle &, so ist

LR, dv) 5 f s p'/%f € LA(R, dp) (7.21)

unitdr und erhélt als punktweise definierte Transformation auf dem Raum definierte
Multiplikationsoperatoren.

7.1.6. Die Lebesgue-Zerlegung des dominanten Mafles p liefert eine Darstellung als Summe

M= Hpp + Hac + Hsc (7.22)

gegenseitig singuldrer Mafle fipp L flac, fac L fhsc, fhse L flpp Mit
e /i, atomar, also auf der Menge {£ € R : u({¢}) > 0} getragen;
® /i, absolutstetig beziiglich des Lebesguemafles d¢;
® /i, singuldr und atomfrei.

Der Lebesgue-Zerlegung des Mafles entspricht eine Orthogonalzerlegung der Rdume
L*(R; dp) = LA(R; dupp) © LA(R; djtae) @ L2(R; dptge), (7.23)

entsprechend fiir alle dariiberliegenden Réume in der Spektraldarstellung. Wir definieren zu-

geordnete Projektoren P,.(A), Pyp(A), Pee(A) € L(H) durch

(Pa(A)z,y) = / peo(€) digs K € (DD ac,sc, (7.24)
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7.2 Streutheorie fiir zwei unitdre Gruppen

7.2.1. Seien nun e** und e"*? zwei unitire Gruppen auf einem Hilbertraum H mit zugeordne-

ten Operatoren A: H D D(A) - Hund B : H D D(B) — H. Unser Ziel besteht darin, das
asymptotische Verhalten der unitdren Gruppen in Bezug zu setzten, dafiir also zu gegebenen
x € H zugeordnete y € H zu finden, fiir die die Differenz

ety — By — 0 (7.25)

fir ¢t — oo oder t — —oo gegen Null strebt. Ist x € D(B) eine Eigenfunktion von B zum
Eigenwert A € R, so gilt Pz = ez und (7.25) kann nur dann gelten, wenn \ ebenso
Eigenwert von A ist und y = x gilt.

Jedoch ist (7.25) fiir den absolutstetigen Anteil der Operatoren A und B eine interessante
Eigenschaft.

Definition. Fulls der starke Grenzwert

Wi(A, B) = ts;liroré e 4B P (B) (7.26)

existiert, wird er als verallgemeinerter Wellenoperator (oder Moller- Wellenoperator) bezeich-
net. In diesem Fall seien weiter

H, =ran W, (A, B). (7.27)
7.2.2 Lemma. Angenommen Wy = W, (A, B) existiert. Dann gilt
(1) Wy ist eine partielle Isometrie auf H mit Ausgangsraum ran P,.(B) und Bildraum Hy ;
(ii) die Teilrdume Hy sind A-invariant und es gilt

Wi[D(B)] C D(A) und AWy = W.B; (7.28)
(iii) Hy C P..(A)H.

Beweis. (i) Nach Konstruktion gilt (ran P,.(B))* C ker W... Weiterhin gilt fiir x € ran P,.(B)

le™ 4P Poo (B)a|| = [le™ e x| = ||| (7.29)
und somit |[Wyz| = ||z]|. Damit ist Wy Isometrie auf ran P,.(B) mit Bildraum Hy = ran W,
und es gilt ker Wy = (ran P,.(B))*. e (ii) Es gilt
— ol —itA itB — i —i(t—s)A  i(t—s)B _ aids —iBs
Wy E_}irgloe e"” Poe(B) ts_}jlcrgloe e P..(B) =e™W,e (7.30)
da die unitére Gruppe mit dem Projektor P,.(B) kommutiert. Also folgt fiir beliebiges ¢t € R
WL = Wyelb! (7.31)
und damit nach Definition des Erzeugers einer unitéren Gruppe fiir z € D(B)
. 1 iA . 1 iB
lim = (" Waw — Waor) = limWee (€72 —2) = WeBx (7.32)

und Wyzx € D(A) sowie AW.x = WoBx. e (iii) Damit ist aber die Einschrinkung von
A auf Hy unitér dquivalent zur Einschrankung von B auf ran P,.(B). Also besitzt A auf dem
Teilraum rein absolutstetiges Spektrum und Hy C ran P,.(A). O
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7.2.3 Lemma (Kettenregel fiir Wellenoperatoren). Angenommen Wy (A, B) und Wy (B, C)
existieren. Dann ezistiert Wy (A, C) und es gilt

Wa(A,C) = Wa(A, BYWa (B, C). (7.33)

Beweis. Da ran W (B, C) C ran P,.(B) gilt, folgt fiir jedes x € H

(1= Puc(B))Ws(B,C) = lim [[(1 = Pac(B))e"e™" Poc(C)z| = 0. (7.34)
—doo
Also gilt
oitAeitCy — (itAgitBitBo—itC p (1),
— eitAe—itBPaC(B)eitBe—itCPaC(C)x (7 35)
+ eitAe—itB(l . PaC(B))eitBe_itCPaC(C)$ ’
— W:t(A, B)W:t(B, C)JI +0
fiir t — +o00 und der Wellenoperator Wy (A, C) existiert und die Behauptung folgt. n
Der Wellenoperator Wy (A, B) wird als vollstindig bezeichnet, falls
ran Wy (A, B) = Hy = ran P,.(A) (7.36)

gilt.

7.2.4 Lemma. Angenommen Wy (A, B) existiert. Dann ist Wy (A, B) genau dann vollstindig,
wenn Wy (B, A) existiert.

Beweis. Existieren sowohl W4 (A, B) als auch W (B, A), so folgt
Po(A) =W4i(AA) =Wi(A B)WL(B, A) (7.37)

und damit ist ran P,.(A) C ranWi(A, B) = Hy. Zusammen mit Lemma [7.2.2[iii) folgt
ran P,.(A) = Hy und W4 (A, B) ist vollstandig.

Ist umgekehrt W, (A, B) vollsténdig, so existiert zu gegebenem y € ran P,.(A) ein x € H mit
y = W4x(A, B)x. Also gibt es zu jedem ¢ > 0 ein Tp, so dass fur |t| > T,

le™*Fely — Bie(B)z|| = [ly — e e Poo(B)a|| < e. (7.38)

Damit folgt aber die Existenz von Wy (B, A) und W4 (B, A)y = P,.(B)x. O

Es bleibt, Kriterien fiir Existenz und Vollstéandigkeit von Wellenoperatoren anzugeben.

7.2.5 Satz (Cook). Angenommen, es gibt eine Teilmenge D C D(B) Nran P,.(B), welche in
ran P,.(B) dicht ist, und ein Ty > 0, so dass

(i) e"Bx € D(A) fir alle x € D und |t| > Ty und

(ii)
/OO ([[(A = B)e ™ Pz| + [|(A = B)e"Pz||) dt < oo (7.39)

To
fiir alle x € D gilt.
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Dann ezistiert Wy (A, B).

Beweis. Wegen Eigenschaft (i) gilt fiir € D und grofe ¢
d

ia (e_itAeith) = e (A - B)"Pr (7.40)
und damit .
e tAGHBy  oTisAgisBy — —i/ e (A — B)el"Px db. (7.41)
Also folgt mit (ii)
|e el By — o7is4els By || < /t (A — B)e®Pz||do — 0, s,t — 00, (7.42)
und die Behauptung folgt. Der Fall ¢ — —o0 ist analog. O]

Den gerade bewiesenen Satz kann man verallgemeinern, indem man geschickt Kompaktheit
ausnutzt. Dazu verwenden wir folgendes Lemma. Da wir von nun an die dominanten Maf}e
und insbesonderen ihre absolutstetigen Anteile fiir beide Operatoren A und B benétigen,
verwenden wir die Notation pu®) beziehungsweise u;]f) fiir die durch B bestimmten Mafle.
Ebenso schreiben wir pﬁﬁ} fiir die zugehorige Dichtefunktion von ,ugi,) beziiglich p?).

7.2.6 Lemma. Es gilt
‘ itB _
Jim (e"Pz,y) =0 (7.43)

fiir alle z,y € ran P,.(B).

Beweis. Wir bezeichnen die Dichtefunktion des Mafles ugf) beziiglich des Lebesguemafles mit
nB)(€), es gilt also dugf) (&) = nB)(¢) d¢. Dann folgt die Behauptung wegen

(@"r.) = [ pEO e = [ D) e (7.4
zusammen mit p%)n(B) € LY(R) aus dem Riemann-Lebesgue-Lemma. O]

7.2.7 Satz (Kupsch—Sandhas). Angenommen, es gibt eine Teilmenge D C D(B™)Nran P,.(B),
welche in ran P,.(B) dicht ist, einen Operator J € L(H) und ein Ty > 0, so dass

(i) Je'Px € D(A) fiir alle x € D und |t| > Ty;
(ii) fir alle x € D

/ ([[(AJ = JB)e "Px|| + ||[(AJ — JB)e*Pz||) dt < oo; (7.45)

To

(iii) und (1 — J)(i— B)™™ kompakt ist.
Dann existiert Wi (A, B).
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Beweis. Den ersten Beweisteil konnen wir von Satz abschreiben. Es gilt wegen Eigen-
schaft (i) gilt fiir z € D und grofle ¢

e " Je"Pr) = e (AT — JB)e" Py (7.46)

1—

ai
und damit .
e tAGIB y _ oTisAls By — —i/ e YA(AT — JB)e"Pa db. (7.47)

Also folgt mit (ii)
t
|e7 4 e By — e 4 Jel*By|| < / (A — JB)ePx||dd — 0,  s,t — 0 (7.48)

und der Grenzwert _ .
s-lim e 4. Je"P P,.(B) (7.49)

t—Foo
existiert. Fiir den noch fehlenden Term nutzen wir Lemma und schliefien aus (iii) zu-
sammen mit (i — B)"z € ran P,.(B)

(1—J)e"Bz=(1-J)(i—-B)"eP(i—B)"z — 0 (7.50)
—0
und damit
e (1 — J)e"Pr — 0. (7.51)
O

7.2.8 Bemerkung. Hat man zwei verschiedene Hilbertraume H; und Hy und unitéare Grup-
pen Uy (t) = B auf H; und Uy(t) = ™! auf Hy und gilt fiir einen beschrinkten Operator
J : H; — Hj und eine Menge D C D(B) Nran P,.(B) dicht in ran P,.(B)

i) Je*Bx € D(A) fiir alle € D und |t| > T, und

(1)

(ii) fiir alle x € D

/ ([[(AJ = JB)e "Pz|| + ||[(AJ — JB)e"Pz|) dt < oo, (7.52)

To
so folgt die Existenz des verallgemeinerten Wellenoperators

Wi(A, B; J) = slim e 4 Je"B P,.(B). (7.53)

Fiir Anwendungen ist dabei J injektiv (etwa die Einbettung des Energieraums auf dem
AuBengebiet in den freien Energieraum bei Dirichlet-Randbedingungen) und isometrisch,
jedoch nicht bijektiv. Wir nennen diese Wellenoperatoren wiederum vollsténdig, falls
ran Wy (A, B; J) = ran P,.(A) gilt. Vollstandigkeit folgt hier jedoch nicht mehr aus der Exi-
stenz eines zweiten Wellenoperators und ist direkt zu zeigen!

Im Weiteren sei

M(B) = {x € ran Py.(B) : d'zzx € LOO(R)} (7.54)

die Menge aller x € H mit beschrénkter Dichte des Spektralmafes p, , beziiglich des Lebes-
guemaBes. Wir schreiben kurz ||z}, fiir die Supremumsnorm dieser Dichte.
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7.2.9 Lemma. (i) M(B) ist dicht in ran P,.(B).
(ii) Firz e M(B) undy € H gilt
| e P < onlall (7.5

[e.e]

(iii) Fir jeden Hilbert-Schmidt-Operator G € So(H) und v € M(B) gilt

| el e < 2ol G, (7.56)

—00

Beweis. (i) Der Beweis erfolgt durch Abschneiden. Sei x € ran P,.(B) und gelte du, (&) =
f(&)d¢. Dann gilt f > 0 und wegen

Jolf = [ de = | Z 7€) (7.57)

auch f € L'(R). Wir betrachten nun zu n € N das Element z, = 1{;<,2,(B)x € ran P,.. Fiir
dieses gilt ||z,||pm < n und

o=l = [lyen©@a© = [ fOdE—0  mooe (159
{£(©>n2}

auf Grund der absoluten Integrierbarkeit von f. e (ii) Sei @ : H — 3p(x) der Orthogonal-

projektor auf den x erzeugten zyklischen Teilraum und Qy = ¢*(B)z fiir ein ¢ € L*(R; dpty.)-

Dann gilt

(e_ith7 y) = (e_ith, Qy) — /e_itSQ(g) d/vba:,z(g) (759)
und damit
o i . & d,usc,x
[ e =2 [ e (V=) pag
<ol [ oo () a o

< 27|z Ml Qul* < 27|z lly|I”

mit Plancherel. o (iii) Der Hilbert-Schmidt-Operator G ist von der Form

Gx = Z/\j(l‘,ej)fj (761)

mit Orthonormalsystemen (e;) und (f;) und Singuldrwerten A; > 0 mit [|G||&, = >, A7 < oo.
Damit gilt fiir z € M(B)

Ge "o =>"N(ePr.e))f;,  Ge Pa|? <N (e P, e)) (7.62)
J J
und mit (ii)
/ IGe x| dt < 2m Y~ Nllzll3, = 27|23 GIIE, (7.63)
e -
[
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Wir erinnern daran, dass ein Operator G € K(H) Spurklasse ist, falls seine Singuldrwerte
absolut summierbar sind, es also eine Darstellung

Gr = Z )\j(.T, ej)fj (764)

fiir Orthonormalbasen (e;) und (f;) und Zahlen A; > 0 mit [|G|le, = >_; A; < oo gibt. Dies
ist dquivalent dazu, dass G Produkt von zwei Hilbert—Schmidt-Operatoren ist und wiederum
dquivalent dazu ist, dass

IGlle, = sup D " (Gey, f;)] < o0 (7.65)
(¢5):(f5)€0 5
gilt. Dabei bezeichnet O die Menge aller Orthonormalbasen von H.

7.2.10 Satz (Kato—Rosenblum). Angenommen, der Operator A— B ist ein Spurklasseoperator.
Dann ezistiert W+ (A, B) und ist vollstindig.

Beweis. Sei W (t) = eltAe B Dann ist W (t) — W (s) fiir s,¢ € R stets Spurklasse. Dazu nutzen
wir die Charakterisierung ((7.65)) fiir Spurklasseoperatoren. Es gilt

(W) = W(sesof) = [ (4= Ble e, ) s (7.0

—ifB

und da e7"7e; wiederum Orthonormalbasis ist folgt nach Supremumsbildung

t
W) =W(s)le, < / LS (A= B)e"e; e f;)d0 < |t — 5| |A = Blls,. (7.67)
s (e5),([j5)€

Insbesondere ist also W (t) — W (s) kompakt und damit gilt

lm (W (t) — W(s))e #Pz =0 (7.68)

p—0

fiir jedes = € ran P,.(B). Damit konnen wir uns dem eigentlichen Beweis zuwenden. Es ist zu
zeigen, dass fir x € M(B) ND(B) (was ebenso in ran P,.(B) dicht ist)

I(W (1) = W(s))zl|* = (W ()W (t) = W(s))z, z) — (W (s)(W(t) = W(s))z,2)  (7.69)

fiir s, — oo gegen Null strebt. Aus Symmetriegriinden kénnen beide Terme gleich behandelt
werden. Weiter gilt

(W)W (t) = W(s))x,x)
= lim (W) (W (t) — W(s))x — e*PW* () (W (t) — W(s))e Pz, x) (7.70)

p—00

und es bleibt zu zeigen, dass

(W*()W (s) — PPW*()W (5)e Pz, 2) (7.71)
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fiir s,t — oo gleichméBig in p > 0 gegen Null strebt. Dafiir leiten wir zuerst nach p ab. Es gilt
d

id— = ([W*(t)W (s), B]e—ipng, e PBy) = ([(A— B), e—i(t—s)A]e—i(s-i-p)Bx? e—i(t—i—p)Bl,)’ (7.72)
P
da
[W*(t)W(S),B] — eitBefitAeisAefisBB — Be itB fitA isA fisB
— eitB[efi(tfs)A7 B]efisB 1tB[(A B) )A]efisB’ (773)
und damit

(W* ()W (s) — PPWH ()W (s)e™#P)z, z)
_ i/p (I(A - B), e—i(t—S)A]e—i(S-f—@)Bx’ e_i(t+9)B:p) dg. (7.74)

Wir betrachten wiederum beide Terme des Kommutators einzeln und nutzen A — B = GG>
fiir zwei Hilbert—Schmidt-Operatoren G; und Gs. Dann gilt mit Cauchy—Schwarz

/ﬂ((A o B)e_i(t_s)Ae_i(SW)Bz, e_i(t+9)Bl')
0

(G e i(t—s) —i(s+9)B$’ Gle_i(t+9)Bl’) de’

< / ||G2€—i (t—s) Ae—i(s+€)Bl,|| ||Gle_i(t+9)B{L‘|| d6 (775)

1/2 p ) 1/2
(/ HG e i(t—s)A —i(s+0) Z‘||2 d@) </ ||Gle—1(t+0)Bx||2 d@)
0
1/2 t+p ' 1/2
< (/ HG e it—s)A, IGB:UH d@) (/ HGleﬂHBxHZ d9>
s t

und der erste Term ist beschrinkt durch /27||z||um]|Galle,, da Gae =94 € &, dieselbe
Hilbert—Schmidt-Norm wie G5 hat, wihrend der zweite fiir ¢ — oo gleichméfig in p > 0 und
s gegen Null strebt. Analoges gilt fiir

—i(t—s)A(A i B)e_i(s+6)BZIZ, e—i(t—i—G)Bx)

, | | (7.76)
_ / (G26_1(8+9)B$, Glel(t_S)Ae_l(H_e)BZL') de‘
0

und s — oo gleichméfBig in p > 0 und ¢. In Summe folgt die Behauptung. O
Um weitere allgemeinere Resultate zu erhalten, verallgemeinern wir obigen Beweis und fiigen
wieder einen Operator J ein. Dies fithrt zu

7.2.11 Satz (Pearson). Angenommen, AJ — JB ist Spurklasse fir einen beschrinkten Ope-
rator J. Dann existieren die Wellenoperatoren

Wi(A, B J) = s-lim ¢ Je "B p,.(B) (7.77)
—Foco
und . .
Wi(B, A; J7) = s-lim B e AP, (A). (7.78)
—Foo
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Beweisskizze. Wir diskutieren nur die Unterschiede im Beweis. Setzt man analog W (t) =
el Je B 5o folgt analog

(W(t) —W(s))ej, fj) = / ((AJ — JB)e B¢, e 4 £} dO (7.79)

und damit W (t) — W(s) € &;(H) und damit fir z € M(B) N D(B)
I(W(t) = W(s)z]|* = (W ()W (L) = W(s)z, ) — (W (s)(W(t) — W(s))z, )

— lim (W)W (1) = W()o = PPW OV (@) = WD Pa0) g
— Tim (W (s) (W () = W(s))a = PP (5) (W (1) = W (s))e P, ).
Es sind also wiederum die Terme
(W (OW () = 2 W (OW (e )z, 2) _

(W)W (s) — e*PW* ()W (s)e™*7)x, z)
(und dazu noch mit s und ¢ vertauscht) zu untersuchen Dazu nutzen wir analog
(W ()W (s) — *PW* ()W (s)e #P)z, )
= /0 p(((J*A BJ*)e =94 ] — Jre =94(AT — JB))e (T By o7 1H0B2) 4. (7.82)

was wiederum aus
(W)W (s), B] = &P J*e —itAgisA Jo~isB g _ ReitB Jro—itAyisA 7,~isB
— 1tB((J*A BJ*) —i(t— sAJ J*e —i(t—s) (AJ_JB))efisB’
folgt. Da J und J* beschrinkt sind und J*A — BJ* sowie AJ — JB beide Spurklasse sind,

kann wieder wie im vorherigen Beweis argumentiert werden. O

7.2.12 Korollar (Kuroda-Birman). Angenommen, (i— A)~ — (i— B)~! ist Spurklasse. Dann
existieren Wy (A, B) und sind vollstindig.

(7.83)

Beweis. Mit J = (i—A)"'(i— B) 'gilt AJ—JB=(1—A)""—(i— B)! und damit ist der

Satz von Pearson anwendbar. Es existieren also die Grenzwerte

s-lim (i — A)7'(i — B) e P P,.(B) = s-lim (i — A) e B(i — B) 'R, (B) (7.84)

t—F oo t—F oo

und da (i — B) ! ran P,.(B) dicht im Bild ran P,.(B) ist und ei*}(i — A)~le 8 gleichmiiflig in
t beschrankt sind folgt damit die Existenz von

itA —1_—itB
ts_}glo e (i— A) e P P (B). (7.85)
Da nun aber (i — A)™' — (i — B)~! kompakt ist, gilt
s-lim (i—A)™" = (i—B) e ™ P(B)=0 (7.86)
t—Foo
und . . _
s-lim (i — B) e P P,.(B) = s-lim "¢ P (i — B) ' P,.(B). (7.87)
t—Foo t—F oo

existiert ebenso. Damit folgt aber die Existenz von Wy (A, B). Aus Symmetriegriinden folgt
ebenso die Existenz von W, (B, A) und damit die Vollstandigkeit. O
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7.2.13 Beispiel. Seien auf H = L*(R) fiir eine Funktion V' € L'(R) N L>°(R) mit die beiden
Operatoren
d? d?
A= =L B= @—FV( ) (7.88)
mit gemeinsamem Definitionsbereich D(A) = D(B) = H?(R) gegeben. Dann sind alle Vor-
aussetzungen des Satzes von Kuroda-Birman erfiillt. Dazu betrachten wir die Differenz der

Resolventen

Ra(¢) = Rp(¢) = —Ra(QVRp(() = —Ra(Q)VEA(C)(C — A)Rp(C() (7.89)

(wobei V' den Operator der Multiplikation mit V' bezeichnet). Der Operator (( — A)Rg(()
ist beschréankt, wir schreiben den verbleibenden Operator als Produkt von zwei Termen,
RA(¢Q)|V|Y? und exp(iarg V) |V|Y2R4(¢), und betrachten beide einzeln. Jeder dieser Terme
ist fiir ¢ = —1 Hilbert—Schmidt, da

// 1+yg\ dgdx_/‘v |d93/ 1+\5y) < 00 (7.90)

bis auf eine Konstante das Quadrat der zugehorigen Hilbert—Schmidt-Norm liefert. Damit
sind die formal in Kapitel berechneten Spektraldarstellungen insbesondere auch wirklich
unitdre Abbildungen auf dem absolutstetigen Teil des Spektrums!
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