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5 Integralrechnung in einer Variablen

5.1 Das Riemannintegral

5.1.1. Unser erstes Ziel ist es, der Menge
{(z,y) €[a,b] xR[0 <y < f(a)} (5.1.1-A)

unter dem Graphen einer nichtnegativen Funktion f : [a,b] — R einen Flicheninhalt
zuzuordnen. Dies wird nicht fiir jede Funktion mdoglich sein, wir benétigen also insbe-
sondere Kriterien fiir die Zuldssigkeit von Funktionen.

7y:f(33)

Top XT1T2 T Tpo1 Ty

Wir skizzieren zuerst die Grundidee. Wir zerlegen das Intervall [a,b] in Teilintervalle
und approximieren den Flacheninhalt unter der Funktion von Unten durch die gréften
Rechtecke, die wir passend zur Zerlegung des Intervalls unter dem Graphen der Funkti-
on unterbringen, und nach oben entsprechend durch kleinsten Rechtecke oberhalb des
Graphen. Strebt bei feiner werdenden Zerlegungen jede solche untere und jede obere
Approximation gegen denselben Wert, so werden wir diesen als Riemann-Integral be-
zeichnen.

Es gibt keinen Grund die Konstruktion auf nichtnegative Funktionen zu beschrédnken,
wir zéhlen Rechtecke unterhalb der reellen Achse im folgenden negativ.

5.1.2 (Zerlegungen). Eine Zerlegung 3 des Intervalls [a, b] ist ein Tupel

a=Tog<11<...<Tp_1<Tp=2>b (5.1.2-A)
von geordneten Zwischenstellen x4, ..., x,_1. Dabei bezeichnet
0(3) = max |rg — @y (5.1.2-B)
= n

77777



5 Integralrechnung in einer Variablen

die Feinheit der Zerlegung 3.

Fiir zwei Zerlegungen 3; und 35 sagen wir, 3; ist eine Verfeinerung von 3., wenn 3; alle
Zwischenstellen von 3, enthiélt, in Zeicherﬂ 32 C 31. Vereinigt man die Menge der Zwi-
schenstellen zweier Zerlegungen 31 und 32, so nennt man die sich ergebende Zerlegung
die gemeinsame Verfeinerung 31U3s. Dabei gilt offenbar §(3;U32) < min{d(31),0(32)}.

5.1.3 (Darbouxsche Unter- und Obersummen). Sei nun f : [a,b] — R eine beschréinkte
Funktion und 3 = (zo,...,2,) eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Dann definieren wir
die Darbouzsche Untersummd

U(f;3) = (ax —ax—1)  inf  f() (5.1.3-A)

] E€[TR—1,7k]

und analog die Darbouzsche Obersumme

n

O(f:3) = Z(l’k - l’kfl)g [SUP ]f(f)- (5.1.3-B)
k—1 E|lTr—1,Tk

Wir zeigen zuerst einige elementare Eigenschaften dieser Summen.

5.1.4 Lemma. (i) Fir jede Zerlegung 3 gilt
U(f:3) < O0(f:3). (5.1.4-A)
(i) Ist 3, Verfeinerung von 3, so gilt
U(f;31) >2U(f;32) und  O(f;31) < O(f; 32) (5.1.4-B)
(iii) Fir zwei Zerlegungen 31 und 3, gilt stets

U(f;31) < O(f;32). (5.1.4-C)

Beweis. (i) und (ii) folgen direkt aus der Definition. Fiir (iii) nutzen wir die gemeinsame
Verfeinerung 3 = 31 U 32 und wenden (ii) an, weswegen

U(f:31) SU(S3) < O(f;3) < O(f; 32) (514-D)
gilt. [l

5.1.5 Definition (Integrierbarkeit). (i) Eine beschrdnkte Funktion f : [a,b] — R be-
zeichnen wir als R-integrierbar, falls

sgpu(f;S) = iglf@(f;S) (5.1.5-A)

gilt. Bezeichne weiter Rla,b] die Menge der auf dem Intervall [a,b] R-
integrierbaren Funktionen.

'Wir verwenden Mengenschreibweise. Auch wenn wir von Tupeln sprechen ist die Reihenfolge der
Zwischenstellen durch Ordnung auf R gegeben und die wirkliche Information in 3 ist die zugrunde-
liegende Menge der Zwischenstellen.

2GASTON DARBOUX, 1842-1917



5.1 Das Riemannintegral

(ii)

Fir f € Rla,b] sei

b
[ #arde = SupU(f:3) = nf Of:3) (5158)

das Riemannintegral von f dber [a,b].

R 5.1.6 Beispiele. (i) Die Funktion f(x) = = ist auf dem Intervall [0, 1] R-integrierbar.

(ii)

Dazu schreiben wir Unter- und Obersummen einer Zerlegung 3 = (zo,..., %)
explizit auf. Es gilt

n

O(f:3) = Z(ﬂﬁk — Tp—1)Tk, (5.1.6-A)
k=1
und .
UFi3) =) (ar — 2p—1) T (5.1.6-B)
k=1
und damit

n

O(f;B) - U(f,3) = Z(ﬁk - Ik—1)<17k - fk—1)

k=t (5.1.6-C)

n

<8(3) ) (ar — wp1) = 6(3),

k=1

auf Grund von Y ,_ () — 25_1) = z, — 2o = 1 gilt. Fiir §(3) < e gilt also
O(f,3) —U(f,3) < e und Integrierbarkeit folgt.

Weitere Beispiele R-integrierbarer Funktionen werden wir spéter noch liefern, vor-
erst ein Nicht-Beispiel. Die Dirichletfunktion f : [0,1] — R mit

flz) = {; z Zg (5.1.6-D)

ist nicht R-integrierbar. Jede Obersumme liefert den Wert O(f;3) = 1, wahrend
jede Untersumme U(f;3) = 0 liefert.

15" 5.1.7 Satz (Eigenschaften des Riemannintegrals). (i) (Beschranktheit) Sei f € Ra, b.

(ii)

(iii)

Dann gilt

gér[}szf < b—a/ f(z)dx < sup f(§). (5.1.7-A)

£€la,b]

(Linearitit) Seien f,g € Rla,b] und a € R. Dann gilt f + ag € R[a,b] und

/abf(:c) + ag(z)dz = /ab f(x)dz +a /abg(:c) dz. (5.1.7-B)

(Monotonie) Seien f, g € Rla,b] mit f(z) < g(z) fir x € [a,b]. Dann gilt

/a b flz)de < / b g(z) dz (5.1.7-C)



5 Integralrechnung in einer Variablen

(iv) (Zerlegung des Integrals) Sei f € R[a,b] und sei ¢ € (a,b). Dann gilt fir die
FEinschrinkung von f auf Teilintervalle f € Rla,c] und f € R|e, b] sowie

b c b
/ f(z)dz = / f(z)dx +/ f(z)da. (5.1.7-D)
Gilt umgekehrt f € Rla, ] und f € Rlc,b], so folgt f € R[a,b].

Beweis. (i) Es gilt mit der trivialen Zerlegung 3 = (a, b)
b
(b—a) int, 1) =U(:3) < [ (@) dr < O(:3) = (0—0) sup f() (178
£€(ad] a £€lab]

und damit die Behauptung.

(i) Wir zeigen Summen und Vielfache getrennt. Es gilt fiir die Obersummen einer
Zerlegung 3 = (xq, 1, ..., T,)

O(f +9:3) = Y _(wr — wx1) L (6 +9(0)
k=1 E|Tr—1,2k
—Z<xk_xk_1>( s f(€)+  sup g<n>> S17E)
1 E€[xp_1,7k] nE[rr_1,2k)

=0(f;3)+0(g;3).
und entsprechend U(f + g; 3) > U(f;3) +U(g; 3) fiir die Untersummen. Also gilt

O(f +¢:3) —U(f+9:3) <O(f;3) —U(f;3) +O(9;3) —

v NS
—0 —0

U(g;3) (5.1.7-G)

/

und aus f, g € Rla, b] folgt f + g € R|a, b] und die Addititvitat des Riemanninte-
grals gilt. Ist weiter a > 0, so gilt

O(af;3) =) (tx —ar1) sup  (af() =aO(f;3) (517-H)

k=1 E€[zk—1,7k]
und entsprechend U(af; 3) = ald(f; 3), wahrend sich bei o < 0 die Rollen von U
und O vertauschen. Damit folgt die Homogenitdt des Riemannintegrals.

(iii) Aus f(x) < g(z) auf [a, b] folgt die entsprechend Beziehung auf jedem Teilintervall
einer Zerlegung 3 und damit

O(f;3) <0(g;3),  U(f;3) <U(g;3) (5.1.7-1)

und da beide Riemannintegrale existieren folgt nach Grenzwertbildung die Unglei-
chung zwischen den Integralen.

(iv) Jede Zerlegung 3 von [a, b] kann durch Hinzunahme des Punktes ¢ verfeinert wer-
den. Sei 3’ diese Verfeinerung und bezeichne 3} und 3} die darin enthaltenen

10



5.1 Das Riemannintegral

Zerlegungen von [a,c] und [c,b]. Jede Zerlegung von [a,c| beziehungsweise von
[c, b] kann auf diese Weise erhalten werden.

Dann gilt fiir jedes f € MRa, b

U(f;3) U B) =US;3)) +US;35) (5.1.7-J)
und
O(f;3)) +0O(f;35) = O(f;3") < O(f;3) (5.1.7-K)
und damit
O(f:31) —U(f;31) < O(f;3) —U(f;3) — 0 (5.0.7-L)

und analog fiir 3,. Also folgt f € Ra, ] und f € Ric, b] und

b c b
/ﬂ@mz/ﬂ@m+/ﬂ@m. (5.1.7-M)
Ist umgekehrt f € Ra, c] und Rc, b], so folgt aus
O(f;3) —U(f;3) = O(f: 31) —U(f; 3)) + O(f; 35) —U(f; 35)  (5.L.T-N)

—0 —0

schon f € Rla,b].
0

Gerade wegen der letzten Eigenschaft ist es sehr sinnvoll, das Riemannintegral auch fiir
Intervallgrenzen in falscher Reihenfolge vermittels

a b
/b f(z)dx = —/ f(z)dz, f € Rla, b], (5.1.7-0)

zu definieren.

5.1.8 Satz (Integrierbarkeitskriterium). Sei f : [a,b] — R. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) /€ Rla,b];
(i) zu jedem e > 0 existiert eine Zerlegung 3 mit 0 < O(f;3) —U([f;3) < ¢;

(iii) zu jedem € > 0 existiert ein § mit
0<O(f;3)—-U(f;3) <e (5.1.8-A)
fir alle 3 mit 6(3) < 6.

Beweis. Nach obiger Definition gilt (i) < (ii). Zu zeigen bleibt die Aquivalenz der letz-
ten beiden Aussagen und damit insbesondere (ii) = (iii). Sei dazu 3; eine Zerlegung mit
O(f;31) —U(f;31) < 5. Bezeichne weiter n die Anzahl der Teilintervalle der Zerlegung
3, und

Q= sup f(§) — inf f(&) (5.1.8-B)
e€la,b] £€la,b]

11



5 Integralrechnung in einer Variablen

die Oszillation von f iiber [a,b].

Sei nun 3 eine Zerlegung mit 6(3) < 0 = 355. Mit 32 = 3 U 3; der gemeinsamen
Verfeinerung von 3 und 3; gilt

O(f;3) —U(f;3) < (O(f;3) — O(f; 32))
+(O(f; 32 —U(f;32)) (5.1.8-C)
+ (U(f;32) —U(f;3))

und nach Voraussetzung (da 3; C 32)

O(f;32) —U(f; 32) < O(f; 31) —U(f;31) < (518-D)

Wl ™

Weiterhin werden hochstens n der Teilintervalle von 3 beim Ubergang zu 3, weiter
zerteilt. Da diese die einzigen in der Differenz auftretenden Terme liefern, folgt

O(f;3) — O(f;32) < ndld = % (5.1.8-E)
und entsprechend

U(f;32) —U(f;3) < nQd = g (5.1.8-F)
Nach Addition folgt O(f;3) —U(f;3) < € und damit die Behauptung. O]

‘ ‘
To *1 T2 T3 T4 T5 T6 TT T8 &1 62 &3 &1 & &6 &7 s

5.1.9 Korollar (Riemannsummen). Angenommen, f € Rla,b|. Dann gilt fir jede Folge
von Zerlegungen 3, = (Toms - - - s Tnyym) Mit 6(3m) — 0 und jede Wahl von Stitzstellen
Ekm € [Thm, Th1m), K = 1,...,nm, in den Teilintervallen der Zerlegung 3., fir die
zugeordneten Riemannsummen

S5 3 (Gom)) = 3 F () (@hm — 1) (5.19-A)
k=1
die Grenzwertbeziehung
b
Jin S5 3 (6n) = [ fa)d (5198)

12



5.1 Das Riemannintegral

Beweis. Es gilt
inf ()< f&@m) < s () (5.0.9C)

E€@k—1,m Tk, m] EE[TR—1,m+Th,m]

und die Riemannsumme liegt stets zwischen Untersumme und Obersumme der entspre-
chenden Zerlegung,

U(f;3) < S(f; 3m, (Eem)) < O(f;3). (5.1.9-D)
Wegen 6(3,,) — 0 folgt die Behauptung aus Satz [5.1.8| O

Erganzung. Speziell fiir die Wahl der &, ,,, als Intervallmitten einer dquidistanten Zerlegung ergibt sich

b —a 2n72k71 2k+1
nh~>n;o n Zf( 2n ) /f (5.1.9-E)

k=1

mit den rechten Intervallenden entsprechend

n—oo n Zf( +:b> Z/abf(x)dw (5.1.9-F)

Dies kann man nutzen, um gewisse Grenzwerte als Integrale darzustellen. Wir betrachten zwei Beispiele.
Es gilt

1 &= 1k k ! 1
nh_)rréo " kZ:l k(n—k) = nler;o - ’; - <1 - n) = /0 z(l—z)dx = 6 (5.1.9-G)

und ebenso

lim %i\/kz(n—k) :/ Vol —z)de = g (5.1.9-H)
k=1 0

n—oo 1

Die Berechnung des Integrale diskutieren wir in Abschnitt Man kann Riemannsummen aber auch
direkt zur Berechnung einfacher Integrale nutzen. So gilt

1 n
.1 k 1 nn+1) 1
/0 xdx:nlgroloﬁ;—:nlggon—z:k—nhOOETzi (5.1.9-1)
unter Ausnutzung der Summenformel der ersten n natiirlichen Zahlen.

5.1.10 Satz. Angenommen, f : [a,b] — R ist monoton. Dann gilt f € Rla,b].

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrankung der Allgemeinheit an, dass f monoton wach-
send ist. Ist nun 3 = (xg,x1,...,,) eine Zerlegung von [a,b], so erhalten wir fiir die
zugeordneten Ober- beziehungsweise Untersummen

n n

O(f;3) =) (we —w-1)f(an),  U(f:3) =D (wr —op-1)f(zhm1)  (5.110-A)

k=1 k=1

und damit fiir die Differenz beider die Abschétzung

n

O(f;3) - U(f;3) = Z(ﬂfk - xk—l)(f(l”k) - f(xk—l))

k=1

<5Z flzr-1)) = 0(f(b) — f(a))

(5.1.10-B)

13



5 Integralrechnung in einer Variablen

durch die Feinheit 6 = §(3). Also gilt

lim O(f;3) —U(f;3)=0 (5.1.10-C)
6(3)—0
und die R-Integrierbarkeit folgt. O

5.1.11 Satz. Angenommen, f : [a,b] — R ist stetig. Dann gilt f € Ra,b].

Beweis. Da [a,b] kompakt ist, ist die Funktion f insbesondere gleichméBig stetig. Es
gibt also zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

v — x| <6 = |f(x1) — f(mo)] < e. (5.1.11-A)

Wiéhlt man nun eine Zerlegung 3 mit Feinheit §(3) < 0, so folgt mit

f&) = max f(§) und  f(m) = min f(¢) (5.1.11-B)

E€zp_1,7k] E€[TR—1,7k]

und damit |f (&) — f(nx)| < e fiir die Differenz aus Ober- und Untersummen

n

O(f;3) —U(f:3) = Y (xr — ai-)(f (&) = f(m) < (b —a) (5111-C)

k=1

und die R-Integrierbarkeit folgt. O]

5.1.12 Satz (Substitutionsregel). Angenommen, ¢ : [a,b] — [c,d] ist bijektiv, stetig
differenzierbar und es gilt 0 < m < ¢'(x) < M fir x € [a,b]. Dann gilt

g € Rlc, d] — f € Rla,b] (5.1.12-A)

mit f(z) = g(p(z))¢' () und dariberhinaus

[ rwar= [(seng@ar= [ swa (5112.8)

Beweis. Wir konnen ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen, dass g > 0 und
damit auch f > 0 gilt (sonst betrachten wir statt g die Funktion g + C fiir hinreichend
grofies C).

Nach Voraussetzung ist ¢ : [a,b] — [c,d] streng monoton wachsend. Jede Zerlegung
3 = (xo,21,...,2,) von |a,b] wird durch ¢ auf eine Zerlegung ¢(3) = (vo,---,Yn),
yr = ¢(xy), von [c, d] abgebildet. Dabei gilt auf Grund des ersten Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung angewandt auf ¢’ und ¢

m(zy — zp—1) < @(ag) — o(Tp—1) < M (T — Tp_1) (5.1.12-C)

und somit md(3) < d(¢(3)) < Md(3). Dariiberhinaus ist ¢’ gleichméafig stetig, es gibt
also zu jedem £ > 0 ein § > 0 mit

|z —2'| < ¢ — lo(z) — ()] < e. (5.1.12-D)

14



5.1 Das Riemannintegral

Wir nehmen im weiteren an, dass 6(3) < ¢ gilt und nutzen
U — Yp1 = o(xr) — p(rp_1) = ' (&) (T) — TR_1) fir ein &, € [z_1, 1. (5.1.12-E)

Sei nun g € R|e,d] und f(z) = g(¢(z))¢'(x). Dann gilt fiir Obersummen von f unter
Ausnutzung von fiir die erste Abschéatzung

n

O(f;3) =) (e —zx1) sup  g(e(£)#'(€)

=1 E€fzp—1,2k]
=D Wk — Y1)~ ( 5w 9(e(£)¢'(€)

k=1 e )ge[zk Lo (5.1.12-F)
< o &k
< ;(yk yro1) o TS SE) oS I

£\ — 5
<(1+ E> ;(yk “er) swp () = (1+ E> O(g: #(3))
und entsprechend fiir Untersummen
U(f;3) = (x — o) e 19(90(5))90’(6)

k=1 k—1,Tk

u 1
= — Y inf !

kZI(yk Yr-1) &) RO T

~ o) — € -
> (e — ve1) 6] S, 9O)

Il
—

n

=) ) b g = (1= ) U(g; 0(3))

€ —1
= NE[Yr—1,Uk]

vV
— =

und die R-integrierbarkeit von g iiber [c, d] impliziert die R-integrierbarkeit von f iiber
[a,b] und die Gleichheit der Integrale. O

Ergdnzung. Kennt man die Integrierbarkeit beider Funktionen, gilt also f € R[a, b] und g € Rle, d], so
folgt die Gleichheit der Integrale allein aus Monotonie von ¢ und der Bijektivitéit. Dazu geniigt

M=

O(g;0(3)) = > (yr —wyr-1) sup  g(n)

NE[Yr—1,Yk]

b
Il
—

[
M=

(p(zr) — p(rr-1)) o sup ]g(<p(€))

>
Il
—

(5.1.12-H)

M=

(zr —xp—1)9' (&) sup  g(p(€))

E€lzp—1,7k]

=
Il
—

M:

() — xkfl)QO/(fk)g(SD(gk)) =38(f;3, (&)

£l
Il
-
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5 Integralrechnung in einer Variablen

und entsprechend

n

U(g:¢(3)) = Z(yk —Ye—1) _inf g(n)

1 NEWK—1,Uk]
= (o - we-1)¢' (&) inf g(e(€)) (5.1.12-1)
k=1 k—1,Tk

fiir die Riemannsummen S(f; 3, (§)) beziiglich der durch Anwendung des ersten Mittelwertsatzes er-
haltenen Wahl von Stiitzstellen ().

Insbesondere benotigt die Substitutionsregel damit (wenn die Integrierbarkeit der Funktionen ander-
weitig bekannt ist) nicht die starke Voraussetzung ¢’(z) > m > 0 des Satzes [5.1.12] Die Monotonie
(und damit Bijektivitéit) der differenzierbaren Funktion ¢ geniigt.

5.2 Hauptsatze der Integralrechnung

5.2.1 Satz (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann

existiert ein £ € (a,b) mit
b

f(@)dz = F(E)(b - a). (521-A)

Beweis. Da f stetig und [a, b] kompakt ist, nimmt f auf [a, b] sowohl Minimum

F(za) = min{f(z) | = € [a, ]} (5.2.1-B)

als auch Maximum
f(z*) = max{f(z) | x € [a,b]} (5.2.1-C)

an. Damit ist f(ze)(b — a) eine Unter- und f(z*)(b — a) eine Obersumme des Integrals,
es gilt also

Flan) < = [ ) de < fla) (5210)

Gleichheit ist dabei fiir nichtkonstante Funktionen ausgeschlossen. Gibt es ein ) € (a, b)
mit f(n) > f(z.), so existiert auch ein Intervall [n—e, n+¢] mit f(z) > £ (f(n)+ f(z,) fiir
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5.2 Hauptsétze der Integralrechnung

alle x € [n—e,n+¢] und damit auch eine Untersumme mit Wert groBer als (b—a) f(x.).
Analoges gilt fiir f(z*) und Obersummen. Nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein
¢ € (a,b) mit

b
1) =5 [ f@ (521.E)

und die Aussage ist gezeigt. O

5.2.2 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Angenommen, f : [a,b] —
R ist stetig. Dann ist die Funktion F : [a,b] — R definiert als

)= [ f©de  welo] (522-A)
ist auf (a,b) differenzierbar und es gilt
F'(z) = f(x), z € (a,b). (5.2.2-B)
Damit ist F' insbesondere eine Stammfunktion von f.

Beweis. Da f stetig ist, ist f auf jedem Intervall [a,z] R-integrierbar und F'(z) wohl-
definiert. Wir betrachten den Differenzenquotienten

F(x+ h})b — F(x) _ % /:Jrh F(&)de (5.2.2-C)

fiir A > 0. Nach dem 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung finden wir damit ein &

zwischen x und z + h mit
F(z+h)— F(x)

- = f(&) (5.2.2-D)
und da f stetig ist gilt wegen &, — x fiir h 0
F h) —F
ti I 2D iy 1(61) = (o). (522)

Entsprechend gilt fiir den linksseitigen Differenzenquotienten

F(z) — f(a: —h) _ %/:h FOAE = F(&) — flx),  h\0, (5.22.F)

mit &, € (x — h, z) und die Behauptung folgt. O
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5 Integralrechnung in einer Variablen

5.2.3 Korollar (Formel von Newton—Leibniz). Sei f : [a,b] — R stetig und F' eine Stamm-
funktion von f. Dann gilt

/ f()de = F(b) — F(a). (523-A)

Beweis. Da sich beliebige Stammfunktionen nur um Konstanten unterscheiden gilt also

F(z) = / f(§)deE+C (5.2.3-B)
mit einer Konstanten C. Also folgt C = F(a) und somit speziell fiir x = b
b
FO) = [ f()ds+ Fla) (523
und damit die Behauptung. O]

5.2.4 Beispiel. Mit der Formel von Newton—Leibniz kann man Riemannintegrale be-
rechnen; dazu einige Beispiele:
(i) Die Funktion f(x) =z~ ! hat als Stammfunktion den Logarithmus. Also gilt
b b
dx

X

=Inb—Ina=1In 9 (5.2.4-A)
a

=Ilnz

a a

Y

(ii) Es gilt

(5.2.4-B)

und entsprechend

=2. (5.2.4-C)
0

™
/ sinxdr = —coszx
0

(iii) Die Berechnung der Integrale entspricht einer Flachenberechnung. So ergibt sich
die Fléche eines halben Einheitskreises zu

1 3
/ \/1—x2dx:/ \/1—sin200050d9:/ cos? 6 do
-1 _

jus
2

? . R (5.2.4-D)
2

sinfcosf + 6
2

s
9 )

Wl

wie zu erwarten war.
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5.2 Hauptsétze der Integralrechnung

Y
I I T
—1 1
(iv) Wir liefern die Rechnung zu den Integralen in und nach. Es gilt
1 1
1 1 1 1 1
/ r(1—z)dr=|z2? - -2°| == —=-=2 (5.2.4-E)
; 2" T3, T2 376
und
1 1 1 -
/ Vel —z)dz = —/ V91— (2z—1)2dz = —/ V1—y?dy =~ (52.4-F)
0 2 0 4 —1 8
mit y = 2z — 1.

1" 5.2.5 Satz (2. Mittelwertsatz der Integralrechnung, Mittelwertsatz von Cauchy). Seien
f i la,b] — R stetig und g € Rla, b] integrierbar mit g > 0. Dann existiert ein & € [a, b]

mit

b b
[ s ae=1(©) [ gla)dn (525-A)

Beweis. Der Beweis beruht (wie bei dem oben angegebenen ersten Mittelwertsatz)
auf dem Zwischenwertsatz. Wir geben ihn der Vollstdndigkeit halber an und nehmen
dariiberhinaus an, dass g nicht die Nullfunktion ist.

Bezeichne wiederum

Yo = f(ze) = min{f(z) | x € [a,b]} (5.2.5-B)
und
y* = f(2*) = max{f(x) | z € [a,b]}. (5.2.5-C)
Dann gilt auf Grund von g > 0
Yeg(z) < f(z)g(z) < y*g(z) (5.2.5-D)

und damit auf Grund der Monotonie des Integrals

Ve /abg(x) dz < /ab f(z)g(z)dz <y* /ab g(x)dz, (5.2.5-E)

der Quotient der beiden Integrale liegt also zwischen den Funktionswerten y, und y°.
Nach dem Zwischenwertsatz existiert also § € [a, b] mit

( / o) dx) h / ’ f@)g(a) de = £(6) (52.5.F)

und damit die Behauptung. O
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5 Integralrechnung in einer Variablen

Erganzung. Mitunter ist eine alternative Formulierung des gerade gezeigten niitzlich, um den Zusam-
menhang zum zweiten Mittelwertsatz der Differentialrechnung deutlich zu machen. Angenommen beide
Funktionen f und g sind stetig. Schreibt man dann h(x) = f(z)g(z), so ergibt sich aus dem gerade
gezeigten
b

H(5) — H(a) _ JPh(z)dz _ h(g)

G(b) — G(a) f: g(z)dz  9(8)
fiir ein £ € [a,b] und mit Stammfunktionen H und G zu h und g. Der zweite Mittelwertsatz der
Differentialrechnung ist dabei nun allgemeiner, da nicht jede Ableitung einer differenzierbaren Funktion

stetig sein muss. Umgekehrt ist obige Formulierung des Satzes allgemeiner, da diese die Stetigkeit der
Funktion ¢ nicht voraussetzt.

(5.2.5-G)

5.3 Berechnung von Integralen

5.3.1. Mit der Formel von Newton—Leibniz haben wir die Berechnung von Riemannin-
tegralen stetiger Funktionen auf die Bestimmung von Stammfunktionen, also von un-
bestimmten Integralen zuriickgefithrt. Neben den schon im letzten Kapitel diskutierten
Grundintegralen spielen dabei wichtige Grundtechniken eine Rolle, die wir jetzt noch
systematisch diskutieren wollen.

Wir fassen die Grundintegrale noch einmal zusammen. Es gilt jeweils auf allen Interval-
len im Definitionsbereich des Integranden

/ nae— P Lo £ 1 (5.31-A)
" dx = n#— 3.1-
n+ 1 Y Y
d
?‘T = In|z| +C, (5.3.1-B)
d
/ 1 +x 5 = arctanz + C, (5.3.1-C)
x
/egC dz =e" +C, (5.3.1-D)
/cosxdx =sinz + C, (5.3.1-E)
/sinxdx = —cosz + C, (5.3.1-F)
d
/cosfx = tanz + C, |z| < g, (5.3.1-G)
dz
———— = arcsinz + C = C — arccos z, (5.3.1-H)
V1—a?
dz
——— = arcoshz + C, z>1, (5.3.1-1)
Var—1
d
Y asinha +C, (5.3.1-J)

V1+ 22

zum Beweis geniigt es, die jeweilige rechte Seite abzuleiten. Dariiberhinaus ist es oft
hilfreich, sich die Identitéten

: 7r
arcsin x + arccos x = 5= arctan x + arccot (5.3.1-K)
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5.3 Berechnung von Integralen

einzuprdgen und sich bewusst zu machen, dass verschiedene Rechenwege zur Berech-
nung desselben unbestimmten Integrals zu verschiedenen Integrationskonstanten fiihren
konnen.

Integration rationaler Funktionen
5.3.2 Beispiel. Rationale Funktionen sind Quotienten von Polynomfunktionen. Die-

se konnen durch Polynomdivision vereinfacht und danach durch Partialbruchzerlegung
integriert werden. Wir beginnen mit einem Beispiel. Gegeben sei

4+’ +x
f(.l’) = W’ x 7& +1. (5.3.2—A)
Polynomdivision erlaubt es, den Grad des Z&hlers zu reduzieren. Es gilt
2+t +x2+2x +1_|_291:—i—1 (532.8)
_— =7 =X o VA
x?2—1 x?—1 x?—1

und wir konnen den verbleibenden Bruch weiter als Summe elementar integrierbarer
Terme

2041 20 1 (1 1\, 1(1 1 (532.0)
2—1 22—1 22—-1 \z—-1 z+1 2\z—1 x+1 e

schreiben. Also gilt

3 1 1 1
/f(x)dIZ/($+1+§x_1+§x+1) de (5.3.2-D)

1 3 1
:§x2+x+§1n|x—1|+§1nyx+1y+c

auf jedem der Teilintervalle (—oo, —1), (—1,1) und (1, 400).

Es ist kein Zufall, dass am Ende nur Grundintegrale {ibriggeblieben sind. Wir wollen als
néchstes zeigen, dass jede rationale Funktion auf diese Weise auf elementar integrierbare
Terme reduziert werden kann.

5.3.3 Lemma. Sei p(x) eine reelle Polynomfunktion mit fiihrendem Koeffizienten 1.
Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen o; € R, 1 = 1,...m, und B;,v;, € R,
=1,...n, mit

v > B (53.3-A)

und
n

pla) =[x — o) [ (2 = 28,2 + ). (5.3.3-B)

i=1 j=1
Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt p iiber C in Linearfaktoren.
Es geniigt zu zeigen, dass diese geeignet paarweise kombiniert werden kénnen. Da p
reell ist, gilt (jetzt fiir + € C) auch p(T) = p(z) und zu jeder nicht reellen Nullstelle
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5 Integralrechnung in einer Variablen

A € C\ R mit p(\) = 0 ist auch X eine Nullstellen. Multipliziert man die zugehorigen
Linearfaktoren, so ergibt sich

(x =Nz =N =22 —2zxRe X+ [A\* = 2% — 282 + v (5.3.3-C)

mit —|A\| < 8 =Re\ < |\ und v = |\|?. Auf diese Weise kann man zu jeder komplexen
Nullstelle einen quadratischen Term aus p(z) dividieren, das verbleibende Polynom ist
wieder reell und nach endlich vielen Schritten verbleiben nur lineare reelle Faktoren. [J

Wir werden im weiteren die gleichen Faktoren zusammenfassen und stattdessen
m n
p(zr) = H T — o) H x* — 20w + ;) (5.3.3-D)
i=1 j=1

mit paarweise verschiedenen «; und paarweise verschiedenen Paaren (/3;, ;) schreiben.
Dann gilt insbesondere

Z Wi + 2 Z v; = degp. (5.3.3-E)
i=1 j=1
Die Partialbruchzerlegung echt gebrochener rationaler Funktionen ist eine direkte Kon-
sequenz dieser Faktorisierung.

5.3.4 Satz (reelle Partialbruchzerlegung). Sei

fla) =" (5.3.4-A)

eine rationale Funktion fir reelle Polynome p und r mit 1 < degr < degp und p
mat fiihrendem Koeffizienten 1 wie in faktorisiert. Dann existieren eindeutig
bestimmte Zahlen A;, e R, k=1,... 1 =1,....mund B;,,C;, € R,k =1,...,v,
j=1,...,n, so dass

& A K +CI<L
ZZ o) ZZ _J;ﬂjx;%) (5.3.4-B)

i=1 k=1 ]1&1

gilt.

Beweis. Wir zeigen nur die Existenz einer solchen Darstellung und iiberlassen die Ein-
deutigkeit als Ubungsaufgabe.

Sei @ € R eine beliebige reelle Nullstelle des Polynoms p(z) mit Vielfachheit p und
q(z) so gewahlt, dass p(z) = (x — a)*q(x). Dann gilt insbesondere g(a) # 0 und mit

= r(a)/q(a) gibt es ein Polynom r(z) mit r(z) — Aq(z) = (x — a)ri(z). Also folgt
mit p;(z) = (z — a)"q(x)

@) A _rla) —Ag@) _nle) (5.3.4-C)

plx) (v —a)r p(x) pi(w)

mit degp; = degp — 1. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir eine echt gebrochene
rationale Funktion ohne reelle Nullstellen des Nenners.
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5.3 Berechnung von Integralen

Sei nun 2% — 23z + v ein zu einer komplexen Nullstelle A der Vielfachheit v gehérender
quadratischer Faktor von p und p(z) = (2% — 28z + v)”q(x) mit g(\) # 0. Dann gibt
es eindeutig bestimmte Zahlen B, C € R mit BA+ C = r()\)/q(\). Damit verschwindet
r(z) — (Bx + O)q(x) fiir = A und 2 = X\ und es gibt ein Polynom r;(z) mit

r(z) — (Bx + O)q(x) = (z° — 282 + )r(z). (5.3.4-D)
Zusammen mit py(x) = (22 — 2Bx + )" Lq(x) folgt

r(z) Bx+C () = (Br+C)q(r)  ri(v) _
p(x) (22 =28z +7) (@) = o) (5.3.4-E)

mit degp; = degp — 2. Nach endlich vielen Schritten haben wir alle Nullstellen des
Nenners abgetrennt, die verbleibende Funktion ist die Nullfunktion. O

5.3.5 Beispiel. Es verbleibt, die einzelnen Summanden zu integrieren. Fiir die Linear-
faktoren nutzen wir

d
/ ’ =z —a/+C (5.3.5-A)
r —
und 4 )
x J—
= C N. 5.3.5-B
[amam =yt O xe (5358)
Weiterhin gilt
/ LA |22 — 2Bz + |+ C (5.3.5-C)
2Bty g T

sowie (unter Ausnutzung von v > %)

/L:/ dz 1 / dx
¢ — 2Bz + (@=BP+v=0 =0 14 (L)

Vo (5.3.5-D)
1 _
= ———arctan z=h + C.
V=B v = p?
Die weiteren aus den quadratischen Faktoren ergeben sich aus

x— 0 —1
dr = C 5.3.5-E
[ e = smam e O (5358)

sowie der sich aus partieller Integration

dx B x z(r — B)
/ (280 + 7 (@2 —2Br ) 2“/ (22 — 282 4 )"

x dz
- (22 — 281 + 7)" + 2n/ (@ — 28 1) (5.3.5-F)

px —y
2 d
* H/(x2—25x+7)1+"“ !
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5 Integralrechnung in einer Variablen

zusammen mit dem gerade berechneten Integral

pr—v _ Bz = B) B2 -~
/(x2_2ﬁx+7)l+n dx_/(x2_25x+7)1+n T (22 — 2Bx 4 v)+~ de

(5.3.5-G)

_ =P v — B
- 2k(22 — 2Bx + )+ - / (2 — 2Bz + 7)1+% dz

ergebenden Rekursionsformel

/ v =5 dr — r—f
(2 — 20z 4 )1t~ 2k(22 — 282 + )~
. 2k —1 / dx
2K (22 — 2Bz + )"

5.3.6. Fiir die Bestimmung der Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung gibt
es verschiedene Methoden. Einerseits liefert Multiplikation mit dem Hauptnenner und
Koeflizientenvergleich ein stets eindeutig losbares Gleichungssystem fiir die gesuchten
Koeffizienten. Koeffizienten zu Linearfaktoren mit maximalem Exponenten lassen sich
aber auch direkt ablesen. Es gilt

(5.3.5-H)

A; = lim (z — ;)" f(2) (5.3.6-A)

T—roy

da nach Multiplikation mit (x — a;)* alle anderen Terme auf der rechten Seite von
nach Kiirzen mindestens einen verbleibenden Faktor (z — ;) besitzen und
somit im Grenzwert mit Null multipliziert werden. Fiir Koeffizienten zu Termen mit
niedrigeren Koeffizienten muss man hier noch entsprechende Terme abziehen,

A= lim (z — ay)" (f(x) — i L) ) K < W, (5.3.6-B)

S~ o (x — ;)P

oder differenzieren,

1 d\"“ "
= lm — [ = ERPNRVE )
A xlgr@z =) (dz) (x —a)" f(x). (5.3.6-C)
Die Losung eines linearen Gleichungssystems ist in diesen Féllen oft einfacher.

Erganzung. Fiir die quadratischen Terme kann man analog vorgehen und die komplexen Nullstellen

Zj+ = Bj + iq/’}/j — ﬁ? S (C, j=1...,n, (536-D)

Bjy,%j+ + Cjoy = lim (2 =28z +7)" f(x) (5.3.6-E)

T—Z5,+

des Nenners nutzen. Es gilt

und die Zahlen B;,,C}j,, € R sind durch die beiden Grenzwerte eindeutig bestimmt.

5.3.7 Beispiel. Wir betrachten die rationale Funktion

$3

flz) = TR EEEE xr # +1, (5.3.7-A)
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5.3 Berechnung von Integralen

in der Zahler und Nenner gleichen Grad haben. Polynomdivision fiihrt offenbar auf den
ganzen Anteil 1 und damit liefert die Partialbruchzerlegung die Form

x® Avg Ajp Ay

=1 - . 5.3.7-B

- 12@+) o—1 @=1p Tzl (5.5.7-8)
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten A; 1, A; 2 und A,. Multiplikation beider Seiten
mit (z —1)2(z+1) = (z —1)(2? = 1) =23 — 2? — z + 1 liefert

2=t -+ 1+ A171x2 — A+ A+ Ao+ Agx® — 2451 + Ay (53.7-C)

und Koeffizientenvergleich damit das lineare Gleichungssystem
Al,l + A2 == 1, ALQ - 2A2 - 1, Al,l - ALQ - A2 - 1 (5.3.7-D)
zur Bestimmung der Koeffizienten.

Alternativ konnen wir auch Grenzwerte nutzen, es gilt

3 x+1 r+1

(z —1)2 =@+ Df(z) =z +1+ Al’lx ] + A1,2m + Ao (5.3.7-E)

und damit
Ay = i 1 = i ] 5.3.7-F
2= im (o Df(x) = lim 7= = = (5.3.7-F)

Weiterhin gilt

v = (r—1)2f(z)=(x— 12+ A (x—1)+ A LA, (5.3.7-G)
r4+1 - b BT e
und somit
Ao =1li 1)? = li ] 5.3.7-H
1,2—x1§:‘1(95—)f(95)—xlg%x+1—§ (5.3.7-H)
Nach Differenzieren von folgt
3x%(x +1) —2? 20— 1)(z+1) — (z —1)?
=2r—-1)+A A 5.3.7-1
(z + 1)2 (x—1)+ A1+ A por] ( )
und damit
. d . .d a3 . 3%(x+1)—a% 5
Ay = lim (e = 17 (@) =l 2=y = T z+1)2 4 (5:3.7-1)

Die Formeln ([5.3.7-Ef), (5.3.7-G]) und dienen hier nur der Veranschaulichung, dass
die Grenzwerte wirklich die Koeffizienten liefern.

Nach Bestimmung der Koeffizienten erhalten wir damit die gewiinschte Stammfunktion.
Es gilt

23 ) 1 1 1
dx = -1 -1]-=———--1 1]+ C. 5.3.7-K
/(x—l)%x—kl) T a:+4n|x | 571 4n|x—i— | + ( )

5.3.8. Die Integration vieler Funktionen kann auf die Integration rationaler Funktionen
zuriickgefithrt werden. Dazu vorerst etwas Notation. Ein (reeller) rationaler Ausdruck
R(x1, %9, x3,...,x)) in endlich vielen Argumenten ist jeder Ausdruck der sich aus den
Variablen z;, den Rechenoperationen in R und Konstanten aus R zusammensetzt.

Im Folgenden sei R stets ein solcher rationaler Ausdruck.
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5 Integralrechnung in einer Variablen

Wourzelausdriicke

5.3.9 Beispiel. Mit der Substitution x = ¢ gilt

e t? 5 t°

und das verbleibende Integral kann mittels Partialbruchzerlegung berechnet werden.

Ergdnzung. Ein Ausdruck der Form R(z™,...,z") mit Exponenten r; € Q und m dem Hauptnenner
der r; kann stets durch die Substitution

tm, dz =mt™ ! dt (5.3.9-B)

Tr =

auf eine rationale Funktion zuriickgefiihrt werden.

Ergdnzung (Eulersche Substitution). Ein Ausdruck der Form R(z, vaz? + bx + ¢) ist entweder rational
(falls ax? + bx + c eine doppelte Nullstelle besitzt) oder er kann durch Substitution rational gemacht
werden. Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1. Es gilt a > 0. Dann substituiert man
Vaz? +bxr+c=t—ax (5.3.9-C)
also bx + ¢ = t2 — 2y/atr und damit

2 2
. t* —¢ 7 deQ\/Et +2tb+2\/50dt
b+ 2+/at (b + 2+v/at)?

was direkt auf eine rationale Funktion fiihrt.

(5.3.9-D)

Fall 2. Es gilt a < 0 und az? + bz + ¢ hat zwei reelle Nullstellen. Mit az? + bz + ¢ = a(z — ) (x — u)
substituieren wir

Vaz? +bx+c=t(x—N) (5.3.9-E)
also a(z — \)(x — p) = t3(x — X\)? und damit a(z — p) = t?(z — \). Das fiihrt auf

A2 —ap 2a(p — A)t
= — = —_— 3.0-F
x g, dx o)y dt (5.3.9-F)

und nach Substitution erhalten wir eine rationale Funktion.

Ergidnzung. Integranden der Form R(z,vaz3 + bx? + cx + d) oder R(z,vazx* +bx3 + cx? + dz + €)
mit Quadratwurzeln aus Polynomen dritten oder vierten Grades lassen sich im allgemeinen nicht mehr
elementar integrieren. Integrale dieser Form werden allgemein als elliptische Integrale bezeichnet. Von
besonderer Bedeutung sind dabei die drei elliptischen Grundintegrale

/ dz
VI = 2?)(1 - k222)
VI = 22)(1 - k22?2’
/ dz
(14 ha?)y/(1 — 22)(1 — k222)’

(5.3.9-G)

auf die die Berechnung aller anderen zuriickgefithrt werden kann. Liouville{ﬂ konnte zeigen, dass diese
fiir 0 < k£ < 1 nicht elementar integrierbar sind.

3JosepH LIOUVILLE, 1809-1882
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5.3 Berechnung von Integralen

Trigonometrische Substitutionen

R 5.3.10 Beispiel. Die trigonometrische Substitutionen

dt
t =sinz, dt = cosxdx, dr = —— 5.3.10-A
V1—1t2 ( )
oder U
t=t dt = (1 +tan®7)d doe = —— 5.3.10-B
an z, (1 + tan® z) du, T=10 ( )

sind mitunter niitzlich um Winkelfunktionen aus einem Integranden zu eliminieren.

#<  Ergdnzung (WeierstraB-Substition). Ein Ausdruck der Form R(sinz,cosz) kann auf dem Intervall
[—m, 7] durch die Substitution

1 9T
t = tan > dt = 3 (1 + tan 5) dz (5.3.10-C)

auf eine rationale Funktion zuriickgefithrt werden. Dazu driicken wir zuerst die Winkelfunktionen durch
t aus. Es gilt wegen (cos? z)(1 + tan? x) = 1 und der Doppelwinkelformeln

. oz T Qtan% 2t
sinz = 2sin 5%y = T a2 z ~ 1T (5.3.10-D)
sowie ) )
B 2 T _Qx_lftan%_l—t
cosT = cos” 5 —sin” o = Tmy e (5.3.10-E)
Ebenso gilt
2

und jeder Ausdruck der Form R(sin x,cos ) fithrt nach Substitution auf eine rationale Funktion.

R 5.3.11 Beispiel. Auch wenn die gerade genannte Substitution immer funktioniert, gibt
es mitunter kiirzere Wege zum Berechnen der Integrale. So gilt mit ¢t = sinx

1 1 1 1
/sin2 xcos’ xdr = /t2(1 —t?) dt = §t3 — gtE’ +C = 3 sin® z — £ sin®r +C (5.3.11-A)

oder mit t = cosz

/ dz / dz - / dt
sinzcos2r ) sinz(2cos?z—1) ) (1—12)(1—2t2)

1 1+6/2] 1. 1—t¢

V2 |1 —t/2

1 1+\/§msx
=—1n

\/§ 1—\/§COS£L'

+ln’tan§’ + C.

R 5.3.12 Beispiel. Wir geben noch eine Beispiel fiir die Substitution nach Weierstra8.
Dazu berechnen wir fiir a > |b| das Integral

/L (5.3.12-A)

a+bcosz
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5 Integralrechnung in einer Variablen

Die Substitution

T 1—t? 2
t tanz, COST = 15, dz 1+t2dt (5.3 )
fithrt auf
d 1 2 2
/ . - / 112 pdt = / 2 7y dt

a+bcosx a+biz 1+t a(l+t2) +b(1 —1t?)
/ 2 q 2 / dt ( )
- e T =5 2 5.3.12-C

(a+b) + (a —b)t a+b 1+(_va+bt)

—Larctan a—_btanf + C
R Vaib 2) T

5.4 Die Taylorsche Formel mit Integralrestglied

5.4.1. Sei f: (a,b) — R eine n-fach differenzierbare Funktion und z( € (a,b). Dann ist
das n-te Taylorpolynom definiert als

") (g )
oo [f)(x) = f(0) + ) A >(x — x0) (5.4.1-A)

und wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass das Restglied

R, (z,20) = f(z) — Thuolf](x — x0) (5.4.1-B)

nach Peano

(5.4.1-C)

und fiir n + 1-fach differenzierbare Funktionen nach Lagrange

F(E)

Ptn(w, o) = (n+1)!

(z — )" (5.4.1-D)

mit einer Zwischenstelle ¢ zwischen x und =z erfiillt. Integralrechnung erlaubt eine wei-
tere Darstellung des Restgliedes. Diese ist explizit, mitunter fiir Abschétzungen besser
und fiir Beweise unter Einbeziehung der Taylorschen Formel zu bevorzugen.

5.4.2 Satz (Integralrestglied). Sei f : (a,b) — R eine (n+ 1)-fach stetig differenzierbare
Funktion und x¢ € (a,b). Dann gilt fir das Restglied R, (x,x) der Taylorschen Formel
die Darstellung

R, (z,x9) = % /I(x — e () dt

@ —xﬂggo)”“ ) (5.4.2-A)

k)l / 6" F ) (B + (1 — B)) d.
0

n.
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5.4 Die Taylorsche Formel mit Integralrestglied

Beweis. Wir zeigen dies durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ergibt die Formel von
Newton—Leibniz

(@)= flaeo) = [ @)t = (o — a0 /O 0w+ (1—0)) 0 (5428)

und der Induktionsanfang ist gezeigt. Fiir den Integrationsschritt nutzen wir partielle
Integration. Wir zeigen zuerst den Schritt zu n = 1 und dann den allgemeinen Schritt.
Es gilt unter Nutzung der stetigen Differenzierbarkeitﬁ

s - = [ roa=io] - [

= (x — x0) [ (wo) + z(f'(x) — f'(x0)) — /w tf"(t)dt (5.4.2-C)

o

T

= (v — m0) f'(20) +/ (x —1t)f"(t)dt.

xo
Fiir den allgemeinen Schritt nutzen wir die dquivalente zweite Schreibweise. In dieser
gilt fiir jedes k < n fiir eine (n + 1)-fach stetig differenzierbare Funktion f
(x —x0)F [*

Ry_1(z,m0) = W/ 0" 8 (o + (1 — 0)z) db

0
_ (z $0)k k ¢(k) .
= 0% f " (O0xg + (1 — 0)x)

1

6=0 (5.4.2-D)
k+1 1

/ 0% fEHD (02 + (1 — 0)z) A6

0

(x — )

k!

ok
— %ﬂk)(xo) + Ry (, x0)

und die Behauptung folgt mittels

Towolf)(r) = S0 40 ) 4 Ty (£, (5.42)

k!
]

Ergdnzung. Aus dem Integralrestglied folgen die anderen Restgliedformeln. So ergibt sich direkt als
Folgerung der Stetigkeit des Integranden mit dem 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung

Rn(l',ﬂf()) = M /1(1 - o)nf(n+1) (Qz + (1 - 9)%0) de¢
e 0 (5.4.2-F)
_ (@—m)"tt n p(n+1)
= (1 - 0" — (1= 0.)(z — 0))

fiir ein 6, € (0,1) und damit die Restgliedformel von Cauchy mit £ = x — (1 — 0,)(x — ). Mit dem 2.
Mittelwertsatz folgt entsprechend

R (,20) = E= z?)nﬂ FOD (0,2 + (1 — 0,)x0) /1(1 — )" de
(&~ a) O 0426
=g e

mit einem (anderen) 6, € (0,1) und damit die Restgliedformel von Lagrange.

4Wir benétigen die R-integrierbarkeit der Ableitung, diese folgt hier aus der Stetigkeit. Da nicht jede
unstetige Ableitung auch integrierbar ist, bedarf es hier also einer Voraussetzung!
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5 Integralrechnung in einer Variablen

5.5 Uneigentliche Riemannintegrale

5.5.1. Mitunter will man unbeschrinkte Funktionen integrieren oder Integrale iiber
nicht endliche Intervalle definieren. Eine naheliegende Idee dafiir sind als Grenzwerte
definierte uneigentliche Integrale.

Sei dazu f : (a,b] — R auf jedem Teilintervall [a + €, b] R-integrierbar. Existiert dann
der Grenzwert

lim /b f(z)dx (5.5.1-A)

e\0 ate

so sagen wir, f ist uneigentlich R-integrierbar auf (a,b] und bezeichnen den Grenzwert

/ f(z)dz :=lim f(z)dz (5.5.1-B)

—a 6\‘0 a-+e

als uneigentliches Integral. Wir nutzen die Notation — @ in der Integralgrenze um auf
den zusétzlichen Grenzwert hinzuweisen. Entsprechend definieren wir am oberen Inter-
vallende uneigentlichen Integrale

—b b—e

f(z)dz = ll\lz% f(z)d, (5.5.1-C)

a a

Integrale die an beiden Intervallgrenzen uneigentlich sind oder uneigentliche Integrale
mit Intervallgrenzen 4oo

+o00
f(z)dz = lim lim / f(z (5.5.1-D)

L——00 R—+00

bei denen wir das — 400 auch kurz +oo schreiben, da diese Integrale offensichtlich
uneigentlich gemeint sind. Bei zweiseitig uneigentlichen Integralen ist die Reihenfolge
der Grenzwertbildung unerheblich, es ergibt sich

—b c —b
f(x) dx:/ flz)dz + f(z)dz. (5.5.1-E)

—a —a (&
fiir jedes ¢ € (a,b).

5.5.2 Beispiele. Als erste Beispiele betrachten wir

(i) die Fliache unter der Exponentialfunktion

+o00 R
/ e “dr = lim e"dr= lim (1-e ") =1 (5.5.2-A)
0

R—o0 0 R—+o0

(ii) und entsprechend fiir die Fliache links / oberhalb der Logarithmusfunktion

1 1
/ Inzder =lim [ Inzdr=Ilim[zhs - x}l = -1 (5.5.2-B)
-0 eNO J, e\0 €
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5.5 Uneigentliche Riemannintegrale

(iii) Wichtig sind uneigentliche Integrale von Potenzfunktionen. Fiir v < 1 gilt
1 1
1 1
/ xVdr = [ :L’l'Y:| = — (5.5.2-C)
-0 | S0 L=
wahrend fiir alle v > 1 das uneigentliche Integral divergiert.

(iv) Entsprechend gilt fiir v > 1
o 1 e 1
/ x'dr = { xl_w} = — (5.5.2-D)
1

mit Divergenz fiir v < 1.

5.5.3. Die Konvergenz uneigentlicher Integrale kann wie in obigen Beispielen durch
direktes Ausrechnen gezeigt werden. Wie bei Reihen ist es aber mitunter interessan-
ter Funktionen oder Werte durch Integrale zu definieren. Dann hilft als Folgerung des
Cauchykriteriums

— 400 b
/ f(z)dz konvergiert = / f(z)dz — 0, a,b — +o0. (55.3-A)
0 a

Als Konsequenz ergibt sich wiederum ein Majorantenkriterium fiir uneigentliche Inte-
grale.

5.5.4 Satz (Majorantenkriterium). Angenommen, f und g sind R-integrierbar auf jedem
endlichen Teilintervall von [0,400) und es gilt |f(x)| < g(x). Dann gilt

“+o0 —+o00
/ g(x)dr < oo = (x)dx  konwvergiert. (5.5.4-A)
0 0

Beweis. Die Aussage folgt aus dem Cauchykriterium. Es gilt fiir a < b

b b b
/ f(z)dz S/ |f(z)| dx S/ g(x)dz — 0 (5.5.4-B)
fiir a, b — oo auf Grund der Konvergenz des Integrals fooo g(x) dx. n

Eine Anwendung uneigentlicher Integrale ist das Integralvergleichskriterium. Es ver-
kniipft die Konvergenz von Reihen mit der Konvergenz von uneigentlichen Integralen
und liefert damit insbesondere neue Vergleichsreihen fiir Anwendungen des Majoran-
tenkriteriums.

a1

a2

a/ 1
31 G4 [ a5 [Tag [
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5 Integralrechnung in einer Variablen

5.5.5 Satz (Integralvergleichskriterium). Sei f : [1,+00) — R monoton fallend, nichtne-
gativ und bezeichne ay, = f(k). Dann gilt

o] +oo
D ap < o0 — fz)dz < co. (5.5.5-A)
k=1 1

Beweis. Der Beweis folgt durch Nutzung der Partialsummen der Reihe als geeignete
Ober- und Untersummen des Integrals. Auf Grund der Monotonie der Funktion f gilt

N N-1 N-1
/ f@)de <> ap<a +/ f(z)dx (5.5.5-B)
1 k=1 1

und die Konvergenz des Integrals impliziert die Beschrianktheit der Partialsummen und
damit die Konvergenz der Reihe. Umgekehrt liefert die Konvergenz der Reihe eine kon-
vergente Majorante fiir das Integral (ndmlich die oberhalb liegende Treppenfunktion)
und die Konvergenz des Integrals folgt aus dem Majorantenkriterium [5.5.4] O]

5.5.6 Beispiel. Die Reihe
EOO 1 (5.5.6-A)
k(ln k)«
k=2

konvergiert genau dann, wenn o > 1 gilt. Zum Nachweis verwenden wir das Integral-
vergleichskriterium. Es gilt fiir a # 1

“+o00 dx 1 a —+00 —i—OO? o < 1
z(Inx)> 1= a(ln 7) Y (m2)!-« 01 (5.5.6-B)
2 2 a—1 7 )
und fira =1
+oo de’ e
/2 T = [nlaly T = oo (55.6-C)

Es gibt uneigentliche Integrale deren Konvergenz auf Vorzeichenwechseln beruht. Kon-
vergenzbeweise erinnern an den Beweis des Leibniz-Kriteriums fiir Reihen und wir geben
ein wichtiges Beispiel direkt an:

5.5.7 Beispiel. Das uneigentliche Integral

/ Sy (5.5.7-A)
0

T

ist konvergent. Sei dazu 7 < a < b und k und [ so gewéhlt, dass |a — 2k7| < 7 und
|b— (20 + 1)7w| < 7. Dann gilt

b 2+ _; 2k+1)m 2

sin x sinx sinx 1

/ dz < / dr < / dr < — —0 (5.5.7-B)
a x 2km x 2km x kﬂ—

fir a,b — oo und ebenso mit £’ und !’ so gewéhlt, dass |a — (2k' — 1)7| < 7 und
|b — 2U'm| < 7 als untere Abschétzung

b o 2w . ok 1 . -
/ sin x dz > / sin x dr > / sin x dz > / 2 0 (5.57-C)
a T k'-)r T k-1 T (2/{3 — 1)7T
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5.5 Uneigentliche Riemannintegrale

fiir a,b — o0o. Den Zahlenwert des uneigentlichen Integrals miissen wir vorerst offenlas-
sen.

Es gilt

+o0 +o0 3
/ sin(e”) dx = / Sy dy, (5.5.7-D)
—0o0 0 Y

ersteres ist also auch konvergent. An diesem Beispiel sieht man, dass fiir die Konvergenz
uneigentlicher Integrale {iber unbeschrénkten Intervallen der Integrand nicht gegen Null
streben muss, ein hinreichend schnelles Oszillieren des Integranden reicht ebenso.

sin(e”)

Die Gammafunktion

5.5.8. Uneigentliche Integrale kann man zur Definition neuer Funktionen nutzen. Pro-
minentestes Beispiel dazu ist die Fulersche Gammafunktion definiert fiir x > 0 als

+o0
I(z) = / et dt. (5.58.A)

—0

Die Konvergenz des Integrals ergibt sich aus dem Majorantenkriterium mit den Majo-
ranten t*~1 auf [0, 1] und ce ™2 auf [1, +00). Dariiberhinaus gilt

+00
I'(1) :/ e fdt =1 (5.5.8-B)
0
und mittels partieller Integration

+oo +oo +o0
MNx+1) = / tYe " dt = [ — t‘”e_t} + z/ t" e tdt = al'(2). (5.5.8-C)

—0 —0 —0

Also folgt I'(2) = T'(1) = 1 und I'(3) = 2I'(2) = 2 und damit per Induktion
I'(n+1)=nl (5.5.8-D)

Die Gammafunktion verallgemeinert in diesem Sinne die Fakultédt von natiirlichen Zah-
len auf reelle Zahlen.
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5 Integralrechnung in einer Variablen

Ergdnzung. Weitere spezielle Werte konnen durchaus interessant sein. So gilt
1 e too o too
T (2> = / t72e tdt = 2/ e ¥ ds = / e ds =1 (5.5.8-E)
0

—0 —o0
mit der Substitution s = v/ und damit ds = %ﬁdt. Die Berechnung des letzten Integrals erfor-
dert die Nutzung von Satz iiber die Vertauschbarkeit mehrfacher Integrale in Kombination mit
Lemma [6.1.2] Ohne diesem direkt vorzugreifen, eine mogliche Rechnung:

+oo 2 +oo . +oo  ptoo e
/ e v dt / e ® ds :/ / e S dtds
0 0 0 0
+oo +oo 2 o
:/ / e 5 "+t g0 ds
0 0

+ +
0 0
d6 +oo

/+oo 1 tan 0 T
= — = —arctan =—
,  202+1) 2 oy 4

unter Ausnutzung der Substitution ¢ = sf mit d¢ = sd#.

(5.5.8-F)

Erganzung. Als zweites ebenso, auf Euler zuriickgehendes Beispiel, betrachten wir die Fulersche Be-
tafunktion

B(a,b) = /H1 f=1(1 — )L dt (5.5.8-G)

—0

fiir Zahlen a,b > 0. Das Integral ist symmetrisch in a und b, es gilt also
B(a,b) = B(b,a), (5.5.8-H)

erfiillt eine an das Pascalsche Dreieck erinnernde Rekursionsformel

-1

B(a+1,b) + B(a,b+1) = / (-t +e 1 - dt
0
-0 (5.5.8-1)
= / M1 — )" (t+ (1 —t)) dt = B(a,b),
—0
und partielle Integration liefert
—1
aBa,b+1) :a/ 111 — 1)t dt
0
- 1 L (5.5.8-1)
= {t“(l — t)b] +b t*(1 —t)*"1dt = bB(a + 1,b)
t—0 —0

fiir a,b > 0. Damit ergibt sich die Rekursion

B(a,b) = Bla+1,b) + B(a,b+ 1) = “T“’B(a +1,0) (5.5.8-K)

und zusammen mit B(a, 1) = % die leicht per Induktion zu beweisende Darstellung fiir natiirliche Zahlen
als
(n—1)!

Bla,n) = (a+n—-1)---(a+1)a

(5.5.8-L)
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5.5 Uneigentliche Riemannintegrale

Das legt eine enge Beziehung zur Gammafunktion nahe. Es gilt

+oo —1
F(a—i—b)B(a,b):/ e_ss“+b_1ds/ =1 (1 — 01 dt

—0 —0

+o0 —1
:/ e_ss‘”'b_l/ t77 11 —t)’"tdtds
—0

—0
+oo —1
= e / (st)* 1(s — st)b"Lsdtds

/ / 609 1e—(-0) (5 — 9)>~1 49 ds (5.5.8-M)

/ / e 09" (s — )" dsdf

+
/ e 09 1/ e =N (s — 0"t dsde
—0 —0
=T(a)L'(b),

wobei zum Vertauschen der Reihenfolge der Integrale wiederum Satz im Kombination mit Lem-
ma bendétigt wird.

Einige weitere Werte sind elementar ausrechenbar, so gilt

—1 ds —1
=2 ———— = 2arcsin s =7 5.5.8-N
( > / 0 \[\/ 1-—- S0 V1— 52 ( )

s—0

r (;) = 7= /:O e " ds. (5.5.8-0)

und wir erhalten wiederum
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6 Funktionenfolgen und Reihen

6.1 Doppelfolgen und -Reihen

6.1.1. Fiir eine Doppelfolge (z;)r1en € KN kann man die beiden iterierten Grenz-
werte

lim lim und lim lim @y, (6.1.1-A)
k—o0 l—0o0 l—00 k—o0

betrachten. Im Allgemeinen sind diese nicht gleich, wie folgendes einfache Beispiel zeigt:
Es gilt

pim (fm ) = fim 0 =0 (o11°8)

und ebenso "
lim <lim —) = lim1=1. (6.1.1-C)

l—oco \ k—oo K + l—o0

In diesem Abschnitt wollen wir ein einfaches Kriterium dafiir angeben, dass die beiden
iterierten Grenzwerte einer Doppefolge iibereinstimmen. Wir formulieren das Kriteri-
um fiir Konvergenz in allgemeinen metrischen Rdumen, die meisten Anwendungen im
Rahmen dieser Vorlesung werden allerdings Konvergenz in R oder C betreffen.

6.1.2 Lemma (1. Doppelfolgensatz, WeierstraB). Sei (M,d) metrischer Raum und sei
(zr1)kien € MY eine Doppelfolge. Angenommen der Grenzwert

Yp = llim Tk existiert fir jedes k € N (6.1.2-A)
—00
und der Grenzwert
z = klim Tl existiert gleichmdafig in | € N, (6.1.2-B)
—00
es gilt also
Ves0Tk. Vis k. Vien d(xk,la Zl) < €. (6.1.2-C)
Konvergiert dann die Folge (z;)ien, S0 auch (yi)ren und es gilt
lim y, = lim 2. (6.1.2-D)
k—o00 l—00

Beweis. Sei € > 0. Da der Grenzwert z; gleichméflig angenommen wird, gilt fiir alle
leNund k > K,
d(l’]ﬁl, Zl) < €. (6.1.2—E)

Damit folgt fiir [ — oo unter Nutzung der Stetigkeit der Metrik d und mit dem Grenz-
wert a = lim;_, 2
d(yk,a) <e, k> K.. (6.1.2-F)

Die Folge (yx)ren damit ebenso konvergent mit Grenzwert a. O]

37



6 Funktionenfolgen und Reihen

6.1.3 Satz (2. Doppelfolgensatz, WeierstraB). Sei (M,d) wvollstindig. Existieren dann
beide Grenzwerte

Y = lim xy, und z = lim xy, (6.1.3-A)
l—0o0 k—oo

gleichmdfig beziiglich k beziehungsweise 1, so konvergieren beide Folgen (yi)ken und
(z1)i1en und die Grenzwerte stimmen tiberein.

Beweis. Es geniigt, die Konvergenz der Folge (2;);eny nachzuweisen. Dazu nutzen wir die
Dreiecksungleichung

d(zn, 2m) < d(2n, Tin) + Ad(Thn, Thom) + d(Thm, Zm)- (6.1.3-B)

Da z; = limy_,o0 @k, gleichmifBig konvergiert, existiert zu € > 0 ein K, mit d(z;, xx;) < €
fiir alle £ > K. und [ € N. Da weiterhin zj; gleichmé&fig beziiglich [ konvergiert, existiert
ebenso ein L, mit d(xy, Trm) < d(Tkn, Y&) + d(Yk, Tim) < 2 fiir m,n > L. und alle k.
Also folgt

d(zn, 2m) < 4e (6.1.3-C)

und die Folge (2;)ien ist Cauchy. Da (M, d) vollstandig ist, folgt Konvergenz und aus
Lemma die Behauptung. O]

6.1.4 Korollar (Doppelreihensatz von Cauchy). Sei (ay)kien € KNVN eine Doppelfolge

in K € {R,C}. Ist dann
sup ZZ lag| < oo (6.1.4-A)

mnENk 1 =1

beschrdnkt, so konvergieren die iterierten Doppelreihen

Z (Z akl> und i (i ak,l) (6.1.4-B)

k=1 =1 k=1

absolut und liefern denselben Wert.

Beweis. Nach Voraussetzung konvergiert die Doppelreihe

ZZWM i szzl = lim szz\ (6.1.4-C)

k=1 l=1 klll k=1 I=1

und es existiert zu jedem € > 0 ein N,, so dass fiir m > IV,

DI TES ST ED S

k=1 [=1 k=1 =1 1Il=m k=m =1 k=m l=m

—1 co m—1

3

(6.1.4-D)

B
Il

gilt. Dies werden wir nutzen, um den 2. Doppelfolgensatz auf die Doppelfolge der Par-

tialsummen
m n

k=1 =1
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6.1 Doppelfolgen und -Reihen

anzuwenden. Nach Voraussetzung besitzt diese die Grenzwerte

n (o] m o
Yp = WILLmOO T = Z Z ag und Zm = nlgr;(} T = Z Z a (6.1.4-F)

I=1 k=1 k=1 1=1
da die beiden auftretenden Reihen nach Voraussetzung absolut konvergieren. Beide
Grenzwerte werden gleichméfig angenommen, wir begniigen uns mit dem Nachweis
des Ersten: Fiir mgo > my > N, gilt

m2 n mo n mo o0

Tonsn = Tl = | D D | < D> ) awg € D) awg| <= (6.1.4-G)
k=mi1+1 [=1 k=mi+1 [=1 k=mi1+1 [=1

gleichméfig in n. m

Erganzung. Eng verwandt mit dem gerade gezeigten Doppelreihensatz ist der grofle Umordnungssatz
fiir absolut konvergente Reihen. Wir haben im letzten Semester gesehen, dass jede absolut konvergente
Reihe Y 72 | aj durch eine Bijektion o : N — N umgeordnet werden kann und dann auch

Dty = ar =Y a (6.1.4-H)
k=1 k=1

keN

gilt. Oft wird diese Aussage als kleiner Umordnungssatz bezeichnet, wir konnen deutlich gravierender
Umordnen. Es gilt

Satz (GroBer Umordnungssatz). Sei Y -, ai absolut konvergent. Dann konvergiert fir jede disjunkte
Zerlegung von N in abzdihlbar viele Teilmengen

N=J M, M;NM; =@ firi#j (6.1.4-1)
JEN
die Doppelreihe
oo oo
Z a = Zak (6.1.4-))
j=1keM; k=1

und liefert den Wert der Ausgangsreihe.

Beweis. Wir beweisen dies direkt, ohne uns auf die Sétze zur Grenzwertvertauschung zu beziehen. Da
die Reihe Y 77 | |ay| konvergiert, existiert zu jedem & > 0 ein N, mit

oo

> akl < (6.1.4-K)

k=N:+1

Wir setzen K = {1,..., N.}. Dann sind alle Mengen M; N K und die Menge J = {j | M; N K # &}
endlich. Weiter konvergieren alle Reihen }, - M, Ok absolut und

D 2w

j>maxJ ' M;

< arl <« (6.1.4-L)
kgK

liefert die Konvergenz der Doppelreihe. Da auf Grund der Endlichkeit der Summen

Z ap — Z Z ag (614—M)

kEK j€J kEM;NK

gilt, folgt nach Streichen dieser endlich vielen Summanden auf beiden Seiten

i Z ak—iak = i Z ak—Zak gi Z \ak|+2|ak|<25 (6.1.4-N)
k=1

j=1keM,; j=1 ke M;\K kg K =1 keM;\K kg K

und somit die Behauptung. O
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6 Funktionenfolgen und Reihen

6.2 GleichmiadBige Konvergenz und Stetigkeit

6.2.1. Seien (Mj,d;) und (Ms, ds) metrische Rdume und seien fy, : My — M, gegebene
stetige Funktionen fiir £ € N. Angenommen, fiir jedes = € M; konvergiert

f(z) = klg]élo fr(x) (6.2.1-A)

punktweise in Ms. Dann ist die sich ergebende Funktion im Allgemeinen nicht stetig.
Allerdings liefert der Doppelfolgensatz in Form von Lemma [6.1.2]ein einfaches Kriterium
fiir die Stetigkeit der Grenzfunktion f. Sei dazu (z;);en eine konvergente Folge aus M;.
Da f stetig ist, existiert damit fiir jedes k der Grenzwert

lim fi(z;) = fe(lim 2;) = fi(z), o= lim, (6.21-B)
l—o0 l—o0 l—00
und es folgt
lim lim fi(2;) = lim fp(z) = f(2). (6.2.1-C)
k—r00 =00 k—ro0

Vertauschbarkeit der beiden Grenzwerte wiirde jetzt auf
lim f(x;) = lim lim fi(x;) = lim lim fi(z;) = f(x) (6.2.1-D)
l—00 l—00 k—00 k—o00 [—00

und damit die Stetigkeit von f fithren. Dazu geniigt in der Doppelfolge fi(z;)
gleichméflige Konvergenz beziiglich [ zu fordern. Dies motiviert zu folgender Definition.

6.2.2 Definition. Fine Folge von Funktionen fy : My — My konvergiert gleichméfig
gegen eine Grenzfunktion f: My — My, falls

Ves0dNVis N Veer,  do(fi(z), f(z)) <e (6.2.2-A)
gilt.

6.2.3 Satz. Seien (M, d;) und (Ms,ds) metrische Riume und fy, : My — My stetige
Funktionen fir alle k € N. Konvergiert dann fi gleichmdfig gegen eine Funktion f :
My — M, so ist [ stetig.

Beweis. Wir zeigen dies direkt. Sei dazu € > 0 und xq € M;. Dann existiert auf Grund
der gleichméfiigen Konvergenz der f; ein N., so dass fiir jedes k > N.

sup do(fi(2), f(2)) < < (6.2.3-A)

reMy 3

gilt. Wir wéhlen ein solches k. Da f; stetig ist, gibt es weiter ein 9, so dass

di(z,20) <8 = do(fila), fk(xo))<§ (6.2.3-B)

gilt. Also folgt mit der Dreiecksungleichung
da(f(2), f(20)) < do(f (@), fi(2)) + da(fr(@), fu(x0)) + da(fi(wo), f(z0))

cEfL 8, (6.2.3-C)

3 3 3
und f ist in z( stetig. Da xzy beliebig war, ist f in jedem xy, € M; stetig und die
Behauptung folgt. O
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6.2 Gleichméafiige Konvergenz und Stetigkeit

6.2.4. Wir formulieren das gerade Gezeigte fiir reell- oder komplexwertige Funktionen
auf einem kompakten Intervall K = [a,b] (oder allgemeiner einer kompakten Menge
K C M eines metrischen Raumes) etwas um. Dazu bezeichnen wir mit

C(K):={f: K — C| f stetig auf K} (6.2.4-A)
die Menge der stetigen Funktionen auf K und fithren auf C(K) durch

doo(f; g) = max|f(z) — g(z)| (6.2.4-8)

xe

eine Metrik ein. Diese ist wohldefiniert, da nach dem Satz von Weierstraf} stetige Funk-
tionen auf Kompakta beschrankt sind und ihre Extremwerte auch annehmen.

Dann entspricht gleichméfige Konvergenz gerade der Konvergenz in diesem metrischen
Raum. Es gilt, als direkte Konsequenz von Satz [6.2.3]

Satz. Der metrische Raum (C(K),dw) ist vollstindig.

Beweis. Jede Cauchyfolge (fi) beziiglich der Metrik d, ist punktweise fiir jedes z € K
Cauchyfolge in C und damit konvergent. Sei f(z) = limy o fx(z). Dann impliziert
Satz die Stetigkeit von f, also f € C(K), und die Cauchyfolgeneigenschaft impli-
ziert Konvergenz beziiglich d.; fiir k,1 > K. gilt fir jedes y € K und mit [ — oo

fi(y) = fily)] < max |fi(z) = fi(z)] = dw(f. 9) <&, (6.2.4-C)
und fiir [ — oo folgt |f(y) — fr(y)| < e, also doo(f, fx) < €. O

Um die gleichméflige Konvergenz von Reihen nachzuweisen helfen gleichméflige Majo-
ranten. Dies liefert damit natiirlich ebenso absolute Konvergenz.

6.2.5 Satz (WeierstraB'scher M-Test). Seien fi, : M — C Funktionen. Angenommen, es
gilt | fr(x)| < ag. Dann impliziert

Z ap < 00 = Z fr(z) konvergiert absolut und gleichmdfig. (6.2.5-A)
k=1 k=1

Beweis. Wir zeigen, dass die Folge der Partialsummen gleichméfig Cauchy ist. Dazu
nutzen wir fiir m > n

S fel@)| <D @) €D ap —0 (6.2.5-B)
k=n k=n k=n
fiir m,n — oo auf Grund der Konvergenz der Reihe )" .° | ax. O]
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6 Funktionenfolgen und Reihen

6.3 Integration und Differentiation

6.3.1 Satz. Seien f, € MRla,b] R-integrierbar und sei fi(x) gleichmdfig konvergent
gegen f(z). Dann gilt f € Rla, b] und

b b
kh_)rgo/a fk(:p)dx:/a f(z)dz. (6.3.1-A)

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein K, so dass fiir £ > K

sup, f(x) = fulz)] <e (6.3.1-B)

gilt. Da f; R-integrierbar ist, existiert damit weiterhin eine Zerlegung 3 mit

O(fi; 3) —U(fi; 3) <e. (6.3.1-C)

Da sich aber auf jedem Teilintervall der Zerlegung Suprema und Infima von f héchstens
um ¢ von denen von f; unterscheiden, folgt

O(f:3) < O(fi,3) +e(b—a) (6.3.1-D)

und ebenso
U(f;3) =2 U(fr,3) —elb—a) (6.3.1-E)

und es folgt
O(f;3)—U(f;3) <e+2e(b—a). (6.3.1-F)

Da ¢ beliebig war, folgt die R-integrierbarkeit von f und die Gleichheit der Integrale. [

6.3.2. Ist f : [a,b] X [¢,d] — R stetig, so impliziert die Kompaktheit von [a,b] x [c,d]
die gleichméBige Stetigkeit und fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 mit

|21 — @] + [y1 — 42| <0 = |z, y1) — f22,90)] <e. (6.3.2-A)
Damit konvergiert aber fiir jedes x, € [a, D]

lim f(z,y) = f(zs,y) (6.3.2-B)

T—Tx

gleichméfBig beziiglich y und nach Satz ist

x &—>/ f(z,y)d (6.3.2-C)

stetig auf [a, b] und somit insbesondere wiederum R-integrierbar. Wir kénnen also das

iterierte Integral
b pd
//f(x,y)dydx (6.3.2-D)

bilden. Der nachfolgende Satz garantiert, dass die Reihenfolge der Integration unter der
Stetigkeitsvoraussetzung an f keine Rolle spielt.
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6.3 Integration und Differentiation

15" 6.3.3 Satz (Vertauschen von Integralen). Angenommen, f : [a,b] X [c,d] — R ist stetig.

Dann gilt
b pd d b
//f(ﬂf,y)dydxz/ / f(z,y) dz dy. (6.3.3-A)

Beweis. Wir betrachten allgemeiner die obere Grenze d als variabel und untersuchen
die Funktion

b z
H(z) = / / f(z,y)dy dz, z € [, d]. (6.3.3-B)
Diese erfiillt H(c) = 0 und ist, da wegen fir h <§

fie 1) () _ /a" o pde = | b (% / ey dy) ~ fla,2)de
1 z+h

b 6.3.3-C
<[ (G t@araw)- s 033¢)
<(b—a)e

und entsprechend
H(z+h)—H b
(4 2 () _ / f@2)dz > —(b— a)e (633-D)
gilt, differenzierbar mit
d b
—H(2) = / f(z,z)dz. (6.3.3-E)
dz a
Weiter gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
b d z b
/ flz,z)dx = 5/ / f(z,y)dxdy (6.3.3-F)
und damit
b z z b
/ / f(z,y)dyde = H(z) = / / f(z,y)dzdy + C. (6.3.3-G)
Speziell mit z = ¢ folgt C = 0 und damit die Behauptung. m

15" 6.3.4 Korollar (Leibnizsche Regel). Angenommen g : [a,b] X [c,d] — R ist stetig, fir
jedes feste x nach der Variablen y differenzierbar und die (partielle) Ableitung

_ Oy(z,y) g9z, y+h) —g(z,y)
gy(z,y) = oy lim ; (6.3.4-A)
auf [a,b] X [c,d] stetig. Dann gilt
d b b
T g(z,y)dz = / gy(z,y) dz. (6.3.4-B)
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6 Funktionenfolgen und Reihen

Beweis. Folgt aus obigem Beweis mit g(z,y) = [” g,(z,n) dn. O

6.3.5 Satz. Sei b —a < co. Angenommen, die Funktionen fy : (a,b) — R sind diffe-
renzierbar, es gibt ein y € (a,b) fir welches die Reihe Y .-, fir(y) konvergiert und die
Reihe der Ableitungen y p | fi(x) konvergiert gleichmdifig gegen eine Funktion G,

> filw) = G(a). (6.3.5-A)

Dann ist auch > ;- | fi(z) gleichmafig konvergent, die Grenzfunktion F

2) =Y fu(x) (6.3.5-B)

differenzierbar und es gilt
F'(z) = G(x) auf (a,b). (6.3.5-C)

Beweis. Wir zeigen, dass die Reihe

Z fk fk: $0) (6.3.5—D)

T — 2o

fiir jedes zy gleichmé&Big beziiglich x konvergiert. Speziell mit xq = y folgt daraus die
gleichméflige Konvergenz der Reihe

Z(fk(ﬁ) — fe(y)) = ka(x) - ka(y) (6.3.5-E)

und damit die gleichméfiige Konvergenz der Reihe F(z) = "7, fi(x). Weiter folgt,
dass es sich bei fiir x # x9 um den Differenzenquotienten

F(x) — F(xo)

6.3.5-F
pr— ( )

handelt und, da die Reihe gleichméfBig konvergiert, somit auch

lim M = i (lim Jul(@) = Julo ) ka o) To) (6.3.5-G)

T—x0 T — X T—=T0 T — o

und damit die Behauptung.

Es bleibt die gleichméflige Konvergenz der Reihe (| zu zeigen. Da die Reihe
> i [r(x) gleichméBig konvergiert, existiert zu gegebenem e > 0 ein N, so dass fiir
allen >m >N

(6.3.5-H)
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6.4 Potenzreihen

gilt. Wahlt man solche m und n und betrachtet die Hilfsfunktion

)= fulx) mit  H,(x)=) fi(x), (6.3.5-1)

so folgt mit dem ersten Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Hm n - Hm n

Z ) = Iulo) _ Bl = o) gy ) (o350

T — X T — X ’

fiir ein £ zwischen zy und z und damit
fk fk $0) v

= |H <e. 6.3.5-K
Z e NGRS (635:K)
Also folgt die gleichméflige Konvergenz von (6.3.5-D)). O

Statt iiber Reihen kann man auch direkt iiber die Folgen der Partialsummen sprechen
und erhalt

6.3.6 Korollar. Angenommen, die Funktionen Fy : (a,b) — R sind differenzierbar, es
gibt ein y € (a,b) fiir welches die Folge limy_,o, F).(y) konvergiert und die Folge der
Ableitungen konvergiert gleichmdfig gegen eine Funktion G,

lim Fj(z) = G(z). (6.3.6-A)

k—o0

Dann konvergiert Fy(x) gleichmdfsig beziiglich x und die Grenzfunktion

F(z) = lim Fy(x) (6.3.6-B)

k—o00

ist differenzierbar und es gilt

F'(z) = G(x) auf (a,b). (6.3.6-C)

6.4 Potenzreihen

6.4.1. Eine (komplexe) Potenzreihe in einer Variablen z € C ist eine Reihe der Form

> ap(z — 2)* (6.4.1-A)

mit Koeffizienten a; € C und mit Entwicklungspunkt zg € C. Reihen dieser Bauart mit
reellen Variablen sind uns schon in Form von Taylorreihen begegnet, jetzt konnen wir
einige allgemeine Sétze dafiir nachliefern. Zur Untersuchung der Konvergenz bietet sich
das Wurzelkriterium an.
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6 Funktionenfolgen und Reihen

6.4.2 Satz (Cauchy-Hadamard). Gegeben sei die Potenzreihe

Z ar(z — z)F. (6.4.2-A)
k=1
Sei weiter p € [0, +00] definiert durch
1
— = limsup /|ax|. (6.4.2-B)
P k—o00
Dann gilt
(i) fir |z — 20| < p konvergiert die Reihe (6.4.2-A) absolut;

(i) fir 0 < p' < p konvergiert die Reihe gleichmaf$ig auf |z — zo| < p' und
bestimmt damit auf der Kreisscheibe |z — zo| < p eine stetige Funktion

f(z) = Z ap(z — 2)%; (6.4.2-C)

k=1

(iii) die Reihe ist fir |z — zo| > p divergent.

Die Zahl p wird als Konvergenzradius der Potenzreihe bezeichnet.

Beweis. Aussagen (i) und (iii) folgen direkt aus dem Wurzelkriterium. Dieses liefert
absolute Konvergenz fiir

limsup v/ |ag||z — 20/F = |2 — 20| limsup y/|ax| = Iz = x| <1 (6.4.2-D)
p

k—o0 k—o0

und damit fiir |z — 29| < p und entsprechend Divergenz fiir |z — zy| > p. Fiir (ii) nutzen
wir den Weierstra3’ M-Test. Nach Definition des limsup gibt es zu gegebenem ¢ > 0
mit p' +¢e < p ein K, so dass fiir alle k > K

lag| < (p' +¢)7* (6.4.2-E)
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6.4 Potenzreihen

gilt. Also ist fiir |z — zo| < p/

Z (p,/i 6) k (6.4.2-F)

k>K

eine konvergente Majorante. Da alle Partialsummen Polynome und damit stetig sind,
ist die Funktion f als gleichméfiiger Grenzwert stetig auf jeder Menge |z — zy| < p’ und
damit auf |z — zp| < p. O

6.4.3 Beispiel. Fiir Punkte 2z auf der Kreislinie |z — zp| = p kann im Allgemeinen keine
Aussage getroffen werden. Dazu betrachte man die drei Reihen

i &, i % f: Z—z (6.4.3-A)
k=1

k=0 k=1

Fiir alle drei Reihen ergibt der Konvergenzradius p = 1 und wir erhalten Konvergenz im
Inneren des Einheitskreises |z| < 1, Divergenz auf |z| > 1, und ein sehr unterschriedliches
Verhalten auf der Linie |z| = 1. Wihrend fiir |z| = 1 die Glieder der ersten Reihe keine
Nullfolge bilden und die Reihe damit auf der gesamten Kreislinie konvergiert, ist die
zweite zumindest fiir z = 1 als harmonische Reihe divergent und fiir 2 = —1 nach dem
Leibnizkriterium konvergent. Die dritte Reihe besitzt > % als konvergente Majorante
und konvergiert damit fiir jedes z mit |z| = 1.

Ergdanzung. Wir wollen das zweite Beispiel noch einmal aufgreifen und etwas verallgemeinern. Ange-
nommen ay ist monotone Nullfolge und ), aj divergent. Dann hat die Potenzreihe

Z apz" (6.4.3-B)
k=0

(auf Grund der Beschrinktheit der Nullfolge (ax)ren) Konvergenzradius 1. Auf dem Kreis |z| =
konvergiert diese Reihe genau dann, wenn z # 1 gilt. Dazu nutzen wir, dass die Partialsummen der
geometrischen Reihe

n n+1 1
> = (6.4.3-C)
k=0
fiir alle z # 1 beschrinkt sind. Es gilt
2t -1 2
. 6.4.3-D
z—1 ‘ ~ |z -1 ( )
Weiter folgt mittels partieller Summation
n n n—1
Zakzk = anzzk + (an—1 — an) sz + 4 (ag — a1)z’
k=0 k=0 k=0 (6.4.3-E)
n i n—1 k l Sl n—1 Zk+1 _1 o
= an’;)z + I;)(ak — Qpt1) ;Z = anﬁ + kz_o(ak - ak+1)ﬁ

Der erste Summand strebt fiir n — oo gegen Null, fiir den zweiten ist Konvergenz zu zeigen. Auf Grund
der Monotonie der Folge (ax)gen ist ag — ar+1 > 0 und damit

Z ak - ak+1 = ap (6-4-3‘F)
k=0
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6 Funktionenfolgen und Reihen

2(ar—ak+1)

absolut konvergent. Damit ist B fiir z £ 1 eine konvergente Majorante fiir die Reihe
> 2kl
Z(ak — Qk41) S 1 (6.4.3-G)
k=0

und Konvergenz folgt.

Zum Berechnen der Reihenwerte auf dem Rand des Konvergenzkreises hilft mitunter der
folgende Satz. Wir formulieren ihn nur fiir Konvergenzradius 1 und den Randpunkt 1, da
dies den Beweis kiirzer und eleganter macht. Analog gilt die Aussage fiir jeden anderen
Randpunkt des Konvergenzkreises einer Potenzreihe in dem die Reihe konvergiert.

6.4.4 Satz (Abelscher Grenzwertsatz). Angenommen, die Rethe Y ., ay konvergiert.
Dann besitzt die Potenzrethe

o0
z) = Zakzk (6.4.4-A)
k=0

mindestens den Konvergenzradius 1 und es gilt

lim f(z Z a. (6.4.4-B)

z—1

Beweis. Da die a; eine Nullfolge bilden, sind sie insbesondere beschrinkt und die
Konvergenzradiusformel liefert p > 1. Durch Addition einer Konstanten zu ay kann
dariiberhinaus erreicht werden, dass > - a; = 0 gilt. Wir nehmen dies deshalb im
Beweis an.

Es gilt
Z apzt = Z (A — Ap_1)2" = (1 — 2) Z A" (6.4.4-C)
k=0 k=0

mit den Partialsummen A, = >~} _,a; und A_; = 0. Da A,, — 0 gilt, gibt es zu jedem
e >0 ein N mit |A,| < 3¢ fir n > N. Damit folgt fiir reelle 0 < z < 1

2

o) N-1

S
(1—2) \Ak\+ (1-2)> F<(1-2) A+ (6.4.4-D)
0 k=N k=0

1—2 ZAkZ

£
Il

-1
und fiir z so nah bei 1, dass |1 — 2| < § (ij:—ol |Ak|) gilt folgt

<e. (6.4.4-E)

F(2) =

(1—2)) A
k=0

Also gilt die Behauptung f(z) — 0. O

6.4.5 Beispiele. Wir erhalten damit einige interessante Reihenwerte.

48



6.4 Potenzreihen

(i) Die Logarithmusreihe kann durch

T L 0 :Ek'H
In(l —z)=— t"dt = 6.4.5-A
n(l —2) 1t /O Z k+1 ( )
k=0 k=0
fiir || < 1 bestimmt werden und besitzt den Konvergenzradius 1. Sie konvergiert
nach Leibniz-Kriterium fiir z = —1, weshalb der Abelsche Grenzwertsatz
3! k) 02 (6.4.5-B)
k=1
impliziert.

(ii) Die Reihendarstellung des Arcustangens ergibt sich ebenso durch Integration einer
geometrischen Reihe

arctan x = /0 TP /0 Z(—tQ)k dt = Z ST 1x2k+1 (6.4.5-C)
=0 k=0

fiir |z| < 1. Sie besitzt ebenso den Konvergenzradius 1 und konvergiert fiir z = 1
nach dem Leibniz-Kriterium. Damit erhalten wir
(=D

— 2k +1

= arctanl = Z (6.4.5-D)

6.4.6. Speziell im Reellen konvergieren Potenzreihen
= Z ap(x — o), a, € R, (6.4.6-A)

damit auf Intervallen (zg — p,zo + p) und definieren dort stetige Funktionen. Da Po-
tenzreihen auf jedem kompakten Teilintervall gleichméfig konvergieren und die formal
abgeleitete Reihe

i": kay(x — 20)*! (6.4.6-B)

wegen vk —» 1 und damit
lim sup v/ k|ax| = hm VE hm sup v |ag| = hm Sup v |ak| (6.4.6-C)
k—o0

denselben Konvergenzradius besitzt, 1mphz1ert Satz [6.3.5] “ 5| die Differenzierbarkeit von f
und es gilt

(z) = i kay(z — x0)F 1. (6.4.6-D)

Das Argument kann man beliebig iterieren, jede durch eine Potenzreihe definierte Funk-
tion ist in ihrem Konvergenzintervall beliebig oft differenzierbar und es gilt

F®) ()

kL
die Potenzreihe ist also stets die Taylorreihe der durch sie dargestellten Funktion. Insbe-
sondere sind die Koeffizienten einer konvergenten Potenzreihe eindeutig durch die durch
die Reihe dargestellte Funktion bestimmt.

ay = (6.4.6-E)
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6 Funktionenfolgen und Reihen

6.5 Fourierreihen

6.5.1. Sei ap € R und seien ag, by, € R so gewahlt, dass

o0 o0

Z lag| < oo und Z |b| < o0 (6.5.1-A)

k=1 k=1

gilt. Dann sind die beiden Reihen in
f(x) =ao+ Z ay cos(kx) + Z by sin(kx) (6.5.1-B)
k=1 k=1

auf Grund von Satz gleichméBig konvergent und bestimmen damit ein stetige
Funktion f. Diese ist weiterhin offenbar periodisch mit Periode 2,

flx+27) = f(x). (6.5.1-C)
Reihen der Form werden als (reelle) Fourierreihen[]] bezeichnet. Sie sind wichtig

fiir Anwendungen und treten bei der Beschreibung von Schwingungsvorgéngen natiirlich
auf.

Eine erste Beobachtung ist, dass die Koeffizienten in einer solchen Reihendarstellung ein-
deutig bestimmt sind. Wir bezeichnen mit Cpe[—7, 7| die Menge der 27-periodischen
stetigen Funktionen und beschrénken uns vorerst auf Reihen die auch gleichméfig kon-
vergieren.

6.5.2 Lemma (Euler—Fouriersche Formeln). Angenommen, f € Cye|—m, 7| besitzt eine
gleichmaflig konvergente Reihendarstellung der Form . Dann gilt

/ fla

a =~ f( ) cos(kx) dz, (6.5.2-A)
by = % 3 f(z)sin(kx) dx.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen. Da die Reihe gleichmifig kon-
vergiert, gilt

f( ) x—27ra0+2ak/ cos(kx) dx—i—Zbk/ sin(kz) dx = 2may. (6.5.2-B)

—T —T

Weiterhin gilt fiir £ # [, k.l € N, mittels partieller Integration

/7r cos(kx) cos(lx) de = %/ﬂ sin(kz) sin(lz) dz

—T k:2 —T
2

- (6.5.2-C)
cos(kz) cos(lx)dz =0

LJEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER, 17681830
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6.5 Fourierreihen

und ebenso als Integral iiber eine ungerade Funktion

/ cos(kx) sin(lz) dz = 0, (6.5.2-D)
fir alle k,1 € N sowie direkt auf Grund von cosx = sin(x + )

/7r cos? (k) dz = /7r sin® (k) dz = %/W (cos®(kx) + sin®(kz)) dz = 7.  (6.5.2-E)

—T —T —T

Damit folgt

/ f(z) cos(lx) dx—ao/ cos(lx) dx—l—Zak/ cos(kz) cos(lx) dz

6.5.2-F
+ Zbk/ sin(kx) cos(lx) dx ( )
= Trq
und entsprechend
/ f(z)sin(lz) dz = 7. (6.5.2-G)
Damit sind alle Koeffizienten berechnet. O]

6.5.3. Es stellt sich die Frage, welche stetigen Funktionen in eine solche gleichméfBig
konvergente Fourierreihe entwickelt werden konnen. Wir werden diese Frage nicht all-
gemein beantworten konnen, ein hinreichendes Kriterium muss an dieser Stelle reichen.
Als erstes bemerken wir, dass obige Formeln fiir jede stetige 2w-periodische Funktion
ausgewertet werden kénnen. Sei also von nun an f € Cpe[—7, 7] eine 27-periodische ste-
tige Funktion und seien die Zahlen ag, a; und by durch die Euler—Fourierschen Formeln
definiert. Dann ist die n-te Partialsumme der formal zugeordneten Fourierreihe

Sulfl(x) == ap + Z ay cos(kx) + Z b sin(kx)

k=1 k=1
1 s

=5 g (1 +2 kzn; cos(kx) cos(kt) + 2 an; sin(kx) sin(kt)) f(t)dt

_ % ﬂ (1 +23 cos(k(x — t))) F(t)dt

k=0

(6.5.3-A)

T or
als Integral darstellbar. Wir berechnen noch den dabei auftretenden Dirichlet-Kern D,,.

Er ist (nach Konstruktion) periodisch mit Periode 27. Weiter gilt unter Nutzung der
geometrischen Summenformel fiir alle ¢ # 0

D,(t) =1+ QZcos(kt) = Re Z el
= - A o ' X (6.5.3-B)
e (e_im el(2n+ )tl_ 1) e pi(nt3)t _ o=i(n+3)t sm((n + §)t).

oz — e iz B sin(%)

Do(x — 1) f(t)dt
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6 Funktionenfolgen und Reihen

und offenbar D,,(0) = 2n + 1 und ebenso

1 K

D t)ydt =1 6.5.3-C
o (t)dt =1, (6.5.3-C)
sowie die Abschétzung
1
st
tD, (1) <225~ <7 (6.5.3-D)
sin(5t)

fir t € [—m,7|. Das nachfolgende Bild liefert eine grobe Idee, wie die Dirichletkerne

aussehen:
s
),
D

Damit kénnen wir nun untersuchen, ob die Partialsummen der einer Funktion zugeord-
neten Reihe wirklich gegen die Funktion konvergieren. Wir benotigen dafiir zuerst eine
Hilfsaussage und eine Definition.

6.5.4 Lemma (Riemann). Sei f € R[—n, w]. Dann gilt

lim/ f(z)cos(Azr) dz = hm/ f(z)sin(Azx)dz = 0. (6.5.4-A)
A—+00 A—+00

Beweis. Es geniigt, den ersten der beiden Grenzwerte zu beweisen. Sei dazu € > 0 und
3= (—7m=uxg,1,...,%, = m) eine Zerlegung des Intervalls [—, 7], fiir die die Differenz
aus Ober- und Untersumme

O(f:3) —U(f;3) < (6.5.4-B)

O ™
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6.5 Fourierreihen

erfiillt. Bezeichne weiter

pr = inf  f(x), M, = sup f(x). (6.5.4-C)

T€[TE—_1,2k] T€lTK_1,7k]
Zerlegt man nun

/_” f(z)cos(Az) dz = Z /xk (f(z) — ) cos(Az) dx

Tp—1

. o (6.5.4-D)
+ Z uk/ cos(Az) dx
k=1 Tk—1
so kénnen beide Summen einzeln abgeschéitzt werden. Es gilt einerseits
m zy m xy
Z/ (f(x) = pu) cos(Az) dz §Z/ | f(z) — | da
k=17 Tk—1 k=1 o (6.5.4-E)
€
< (M — ) (p — 2p1) < 3
k=1
und andererseits gilt fiir A > 0
= Tk " sin(Axy) — sin(Azy_1) 2 — €
< — — A-F
Z,uk/m cos(Az) dx _Z|,uk| 3 )\Z 5 (6.5.4-F)
k=1 k-1 k=1
fiir A > 237" | [l Also folgt
‘ / (@) cos(Aa) dz| < ¢ (654-G)
und damit die Behauptung. O]

6.5.5 Definition. Fine stetige Funktion f : R — R heifst im Punkt x lokal lipschitzste-
tigf, falls es ein 6 > 0 und eine Konstante L, gibt, so dass

Vytao—yl<s  |f(@) = fW)] < Lalz -y (6.5.5-A)
qgilt.
6.5.6 Lemma. Jede stetig differenzierbare Funktion ist lokal lipschitzstetig.

Beweis. Hier kann fiir jedes x die Konstante = 1 gewéhlt werden und der erste Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung liefert wegen

f@) = fly) = f(O—y) (6.5.6-A)
fiir ein € zwischen x und y fiir |z — y| < 1 direkt die Abschitzung
[f(@) = f)] < Lolw —yl  fiix Ly = max |f'()] (6.5.6-B)
g€fz—1,0+1]
und damit die Behauptung. O]

2RuUDOLF LiPscHITZ, 1832-1903
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6 Funktionenfolgen und Reihen

6.5.7 Satz (Lipschitz-Kriterium). Angenommen f € R[—n, x| ist 2w-periodisch fortge-
setzt und in x € [—m, 7| lokal lipschitzstetig. Dann gilt

Jim S, [f](x) = f(x). (65.7-A)

Beweis. Wir konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass x = 0 gilt
(sonst verschieben wir f entsprechend). Da f in 0 lokal lipschitzstetig ist, gibt es eine
Zahl 6 und eine Lipschitzkonstante L mit

|[f(£) = f(0)] < LIt (65.7-B)
fiir alle ¢ mit |t| < §. Betrachten wir nun die Differenz

1 X

Sulf10) = £0) = o= [ Dul®)(5(0) = F(0))
= 5= [ Dt 10 - ) (6.5.7-C)
tom [ D (- s
T Jjt1=6

und zerlegen diese in Teile ¢t nahe 0 und den Rest, so konnen wir beide Summanden
einzeln abschétzen. Einerseits gilt auf Grund der lokalen Lipschitszstetigkeit von f in 0
T

é é
: / Dn(t) (f(t) = £(0)) dt‘ < %/ [f (@) = f(0)]dt < L6 < g (65.7-D)

27 -5 —6 ‘t’
fiir ¢ klein genug und andererseits mit dem Riemann-Lemma

Dat) (Ft) — fon dt= [ LO=IO G120 dt— 0 (657€)

e s sin(z)

fiir n — oo und damit in Summe fiir hinreichend grofies n auch

1S [£1(0) = f(0)] <e. (6.5.7-F)
Damit folgt die Behauptung. m

6.5.8 Beispiel. Wir betrachten ein Beispiel und nehmen die Funktion
fz) = a? (6.5.8-A)

fir # € [—m, 7]. Wir berechnen die Fourier-Koeffizienten der periodischen Fortsetzung.
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6.5 Fourierreihen

Es gilt
I A S b " B 2
ag = % 77FLU dr = % [gl‘ :|x:_7r = ? (658—3)
und mit partieller Integration
1 s N IQ ] ™ s ]
ap = — x® cos(kz) dz = — sin(kx) - — zsin(kx) dx
T ) km JR 7/ g
2 T 2 [T A 4 4 (6.5:8-C)
=1 cos(kx) o “n ) cos(kx)dzr = = cos(km) = (—l)kﬁ.
Da f gerade ist, gilt weiterhin fiir alle k
1 ¥
by = — f(z)sin(kx) dz = 0. (6.5.8-D)
™ —T

Die periodische Fortsetzung ist lokal lipschitzstetig, die zugeordnete Fourierreihe kon-
vergiert damit punktweise gegen f. Es gilt also

72 - cos(kx
f(z) = 3 +4 E (—1)'“% (6.5.8-E)
k=1
Speziell mit x = 7 ergibt sich damit
2 oo
5 oom 1
= f(ﬂ) = ? —|— 4 kE:1 ﬁ (6.5.8-F)

und damit

=1 s

Erganzung. Das Lipschitz-Kriterium in Satz liefert in der angegebenen Fassung nur punktwei-
se und keine gleichméfige Konvergenz. Ist eine periodische Funktion f € Cper[—m, 7] jedoch global
Lipschitz, gilt also

|f(2) = f(y)| < Llz —y| (6.5.8-H)
fiir z,y € R mit |z — y| < 27, so folgt als Verschirfung des Riemann-Lemmas sogar
1 ™
— [ f(t)sin(\t) dt‘ <227 (6.5.8-1)
™ —Tr

und der oben angegebene Beweis zu Satz liefert die gleichméfige Konvergenz. Fiir lipschitzstetige
periodische Funktionen konvergieren Fourierreihen also stets gleichméfig. Fiir stetig differenzierbare f

folgt (6.5.8-1|) direkt durch partielles Integrieren.
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6 Funktionenfolgen und Reihen

R 6.5.9 Beispiel. Wir geben noch einige interessante Fourierreihen an, fiir die wir ebenso
in allen Stetigkeitspunkten die Konvergenz gezeigt haben.

(i) Fiir die Rechteckkurve

1 —2km| < %
f(x) = { ’ = 2km] < 5. (6.5.9-A)
0, sonst,

sind alle Sinuskoeffizienten Null und es ergibt sich ay = % und fiir [ € Ny

: :(_—1)l (6.5.9-B)

1 [2 1
agi41 = ;/_ cos((2l4+1)z)dr = ————sin((2{+1)x) 0+ 1r

20+ 1)m

Wl

_T
2

sowie entsprechend ag;1 5 = 0. Die ersten Summanden sind nachfolgend dargestellt:

(ii) Fir die 27-periodisch fortgesetzte Sagezahnkurve f(z) = z, € [—m, 7], sind nur
die Sinuskoeffizienten ungleich Null und es gilt

1 [" o1
b = —/ xsin(kx)dr = _%(lm) + k_/ cos(kz) dz
7r T dex R Jor (6.5.9-C)

—Tr

— (i

Die ersten Summanden sind nachfolgend dargestellt:

(iii) Fir mehrfach differenzierbare Funktionen konvergieren Fourierreihen schneller.
Ein Beispiel dazu wire f(z) = €% mit den nachfolgend dargestellten ersten
Summanden:
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7 Differentialrechnung in mehreren
Veranderlichen

7.1 Vektorrdaume und lineare Abbildungen

7.1.1. Ab diesem Kapitel werden wir einige Resultate aus der linearen Algebra
bendtigen, die wir bei Bedarf wiederholen und zusammenfassen. Ziel ist dabei, die bis-
her fiir Funktionen f : (a,b) — R diskutierte Differential- und Integralrechnung auf
Funktionen mehrerer Verénderlicher, also Funktionen f : R® D U — R™ definiert auf
Teilmengen U C R", zu verallgemeinern.

Ergdnzung (Spaltenvektoren und Matrizen). Wir beginnen mit einem recht allgemeinen Beispiel. Ele-
mente des R™ sind n-Tupel von Zahlen, die wir als Spaltenvektoren

z

x2
(7.1.1-A)

Tn

schreiben wollen. Mit solchen Spaltenvektoren kann man rechnen, wir definieren die beiden Operationen

1 U1 1+ Y1 T Ay
T3 Y2 T2 + Y2 T2 A2

+ . = . R )\ . = . (711—8)
'r’fb yn -Tn + yn ITL /\xn

fir ¢, y;, A € R. Bezeichnen wir mit e; die speziellen Spaltenvektoren mit Eintrag 1 in der j-ten Zeile
und sonst den Eintréagen 0, so gilt

T
i) n
x=|.|= ijej. (7.1.1-C)
: -1
Ty

Eine Abbildung f : R™ — R™ heifit linear, falls fiir alle z,y € R™ und alle Zahlen A\ € R
fl@+Xy) = f(z) + Af(y) (7.1.1-D)

gilt. Solche linearen Abbildungen haben eine besonders einfache Form, es gilt

f@)y=f|Y zje; | =D wifle;)  mit f(e;) €R™ (7.1.1-E)
j=1 j=1
Schreibt man
(5w ai1  ai2 -0 QAin
a2 j az 1 azz 0 A2n
fle;) = . , A= . . . , (7.1.1-F)
am,j am71 am,2 e am,n
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

so kann man die lineare Abbildung f formal als Matriz-Vektor-Multiplikation schreiben,

1,1 ai2 -+ Aln x1
a1 ag2 - A2n T2

f(z) = Az = ) . ] . (7.1.1-G)
Am,1 am2 e Am,n Tn

Die Menge der m x n-Matrizen werde als R™*" bezeichnet. Verkettung linearer Abbildungen entspricht
der Multiplikation von Matrizen. Der Vollstdndigkeit halber dazu die passende Formel, es gilt

a1.1 aiz2 0 A1k bl,l b1,2 ce bl,n €11 Ci2 -+ Cik
a1 Q22 - Qo ba1 baa - ban| |C21 c22 o ok

=" (7.1.1-H)
am,1 aAm,2 - Ak bm,l bm,? o bm,n Cpn1 Cp2 Cn,k

)

falls .
Q5 = Zbi,lcl,j~ (711-')
=1

Matrixmultiplikation ist assoziativ, da die Verkettung von Abbildung assoziativ ist. Weiter bezeichne
AT zu einer Matrix A die transponierte Matriz, die sich durch Spiegeln an der Diagonalen ergibt,

T
a1,1 air2 - QA1n ai1 a1 0 Gml
@21 22 -+ A2n ai2 a2 **° am2
=1 . ) . . (7.11-))
am,1 am2 *° Ammn Aipn A2n ° Qmmn
. . . T, _ n g n
Interpretiert man Spaltenvektoren als n x 1-Matrizen, so liefert y'z = Ej:l yjx; fir z,y € R

das (euklidische) Skalarprodukt von z und y. Weiter gilt (AB)" = BT AT und damit insbesondere
y'(Az) = (ATy)Ta.

Die zur identischen Abbildung gehdrende Matrix wird als Finheitsmatriz bezeichnet, diese besitzt die
Eintrage a; ; = 1 und a; ; = 0 fiir ¢ # j. Eine Matrix A heifit invertierbar, wenn die zugeordnete lineare
Abbildung invertierbar ist, es also eine Matrix B mit AB = BA = I gibt.

Ergdnzung (Vektorraume, Basis und Dimension). Sei nun allgemeiner K € {R, C}. Ein Vektorraum iiber
K ist eine Menge V versehen mit zwei Operationen + : V xV — V und - : Kx V — V und einem
speziellen Element 0 € V, fiir die

Vioyev THy=y+uw

(

Voyzev T+ y+2)=(@+y) +2 (7.1.2-B
Veoey 0-2=0 A l-z==x (
VaekVayev A-(x+y)=X-z+A-y (

VauekVacy A+p)-z=X-z+p-z AN X-(p-z)=Ap) -z (7.1.2-E

gelten. Elemente von V' werden als Vektoren bezeichnet. Wir werden im Weiteren in der Notation
nicht mehr zwischen dem Nullvektor 0 € V und der Zahl 0 € K unterscheiden und bei der skalaren
Multiplikation die Punkte weglassen also Ax statt A - x schreiben.

Wir sagen, ein Vektorraum V' ist endlich erzeugt, falls es Vektoren vq,...,v, € V mit
V =span{vy,...,v,} = {Z)\kvk | Ak GK} (7.1.2-F)
k=1

gibt. Wir sagen, das Tupel der Vektoren (vi,...,v,) bildet eine Basis von V|, falls sie zusétzlich linear
unabhdngig sind, also

Z)\kvk =0 — M=--=X\,=0 (7.1.2-G)
k=1
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7.1 Vektorrdume und lineare Abbildungen

gilt. Insbesondere gilt vi # 0. Hat man zwei Basen vy, ...,v, und wy,...,w,, eines endlich erzeugten
Vektorraums V' gegeben, so haben diese dieselbe Anzahl an Elementen. Dies rechnen wir kurz nach.
Angenommen, n < m. Da 0 # w; € V ist, gibt es Zahlen Ay,..., A, mit wy = A\jvy + -+ + A\ Vi
Mindestens einer der Koeffizienten \j ist ungleich Null, es gilt also

v = )\,;1 Wy — Z vy | €Espan{wi, Vi, ..., Vk_1,Vikil, -, Vnt. (7.1.2-H)
I#£k
Die Menge der Vektoren {wi,vi,...,Vg_1,Viki1,-..,Vy} erzeugt offenbar immer noch V. Auf diese
Weise konnen wir schrittweise die Elemente wq,...,w, in das Erzeugendensystem hineintauschen, es
kann nie passieren, dass nur vor eingetauschten w-Vektoren von Null verschiedene Koeffizienten stehen
(da ja die wy, linear unabhéngig waren) und nach n Schritten folgt V' = span{wn,..., w,}. Wire nun
m > n, so wire damit w,, € span{wy,...,w,} im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit.

Eine Abbildung f : V' — W zwischen zwei Vektorrdumen V und W heifit linear, falls (7.1.1-D|) gilt.
Wir bezeichnen mit
Lin(V,W)={f:V — W | f linear} (7.1.2-1)

die Menge der linearen Abbildungen von V nach W. Diese ist selbst wiederum ein Vektorraum mit den
Operationen (f + g)(z) := f(x) + g(z) und (Af)(z) := Af(x).

Fiir einen endlich erzeugten Vektorraum V' bezeichnen wir die Anzahl der Elemente einer Basis von V'
als seine Dimension dim V. Sei vy, ..., v, € V eine Basis von V', dann liefert die eindeutige Darstellung
der Elemente als Linearkombination

T = kavk (7.1.2-])
k=1
eine wohldefinierte bijektive lineare Abbildung

T

n o
Vor=>Y mvire | | €K, (7.1.2-K)

k=1 :

Ty

wir konnen V' also dariiber mit K™ identifizieren. Die Identifikation hidngt natiirlich von der Wahl der
Basis ab. Sind V und W beide endlichdimensional und gilt dimV = n und dimW = m, so liefern
Basen von V und W entsprechend eine Identifikation

Lin(V,W) +— K™*" (7.1.2-L)
linearer Abbildungen mit m x n-Matrizen. Insbesondere gilt dann dim Lin(V, W) = mn.

Ergénzung (Unterrdume und Dimensionsformel). Eine Teilmenge V; eines Vektorraumes V heifit Unter-
raum, wenn sie nichtleer ist und beziiglich der Vektorraumoperationen abgeschlossen ist, also

0ew und VeyeiVaek T+ay €V (7.1.2-M)

gilt. Ist V endlich erzeugt, so auch V; und jede Basis von V; kann durch Hinzunahme weiterer Vektoren
zu einer Basis von V ergénzt werden.

Fiir zwei Unterraume V7 und V5 eines Vektorraumes V' bezeichnet
i+ Vo i={avi+Bvs | o, B €K, v1 € V], vy € Va} (7.1.2-N)

ihre Summe. Diese ist wiederum ein Unterraum. Ebenso ist der Schnitt V; N V5 zweier Unterraume ein
Unterraum. In diesem Fall gilt fiir die Dimensionen die Dimensionsformel

dim(Vy + V) = dim Vi + dim V5 — dim(V; N V2). (7.1.2-0)
Zum Beweis ergénzt man eine Basis von Vi N V5 zu einer von V4 und ebenso zu einer von V5.

Gilt zusétzlich, V3 N Vo = {0}, so bezeichnet man Vi + Vs als direkte Summe. Fiir solche direkten

Summen gibt es in der Literatur verschiedene Notationen, wir verwenden V; T Va.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Ergdnzung (Dimensionssatz, Rang und Defekt). Fiir f € Lin(V, W) sind

ker f={z eV |f(x)=0}CV (7.1.3-A)
und
imf={f(z)|zeV}CW (7.1.3-B)
beides Unterrdume. Auf V liefert
T~y L= x—y € ker f (7.1.3-C)
eine Aquivalenzrelation. Auf den zugeordneten Aquivalenzklassen ist [z]~ + [y]~ := [z + y]~ und
Az]~ := [Az]~ wohldefiniert und liefert wiederum die Struktur eines Vektorraumes. Dies ist einfach

nachzurechnen und folgt direkt aus der Vektorraumeigenschaft von ker f. Da dann die induzierte Ab-
bildung

Viers 3 o > f(l]) i= f(x) € im f (7.1.3-D)
wohldefiniert, linear und bijektiv ist, folgt der Dimensionssatz
dimim f + dimker f = dim V/xer ¢ + dimker f = dim V. (7.1.3-E)
Fiir die letzte Gleichheit haben wir genutzt, dass fiir eine Basis [w1],..., [Wg] von V/ie 5 und eine
Basis vy, ...,v; von ker f die Vektoren vy,...,v;, wq,..., Wy eine Basis von V bilden. Die Zahl
rank f := dimim f (7.1.3-F)

bezeichnet man als Rang der linearen Abbildung f. Die Zahl dim ker f wird oft als Defekt der linearen
Abbildung f bezeichnet.

Gilt dimV = dim W = n, so gilt fiir eine lineare Abbildung f € Lin(V, W) auf Grund des Dimensions-
satzes

f injektiv = ker f = {0} = imf=W (7.1.3-G)
und lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen gleicher Dimension sind genau
dann injektiv wenn sie surjektiv sind.

Ergdnzung (Determinanten). Oft ist ein alternatives Kriterium fiir die Invertierbarkeit einer linearen
Abbildung niitzlich. Dazu definieren wir zu einer Matrix A € K®*" die Determinante

det A := Z sign(o) H Ao (k) (7.1.4-A)
ceS, k=1
als Summe iiber alle Permutationen o € &,,, also bijektiven Abbildungen o : {1,...,n} — {1,...,n},
und mit
Sign(a) _ (_1)#{(k,l)|k<l ANao(l)<o(k)} (714-B)

der Signatur der Permutation o. Wir werden spéter eine alternative Charakterisierung der Determi-
nante geben, vorerst begniigen wir uns mit zwei wesentlichen Eigenschaften. Es gilt det I = 1 fiir die
Einheitsmatrix I und fiir zwei Matrizen A, B € K"*™ gilt

det(AB) = det Adet B. (7.1.4-C)
Damit muss fiir invertierbare Matrizen det A # 0 gelten. Es gilt auch die Umkehrung

A invertierbar = det A # 0. (7.1.4-D)

Erganzung (Spur). Fiir quadratische Matrizen A = (a; ;) € K"*" ist die Spur durch die Summe der
Diagonaleintriage

trace A := Z ai; (7.1.5-A)
i=1

gegeben.
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7.2 Zur topologischen Struktur metrischer und
normierter Raume

7.2.1. Ein metrischer Raum (M, d) ist eine Menge M versehen mit einer Metrik, also
einer Abbildung d : M x M — R welche

d(z,y) =d(y,z) >0 A (d(z,y) =0 <= z=1y) (7.2.1-A)

zusammen mit
d(x,2) < d(x,y) + d(y, ) (7.21-B)

fiir alle x,y,z € M erfiillt. In einem metrischen Raum bezeichne zu x € M und € > 0
Be(z) ={y € M | d(z,y) <e} (721-C)

die offene e-Kugel um z. Diese Kugeln kann man nutzen, um Eigenschaften von Teil-
mengen des Raumes M zu charakterisieren. Einige davon haben wir schon gesehen.

#  7.2.2 Definition. Sei (M, d) metrischer Raum und A C M eine Teilmenge.

(i) Ein Element x € A heifit innerer Punkt, falls ein ¢ > 0 mit
B.(z)C A (7.2.2-A)

existiert.
(ii) Ein Punkt x € M heifit duBerer Punkt von A, falls ein ¢ > 0 mit

B.(x)NA=2 (7.2.2-B)
existiert. Er heifft Randpunkt von A, falls fiir jedes € > 0
B.(x)NA# @ und  B(z)\A# @ (7.2.2-C)

gilt. Wir bezeichnen die Menge der Randpunkte von A mit OA.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

(iii) Die Menge A heifit offen, falls jedes x € A innerer Punkt ist, also

ANOA=o (7.2.2-D)
gilt.
(iv) Die Menge A heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement M \ A offen ist, also
0ACA (7.2.2-E)
qilt.
(v) Ein Punkt x € M heifst Haufungspunkt von A, falls fir jedes € > 0
(B-(zx)\{z})NA# o (7.2.2-F)

gilt. Die Menge der Hdufungspunkte von A wird mit acc A bezeichnet.
(vi) Die Menge A heifit perfekt, falls A = acc A gilt.

R 7.2.3 Beispiel. Fiir jedes 7 > 0 und jedes x € M ist B,(z) offen. Sei dazu y € B,(z).
Wahlt man nun ¢ < r —d(z,y), so folgt mit der Dreiecksungleichung fiir jedes z € B.(y)

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <d(z,y) +e<r (7.2.3-A)
und damit z € B, (x), also B.(y) C B,(z). Analog sieht man, dass
{ye M |d(z,y) >r} (7.2.3-B)
offen und damit auch
{ye M |d(z,y) <r} (7.2.3-C)

abgeschlossen ist. Man beachte, dass das nicht 0B, (z) = {y | d(x,y) = r} impliziert.
Es ist in allgemeinen metrischen Rdumen durchaus moéglich, dass kein Punkt genau den
Abstand r zu x besitzt.

Wir werden im Weiteren oft Vektorrdume mit einer Metrik versehen. Die einfachste
Konstruktion dazu ist die Verwendung einer Norm.

#  7.2.4 Definition. Sei nun V ein Vektorraum iiber R. Eine Norm auf V ist eine Abbil-

dung || - || : V — Rsq mit
N1
|| =0 <= =0 (7.2.4-A)
N2
Azl = [A] || (7.2.4-B)
N3
[l +yll < [lz]l + Iyl (72.4-C)

firz,y € V und A € R. Ein Vektorraum versehen mit einer Norm wird als normierter
Raum bezeichnet. Jeder normierte Raum wird durch die induzierte Metrik

d(z,y) = [z —y| (7.2.4-D)

zu einem metrischen Raum. Er heifit vollstdndig, oder Banachraum, falls er als metri-
scher Raum vollstindig ist.
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7.2.5 Beispiel. Auf dem R" bestimmt |z| := V2T« eine Norm. Fiir das Skalarprodukt
x Ty zweier Vektoren des R™ gilt die Cauchy-Schwarz- Ungleichun

1 1
n n 2 n 2
Z TpYr| < <Z xi) (Z y,%) = |z||y|, (7.2.5-A)
k=1 k=1 k=1

die es zuerst zu beweisen gilt. Fiir y = 0 sind beide Seiten Null, wir kénnen also anneh-
men, dass y # 0 gilt. Dann gilt fiir jedes A € R

[z Tyl =

0<|z4+ M ="z +22a Ty + Ny y = |2|° + 222"y + Ny|*. (7.25-B)

Da die rechte Seite ein quadratisches Polynom in A ist, welches an der Stelle

-
x
A= ——2/ (7.2.5-C)
|yl
sein Minimum annimmt, folgt nach Einsetzen und Multiplikation mit |y|2
0 < z*lyl” — 2Ty (7.2.5-D)
und damit die Behauptung.
Wir weisen nach, dass es sich bei | - | wirklich um eine Norm handelt. Die ersten beiden

Normeigenschaften sind direkt aus der Definition ersichtlich, die Dreiecksungleichung
folgt aus Cauchy—Schwarz. Es gilt

e+’ =@+y) (@+y) =2z +22 y+y'y (725-E)
2 2 . . =

< ™+ 20zl [yl + 191 = (l=] + [y])*
und damit |z + y| < |z] + |y

Versehen mit der euklidischen Norm | - | ist der R vollsténdig.

7.2.6 Beispiel. Fiir Matrizen A € R™*" ist in Analogie zur euklidischen Norm des R”
durch

Z Z la; ;| = Vtrace ATA (7.2.6-A)

i=1 j=1

1Al =

ebenso eine Norm definiert. Diese wird als Frobeniusnormf| bezeichnet. Es gilt unter

Ausnutzung der Ungleichung von Cauchy—Schwarz

n 2 n n n
2
Doaigr| <)Y laiglP ) lanl® = 1Azl (72.6-B)
k=1

j=1 i=1 j=1

n

[ Aa* =

i=1

und damit
40 = sup A < |4 (126-C)
x|=1

'HERMANN AMANDUS SCHWARZ, 1843-1921
2GEORG FERDINAND FROBENIUS, 1849-1917
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Das so definierte ||A|| ist ebenso eine Norm auf R™*" die (euklidische) Operatornorm
der Matrix. Sie ist schwerer zu berechnen, hat aber einfachere Eigenschaften und fiihrt
oft zu besseren Abschétzungen. Den Nachweis der Normeigenschaften iiberlassen wir als
Ubungsaufgabe. Direkt aus der Definition der Operatornorm ergeben sich die Unglei-
chungen

IABI < [A[IBI  wnd  [|AT] < [|A]l. (72.6-D)

Da weiterhin die Ungleichung |a; ;| = |e; Ae;| < || A]| gilt, folgt
1A[I% = trace(ATA) < n|ATA|l < nl|AT|[|A] < 2| A (7.2.6-E)
und damit die Abschitzung [|A||r < /0| A]|.

7.2.7 Beispiel. Der Vektorraum Cla,b] der auf einem kompakten Intervall stetigen
Funktionen wird mit der Supremumsnorm || f e = sup,¢jqy [f(*)] zu einem normierten
Raum. Gleiches gilt fiir den Vektorraum fR[a, b] der auf dem Intervall R-integrierbaren
Funktionen versehen mit der Supremumsnorm.

Beide sind als metrische Rdume vollstandig, dies folgt aus Satz und Satz [6.3.1]

7.2.8. Als néchstes erinnern wir an die e-d-Definition der Stetigkeit in metrischen
Réumen. Eine Funktion f : M; — My zwischen metrischen Rdumen (Mj,d;) und
(Ms, dy) heifdt stetig auf My, falls

Veen Ves03550 y € Bs(z) = fly) € B-(f(7)) (7.2.8-A)

gilt. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen konnen wir dies umformulieren.

Satz. Fine Funktion f : My — M, ist genau dann stetig, wenn fir jede offene Menge
U C My das Urbild
fU] ={z e M | f(z) €U} (7.2.8-B)

offen in My ist.

Beweis. [=] Sei f stetig und U C M, offen. Sei weiter x € M; mit f(z) € U. Da f(x)
innerer Punkt ist, existiert ein ¢ > 0 mit B.(f(x)) C U. Da f stetig ist, gibt es ein § > 0
mit

fBs(x)] ={f(y) | y € Bs(x)} € B:(f(x)) (7.2.8-C)

und x ist innerer Punkt von f~[U].

[«<] Da fiir jedes x € M; die Menge B.(f(z)) offen in M, ist, muss ihr Urbild
F7YB:(f(z))] auch offen in M sein. Da x darin enthalten ist, ist 2 innerer Punkt davon.
Es existiert also ein 6 > 0 mit Bs(z) C f~![B.(f(x))] und damit f[Bs(x)] C B.(f(x))
und es folgt die e-9-Charakterisierung der Stetigkeit. O

7.2.9 Beispiel. Die Koordinatenabbildungen

T
Rfszx=|:|—az,€eR (7.2.9-A)

T
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fir k = 1,...,n sind stetig, was direkt aus |zx| < |z| folgt. Verkettungen, Summen
und Produkte stetiger Funktionen sind wiederum stetig. Damit sind auf R™ auch alle
Polynomfunktionen

R" >z +— Z Ao x” (7.2.9-B)

laf<n

definiert als Summe iiber Multiindizes o € N mit

n n
= J]ar ol =D (7.2.9-C)
k=1 k=1

stetig. Also sind insbesondere auch die Spurabbildung trace : R"*"™ — R und die Deter-
minantenabbildung det : R™*"™ — R stetig.

7.2.10 Beispiel. Da die Determinantenabbildung det : R™"™ — R stetig ist, ist die
Menge der invertierbaren Matrizen

GL(n) := {A € R™" | det A # 0} C R"™*" (7.2.10-A)

als Urbild der offenen Menge R \ {0} offen.

Wir wollen dies als Alternative und ohne Bezugnahme auf die Stetigkeit der Determi-

nante nachweisen. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor. Angenommen, eine Matrix
B € R™" erfiillt ||B|| = r < 1. Dann besitzt die Reihe

C=I+>» B* (7.2.10-B)
k=1

wegen || B¥|| < || B||¥ eine konvergente Majorante, die Partialsummen erfiillen fiir m > n

m n—1 m m e n
S =SB =B <Y B <Y = 17"_r —0  (7210C)
k=1 k=1 k=n k=n k=n

fiir m,n — oo und sind damit selbst eine Cauchyfolge in R™*"™. Weiter gilt als Telesko-
preihe

(I-B)C=I-B+) (B"-B"')=I=C(I-B) (7.2.10-D)
k=1
und somit ist I — B invertierbar mit Inverser C. Sei nun A € R™*" eine invertierbare

Matrix und gelte ||A7!||||A — D|| < 1. Dann ist die Matrix D ebenso invertierbar. Dazu
schreiben wir A™'D als I — A~'(A — D) und nutzen obige Reihe in der Form

k

D '=(A'D)yTAT = AT ¢ i (A" (A-D))" AL (7.2.10-E)

Nach Konstruktion gilt D™D = I aber ebenso liefert direktes Einsetzen in die Reihe
DD~! = I und die gewiinschte Invertierbarkeit folgt.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

7.2.11 Beispiel. Wir wollen das gerade gezeigte Beispiel deutlich verallgemeinern. Dazu
zeigen wir, dass fiir jedes k € N die Menge

{A e R™" | rank A > k} CR™" (7.2.11-A)

offen ist. Sei dazu A € R™*"™ mit rank A = k gegeben. Dann finden wir k linear un-
abhéngige Spalten und in diesen weiterhin £ linear unabhéngige Zeilen, es gibt also
eine durch Streichen von Zeilen und Spalten erhaltene k£ x k-Untermatrix Ay mit vollem
Rang. Fiir diese gilt damit det Ay # 0.

Bezeichne By die aus einer beliebigen Matrix B € R™*™ durch Streichen derselben Zeilen
und Spalten entstehende Untermatrix. Streichen von Zeilen und Spalten entspricht der
Einschréankung auf einen Teilraum und dem Anwenden einer Orthogonalprojektion, es
gilt || Ao|| < ||Al|. Wenn wir also eine Matrix B € R™*™ mit ||A— B|| < € gegeben haben,
so folgt ||Ap — Bo|| < ||A — BJ| < € und da die Determinante stetig ist, folgt det By # 0
fiir £ hinreichend klein. Damit folgt aber rank B > k und die Aussage ist gezeigt.

Wenn normierte Rdume nicht endlichdimensional sind, sind nicht mehr alle linearen
Abbildungen stetig. Dann hilft die folgende Aussage:

7.2.12 Lemma. Eine lineare Abbildung f € Lin(V, W) zwischen normierten Rdumen
V und W ist genau dann stetig, wenn

I£l:= sup [[f(z)l} < o0 (7.212-A)

llzll=

gilt. Man sagt auch, die Abbildung f ist beschrankt. Die Menge der beschrinkten linea-
ren Abbildungen zwischen V' und W bezeichnen wir mit L(V, W).

Beweisskizze. Wir zeigen nur die Notwendigkeit, also dass beschrinkte lineare Abbil-

dungen wirklich stetig sind. Die Nullabbildung ist stetig. Wir nehmen deshalb an, dass
f # 0 und damit auch || f]| # 0 gilt.

Zu e > 0 wahlen wir 6 = ¢/|| f|| und erhalten ||z — y|| <

1 () = F)l = 1f @ =)l < IF lz =yl < NIfl[0 =€ (7.212-8)

und damit die Behauptung. O

7.2.13 Beispiel. Das Riemannintegral
b
Rla,b] > f — / f(z)dz € R (7.2.13-A)
ist stetig. Dies folgt direkt aus der Abschétzung

/a ) da

Wir haben dies schon genutzt, das ist genau die Aussage des Vertauschungssatzes [6.3.1]

< (b —a)|f]lo- (7.2.13-B)

66



7.2 Zur topologischen Struktur metrischer und normierter Rdume

S
I
S
I
K
X \
: NN
ER NN
1 AN
g ol N
s X . W\
et S N
=] a..".. 2w + ,_”,,m””,”, O //0.///// ﬁl
£ W ! an
E =
E 3
< =
E g
i g
i W i
__ 2 o
E AR i
. W E A
O N
= W iy
= il #.#. O \gs_.._____
= “____ QQ ss%i::____
um ““““-‘ ##\%%n—-
e g
g s
. i
g il
S s
S i
Y
: gs
O] 155

67

Graph der Funktion f(z,y) = 2% — 2.



7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

7.3 Differenzierbarkeit

7.3.1. Wir formulieren die Differenzierbarkeit fiir Abbildungen zwischen normierten
Raumen V und W. Das mag sehr allgemein klingen, in Anwendungen werden die Rdume
oft endlichdimensional und der Einfachheit halber durch V' = R" und W = R™ gegeben

sein.

7.3.2 Definition. Sei f:V D Q — W, Q offen und x, € €.
(i) Die Funktion f heifit in x, Fréchet—differenzierbaﬂ oder kurz differenzierbar, falls
es eine beschrinkte lineare Abbildung L -V — W mit

(@) = f(x) + Lz —z) + oz —z.]), x> a., (132-A)

gibt. In diesem Fall wird die Abbildung L als Ableitung der Funktion f in x,
bezeichnet. Wir verwenden die Notation f'(x,) fir die Ableitung von f in x,.

(ii) Die Funktion f heifst auf Q2 Fréchet-differenzierbar oder kurz differenzierbar, falls
f in jedem z, € Q) Fréchet-differenzierbar ist. In diesem Fall bezeichnet man

fQ—=L(V,W) (7.3.2-B)
als Fréchet-Ableitung oder kurz Ableitung der Funktion f.

Die Bedingung bestimmt die lineare Abbildung L eindeutig, wiren L; und Lo
beschrinkte lineare Abbildungen, die beide erfiillen, so wiirde (mit h = x — x,)

(Ll — LQ)h = Llh — Lgh = O(”h“) (7.3.2-C)

und damit ||L; — Ly|| = 0 folgen. Dies impliziert aber L; = L. Damit ist die in (ii)
eingefiihrte Notation f’: Q — L(V, W) fiir die Fréchetableitung wohldefiniert.

Erganzung. Die gewiinschte Eindeutigkeit von L aus ist der Grund, warum in obiger Defi-
nition z¢ € 2 innerer Punkt beziehungsweise {2 offen sein sollte. Wahrend die eindimensionale Ablei-
tung in jedem H&aufungspunkt des Definitionsbereichs definierbar ist, benétigt die hoherdimensionale
Fréchetableitung Grenzwerte aus geniigend vielen Richtungen fiir die Charakterisierung der Ableitung.

7.3.3 Lemma. Sei f:V O Q — W in x, € Q differenzierbar. Dann ist f in x, stetig.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition. Es gilt
f@)=fx)+ flle)(@—z) +o(lz — ), =—a, (733-A)

und sowohl der zweite als auch der dritte Term auf der rechten Seite strebt fiir x — z,
gegen Null. O]

7.3.4 Beispiel. Sind V = R" und W = R™ beide endlichdimensional, so entspricht der
Raum L(V,W) gerade dem Raum der Matrizen R™*". Eine differenzierbare Funktion
f:R™ D Q — R™ besitzt als Ableitung also eine matrixwertige Funktion

fQ— R™™ (7.3.4-A)

3RENE MAURICE FRECHET,1878-1973
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Die so als Matrix geschriebene Ableitung von f wird als Jacobz'matm’zﬂ bezeichnet. Es
stellt sich die Frage, wie man diese (Differenzierbarkeit vorausgesetzt) berechnet. Dazu
notieren wir f genauer, verwenden die Komponenten der Vektoren x € R™ als Variablen

und bezeichnen die Eintrage des Funktionswertes ebenso mit fi,..., f,,. Es gilt also
filzy, ... xy)
flx) = f(or,..m,) = s . %) : (7.3.4-B)
fm(z1, CyTy)

Angenommen, diese Funktion ist differenzierbar im Punkt z. Dann gilt fiir jeden Vektor
h € R" und mit der Jacobimatrix L = f'(x)

f(x+h)— f(x)=Lh+o(lh]), h—0, (7.3.4-C)
damit also speziell mit i = te; und fiir die :-Komponente

f,’(l’l,...,l’j —|—t,$n> — fi(ml,...,xj,...,xn) = elT(f(:U—i—tej) — f(l’))

7.3.4-D
=e/ Lejt+o(t). ( )

Damit ist der Matrixeintrag L, ; = e, Le; der Jacobimatrix L als Ableitung der Funktion
fi nach der Variablen z; (und der Behandlung aller weiteren Variablen als Konstanten)
darstellbar. Dafiir hat sich eine Notation eingebiirgert, wir schreiben

afi — lim filer, ..oz + 1t xn) — filzr, ..o 2, 2p)

8[Ej t—0 t

(7.3.4-E)

fiir die partielle Ableitung von f; nach der j-ten Variablen und erhalten damit fiir die
Jacobimatrix f'(x)

8f1/8x1 (9f1/8x2 cee afl/al'n
() = 8f2{8x1 8f2/:8x2 e (9f2/:axn (734.5)
Ofn /021 Ofin/Oxs - Ofm/OT

Umgekehrt geniigt die Existenz aller partiellen Ableitungen in einem Punkt x, um einer
Funktion f : R®™ D € — R™ eine Jacobimatrix zuordnen zu koénnen. In diesem Fall
sagen wir, [ ist im Punkt x € Q partiell differenzierbar.

7.3.5 Satz. Sei f : R" DO Q — R™ auf Q partiell differenzierbar. Hingt dann die
Jacobimatrix stetig von x ab, so ist f differenzierbar und die Ableitung durch

(7.3.4-F) gegeben.

Beweis. Es geniigt, Differenzierbarkeit an jeder Stelle x, € €2 und fiir den Fall m =1 zu
zeigen. Da (2 offen ist, existiert ein 7 > 0 mit By, (z.) C Q. Die als stetig vorausgesetzten
partiellen Ableitungen

Q>3- of €R (7.3.5-A)
axj

4CARL GUSTAV JACOB JACOBI, 18041851
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

sind auf der kompakten Menge K = {x € R" | |z — z.,| < r} C By, (2.) C Q gleichméfig
stetig. Damit gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

of of

fiir x,z € K. Also gilt auf Grund des 1. Mittelwertsatzes der Differentialrechnung fiir
h =37, hje; € R" mit |h| < ¢ und geeigneten 0; € (0,1)

flza+h)— f(x.) = Zf <$* +thek> —f (13* +thek>
j=1 k=1 k=1

n af J—1
= Z 87 <$* + thjej + Z hkek) hj (7'3'5'C)
j=1 """

k=1

und damit

flze+h)— fx,) = Z %(x*)hj +o(|A)), h — 0. (7.35-D)

j=1 "

Also ist f : 2 — R differenzierbar.

Fiir m > 1 wendet man obiges Argument auf jede Komponente separat an. O

Eine (partiell) differenzierbare Funktion f : R" O Q — R™, deren Jacobimatrix stetig
ist, werden wir im Weiteren als stetig differenzierbar bezeichnen. Nicht jede differenzier-
bare Funktion ist auch stetig differenzierbar.

7.3.6 Beispiel. Der gerade gezeigte Satz ist eines der wichtigsten Kriterien zum Nach-
weis der Differenzierbarkeit. Dazu betrachten wir ein Beispiel und untersuchen die Funk-
tion f: R? — R mit

f(z,y) = sin(2® + 3?) (7.3.6-A)

auf Differenzierbarkeit. Die Existenz partieller Ableitungen und damit die partielle Dif-
ferenzierbarkeit ergibt sich aus den Regeln der eindimensionalen Differentialrechnung,
die Funktionen

g—f(:c, y) = 2z cos(z® + y?) und g—f(:c, y) = 2y cos(x? + y?) (7.3.6-B)
Z )

sind als Verkettungen stetiger Funktionen stetig. Damit ist f differenzierbar und die
Fréchetableitung durch

f(z,y) = [2zcos(z® + y?) 2ycos(z? + y?)] = 2cos(z® +y°) [z y] (7.3.6-C)

gegeben.
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R 7.3.7 Beispiel. Satz liefert nur ein hinreichendes Kriterium fiir die Differenzier-
barkeit einer Funktion f. Mitunter hilft nur die direkte Anwendung der Definition. Als
Beispiel dazu betrachten wir die Funktion f : R? — R mit

(22 + ) sin(zrlsy), @+ 42 > 0,

7.3.7-A
0, r=y9y=0. ( )

flz,y) =

Diese ist im Punkt x = y = 0 differenzierbar mit Fréchetableitung f’(0,0) = 0, allerdings
sind die partiellen Ableitungen in der Umgebung des Punktes unbeschréankt und damit
auch nicht stetig. Die Funktion f ist also differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar.

f(z,y)

\ i ///
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R 7.3.8 Beispiel. Partielle Differenzierbarkeit impliziert nicht die Stetigkeit der Funktion.
Auch dazu ein einfaches Beispiel. Die Funktion f : R? — R mit

—zy 21250
fz,y) = = vy (7.3.8-A)
0, r=1y=0,
ist im Ursprung nicht stetig, obwohl beide partiellen Ableitungen
0 0
af (0,0)= 0= af (0,0) (738.8)

existieren.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

f(z,y)

7.3.9 Beispiel. Auf den normierten Raum Cla,b] der auf [a,b] stetigen Funktionen
versehen mit Supremumsnorm || - ||« ist die Abbildung

U : Cla,b] > f— /b sin f(x)dx € R (7.3.9-A)

Fréchet-differenzierbar. Um dies zu zeigen, nutzen wir direkt die Definition der Diffe-
renzierbarkeit. Sei dazu h € C[a, b]. Dann gilt unter Ausnutzung der Additionstheoreme

b
W(f ) = [ sin(7(a) + (o) ds
« (7.3.9-B)
— / (sin f(z)cosh(x) + cos f(x)sin h(:v)) dz

und untersuchen die verbleibenden Terme auf der rechten Seite. Unter Nutzung des
Lagrange-Restgliedes erhalten wir

cosn—1] < 2, Isinn— ] < glof (139-C)
und damit
U(f +h) = U(f) + /abh(x) cos f(z) dz + /ab sin f () (cos h(z) — 1) da
+ / bcos f(x)(sinh(z) — h(z)) da (7.3.9-D)
w4 [ b far o), h o

Ebenso gilt
< Alo(b — a) (73.9.€)

/ab h(z)cos f(x)dx

und der verbleibende lineare Term ist beschrankt. Also ist W differenzierbar und die
Fréchet-Ableitung durch

U'(f): Cla,b] > h— /bh(x) cos f(zr)dr € R (7.3.9-F)

72



7.3 Differenzierbarkeit

gegeben. Die Ableitung ¥’ hingt in diesem Fall stetig von f ab, W ist also insbesondere
stetig differenzierbar: Gilt || f — gl < €, so folgt wegen | cos(&) — cos(¢)| < |€ — (]

b
[W(f)[h] — ¥ (g)[h]| < IIhlloo/ | cos f(x) — cos(g(x))|dz < e|hllo|lf — gl (7.3.9-G)

stets [[U'(f) = W'(g)]| < e(b— a).

7.3.10. Mit differenzierbaren Funktionen kann man wiederum rechnen. Ganz analog
zum eindimensionalen Fall sieht man, dass die Summe zweier differenzierbarer Funktio-
nen f und g und skalare Vielfache einer Funktion f differenzierbar sind. Es gilt also

(f+9)(z) = f(z) +g'(x) (7.3.10-A)
und ebenso
(Af)(z) = Af (@) (7.3.10-B)

Beides folgt direkt aus der definierenden Bedingung , Nachrechnen iiberlassen
wir als Ubung. Interessanter ist die Verkettung von Funktionen, die wir als eigenen Satz
formulieren.

7.3.11 Satz (Kettenregel). Seien Vi, Vo und Vi normierte Riume. Angenommen f :
ViDdQ = Q CVoundg: Vo D Qy — Vi und f ist in x, differenzierbar und g in
f(x,). Dann ist go f : R™ D Qy — R* in x, differenzierbar und es gilt

(g0 f)(x.) = g'(f (@) f (). (7.311-A)

Beweis. Wir nutzen die Definition der Ableitung
f@) = f(@) = flz)(@—z) +o(lz —al), =z (73.11-B)

fiir f und ebenso fiir g an der Stelle f(z,) mit f(z) in der Ndhe von f(z.) (was durch
x nahe x, auf Grund der Stetigkeit von f in z, garantiert ist) und erhalten

9(f (@) — g(f () = g'(f (@) (f (2) = f(2:)) + o[ f(x) = f(z)]])
(f (@) f' () (@ — ) (73.11-C)
+9'(f(z.)o(lx — z.[) + o[l f (z) — f(z)I)-

fiir © — x.. Da ¢'(f(z.)) € L(Va, V3) beschrénkt ist, giltf]

g/
/
g

g (f@))o([lx = z.]l) € o[z — .]). (7.3.11-D)

Da f in z, differenzierbar ist gilt weiterhin

1f () = fl)ll < 1 @llllz — 2]l + o[z — 2. |) (7.3.11-E)

und damit o(||f(x) — f(z.)|]) € o(]|z — x«||) und die Aussage ist bewiesen. O

°Da o(]|h||) die Menge aller Funktionen f mit limy,_, || f(h)||/||h]| = 0 ist, wire statt = o(...) eigentlich
immer ein € o(...) oder C o(...) besser. Wir nutzen diese Notation nur hier.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

R 7.3.12 Beispiel. Im Endlichdimensionalen entspricht die Kettenregel einer Matrixmul-
tiplikation fiir Jacobimatrizen. Wir zeigen dies an zwei Beispielen.

(i) Die Produktregel fiir Ableitungen auf R ist ein Spezialfall der Kettenregel. Seien
dazu f; : R — R und f : R — R differenzierbar. Betrachtet man dann die
Funktionen

f(z) = {ng  g(uw) = w, (7312-n)

so sind diese differenzierbar und es gilt (g o f)(x) = fi(z)fa(x). Weiter gilt mit
der Kettenregel und unter Nutzung von u = fi(x) und v = fo(x)

o=l o |[B0] = p)sio) + no)se) (73128)

und damit die bekannte Produktregel.

(i) Als zweites Beispiel betrachten wir eine differenzierbare Funktion f : R" — R
und eine weitere differenzierbare Funktion z : R — R™. Dann ist die Verkettung
t — f(x(t)) differenzierbar und es gilt mit der Kettenregel

1 (t)
%f(x(t)):[g—fl e %] xzz(t) 225—;;@&) (7.3.12-C)
int)]

unter Ausnutzung der Kurzschreibweise #;(t) = % fiir Ableitungen nach t.

7.3.13. Eine weitere Konsequenz formulieren wir direkt. Eine bijektive und differen-
zierbare Abbildung f : R"™ D Q; — Qo C R" heifit Diffeomorphismus, falls die Umkehr-
funktion f~! ebenfalls differenzierbar ist. Dafiir ist es notwendig, dass mit g = f~!

I=g(f@)f @) (1313A)
gilt und damit, dass die Jacobimatrix f’(x) fiir jedes x € €2 invertierbar ist, also
det f'(z) #0 (7.3.13-B)

gilt. Wir werden im néchsten Abschnitt zeigen, dass dies (zumindest lokal) auch hinrei-
chend ist. Vorerst betrachten wir ein weiteres Beispiel:

R 7.3.14 Beispiel. Als Beispiel betrachten wir Polarkoordinaten in der Ebene, dazu ord-
nen wir jedem r € Rsg und 6 € [0,27) den Punkt mit Abstand r zum Ursprung und
Winkel 6 zur z;-Achse in R? zu. Dem entspricht die Funktion

U m — {T o 9} (7.3.14-A)

rsin @

mit Jacobimatrix

Oxy/0r 8x1/39] _ [0089 _TSine} , (7.3.14-B)

vi(r,6) = {8@/87" Ox4/00 sinf rcosd
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7.3 Differenzierbarkeit

Die Abbildung W ist also differenzierbar. Fiir » > 0 ist die Abbildung ebenso bijektiv
und ein Diffeomorphismus. Um dies zu zeigen, kann man die Umkehrabbildung ausrech-
nen und ableiten (und muss dabei beachten, dass die stiickweise definierte Abbildung
differenzierbar zusammengesetzt ist). Wir iiberlassen dies als Ubung, geben aber der
Vollsténdigkeit halber die Ableitung der Umkehrfunktion direkt (und in beiden Koor-
dinaten) an. Es gilt

det U'(r,0) = r (cos® 6 + sin*6) = r (7.3.14-C)

und damit

cosf@ —rsinf | rcosf rsind
= . (7.3.14-D)

=1y — -
(T77) 0 ¥(r,0) = {siné rcost —sinf cosf

r

Setzt man die Definition der Polarkoordinaten ein, so erhélt man damit

T
eites  wital

(O (21, 22) = [:/x%;f% \/x%”%] : (7.3.14-E)

Ergdnzung. Es ist besser, sich Koordinaten auf €} als Abbildungen vorzustellen, die den jeweiligen
Punkten z € Q ihre Koordinaten zuordnen (statt wie in dem gerade diskutierten Beispiel den Ko-
ordinaten Punkte zuzuordnen). Wenn man in obigem Beispiel statt ¥ zwei Koordinatenfunktionen
r:R2\ {0} - Ry und 6 : R?\ {0} — [0,27) betrachtet, so sind die eingezeichneten Koordinatenlinien
gerade Losungsmengen zu 7(z1,z2) = r und 0(x1,x2) = 0 fiir vorgegebene Werte r beziechungsweise 6.

Damit Koordinaten sinnvoll sind, sollten sich Koordinatenlinien stets nichttangential schneiden. Dies
entspricht der linearen Unabhéngigkeit der Ableitungen der Koordinatenfunktionen und damit der
Invertierbarkeit der Jacobimatrix der aus den Koordinatenabbildungen zusammengesetzten Funktion.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

7.4 Hauptsatze uiber differenzierbare Funktionen

7.4.1 Lemma (Mittelwertungleichung). Sei Q@ C R™ konvex und f : Q — R™ stetig
differenzierbar. Dann gilt fiir

|f(z) — f(y)] < M|z —y| (7.4.1-A)
mit
M= max 1f'(0z + (1= 0)y)l. (7.4.1-B)

Beweis. Wir betrachten die vektorwertige Hilfsfunktion A : [0,1] — R™
h(0) = f(0x + (1 —0)y) (7.4.1-C)

mit
R'(0) = f'(0x + (1 — 0)y)(z — y). (7.4.1-D)
Also gilt fiir jeden Eintrag h(0) = f/(0x + (1 — 0)y)(xz — y) und damit

hi(1) — hi(0) = /0 hi(0) d6 = /0 fi(0z + (1= 0)y)(z —y)do, (7.41-E)

was wir als

f(x) = f(y) = h(1) — h(0) = /0 B (0)do = /0 f'(0x + (1 —0)y)(x—y)dd (7.41-F)

notieren. Auch dieses Integral ist als Grenzwert von Riemannsummen darstellbar und
wegen

| @O)] < I1f"(0x + (1 = )yl |= — y] (7.4.1-G)
folgt die gesuchte Abschétzung. m

Erganzung. Die Mittelwertungleichung gilt deutlich allgemeiner als gerade bewiesen, ndmlich fiir dif-
ferenzierbare Abbildungen f : V O Q — W zwischen normierten Rdumen. Wir betrachten dieselbe
Hilfsfunktion A : [0,1] — W, diese ist wiederum differenzierbar und erfiillt ||2/(8)| < M auf [0, 1]. Wir
wihlen ¢ > 0 und zeigen dafiir, dass dann fiir alle ¢ € (0,1)

[h(t) — h(O0)|| < (M +e)t +e (7.4.1-H)

gilt. Dafiir betrachten wir die Menge U aller ¢ € [0, 1] fiir die (7.4.1-H)) nicht gilt und zeigen, dass diese
leer sein muss. Die Menge U ist offen, da

U={t|[h(t) = hO)] > (M +e)t + e} = {t | [h(t) = h(O)] — (M +e)t — >0} C (0,1)  (7.4.1-1)

und t — ||h(t) — h(0)|| — (M + €)t — € stetig ist. Angenommen, U # @. Dann erfiillt ¢ = inf U sowohl
¢ > 0 (da (7.4.1-H) fiir ¢ = 0 als echte Ungleichung gilt und damit wegen Stetigkeit auch fiir einige
t > 0 gelten muss) als auch ¢ < 1 (da U C (0, 1) nichtleer angenommen wurde). Fiir dieses ¢ gilt wegen

h(c+6) — h(c) = h'(c)§ + o(0) (7.4.1-))
fiir 0 < # < 1 und mit 7 hinreichend klein

|h(c+6) — h(c)|| < ||B'(c)]|6 + 6 < (M + €)6. (7.4.1-K)
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7.4 Hauptsétze iiber differenzierbare Funktionen

Damit folgt aber (da ¢ ¢ U und fiir ¢ somit (7.4.1-H) gilt)
|h(c+60)—h(0)|| < ||h(c+0)—h(c)||+||h(c)=h(0)|] < (M+e)0+(M+e)cte = (M+e)(c+0)+e (7.4.1-L)

im Widerspruch zur Wahl von c.

Auf Grund der Stetigkeit von A gilt ((7.4.1-H)) auch fiir ¢t = 1 und € = 0 und damit folgt die Behauptung

1£ () = F)ll = A1) = h(0)]| < M < |lz —y| P 10z + (1= 0)y)|- (7.4.1-M)
Es gilt also

Lemma (Mittelwertungleichung). Seien V' und W normierte Riume, Q C V konvex und f : Q — W
differenzierbar. Dann

() = F@)I < llz =yl P 10z + (1 = 0)y)|. (7.4.1-N)

7.4.2 Korollar. Angenommen, f : R* O Q0 — R™ ist stetig differenzierbar auf einer
offenen Menge Q2. Dann ist f lokal lipschitzstetig.

Eine Abbildung ® : M — M eines metrischen Raumes in sich heifit kontrahierend, falls
es eine Konstante K < 1 mit

Voyerm d(@(z),®(y)) < Kd(z,y) (7.4.2-A)

gibt. Kontrahierende Abbildungen sind insbesondere stetig. Dariiberhinaus besitzen
kontrahierende Abbildungen in vollstdndigen metrischen Rdumen stets Fixpunkte.

7.4.3 Lemma (Banachscheff| Fixpunktsatz). Sei (M, d) nichtleerer vollstindiger metri-
scher Raum und ® : M — M eine kontrahierende Abbildung. Dann gibt es genau ein
x € M mit &(x) = x.

Beweis. In einem ersten Schritt zeigen wir die Existenz. Sei dazu xy € M beliebig
gewihlt. Wir betrachten die rekursiv definierte Folge

Tyl = Q)(xk) (7.4.3—A)
Es gilt mit dem Kontraktionsfaktor K < 1 der Abbildung
d(l’g, l'1> = d(q)(l'l), (I)(l'())) < Kd(l‘l, ZE()) (7.4.3—3)

und per Induktion folgt
d(zpy1, 71) < K*d(21, 20). (7.4.3-C)

Fiir [ > k folgt damit auf Grund der Dreiecksungleichung

- -1

d(z,z) < ) d(xjs, x5) < d(z1, 20) ZKj < d(x1, o)

i=k

[y

Kk
1-K

(7.4.3-D)

I
B

J

SSTEFAN BANACH, 1892-1945
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

und die Folge (2 )ken, ist Cauchy. Da (M, d) vollsténdig ist, konvergiert die Folge. Sei

r = lim x. (7.4.3-E)

k—o0
Dann folgt aus auf Grund der Stetigkeit von @ fiir K — oo
r = d(x) (7.4.3-F)
und z ist ein Fixpunkt von ®. Dabei folgt mit k£ = 0 aus

- 1
d(z, x0) < d(r1,20) Y K" = Tl 7o), (7.43-G)

k=0 1=
Solche Fixpunkte sind eindeutig, da fiir jeden Fixpunkt y
d(z,y) = d(®(x), 2(y)) < Kd(z,y) (74.3-H)
gilt und damit d(z,y) = 0 sein muss. ]

Wir formulieren den folgenden Umkehrsatz in vollster Allgemeinheit. Fiir Anwendungen
wird spéter wieder vor allem der Fall des R” von Bedeutung sein.

7.4.4 Satz (lokaler Umkehrsatz). Sei W wvollstindiger normierter Raum, Q@ C W offen
und f:Q — W stetig differenzierbar. Ist dann fir ein x, € §2

f'(z,) : W — W invertierbar mit (f'(z.))™" € LW, W) (7.4.4-A)

so ezistieren eine Umgebungen U von x, und V wvon f(x.), so dass f: U — V bijektiv
und die Umkehrabbildung = :V — U differenzierbar ist.

Beweis. Wir stellen zuerst fest, dass fi(z) = f'(z.)"'f(z) ebenso differenzierbar ist
und zusétzlich f{(x,) = I erfiillt. Weiter ist f : U — V genau dann bijektiv, wenn auch
f1:U — f'(x.)"'[V] bijektiv ist. Damit geniigt es, die Aussage fiir Funktionen f mit
f'(zy) = I zu beweisen. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

Schritt 1: In einem ersten Schritt zeigen wir, dass f auf einer Umgebung stetig inver-
tierbar ist. Dazu betrachten wir die Hilfsfunktionen

O(z) = f(x) —x. (7.4.4-B)
Die Funktion ® ist ebenso stetig differenzierbar und erfiillt ®'(z,) = f'(z.)"' — I = 0.

Also gibt es eine Umgebung B, (z.) auf der ||®'(z)| < 1 gilt und damit fiir z,y € B, (z,)
nach der Mittelwertungleichung

[@(@) - 2]l < 5l — . (7.4.4-C)

Damit ist ® kontrahierend und es folgt fiir x,y € B,(z.) wegen

(f(2) = f(y)) = (& —y) — (2(z) — D(y)) (74.4-D)
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7.4 Hauptsétze iiber differenzierbare Funktionen

die Abschéitzung

1f(z) = FWIl = [l = yll = |®(z) — ()| = %Ill’ —yll (7.4.4-E)

Damit ist aber f : B,(z.) — W injektiv. Sei nun z € W mit ||z — f(z,)|| < ir. Dann
gilt

o= ®y) 2.l = 12— Fz.) +2(e) ~ 2] < gr+ plle gl =7 (744F)

und y — z — ®(y) bildet von B, (z,) nach B,(x,) ab. Die Abbildung ist kontrahierend.
Es gibt also nach dem Banachschen Fixpunktsatz ein y im Abschluss von B, (x,) mit

y=2-0@) =2-fy) +y (7.4.4-G)
und damit f(y) = z, sowie unter Nutzung von ([7.4.3-G|)
Iy — 2. < 20|z — B(z.) — 2]l = 2012 — ()| <r (r4aw)

und damit y € B,(z,).

Setzen wir nun V' = B,jo(f(z,)) und U = f~'[V] N B,(z.), so ist U als Urbild einer
offenen Menge offen und nach dem gerade gezeigten ist f : U — V bijektiv. Weiter ist

f~1:V — U nach ebenso (Lipschitz) stetig.

Schritt 2: Nun zeigen wir, dass die Funktion f~!: V — U differenzierbar ist. Fiir jedes
x € U ist wegen

1/ (z) = 1]l = |9 (2)]| < (7.4.4-1)

N —

die Abbildung f'(z) € L(W, W) invertierbar. Seien nun z,y € U hinreichend nah. Dann
gilt

f@) = fy) = f@)@—y) +ollz—yl), y—uz (7.4.4-1)
und somit nach Anwenden der Inversen f'(z)~!
(x—y) =) (fl@) = fy) +ollz—yl), y—u= (7.4.4-K)

Weiter gilt wegen (724-8) schon o{[2—y[) € o(|f ()~ (1)]}) und y — = st siquivalent
zu f(y) — f(z). Das ist damit aber gerade die Bedingung fiir die Differenzierbarkeit

der Umkehrfunktion f~1!im Punkt f(z), es folgt (f~1)'(f(z)) = (f)"'(2). O

Beschrianken wir uns auf den Fall differenzierbarer Abbildungen R™ — R", so sind wir
wiederum in der Sprache der Jacobimatrizen.

7.4.5 Korollar. Sei f:R"™ D Q — R” stetig differenzierbar und gelte fiir ein x, € Q)
det f'(x,) # 0. (7.45-A)

Dann gibt es eine Umngebung U von ., auf der f : U — f[U] ein Diffeomorphismus ist.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

7.4.6 Beispiel. Die Abbildung C 3 z — 2% € C ist fiir z # 0 (lokal) umkehrbar. Um

dies auf obigen Satz zu reduzieren, schreiben wir z = x + iy mit 22 = 22 — y? + 2izy und

betrachten die Abbildung als Funktion

2 2
T2 x r= =Yy 2
f.Ra[y}H[m}eR

mit Jacobimatrix

f(z,y) = [Qx _2?/] mit det f'(z,y) = 4% + 49°.

2y 2z

Fiir z # 0 und damit 22 + y* > 0 gilt det f'(z,y) # 0.

(7.4.6-A)

(7.4.6-B)

Um z = 0 ist die Funktion nicht lokal bijektiv: es gibt keine Umgebung des Ursprungs
auf der z — 22 injektiv ist, da stets 22 = (—z)? gilt und jede Umgebung eine kleinere

punktsymmetrische Umgebung enthélt.

Es ist schwer, aus der lokalen Aussage des Umkehrsatzes eine globale Umkehrbarkeit der
Funktion auf einer grofleren Menge zu folgern. Dies ist anders als im Eindimensionalen,
wo aus dem Nichtverschwinden der Ableitung auf einem Intervall die Monotonie und

damit die Injektivitdt der Funktion folgt.
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Bilder des in der Mitte dargestellten Gitters unter den angegebenen bijektiven differenzierbaren
Abbildungen f : R? — R2. Rot markiert sind dabei im Bild jeweils die Mengen, auf denen der Rang
von f’ nicht maximal ist, also die Stellen in denen der lokale Umkehrsatz nicht anwendbar ist. Auf

den roten Linien in Bildern 1, 2 und 3 ist der Rang von f’ gleich 1, auf dem Schnittpunkt der Linien
in Bild 2 und im Mittelpunkt von Bild 4 ist der Rang von f’ Null. Im Mittelpunkt von Bild 5 ist der
Rang von f’ gleich 1.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

7.4.7 Beispiel. Die Abbildung f : R? — R? mit

T Ty
folyl — |yz (7.4.7-A)
z zx
erfiillt
y x 0
f(z,y,2) =10 z y|, det f'(x,y, z) = 2zyz. (7.47-B)
z 0z

Damit besitzt insbesondere der Punkt (1,1,1)" eine Umgebung, auf der die Funktion f
invertierbar ist. Es gibt also 6 > 0 und € > 0, so dass fiir jedes (£,7,()" € R3 mit

E =12+ n—1P2+|¢C -1 < & (7.4.7-C)

das Gleichungssystem
xy=§& yz=mn, xz=_ (7.4.7-D)
eindeutig nach x, y und z mit

e — 1P+ |y — 17+ ]z — 1]* < & (7.4.7-E)

auflosbar ist. Der lokale Umkehrsatz liefert also ein Kriterium fiir die lokale Auflosbarkeit
expliziter Gleichungen.

7.4.8. Eine weitere wichtige Anwendung der Differentialrechnung in mehreren
Verénderlichen betrifft die (lokale) Auflosbarkeit von impliziter Gleichungen

flz,y) =0 (7.4.8-A)

nach einem Teil der Variablen, also dem Finden einer Funktion ¢ mit y = ¢(z) und
damit f(x,p(z)) = 0.

Wir prézisieren die Notation dazu. Fiir normierte Rdume V und W ist V' x W wiederum

ein Vektorraum und versehen mit der Norm ||(v,w)|?* = ||v||* + ||w||* ist dieser auch
normiert. Weiter bezeichnen

Iy : VxW>s (ww)—veV und Iy :VxW>s @ww)—weW (7.48-B)
die kanonischen Projektionen auf die jeweiligen Komponenten und
w:Vov— (00)eVxW ud ww:Wasw— (0,w) eV xW (7.4.8-C)

die kanonischen Einbettungen und fiir eine differenzierbare Funktion f auf V' x W
definieren wir durch

O f (v, w) = f'(v,w) oLy, Owf(v,w) = f'(v,w) oty (7.4.8-D)

die partiellen Ableitungen von f nach den Variablen aus V' beziehungsweise W. Diese
sind gerade die Ableitungen, wenn man die jeweils andere (Vektor-) Variable als konstant
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7.4 Hauptsétze iiber differenzierbare Funktionen

betrachtet (und damit nur Vektoren aus V' x {0} beziehungsweise {0} x W in die Fréchet-
Ableitung einsetzt).

Gibt es eine differenzierbare auflésende Funktion y = ¢(z) zu (7.4.8-A), so folgt durch
Ableiten der fiir alle z in einer offenen Menge geltenden Identitét 0 = g(z) := f(z, p(x)))
mit der Kettenregel

0=g'(x) = 0:f(w,0(x)) + 0y f (2, p())¢' (). (7.4.8-E)

Damit ¢'(z) eindeutig durch diese Gleichung bestimmt wird, ist es naheliegend die
Invertierbarkeit von 0, f(x,y) € L(W,W) und damit auch die Abbildungseigenschaft
f:V xW — W zu fordern. Dass diese Forderung ausreicht, besagt der folgende Satz.

7.4.9 Satz (Satz iber implizite Funktionen). Seien V und W wollstindige normierte
Réaume, Q C V. x W offen und f : Q — W stetig differenzierbar. Sei weiter fiir ein
(Ti,yx) € Q mit f(xs,y.) = w die partielle Ableitung

Oy f(zs,y) € LIW, W) (7.4.9-A)

invertierbar. Dann gibt es eine Umgebung U von x, € V und eine eindeutig bestimmte
differenzierbare Funktion ¢ : U — W, so dass

[z, ¢(x)) = w (7.4.9-8)
fir alle x € U gilt.

Beweis. Wir fithren die Aussage direkt auf den lokalen Umkehrsatz [7.4.4] zuriick und
nutzen dafiir die differenzierbare Hilfsfunktion F': Q@ — V x W

mit Ableitung

0

, I
F@y) = 1o, 1y 0,f(x.y)

} eLV xW,V xW). (7.4.9-D)

Dann ist F'(z., y.) invertierbar und es gibt nach Satz eine Umgebung U von (z,., ¥, )
und eine differenzierbare Umkehrfunktion F~!: F[U] — U. Wir setze

U =Ty [U N ((0,3.) + w[V])] (7.4.9-E)

und

pr )1 =F (o), =€l (7.4.9-F)

(x

Dann ist nach Konstruktion ¢ : U — W differenzierbar und erfiillt f(x,o(z)) = w. O

"Wir wihlen also U in V so, dass (z,9.) € U fiir x € U gilt.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

w w

(24,0)+W

Es gilt leicht mehr. Wahlt man Umgebung Uy C Iy [F[U] N ((0,w.) + wv[V])] und U, C

Iy [FIUN] (@, 0) + e [W])] von (z, ws), ws = f(2s, ys), so klein, dass Uy x Uy C F[U]
gilt und setzt in Analogie zu ([7.4.9-F|)

v } = F ! z,w), rel, weU,, (7.4.9-G)

so erhilt man eine differenzierbare auflosende Funktion ® : U; x Uy — W mit
f(z, ®(z,w)) = w. Die Auflésung hingt also differenzierbar von der rechten Seite ab.

Fiir Abbildungen f : R™ — R™ mit m < n kann man obigen Satz wiederum in der
Sprache der Jacobimatrizen formulieren und fragen, wann Gleichungen f(x) = const
nach einem Teil der Variablen differenzierbar auflosbar sind. Wir formulieren die Aussage
wiederum als Korollar.

7.4.10 Korollar. Sei f: R" D Q — R™ mit m < n stetig differenzierbar und gelte fiir
emn x, € §2

rank f'(z,) = m. (7.4.10-A)
Zerlegt man nun R" =V T W mit dimV =n —m und diim W = m derart, dass
ker f'(x.) N W = {0} (7.4.10-B)

gilt, dann existiert eine Nullumgebung Uy in V', eine Umgebung Us von f(x,) und eine
differenzierbare Abbildung ¢ : U; x Uy — W, so dass

fles+h+oh,w) =w (7.4.10-C)

fiir alle h € Uy und alle w € Uy erfiillt ist.
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7.4 Hauptsétze iiber differenzierbare Funktionen

{z | f(z) = w.}

Insbesondere kann man immer V' = ker f’(z,) und W einen geeigneten komplementéren
Unterraum wihlen. Eine oft sinnvolle Wahl ist W = V+ = {y € R" | Ve 2"y = 0}.

7.4.11 Beispiel. Wir betrachten die Kreisgleichung f(z,y) = 2 +y? — 1 = 0. Diese ist
in der Néhe eines jeden Punktes (z.,y,) mit f(z,,v.) = 0 und 9, f(x.,ys) = 2y, # 0
nach y differenzierbar auflssbar. Das sind alle Kreispunkte verschieden von (4:1,0)".

(24, ) + ker f' Die auflosende Funktion kann man hier di-
rekt angeben, es gilt

y=p(xr)==+tV1—22 (7.4.11-A)

mit dem passend gewéhlten Vorzeichen, je
nachdem ob y, > 0 oder y, < 0 gilt.

7.4.12 Beispiel. Die Lambertsche W—Funktio ist definiert durch die Beziehung
fW(x),z) =W (z)e"@ —2 =0 (7.4.12-A)

zusammen mit der Bedingung W (0) = 0. Die Gleichung ist in der N#he von 0 differen-
zierbar auflosbar, da Oy f(W,z) = eV (14 W) # 0 fiir alle W > —1. Dariiberhinaus gilt
W = —1 fiir x = —1/e und fiir die sich ergebende auflésende Funktion W erhalten wir
aus der obigen Gleichung

W'(x) = ! = L >0 (7.4.12-B)
W@ (1+W(z)) ax+eV@ — o

8 JOHANN HEINRICH LAMBERT, 17281777
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

fiir alle W > —1 (und damit fir z > —2). Fiir W(z) — oo folgt damit W'(z) — 0
und die Lambertsche W-Funktion kann nicht fiir endliche x gegen Unendlich streben.
Damit ist W auf [—2,+00) definiert, streng monoton wachsend und auf (—2,+o0)

differenzierbar.

Die Funktion selbst kann nicht explizit angegeben und durch elementare Funktio-
nen ausgedriickt werden. Es existieren Darstellungen als Potenzreihen, die einfachste
Moéglichkeit sich die Funktion graphisch vorzustellen ist eine Kurvendiskussion mit
ausfiihrlicher Diskussion des asymptotischen Verhaltens.

Einige spezielle Werte ergeben sich direkt aus der definierenden Bedingung, so gilt

W(—=1) = —1, W(0) = 0 und W(e) = 1. Ebenso gilt W’/(0) = 1 und W'(e) = =

e 2e"

R

Da W (t) monoton wachsend ist, folgt fiir z > e dass e (® = % < x und damit

W(x) <Inx gilt. Damit folgt aber weiterhin '@ = 7@ = my und damit

Inz —Inlnz < W(z) <lnz, x> e. (7.4.12-C)

Dies kann man fortfithren und iterativ bessere Ungleichungen erhalten. Interessant ist
nur der néchste Schritt: Auf Grund der (elementaren!) Abschétzung

1
—In(1—1¢) <2tIn2, t € (0, 5) (7.4.12-D)

gilt

Inl
W(z) <Inz —In(lnz —Inlnz) =Inz — Inlnz — In <1— = ”)

Inz

(7.4.12-E)
Inlnz . .
<Inzx—Inlnx+2In2 ] fiir z mit Inz > 2Inlnz > 0,
nx
und da % — 0 fiir z — oo gilt, folgt
W(z) =Inz —Inlnz + o(1) fiir x — oo. (7.4.12-F)
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7.4 Hauptsétze iiber differenzierbare Funktionen

7.4.13. Eine differenzierbare Funktion f : R® D Q — R™ mit rank f'(x) = m auf Q
wird als Submersion bezeichnet. Nach dem Satz {iber implizite Funktionen wird damit
Q2 durch die differenzierbar parametrisierbaren Mengen N, = {z | f(z) = y} fir y € R™
zerlegt. Lokal um einen Punkt z, € €2 haben Submersionen also folgende Struktur

T +V

mit V C R"™ einem Unterraum mit V + ker f'(x,) = R™ Entlang der gezeichneten
Mengen N, ist die Funktion f konstant, die Werte sind durch die Schnitte mit der
Hyperebene z, + V parametrisiert.

Ein einfaches Beispiel einer Submersion ist offenbar die Projektion

Iy
. T
x
IT: Tl (7.413-A)
Tm+1
. LT
L xn .

auf die ersten m Koordinaten. Zumindest lokal sieht jede Submersion f : 2 — R” so
aus, fiir jedes x, € () existiert ein Diffeomorphismus ¢ mit

Yo f=Iloy (7.4.13-B)

auf einer Umgebung von x,. Der Diffeomorphismus v biegt dabei die Mengen N, gerade
und II projiziert auf die Hyperebene x, + V. Dies gilt allgemeiner fiir differenzierbare
Abbildung mit Ableitungen von konstantem Rang:

7.4.14 Satz (Rangsatz). Sei Q@ C R™ offen und f : Q — R™ stetig differenzierbar gelte
rank f'(x) = k auf Q. Dann gibt es zu jedem x, € Q) Umgebungen Uy von x, und Uy von
f(z.) und Diffeomorphismen

YU = ¢[U]) CR” ¢ : Uy — ¢[Us] CR™, (7.4.14-A)

so dass
pofop Hwy,...,xn) = (71,...,74,0,...,0) (7.4.14-B)

die Projektion auf die ersten k Koordinaten ist.

87



7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Beweis. Da rank f'(x,) = k gilt, gibt es einen k-dimensionalen Unterraum W C R™
und eine Projektion II; : R™ — W mit rankIl; f’(z,) = k (man nehme zum Beispiel
den durch £ linear unabhéngige Spalten der Jacobimatrix aufgespannten Unterraum W
und eine Projektion auf diesen). Dann gilt fiir die Hilfsfunktion

g=IL1of: Q=W (7.4.14-C)

nach Konstruktion ¢'(z,) = I1; f’(z.) und somit rank ¢’(z,) = k = dim W. Also sind die
Voraussetzungen des Satzes iiber die implizite Funktion erfiillt, es bleibt nur die Wahl
der passenden Variablen. Dazu wéhlen wir den Unterraum V = ker¢'(x,) C R"™ und
finden nach Korollar [7.4.10] eine Nullumgebung U; C V' und eine Umgebung Uy C W
von g(x.), sowie eine differenzierbare auflésende Funktion ® : U; x Uy — R™ mit

w=g(x, +h+®h,w)) =1 o f(zs+ h+ P(h,w)) (7.4.14-D)

fir alle h € Uy und w € Us,.

Es verbleibt, die gewiinschten Diffeomorphismen abzulesen. Wir setzen ¢ = II; und
V(ze + h+ P(h,w)) = (w,h) € W x V und wegen dim(W x V) = dimW +dimV =
dimim ¢'(z,) + dim ker ¢’(z,) = n kann W x V' durch Fortsetzen einer Basis von W mit
R™ identifiziert werden, so dass (w, h) — w die gewiinschte Projektion auf die ersten k
Koordinaten ist. O

7.4.15. Eine stetig differenzierbare Funktion f : R™ O €2 — R™ mit
rank f'(z) =n  auf Q (7.4.15-A)

wird als Immersion bezeichnet. Nach dem gerade gezeigten Rangsatz sehen Immersionen
lokal wie (lineare) Einbettungen R™ — R™ fiir m > n verkettet mit einem Diffeomor-
phismus aus.

Fir n = 2 und m = 3 beschreiben diese Fléchen im Raum (die sich wie in folgendem
Bild auch selbst durchdringen diirfen):

Als néchstes wenden wir uns dem Fall n = 1 zu. Hier beschreiben Immersionen Kurven.
Diese verdienen zuerst eine genauere Betrachtung.
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7.5 Kurven im Raum

7.5.1. Unter einer Parametrisierung einer Kurve im Raum wollen wir eine stetige Ab-
bildung 7 : (a,b) — R™ verstehen. Ist die Abbildung stetig differenzierbar, so nennen
wir die Parametrisierung differenzierbar.

Y
 —
a b

Gilt dariiberhinaus () = $y(t) # 0 fiir alle ¢ € (a,b), ist v also eine Immersion, so

heifit die Parametrisierung und die Kurve requldr.

Wir haben nicht vorausgesetzt, dass die Parametrisierung ~ injektiv sein soll. Das wiirde
wichtige Beispiele ausschliefen. So parametrisiert die Abbildung

RS>t {@St} € R? (75.1-A)
sint

einen Kreis. Um jedoch pathologische Beispiele auszuschliessen, ist es sinnvoll anzuneh-
men, dass v lokal injektiv ist, es also zu jedem t € (a,b) eine Umgebung U, (t) mit

Voo injektiv (7.5.1-B)

gibt. Dies gilt sicher fiir alle reguldren Parametrisierungen.

Damit kénnen wir nun auch den bisher offen gelassenen Begriff einer Kurve definieren.
Eine Kurve I" im R™ ist fiir uns eine Teilmenge des R™, die das Bild einer lokal injektiven
stetigen Parametrisierung v : (a,b) — R™ ist,

T ={~(t) | t € (a,b)}. (75.1-C)

Punkte die bei der Parametrisierung, mehrfach erreicht werden, heiflen Doppelpunkte.
Wir werden im Folgenden annehmen, dass von uns betrachtete Kurven nur endlich viele
Doppelpunkte und auch nur solche mit endlichen Vielfachheiten besitzen.

Mitunter lassen sich Parametrisierungen stetig von (a,b) auf [a,b] fortsetzen. Solche
Fortsetzungen fiigen zu Kurven Anfangs- und Endpunkte hinzu und wir kénnen

v [a,b] = R™ (7.5.1-D)

als Parametrisierung der Kurve I" aus ([7.5.1-C|) mit Endpunkten v(a) und ~(b) verstehen.
Wir werden im Weiteren nicht zwischen Kurven ohne Endpunkten und Kurven mit
Endpunkten unterscheiden.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Abgesehen von den Doppelpunkten bestimmt eine Parametrisierung eine Orientierung
der Kurve, indem wir die Ordnung des Intervalls (a, b) auf die Kurvenpunkte iibertragen.
In Bildern werden wir deshalb orientierte Kurven oft mit Pfeilen versehen um die Ori-
entierung hervorzuheben. Fiir zwei Kurvenpunkte z; = ~(t;) und o = 7(t2) einer
orientierten Kurve I'; die keine Doppelpunkte sind, schreiben wir x; < x5 falls x; vor
o kommt, also t; <ty gilt.

Ergdnzung. Oft werden auch stetige Funktionen  : [a,b] — R™ direkt als Kurven oder Wege bezeich-
net. Ohne die hier gemachten Zusatzvoraussetzungen sind diese nicht durch ein Bild charakterisierbar,
so gibt es stetige und surjektive Abbildungen « : [0,1] — [0,1] x [0, 1] beziehungsweise R — R2. Ein
Beispiel dazu ist der Grenzwert der dargestellten Hilbert-Kurve

=

Ist die Parametrisierung v : [a, b] — R™ injektiv, so spricht man von einer Jordankumﬂ Analog spricht
man von einer geschlossenen ebenen Jordankurve, falls die stetige Parametrisierung ~ : [0, 1] — R? auf
[0,1) injektiv ist und v(0) = (1) gilt. Fiir solche Kurven gilt der Jordansche Kurvensatz, sie zerlegen
die Ebene in ein inneres und ein duferes Teilgebiet. Der Beweis dieses Satzes ist (erstaunlicherweise)
nichttrivial.

Jordankurven kénnen kompliziert aussehen. Ein bekanntes Beispiel einer ebenen (und selbstédhnlichen)
Jordankurve ist die Koch-Kurvdlk

~

—

7.5.2. Wir wollen als Néchstes versuchen, orientierten Kurven eine Lénge zuzuordnen.
Sei dazu I' eine doppelpunktfreie Kurve im R™. Eine Zerlegung 3 = (zo,...,x,) der
Kurve T' ist eine geordnete Auswahl von Punkten xq < 1 < 29 < -+ < x,. Jeder
solchen Zerlegung kénnen wir eine Lange zuordnen,

(3) = |k — xxal- (7.5.2-A)

Analog zur Konstruktion des Riemannintegrals definieren wir Verfeinerungen 3. einer
Zerlegung 3, als Zerlegungen mit mehr Punkten und schreiben dafiir 3; C 32. Ebenso

9DAvID HILBERT, 1862-1943
10OCAMILLE JORDAN, 1838-1922
HHELGE voN KocH, 1870-1924
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7.5 Kurven im Raum

bezeichnen wir mit 3; U3, die gemeinsame Verfeinerung von 3; und 3,. Als Konsequenz
der Dreiecksungleichung gilt nun

31 C 3 — 0(31) < £(39). (7.5.2-B)

Wir sagen die Kurve I' ist rektifizierbar, falls

(I = sgp ((3) < o0 (7.5.2-C)

gilt. In diesem Fall heifit ¢(I") die Léinge der Kurve I'.

Die Voraussetzung der Doppelpunktfreiheit ist unwesentlich, fiir Kurven mit Doppel-
punkten fiigen wir diese mehrfach in die orientierte Kurve / in die Zerlegungen ein und
gehen analog vor.

7.5.3. Fiir doppelpunktfreie rektifizierbare Kurven liefert die Linge eine natiirliche Pa-
rametrisierung. Sei dazu I' rektifizierbar und xy € T' ein fest gewéhlter Kurvenpunkt.
Dann kann jedem x mit zp < x durch

= LT q), Pipow) ={y el zg <y <z} (7.5.3-A)
eine Zahl zugeordnet werden. Dabei gilt fiir 2o < y < z gilt
f(r[xmw}) — K(F[zmy}) = E(F[y,m]) > |.%‘ — y| >0 (7.5.3-B)

und die Zuordnung ist monoton und damit insbesondere injektiv. Um die Zuordnung
auch auf r < xy fortzusetzen, nutzen wir entsprechend

T — —K(F[m,xo}). (7.5.3—C)

Als monotone Abbildung besitzt diese eine Umkehrfunktion. Diese ist wegen (7.5.3-B])
stetig und liefert damit eine Parametrisierung

t= K(F[m,x]), Xog = X,

75.3-D
t = —g(F[LIO]), r < I, ( )

l_li]>t—axel = {

die als Parametrisierung nach Bogenlinge bezeichnet wird.

7.5.4 Satz. Seiy : [a,b] — R™ stetig differenzierbare lokal injektive Parametrisierung
einer Kurve I'. Dann ist U rektifizierbar und es gilt

o) = / 14| dt. (754-A)

Beweis. Sei 3 = (zg,...,z,) eine Zerlegung der Kurve I' mit 2o = v(a) und =, = v(b).
Diese bestimmt eine Zerlegung 3 = (to,t1,...,t,) von [a,b] mit zx = v(t;). Da dann
nach dem Hauptsatz der Differentialrechnung

o — 2ot = () — Y(te) = / " di (7548)

tk—1
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

(mit komponentenweise verstandenem Integral) gilt, folgt

ty
o — | < / ()] dt (754.)

te—1

und damit nach Summation iiber &

n n th b
03) =Y hn—aal <3 [ Blae= [l (1540)

Also ist ¢(3) nach oben beschriankt und I' rektifizierbar.

Da [a, b] kompakt ist, ist ¥ : [a, b] — R™ gleichméBig stetig. Es gibt also zu jedem € > 0
ein 6 > 0 mit
s —t] <o — |7 (s) =4 (t)| < e. (7.5.4-E)

~

Wiéhlt man nun 3 so fein, dass die Zerlegung des Intervalls §(3) < ¢ erfiillt, dann gilt
fir jedes 7 € [tr_1, tk]

Ilkvwdww&ﬂm—mqﬂédm—mah

(7.5.4-F)
| Ol = Bl - )| < (- ),
te—1
letzteres mit der umgekehrten Dreiecksungleichung. Also folgt
12
0< [ Fiolde~lox -z
te—1
173
= / [yl dt — (DI — te—1) + 1O E = th1) — |26 — 251 (7.5.4-G)
te—1 o ,
|l <e(ti—te_1) LA () Gk —te—1) = (Te—2r—1)|<e(tr—tr—1)
S 2€(tk - tk_1>
und damit nach Summation
b
«3) > / (0| dt — 22(b— a) (7.54.H)
und mit € — 0 die Behauptung. O

Ergdnzung. Parametrisiert man die Kurve I' durch eine auf einem offenen Intervall stetig differenzier-
bare Funktion « : (a,b) — R™, so gilt entsprechend

—b

T rektifizierbar <«— {(T) = / [7(#)] dt < oo (7.5.4-1)

—a
unter Nutzung eines uneigentlichen Riemannintegrals.

Die durch jedes kompakte Teilintervall [¢,d] C (a, b) parametrisierte Teilkurve ist rektifizierbar, besitzt

die durch fcd |7(t)| dt gegebene Kurvenlinge und die Konvergenz des uneigentlichen Riemannintegrals
entspricht damit gerade der Rektifizierbarkeit der Ausgangskuve.
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R 7.5.5 Beispiele. Nachdem wir nun eine Formel zur Berechnung der Kurvenlinge einer
differenzierbar parametrisierten Kurve haben, konnen wir dies anwenden und einige
Kurvenldngen berechnen.

(i) Ein Kreis mit Radius r kann durch

(7.5.5-A)

v:[0,27] ot — {TCOSt}

rsint

parametrisiert werden. Fiir die Lénge des Kreisbogens, also den Umfang des Krei-
ses, erhalten wir damit wie zu erwarten

2 2
(= Vr2sin? t 42 cos? t dt = 7“/ dt = 27r. (7.5.5-B)
0 0

(ii) Betrachten wir stattdessen eine Ellipse mit Halbachsen a und b, so fiihrt die Pa-
rametrisierung

(7.5.5-C)

v:10,27] 5t — {QCOSt}

bsint

zu dem im Allgemeinen nicht explizit berechenbaren elliptischen Integral

27 s
(= Va2sin? t + b2 cos? t At = 2/ \/(a2 — b?)sin®t + b2 dt. (7.5.5-D)
0 -7

(iii) Graphen von Funktionen f : [a,b] — R sind parametrisierte Kurven in der Ebene.
Dabei ist

t
(T 7.5.5-E
vite | ) (1558
und fiir differenzierbares f liefert damit

/ T (PR (7.55.F)

die Liange des Graphen iiber dem Intervall [a, b]. Fiir die Kettenlinie f(t) = cosht
ergibt sich damit zum Beispiel

b b
/ V1 +sinh*tdt = / cosht dt = sinh b — sinh a. (7.5.5-G)
cosht
a b
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7.5.6. Das Integral ist unabhéngig von der gewéhlten differenzierbaren Pa-
rametrisierung, da es ja die vorher definierte Kurvenldnge berechnet. Wir konnen die
Unabhéngigkeit von der Parametrisierung aber auch nachrechnen. Sei

¢ : e, d] — [a,b] (7.5.6-A)

monoton wachsend und differenzierbar. Dann liefert yo ¢ : [¢,d] — T eine weitere diffe-
renzierbare Parametrisierung derselben Kurve I' und es gilt auf Grund der Kettenregel
und unter Ausnutzung von ¢'(s) >0

/I—v IdS—/ [ (e(s)]# (s dS—/ [y(#)] dt. (7.5.6-B)

Obiger Satz kann genutzt werden, um eine Parametrisierung nach Bogenldnge einer
gegebenen Kurve mit reguldrer Parametrisierung zu bestimmen. Dazu suchen wir eine
Umparametrisierung ¢ : [0, ¢] — [a, b] mit

()] 22

=1 7.5.6-C
1 ( )

und damit
s —/ ds —/ o) de = F(¢(s)) — F(a) (7.5.6-D)

mit einer Stammfunktion F zu ¢ — |¥(t)|. Da fiir eine reguliire Parametrisierung (t) # 0
gilt, ist F' streng monoton wachsend und die Umkehrfunktion ¢ damit auch differen-
zierbar. Die Bogenlédngenparametrisierung 7 o ¢ also insbesondere wiederum regulér.

Erganzung. Man kann Funktionen entlang rektifizierbarer Kurven beziiglich der Kurvenldnge inte-
grieren. Dies fiithrt zum Kurvenintergral erster Art, das wir der Vollstindigkeit halber hier erwéhnen.
Sei dazu T' eine rektifizierbare Kurve und f : I' — R eine auf I' gleichméfig stetige Funktion. Dann
konvergieren fiir feiner werdende Zerlegungen 3 der Kurve die Riemannsummen

S(f;3, (&) Zf &)k — xp—1], 3= (20,...,2Tn), (7.5.6-E)

wobei die Zwischenstellen & gemafl zop < & X z1 < -+ X xp—1 < & = x, gewdhlt wurden. Die
Konvergenz folgt dabei aus der gleichméBigen Stetigkeit von f. Wie schon bei der Konstruktion des
Riemannintegrals spielt die Wahl der Zwischenstellen keine Rolle, man kann also stets &, = x; wéhlen.
Wir definieren deswegen

6(3)—
5(3)—%(1")

/F f)at) = tm S(f:3) (7.5.6-F)

als Grenzwert in dem Sinne, dass fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit

§(3)<d A U3)>ID) -6 @ — 2)df(z) — S(f;3)] < ¢ (7.5.6-G)

existiert. Dabei bezeichnet 0(3) := maxy, (', _, +,]) die Feinheit von 3.

Ist nun v : [a,b] — T eine differenzierbare Parametrisierung der Kurve I', so kann das gerade definierte
Integral iiber diese Parametrisierung berechnet werden. Es gilt

/f ) dé(x /f (t)] dt. (7.5.6-H)

Das Integral ist von der gew#hlten Parametrisierung unabhéngig. Dies folgt aus der oben angegebenen
Definition und, ebenso wie fiir die Kurvenlénge gezeigt, aus der Substitutionsregel fiir Integrale.
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7.5.7. Sei nun v : (a,b) — I eine reguldre Parametrisierung und ¢ € (a,b). Dann kann
die Menge
{7(t) + My(t) | A e R} (7.5.7-A)

als Tangente an die Kurve I' im Punkt ~(¢) interpretiert werden. Dies folgt direkt aus
der Definition der Ableitung, es gilt

Y(t + h) =~(t) + hy(t) + o(h). (7.5.7-B)

Regulére Kurven besitzen also in jedem Kurvenpunkt Tangenten (in Doppelpunkten in
der Regel mehrere Tangenten).

Y(t)

Ist v eine Parametrisierung nach Bogenldnge und sogar zweifach differenzierbar, so kann

die Gleichungjﬂ
L=y =4t 4(t) (7.5.7-C)

nochmals differenziert werden und wir erhalten

0= 50T 4() + 50T 4(t) = 25() 5(2) (75.7-D)

und der Vektor 7(t) steht in jedem Kurvenpunkt senkrecht auf dem Tangentenein-
heitsvektor 4(t). Dieser Vektor beschreibt die Kriimmung der Kurve. Um das zu
verdeutlichen, betrachten wir in der Ebene einen Kreis mit Radius p > 0 in Bo-
genldngenparametrisierung

s =p || a0 =m0 s = [T asre)

cos(p~'t) sin(p~t)

2Dies geht nur mit dem Euklidischen Abstand, der durch ein Skalarprodukt definiert ist.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Allgemein bezeichnet > := |¥(t)| die Kriimmung der in Bogenlénge parametrisierten
Kurve im Punkt +(¢). Eine in der Ebene
{7(®) + A9() + (@) | A, p € R} (7.5.7-F)

liegende Kreislinie mit Radius »>~! um den Punkt ~(¢) + >~ 2%4(¢) beriihrt die Kurve zu
zweiter Ordnung. Es gilt also mit s = |5(¢)|

Y(t+ ) — (7(t) + 2 25(t) + 2 (5(t) sin(sch) — 57 '5(t) cos(x¢h))) = o(h*) (7.5.7-G)

fiir h — 0. Die Aussage folgt direkt aus der taylorschen Formel komponentenweise
gelesen: Einsetzen von h = 0 liefert

V() = (V(t) + 525 (t) + 3 (=27 14(1)) =0, (7.57-H)
fiir die erste Ableitung beziiglich h erhélt man fiir A =0
() = (7 (3(t)3) =0 (7.5.7-1)
und analog fiir die zweite Ableitung
F(t) = (7 (> 15(t)5%)) = 0. (75.7-)

Funktionen die in einem Punkt zusammen mit den ersten beiden Ableitungen verschwin-

den sind o(h?).

7.5.8 Beispiel. Eine archimedische Spirale wird durch v : R, +~ R? mit

(t) = {

parametrisiert. Wir berechnen Kurvenlinge und Kriimmung. Dazu stellen wir zuerst
fest, dass ~ differenzierbar ist und wegen

at cos t} (7.5.8-A)

atsint

()_ acost —atsint
T = g sint + at cost

} , |7 (®)] = av1+t2 (7.5.8-B)
das durch das Intervall [0, 7] parametrisierte Kurvenstiick die Lange

T T
ouT) = / |7 ()| dt = a/ V1+t2dt = g <T\/1 +712% + arsinhT> (7.5.8-C)
0 0

besitzt.
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()

Fiir die Kriimmung parametrisieren wir die archimedische Spirale nach ihrer Kur-
venlinge, verwenden also die Parametrisierung

7)) = ~(t(0)) (7.5.8-D)
mit der Umkehrfunktion ¢(¢) zu £(t) aus (7.5.8-C)). Differenzieren fiihrt unter Nutzung der
Kettenregel und der Formel fiir die Ableitung der (eindimensionalen) Umkehrfunktion
auf

o , 1 Y (t
7O =ONO = i) =l (758€)
sowie wegen t”({) = —(f&%
(0 = 50)(E0) + Aoy = 2D - IO Dyl seR
YO L=y ()] dE t=t(0)

Die Kriimmung entspricht der Lange dieses Vektors, es bleibt also nur noch die entspre-
chenden Ableitungen einzusetzen. Es ergibt sich als Vektor

1 {—2 sint — t cos t} B t {cost — tsin t}
a(

a(l+1t?) | 2cost —tsint 1 +¢2)2 [sint + Lcost
B 1 —(1+t%)(2sint + tcost) — t(cost — tsint) (75.8.G)
a(1+12)2 | (1+t%)(2cost —tsint) — t(sint + tcost) e
~ 2+4+t* [—sint—tcost
" a(l41t2)2 | cost—tsint

und damit als Kriitmmung im Kurvenpunkt ()
2412 2+t 1
)= ——=VI+t2= ———s = — t! t — 00. 7.5.8-H
(1) a(l+ t2)? * a(l+12)32  at o), > ( )
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

7.6 Skalare Funktionen, Differentiale und Integrale

7.6.1. Differentialrechnung kann auch im Hoherdimensionalen zum Berechnen von Ex-
tremwerten genutzt werden. Ist f : R™ O ) — R differenzierbar und z, € €2 eine lokale
Extremstelle, gilt also entweder f(x) < f(x,) auf einer Umgebung des Punktes z, oder
gilt f(x) > f(z,) auf einer Umgebung von x., so folgt

)= =) =0 (7.6.1-A)

8_:761 oz,

und damit f’(z,) = 0. Dies liefert ein notwendiges Kriterium fiir lokale Extremstellen [
Punkte z, € Q mit f'(x.) = 0 bezeichnet man deshalb oft als kritische Punkte.

Funktionswerte y € f[Q], fiir die es keinen kritischen Punkt x, mit f(x,) = y gibt,
heiflen reguldire Werte. Ist f stetig differenzierbar und y ein regulérer Wert, so ist nach
dem Satz iiber implizite Funktionen die Niveaumenge

i ={zeQl f(z) =y} (7.6.1-8)

lokal um jeden ihrer Punkte als Graph einer stetig differenzierbaren Funktion darstellbar.
Gerade fiir n = 2 oder n = 3 konnen Niveaumengen helfen, sich den Verlauf einer
Funktion besser vorzustellen. Dazu betrachten wir zwei Beispiele.

7.6.2 Beispiel. Wir geben zwei Beispiele und betrachten Funktionen f, g : [—4,4]> — R.
Fiir das erste Beispiel nutzen wir

fla,y) =a2* +y (7.6.2-A)

mit kritischem Punkt in 2 = 0 und Kreisen 22 + y?> = r? € N als Niveaulinien. In der
Darstellung erkennt man das lokale (und globale) Extremum im Ursprung und (da die
Linien zu dquidistanten Niveaus gezeichnet sind) den stéirkeren Anstieg der Funktion
am Bildrand.

I3Ein hinreichendes Kriterium werden wir in Kapitel diskutieren.
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7.6 Skalare Funktionen, Differentiale und Integrale

In einem zweiten Beispiel betrachten wir
9@, y) =((z =2+ (¥ —2)) (= +2)° + (y + 2)*) (7.6.2-B)

mit kritischen Punkten in (+2,£2) und im Ursprung. Am Bild ist zu sehen, dass (2,2)
und (—2, —2) lokale Extrema sind, aber (0,0) nicht.

B

Bei den in diesem Beispiel erhaltenen Niveaulinien handelt es sich um Cassinische Kur-
ven[Y] also Kurven bei denen das Produkt der Abstinde zu zwei gegebenen Brennpunk-
ten konstant ist.

7.6.3. Im weiteren Verlauf wollen wir uns die Ableitungen skalarer Funktionen genauer
anschauen. Dazu ergénzen wir etwas mehr lineare Algebra.

Ergdnzung (Dualrdume). Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K. Dann be-
zeichnet V* := Lin(V,K) seinen Dualraum. Ist vi,...,v, eine Basis von V, dann kann jedes z € V
eindeutig als Linearkombination

rT=xVvi+ -+ TV, = ijvj (7.6.3-A)
j=1

geschrieben werden. Die Zuordnungen v; :  — x; sind dabei linear, also Elemente des Dualraumes
V*. Fiir Anwendungen eines 1 € V* auf ein « € V schreiben wir (¢, z). Es gilt also fiir die Koordina-
tenabbildungen v;

. 1, =7,
Vi) =68, = 7.6.3-B
(Vj,vi) J {0 sonst. ( )

Man sieht damit direkt, dass die V; linear unabhéngig sind. Dariiberhinaus gilt fiir jedes ¥ € V*

W, z) = <¢,me> = ij<w,vj> (7.6.3-C)

und damit .
b= (1, v;)¥;. (7.6.3-D)
j=1
Also ist vy, ..., v, Basis von V* die zu vy, ..., v, duale Basis. Es gilt dimV* = dim V.

14G1ovANNI DOMENICO CASSINI, 1625-1712
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Ergdnzung. Sind V und W zwei Vektorrdume und ist f € Lin(V, W) eine lineare Abbildung, so indu-

ziert diese durch
(fT (@), 2) = (¥, f(=)) (7.6.3-E)

eine lineare Abbildung f' € Lin(W*, V*) zwischen den Dualriumen. Diese wird als die zu f transpo-
nierte Abbildung bezeichnet.

Im Falle der Vektorrdume K™ und K" entspricht Transponieren linearer Abbildungen dem Transpo-
nieren von Matrizen, jedoch nur, wenn man die Dualrdume auch als Spaltenvektoren schreibt. Es gilt
dann mit (z,y) = ="y fiir z,y € K™ fiir jedes A € K™*" und z € K"

(2, Az) =2 (A2) = (AT2) T2 = (AT, 2). (7.6.3-F)
7.6.4. Ist f: R™ D Q) — R differenzierbar, so bestimmt die Ableitung
f Q= LR R) =: (R")* (7.6.4-A)

an jedem Punkt x €  ein lineares Funktional auf dem R”. Dafiir fithren wir nun eine
spezielle Notation ein, wir bezeichnen dieses lineare Funktional als df(z) und schreiben
es als Linearkombination der linearen Funktionale

dz; : R" - R, dzj(h) = (dzj, h) = hy, (7.6.4-B)
also der Ableitungen der Koordinatenfunktionen x — x;, als
o9f of of 4

d dz dz, = 7.6.4-C

f= g dnt g de Z oz, (764-C)

]:
Die Abbildung df heifit Differential der Funktion f.

Nach Konstruktion bilden die Funktionale dzq,..., dz, die zu eq,...,e, duale Basis.
Es gilt also (dz;,e;) = 0; ;. Die Schreibweise fiir das Differential entspricht der Basisdar-
stellung der linearen Abbildung f (a:) € L(R",R) = (R™)* mittels

Afr) = (@) edry =3 g dny, (@, )() = (F@) e, (64D)

j=1 j=1

in Kombination mit der Definition der partiellen Ableitung. Formel ist also nur
eine andere Schreibweise der Ableitung im Falle skalarwertiger Funktionen. Der
Sinn dieser Notation ergibt sich aus den Eigenschaften solcher Differentiale.

7.6.5. Sei z : [a,b] — Q eine differenzierbare Parametrisierung einer Kurve I' C Q und
f: Q — R differenzierbar. Dann gilt fiir die Ableitung der Verkettung foz : [a,0] = R
nach der Kettenregel

dz;

df(=(t)) of af @ — 9f dz;

P S S = . = _— 6.5-A
Tn ]:1
dt

Wir vergleichen dies mit (7.6.4-C). Da fiir jedes z € Q2 das Differential df(z) € L(R",R)
eine lineare Abbildung ist, kann in df(x) der Tangentenvektor #(¢) am Kurvenpunkt ¢
eingesetzt werden. Dies liefert eine Zahl, es gilt

of da; _ df(x(t))
Z@x] a At

(df(x(

(7.6.5-B)
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7.6 Skalare Funktionen, Differentiale und Integrale

Dariiberhinaus ist das Integral

[ ar= [ are.ama- | D 4y — fla)) - flata)) (7650

von der gewahlten Parametrisierung unabhéngig. Letzteres gilt allgemeiner, wir bezeich-
nen eine stetige Abbildung w : Q — (R™)* als Pfaffsche Formlﬂ oder Differentialform
vom Grad 1. Jede solche Differentialform kann als Linearkombination

w(z) = gi(x) dzy + - - + gn(z) dz, = Zgj ) dz; (7.6.5-D)

mit stetigen Koeffizienten ¢1,..., 9, : 2 — R geschrieben werden. Wir definieren das
Kurvenintegral zweiter Art oder fiir uns auch kurz Kurvenintegral von w entlang der
differenzierbar parametrisierten Kurve I' analog durch

/F W= / b(w(w(t)),' / Zg] d“”ﬂ D gt (7.6.5-E)

Dieses Integral ist nicht von der gewéhlten differenzierbaren Parametrisierung der Kurve
[' abhéngig. Fiir jede differenzierbare Umparametrisierung ¢ = ¢(s), ¢ : [¢,d] — |a, b],
ergibt die Substitutionsregel fiir Integrale

[ (otototon. LDy s [ potatoton.atoton s

b
- / (w(a(t)), (1)) dt

(7.6.5-F)

und damit die behauptete Unabhéngigkeit.

Pfaffsche Formen sind allgemeiner als Differentiale. Fiir Differentiale besagt
ebenso, dass das Integral nur von den Endpunkten der Kurve und nicht von deren
Verlauf abhéngt. Fiir Formen muss das im Allgemeinen nicht gelten, ein Beispiel dazu
ist

r1dre — 1o day , 7.6.5-G
X ) (7565)

welches fiir den Einheitskreis, also x1(t) = cost und z5(t) = sint mit ¢ € [0, 27],

2
% (xl dze — 2o dxl) = / cos’t +sin?tdt = 27 (7.6.5-H)
0

liefert. Es gibt damit also insbesondere auch keine differenzierbare Funktion f : R? — R
mit df(z) = x; dxy — o dxy.

Erganzung. Pfaffsche Formen kann man entlang rektifizierbarer Kurven integrieren. Wir geben dazu
eine Definition des Kurvenintegrals, die mit obiger im Falle differenzierbar parametrisierbarer Kurven
iibereinstimmt (und liefern gleichzeitig ein alternatives Argument fiir die Unabhéngigkeit des Integrals
von der Parametrisierung).

15 JOHANN FRIEDRICH PFAFF, 17651825
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Sei dazu T' C Q rektifizierbar und acc(I') N 9 = @. Fiir eine Zerlegung 3 = (2, ..., 2(™)) der Kurve
I' und Zwischenstellen €% mit z(*=1 < () < 2(F) hetrachten wir die analog zu einer Riemannsumme
gebildete Summe

S(w;3, (€M) =D _{w(e™), 2 —271). (7.6.5-1)
k=1
Wir zeigen, dass diese Summen bei feiner werdenden Zerlegungen konvergieren und ein Integral definie-
ren. Da I" beschréankt (es ist abgeschlossene Teilmenge einer Kugel vom Radius ¢(I") + 1) und separiert
von 01 ist, ist I" in einer kompakten Teilmenge von 2 enthalten. Die Koeffizienten g; der Form w sind
damit auf I' gleichméBig stetig. Also existiert zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass
T -1y ) <0 = sup gj(z) — inf gj(z) <e (7.6.5-J)
’ Eix(k—1) Zg <z (k) Ex(b—1) < <a(k)
gilt. Wir wéhlen nun Zerlegungen 3 so, dass £(3) > {(I') — e und 6(3) = maxy €(I'jyx-1) z0)) < 6/2
gilt.

Dann folgt fiir zwei solche Zerlegungen 3; = (z®)) und 3, = (y™*), beliebige untergeordnete
Stiitzstellenséitze (£€)) und (n*)) und ihre gemeinsame Verfeinerung 3; U 3, = (2(V)

m m
8531, (€9) = S(w: 32, (109)) = D (w(€®), 28 — ) = 3™ (o(n®), y® — y*-1)
k=1 k=1
— 1 _ ,(0)
= (w((), = z
(©). ) (7.6.5-K)
m+m’—1 _
+ Z (kl) (n(k’))7z(l+j) _ Z(l+j—1)>
Q) s ety
unter Ausnutzung der Linearitit von w(¢(®)) beim Ersetzen von
pF) — gk=1) — Zz(l'”) PG mit 27D = 2D ypd ) = 2Bk =k, (7.6.5-L)
und entsprechend
y®) — Z () _ ZU+i-1) mit 207 =y und 20 =y =k (7.6.5-M)
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und mit ¢ = min_{€®, nM} und ¢ = max_{€(™ 7™}, Der erste und der letzte Summand sind
dabei kleiner als M¢ mit M = maxger ||w(z)||. In der verbleibenden Summe ist jeder Summand wegen
U ety ycipy) < 0 durch (7.6.5-J)) mit me|z(H9) — 2(H+i=1)| abschitzbar. Also gilt

S(w; 31, (EW)) — S(w; 39, (n<k>))( < el(31U3) + M3 < el(T) + M (7.6.5-N)

und fiir feiner werdende Zerlegungen 3 sind die Riemannsummen S(w; 3, (€®*))) damit Cauchy. Also
kénnen wir

= lim  S(w;3, (W 7.6.5-0
Jo= lim ) S3.e®) (765-0)
£(3)—¢(T)

definieren. Die Wahl der Zwischenstellen spielt wiederum keine Rolle, man kann also wie bei Riemann-
integralen und Kurvenintegralen erster Art stets £*) = z(*) wiihlen.

Eine offene und zusammenhéngende Teilmenge des R™ bezeichnet man als ein Gebiet.
In Gebieten gibt es zu je zwei Punkten also insbesondere eine diese beiden Punkte
verbindende Kurve.

7.6.6 Satz. Sei Q C R” ein Gebiet und seien gy,...,g, : £ — R stetig. Dann ist die
Differentialform
w(z) = gi(r) dry + -+ + gn(r) dv, (7.6.6-A)

genau dann Differential einer stetig differenzierbaren Funktion f : Q — R, falls fiir jede
geschlossene rektifizierbard™® Kurve T' in Q das Kurvenintegral

f;w = ﬁégj(x) dz; =0 (7.6.6-B)

erfullt. In diesem Fall gilt

)= st = [ o= | S g, (766.)

0 j=1

fiir eine beliebige xoq und x verbindende rektifizierbare Kurve als Integrationsweg.

16Polygone reichen fiir den angegebenen Beweis. Die Aussage fiir alle rektifizierbaren Kurven folgt
dann aus der Konstruktion des Integrals.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Beweis. Gilt w = df fiir eine Funktion f : Q — R, so folgt fiir jede xo mit x verbindende
rektifizierbare Kurve I"

@)= flan) = [ (766.0)

r

und damit fiir jede geschlossene Kurve (die also einen Punkt x mit sich selbst verbindet)
(7.6.6-Bf). Zu zeigen ist nur ist die Riickrichtung. Angenommen, fiir jede gechlossene
Kurve gilt (7.6.6-B]). Dann bestimmt fiir fest gewéhltes zo und eine beliebige x¢ mit «

verbindende Kurve I' .
flz) = /w :/ Zgj dz; (7.6.6-E)
N x

0 j=1
eine (nicht vom gewihlten Integrationsweg) abhingende Funktion f : Q@ — R. Wir

zeigen, dass diese stetig partiell differenzierbar ist. Es gilt fiir A klein genug, so dass die
Verbindungsstrecke von = zu = + he; in € liegt,

x+he; h n
o+ hey) — f(z) = / W= /0 S gi( -+ ;) { i, ;) 6
r =1

X (7.6.6-F)
= / 9;(x + 0e;) A0 = hg;(x + One;)
0

unter Nutzung der Parametrisierung v(0) = x + fe;, 6 € [0, h], mit §(0) = e;, und fiir
ein geeignetes 6, € [0, h]. Da die g; als stetig vorausgesetzt sind, folgt

lim f(z+ hej) — f(x)
h—0 h

= g;() (7.6.6-G)

und f ist stetig partiell differenzierbar mit df = w.

O

7.6.7. Die Differentialschreibweise ist flexibel genug, auch andere Koordina-

tensysteme in der Rechnung zuzulassen. Sind auf (2 C R"™ Koordinatenfunktionen
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Yi,-- -, Yn ¢ & — R gegeben, also stetig differenzierbare Funktionen y; = y;(z) mit
der Eigenschaft, dass die Differentiale dyy,..., dy, in jedem Punkt x € € linear un-
abhéngig sind, so kann jede Pfaffsche Form w : 2 — (R™)* in dieser Basis als

w(z) = hy(x)dyr(z) + - - + hp(2) dy, () (7.6.7-A)

geschrieben werden. Es gilt dabei wiederum h;(z) = (w(z),v;(z)) mit der zu
dys(z), ..., dy,(z) dualen Basis vi(z), ..., v,(x) des R". Man beachte, dass diese Basen
vom Punkt z € () abhéngen miissen.

Betrachtet man speziell Differentiale einer differenzierbaren Funktion f : 2 — R so gilt
df = (f'(x),v;(x)) dy; (7.6.7-B)
j=1

und es bleibt, eine sinnvolle Interpretation der Koeffizienten (f’(z), v;(z)) anzugeben. Es
handelt sich um Richtungsableitungen in Richtung des Vektors v; und wir vereinbaren
dafiir die Notation

9y, f(x) = (f'(x), v;(x)). (7.6.7-C)

S
T

Yb

Nutzt man den lokalen Umkehrsatz und bestimmt zur aus den Koordinatenfunktionen
zusammengesetzten Koordinatenabbildung ® : x +— y lokal die Inverse ®~1, so entspricht
der gerade definierten partiellen Ableitung 8,, die Ableitung

(8, )(x) = “fg—j”@@». (167D)

Wir werden in der Notation nicht zwischen diesen Ableitungen unterscheiden und in
Zukunft 9, fiir 8,, schreiben. Ebenso ist es sinnvoll, sich die (partiellen) Ableitungen
d,, als Vektoren vorzustellen. Dargestellt in obigem Bild sind die partiellen Ableitungen
im Fall von Polarkoordinaten als ortsabhéngige Basisvektoren.
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7.6.8 Beispiel. Wir betrachten ein Beispiel eines Koordinatensystems. Auf der Menge
Q) : RxR.q seien statt der kartesischen Koordinaten x und y die Koordinatenfunktionen

22 — y?

5 und v =v(z,y) =2y (7.6.8-A)

u=u(z,y) =

gegeben. Die Koordinatenlinien sind nachfolgend dargestellt:

Wir berechnen zuerst die Differentiale der Koordinatenfunktionen in kartesischen Ko-
ordinaten. Es gilt

du =zdx —ydy und dv =ydx + xdy (7.6.8-B)

Nutzt man diese als Basis von (R?)* zur Darstellung des Differentials im Punkt (z,y),
so liefert

Af = (Buf) du+ (8,f) dv = (0. ) dz + (9, ) dy (76:8-C)

fiir differenzierbares f : 2 — R eine Darstellung der partiellen Ableitungen 9, und 9,
in kartesischen Koordinaten. Einsetzen der Basisdarstellung liefert

(0uf)(zdz —ydy) + (8uf)(ydz + zdy) = (0, f) dz + (9, f) dy (7.6.8-D)
und damit Koeffizientenvergleich das lineare Gleichungssystem
20y f+y0,f =0,f und  —yO.f+20,f=0,f (7.6.8-E)

und damit nach Lésung Umrechnungsformeln

YO f + 20, f
x? + y? N '

R (7.6.8-F)

o.f = , und o, f

fiir partielle Ableitungen in die neuen Koordinaten v und v.
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7.7 Hohere Ableitungen und Taylorsche Formel

7.7.1. Wir beginnen wieder mit einem Einschub zur linearen Algebra.

Ergédnzung (Bilinearformen und quadratische Formen). Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Bilinearform
auf V ist eine Abbildung
v:VxV =K (7.7.1-A)

die in jeder Komponente linear ist, also fiir alle z,y,z € V und a € K
V@ +ay,z) =v(z,2) +ayy,z)  wd  y(z,y+az) =v(z,y) + ay(z, 2) (7.7.1-B)
erfiillt. Eine Bilinearform heifit symmetrisch, falls dariiberhinaus
V(@,y) =y, 7) (7.71-C)
fiir alle z,y € V gilt.

Ist V endlich erzeugt und vy, ...v, eine Basis von V, so folgt aus der Bilinearitét von

n n n n
B Zwivi,Zijj = Zzyﬂ(vi,"j)%
i=1 j=1

i=1j=1

T 7.7.1-D

Y1 Y(vi,vi) o (v, va) L1 ( )
Yn 'V(V’ruvl) e ’Y(VmVn) T

und wir erhalten eine Beschreibung der Bilinearform ~ durch die Gmmmatriaﬂ mit Eintrégen v(v;, v;).
Umgekehrt liefert jede Matrix A durch (z,y) +— y' Az eine Bilinearform auf K”. Die Bilinearform ist
symmetrisch genau dann, wenn die zugehorige Grammatrix symmetrisch ist.

Ist v : V x V — K eine Bilinearform, so bezeichnet

y(v) := (v, v) (7.7.1-E)

die zugeordnete quadratische Form. Symmetrische Bilinearformen sind durch die zugeordneten quadra-
tischen Formen eindeutig bestimmt. Es gilt

1) = 5 (E9) +2( ) = 5 0+ ) — 03(0) — 3 0)). (171F)

Ergdnzung. Jede Bilinearform v : V x V — K wird durch Einsetzen eines Vektors x zu einer linearen
Abbildung y(z,-) : V — K, es gilt also y(z, ) € V*. Weiterhin ist die Zuordnung V' > z > ~(z, ) € V*
linear. Umgekehrt bestimmt jede lineare Abbildung ¢ : V' — V* eine Bilinearform v, (z, y) = (p(x), ).
Damit kann man

Bil(V)={y:V xV — K|~ bilinear} «+— Lin(V,V*) = Lin(V,Lin(V,R)) (71.7.1-G)
identifizieren.

7.7.2. Ist V normierter Raum, so heifit eine bilineare Abbildung v : V x V — R
beschrdinkt, falls

(2, )| < cllfl]y] (7.7.2-A)

mit einer Konstanten ¢ unabhéngig von x und y gilt. Jeder beschrankten linearen Ab-
bildung V +— L(V,R) entspricht (durch Einsetzen) eine beschrankte Bilinearform.

Damit ist es sinnvoll, die zweite Ableitung einer Funktion f : V — R als Bilinearform
aufzufassen.

17JpRGEN PEDERSEN GRAM, 1850-1916
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

7.7.3 Definition (Hesseform und -matrix). Eine Funktion f : V 2 Q — R heifit im
Punkt x, € Q zweimal differenzierbar, falls die Ableitung

z— f'(x) € L(V,R) (7.7.3-A)

i ewmer Umgebung von x, existiert und in x, wiederum differenzierbar ist. Dann be-
zeichnet man die f"(x,) € L(V,L(V,R)) zugeordnete Bilinearform als Hesseform

Hj g, (hi, ho) = (f"(x.)h1, ha) (7.7.3-B)

der Funktion f im Punkt x,.

Ist V =R", so bezeichnet man die der Standardbasis zugeordnete Grammatriz der Hes-
seform als die Hessematrix von f im Punkt x.. Es gilt also

a:m a:mf aﬂﬁzamf T 8wnaw1f
axl axg axzaxz e a$n a$2
Hfo, = . / . / . / 7.7.3-C
£ : : :
8961 aznf axgaxnf e a:cn a:cnf

7.7.4 Satz (Taylorsche Formel). Sei f:V D Q — R stetig differenzierbar und im Punkt
x. € Q zweimal differenzierbar. Dann gilt

f@e+h) = f(z) + (f'(:), h) + %(f”(ﬂ?*)h; hy+o(hl*),  h—0.  (77.4-A)

Beweis. Da f in z, zweifach differenzierbar ist, gilt
f(@e+h) = f(2) = f"(z)h + o(||]]). (7.7.4-B)

Da f’ ebenso stetig ist, folgt daraus per Integration

1

Floa 4 h) — fla) — (f/(e) h) = [f(x* L) - <f’(9:*),th>]

t=0

=/01<f’<x*+th)—f’<x*),h> dt:/Ol(f”(a:*)th,h>dt+o(HhH)HhH (7.7.4-C)

= (@), ) + ol [A]?)

und damit die Behauptung. O

7.7.5 Satz. Sei f:V O Q — R stetig differenzierbar und in x, € Q zweimal differen-
zierbar. Dann ist die Hesseform Hjy ., symmetrisch.

Beweis. Wir fithren die Hilfsfunktion
g(ha,he) = f(ze + ha + he) — f(ae + ha) — f(ze + ho) + f(zs) (7.7.5-A)
ein. Diese ist offenbar symmetrisch und es geniigt zu zeigen, dass

g(hu; ha) = (f"(@4)ha, ha) = o([[ha||* + [l 72|?) (7.75-B)
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7.7 Hohere Ableitungen und Taylorsche Formel

gilt, da damit
(f"(@a)ha, ha) = (" (@) h2, ha) = o[l ||* + [|ha]*) (7.75-C)

folgt und die linke Seite auf Grund der Bilinearitdt damit Null sein muss. Also ist die
Hesseform symmetrisch.

Zum Beweis von ([7.7.5-B|). Es gilt

g(hi, ho) — (f"(w.)ha, ha)

= f(ze + ha+ ho) = fze + h1) = f(2s + ho) 4 f(2.) = (" (22) 1, ho)
1

= [f(x* + hy +thy) — f(xe + the) — (f'(xe + h1) — f'(24), the)
+ (f'(ze + ha) = f'(x:) = f" (@)1, ho)

:/ P+ By 4 tha) — F(@ + Ba) — /(a4 tha) + F/(22), ho) dt
0

+ (' (e + ha) = f'(2s) = f"(22) D1, ho)

und es geniigt die einzelnen Terme genauer abzuschétzen. Da f in x, zweifach differen-
zierbar ist, gilt

f/(flf* + hl + thg) - f,(l'*) = f”(ﬂf*)(hl + thg) + 0(”h1 + thg”)
f'(@) = (@ + M) = = f"(z.)h1 + o(||ha]) (7.75-E)
f'(@.) = [/, + the) = — f"(2.)ths + o(|[tha|)

und in Summe damit fiir den Integranden

=0 (7.7.5-D)

(o(l[h1 + thal]) + o([[hal]) + to([lh2lD) 2]l = o[|Aa]|* + [Ih2]|*)- (7.75-F)

Fiir den verbleibenden Summanden ergibt die mittlere Zeile
(f' (@t h) = f'(@.) = [ (@) ha, ha) = o[ |D ]Izl = o([[ha|I* + [[P2]l*).  (7.7.5-6)
Damit ist gezeigt. O

7.7.6 Korollar (Schwarz). Angenommen, f:R" O Q — R ist in einer Umgebung eines
Punktes x zweifach partiell differenzierbar, es existieren also die partiellen Ableitungen

0 o 0
d — 7.7.6-A
furi, 5 =1,...,n. Sind die zweiten partiellen Ableitungen in der Umgebung von x stetig,

so gilt
o 0 0 0

9, 02,7 ) = B o

f(z). (7.7.6-B)

Beweis. Die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen impliziert zweifache Differen-
zierbarkeit und die Aussage folgt. m

Wir geben zwei Beispiele basierend auf Funktionen f : R? — R.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

R 7.7.7 Beispiel. (i) Die Funktion f(z,y) = 2?sin(zy) ist zweifach stetig differenzier-
bar. Weiter gilt

0y f (x,y) = 2z sin(ay) + 2y cos(zy),
Oy f(x,y) = 2 cos(xy) (7.7.7-A)

Wie zu erwarten gilt

00, f (x,y) = 0,2z sin(zy) + z*y cos(zy))
= 2% cos(ay) + 2% cos(xy) — 2y sin(xy) (7.7.7-B)
= 0,2° cos(zy) = 0,0, f(z,9).

(i) Die Voraussetzung der Stetigkeit der zweiten Ableitung ist notwendig. Wir be-
trachten dazu die Funktion

$2_y2 2 2

2=y F2 >0,

flay) = {gyxzﬂﬂ ) B y_ (7.7.7-C)
r=y=0.

Dann gilt fiir die partiellen Ableitungen

_y7 y % 07
0:f(0,y) = 7.7.7-D
f(0,y) {limh—m f(z,o) —0, y=0, ( )
und
T x#0
Oyf(z,0) =<~ ’ 7.7.7-E
yf(x ) {hmh—>0 f(%h) =0, z=0, ( )
und damit
ayaﬂff(oa O) =-1 7é 1= ayaxf(0> O) (7.7.7—F)

Die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen gilt fiir diese Funktion also nicht.
Wir schauen uns die Funktion noch etwas genauer an. Die erste Ableitung f'(z, y)
ist im Ursprung stetig. Aus obiger Rechnung folgt 0,f(0,0) = 9,f(0,0) = 0.
Weiter gilt fiir 22 + y? > 0

I'4y + 4![‘22/3 . y5 6(1’2 + y2)5/2
G —6VaTEE (1776)

0. f (2, y)| = (22 + y2)?

und
zyt + dady? — 2P

< 64/ 22 2 7.7.7-H
(22 + 42)2 < 6vat+y ( )

und diese Abschitzungen streben fiir 22 + 4> — 0 gegen Null.

10y.f (2, )| =

Im Kapitel haben wir ein notwendiges Kriterium fiir lokale Extremstellen x, einer
differenzierbaren Funktion f : R™ O 0 — R angegeben. In diesen kritischen Punkten
muss df(z.) = 0 gelten. Als néchstes formulieren wir ein hinreichendes Kriterium fur
lokale Extremstellen basierend auf der Hessematrix. Dieses ist analog zu den bekannten
Kriterien im Eindimensionalen.
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7.7 Hohere Ableitungen und Taylorsche Formel

5" 7.7.8 Satz (Hinreichendes Kriterium fiir Extrema). Sei f : R™ D Q — R zweifach diffe-
renzierbar und gelte df(x,) = 0 fir ein x, € Q. Ist dann die Hesseform positiv definit,

gilt also
Hy .. (B, h) = (f"(z)h, B) > co|B|>  fiir alle h € R" (7.7.8-A)

mit einem co > 0, so besitzt f in x, ein lokales Minimum.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Taylorschen Formel (7.7.4-A),
_ 1 " 2 Co 2 2
Flawth) = fla) = S{f @)k, h) +o(|h]") = S [Al" + of|A]") (77.8-B)

fiir h — 0. Fiir |A so klein, dass [o(|h|*)] < e|h|? fiir cin e < ¢, gilt, folgt damit

Co

I >0 (7.7.8-C)

flaw ) = fw) = O

und in z, liegt ein lokales Minimum vor. [

R 7.7.9 Beispiel. Das Kriterium ist hinreichend, aber genau wie im Eindimensionalen
nicht notwendig. Fiir die Funktion f : R?* — R mit

fla,y) =" +y* (7.7.9-A)

liegt im Ursprung ein Minimum vor. Allerdings ist Hy = 0 nicht positiv definit.
Betrachtet man die oft als Affensattel bezeichnete Funktion
f(z,y) = 2® — 329/° (7.7.9-B)
so liegt im Ursprung keine lokale Extrem-
stelle vor, trotzdem sind Ableitung
df = (32 — 3y*)dz — 6zydy  (7.7.9-C)

und Hessematrix

6x —6y}

6y —6x (7.7.9-D)

=

im Ursprung Null.

Wir geben Kriterien fiir die positive Definitheit der Hesseform / der Hessematrix.

I 7.7.10 Lemma. Sei A € R™" symmetrisch und ya(x,y) = y' Ax zugeordnete Biline-
arform auf dem R™. Dann gilt

Yalz, ) = x" Az > cola|?, x #0, (7.7.10-A)

genau dann, wenn
det(A—X) =0 == A>0 (7.7.10-B)

qgilt.
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

Beweis. Wir betrachten den Rayleigh™Quotienten

r Az
galw) = —— = #0, (7.7.10-C)

als Hilfsfunktion auf R™ \ 0. Diese ist homogen vom Grad 0, es gilt also fiir r > 0 stets

alre) = aala. Weaen || || All] =]
z| | Alllz
)| < —5—

@) <

fiir x # 0 ist diese beschrankt, nimmt also auf der kompakten Menge

— Al (7710-D)

1
{r e R"| 5 <lz| <2} (7.7.10-E)

Minimum und Maximum an. Auf Grund der Homogenitét ist g4 entlang von Strah-
len durch den Ursprung konstant, Maxima und Minima werden also auch im Inneren
angenommen. Fiir solche Stellen z, gilt das notwendige Kriterium ¢4 (x.) = 0 und wegen

1 1 1

(e + R)T(ze +h)  x]z1+ 2’;1_;“:: T F_xh*

_ <1 _ohlE O(|h|2))

= — =
T T L T (7.7.10-F)
(20 + h) (2.) (. +h)"A(x, +h) x| Ax,
T — Ty) = —
g4 94 (@t B) (s + h) )z,
hT'Ax, xlAz,h'x 9
=2 = O(|h
und mit ga(x,) = A somit
h' Az x) Az, h'x 2
0={(¢y(x),h) =2 L . S e h'(Az, — Az, 7.7.10-G
fir alle h € R™. Damit muss notwendigerweise Az, = Az, gelten. Kritische Punkte

miissen also Eigenvektoren zu A und die zugehorigen Werte Eigenwerte sein. Umgekehrt
gilt fir jedes x, # 0 mit Az, = Az, schon g4(z.) = A. Damit ist ([7.7.10-A)) dquivalent
dazu, dass alle (reellen) Eigenwerte der symmetrischen Matrix A positiv sind und das

wiederum ist dquivalent zur Forderung (7.7.10-B). O

Wir ziehen eine wichtige Folgerung aus dem Beweis.

7.7.11 Korollar. Sei A € R™"™ symmetrisch.
(i) Dann gibt es A € R mit ker(A — X) # {0} und damit det(A — \) = 0.

(ii) Erfillt vi € R™\ {0} die Eigenwertgleichung Avy = A\ivy zu einem Ay € R, so ist
der Unterraum
{r eR" | vz =0} = {v}* (7.7.11-A)

unter A tnvariant.

18JouN WILLIAM STRUTT, 3. BARON RAYLEIGH, 1842-1919
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7.7 Hohere Ableitungen und Taylorsche Formel

(iii) Das Polynom xa(\) = det(A — X) = 0 zerfillt in reelle Linearfaktoren und es gibt
eine Basis vy, ..., v, bestehend aus Figenvektoren zu A mit V;er = 0; ;-

Beweis. (i) folgt aus dem obigen Beweis. (ii) folgt, da fiir jedes € R™ mit vz = 0
wegen der Symmetrie A = AT

v (Az) = (Av)) o2 =\ vz =0 (7.7.11-B)

gilt. Damit lisst A den Unterraum {v,;}' invariant. (iii) folgt rekursiv. Mit (i) finden
wir einen ersten Eigenvektor vi. Da A nach (ii) auch {v;}*+ — {v;}* abbildet, kann
der erste Schritt auch direkt auf y4(z, ) = 2" Az fiir z € {v;}+ angewandt werden und
wir erhalten als Kriterium fiir einen kritischen Punkt z, € {v;}* von g4

h'(Az, — Az,) =0,  fiir alle h, € {v;}* (7.7.11-C)

und da ebenso Awx, € {v,}* gilt, ist dies sogar fiir alle h € R erfiillt. Damit finden wir
einen weiteren Eigenvektor vo € {vi} zu einem )\, € R.

Nach n Schritten haben wir damit eine Basis vy, ..., v, mit Av; = \;v; und v/ v; =0
fiir 7 # j konstruiert, jedes auftretende \; ist Nullstelle von det(A — \) gezéhlt mit der
entsprechenden Vielfachheit. Durch Umskalieren kann man |v;| = 1 erreichen und die
Aussage ist gezeigt. m
Insbesondere gilt in der gerade konstruierten Basis vy,...,v,

VA(‘rv y) =74 (Z fivi; Z ﬂjVj) = Z )\ijT]j. (7.7.11—D)
i=1 i=1 j=1

Das Polynom y4(A) = det(A — \) wird als charakteristisches Polynom von A bezeich-
net. Nach dem gerade gezeigten, zerfillt es fiir symmetrische Matrizen A € R™*" in

Linearfaktoren zu Eigenwerten \;, j = 1,...,n. Es gilt damit
det A = H Aj, und trace A = Z A (7.7.11-E)
j=1 j=1

als Konsequenz des Wurzelsatzes von Vieta. Wir geben ein weiteres Kriterium fiir die
positive Definitheit einer symmetrischen Matrix A. Dieses kommt ohne die Bestimmung
der Eigenwerte aus.

7.7.12 Satz (Sylvestef™}Kriterium oder Hurwitf}Kriterium). Sei A = (a;;) € R™*"

symmetrisch. Dann sind dquivalent

(i) A ist positiv definit, es gilt also (7.7.10-A))

(ii) die Determinanten der rechten oberen Matrizabschnitte

11 A2 - Aip
a a Q12 Q22 - A2p
a1 >0, det | Tl >0 ., det| . | >0 (7712-A)
Q12 Q22 : : .. :
A1p QA2n - App

9JAMES JOSEPH SYLVESTER, 18141897
20 ApoLF HURWITZ, 18591919
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sind alle positiv.

Beweis. Die Determinante einer Matrix ist gerade das Produkt der Eigenwerte. Setzt
man in nur Vektoren aus der linearen Hiille span{ey, ..., e} ein, so impliziert
dies die Positivitdt der Determinante der oberen k& x k-Untermatrix. Damit impliziert
(i) die Bedingung (ii).

Es bleibt das eigentliche Kriterium, also die Implikation von (ii) nach (i) zu zeigen.
Dazu nutzen wir Induktion iiber die Dimension n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Angenommen, die Aussage wurde schon fiir £ x k-Matrizen mit k& < n gezeigt und sei
A € R™™ symmetrisch.

Wir wissen, dass die Matrix A wegen det A = H?:l Aj > 0 nur eine gerade Anzahl
negativer Eigenwerte besitzen kann. Angenommen, es gibt zwei linear unabhéngige Ei-
genvektoren u und v zu negativen Eigenwerten mit u'v = 0. Dann gilt u" Au < 0 und
v Av < 0. Weiter ist fir w = v,u — u,v (mit den letzten Eintrdgen w, und v, der
Vektoren u und v) der letzte Eintrag Null und damit nach Induktionsvoraussetzung

0 < wAW = (v,u — u,v) A(v,u — u,v) = v2u' Au+ulv' Av < 0. (7.7.12-B)
Also folgt w = 0 und damit u, v € R"~! x {0}. Das ist aber ebenso ein Widerspruch. [J

7.7.13 (Sattelpunkte). Ist z, ein kritischer Punkt einer zweifach differenzierbaren Funk-
tion f: R" O Q0 — R, fiir den die Hessematrix Hy,, sowohl positive als auch negative
Eigenwerte besitzt, so gibt es Unterrdume V_, V, C R", so dass

flze+h) > f(xy), fur h € V4 \ {0} klein genug, (7.7.13-A)

und

flze+h) < f(xy), fur h € V_ \ {0} klein genug. (7.7.13-B)

In diesem Fall spricht man von einem Sattelpunkt. Sind alle Eigenwerte negativ, so liegt
ein lokales Maximum vor. Beides folgt aus dem hinreichenden Kriterium aus Satz [7.7.§]
fiir lokale Minima angewandt auf die Einschriankung h — +f(z. + h) fir h € V. fiir
Eigenrdume V. zu positiven Eigenwerten beziehungsweise Figenrdume V_ zu negativen
Eigenwerten.

7.7.14. Fiir hohere partielle Ableitungen hinreichend oft differenzierbarer Funktionen
f:R™ D Q — R bietet sich die Multiindexschreibweise an. Da die Reihenfolge parti-
eller Ableitungen nach dem Satz von Schwarz keine Rolle spielt, ist es sinnvoll nur die
einzelnen Ableitungsordnungen zu zéhlen. Wir schreiben also fiir o € N

o0 =] (82:,,) . (7.7.14-A)

i=1

Als Folgerung der Produktregel ergibt sich die Leibnizregel

o0 =3 () @) @), (7714

BRa
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wobei wir die Notation
ﬂ <« < Vizlwn Bl < oy (7.7.14-C)

verwenden und den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten

o ol =
(5) _ Ba— B ol = Haig (7.7.14-D)

definieren. Den Beweis von (7.7.14-B]) iiberlassen wir als Ubung.

Ergdnzung. Formel ([7.7.14-B|) erinnert an den verallgemeinerten binomischen Lehrsatz

(z+y)* = gy (g) aPye=F (7.7.14-E)

fir z,y € R™, der zum Rechnen mit Polynomen in mehreren Variablen niitzlich ist.

In Satz [7.7.4] haben wir mit genauer Ableitungsordnung die Taylorsche Formel fiir
quadratische Approximation bewiesen. Das Resultat gilt in allgemeinen normierten
Réaumen. Existieren mehr Ableitungen, so ergeben sich bessere Approximationen. Al-
lerdings wird die Notation in allgemeinen normierten Rdumen dabei komplizierter. Wir
beschranken uns auf den Fall des R", nutzen Multiindexnotation und setzen so viel
Glattheit voraus, dass die eindimensionale Taylorsche Formel mit Restglied direkt ein
entsprechendes hoherdimensionales Resultat liefert.

7.7.15 Satz (Taylorsche Formel hoherer Ordnung). Sei f: R™ D Q — R in einer Umge-
bung von x, € Q) k + 1-fach stetig differenzierbar. Dann gilt

fath) =Y aaf; (. Do+ o(h*Y), b0, (77.15-A)

| <k

Beweis. Sei r > 0 so klein, dass f in By, (x,) k + 1-fach stetig differenzierbar ist. Dann
betrachten wir die Funktion

R>t— f(xz,+th)eR (7.7.15-B)

fir |h| < r und t € [0,1] und nutzen die eindimensionale Taylorsche Formel. Dazu
berechnen wir zuerst die Ableitungen

n

Pt th) = (P th), ) = S (0n )+ )

=1
d2 n n N N
i/ (wa+th) = ;2 Ou, O, f) (s + th)hih; _|§|:2a1,a2|(a )@, +th)h
(7.7.15-C)
und allgemein
d! "o .
e+ th) = > (@ ).+ th)h, (7.7.15-D)
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7 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

wobei L 1 L z&hlt, wie oft die Ableitung 0° f auftritt. Mit der Taylorschen Formel und dem
Entvvlcklungspunkt t =0 folgt

! |
flotth) = fe)+ 35 [ S

=1 " \|a|=l

_ t';_f/l oy ;1)!<aaf)(x*+ (1— 0)th)h® do

8a.f( 0) lad=k+1 (7.7.15-E)
L) a ||
= g;k - hot

— Ry k+1 / 08 (0% f) (. + (1 — O)th) do

|| =k+1 !

unter Nutzung des Integralrestglieds . Es geniigt, t = 1 zu setzen den Integralrest
abzuschétzen. Da die Ableitungen 0“f in einer Umgebung von z, stetig und damit
insbesondere beschrankt sind, gilt

/lﬁk(f)af)(:r*Jr(l—é’)h)dQ’ < max max |(0°f) |/ 0% do (7.7.15-F)

0 2E€Br(z4) |a|=k+1

und die Behauptung folgt. O]

7.7.16 Korollar. Unter den Voraussetzungen des vorherigen Satzes und mit

M = o” 7.7.16-A
Jmax max |(0°f) (@) (7.7.16-A)

gilt fiir |h| <r die Abschitzung

f(x*Jrh)_ZaJ;(x*) el < v Z g <

|| <k ' |a|=k+1

nkJrlrkJrl

NIk (7.7.16-B)

Beweis. Wegen |hj| < |h| < r gilt stets [h%| < rlel = r*1 Es bleibt die verbleibende
Summe iiber die Multiindizes zu berechnen. Dazu nutzen wir Induktion iiber n und
zeigen
m)!
Y —=n",  acel. (7.7.16-C)
la|=m

Fiir n =1 gilt @« = oy = |a| = m und damit enthélt die Summe genau einen Summan-

den, ndamlich 1. Im Induktionsschritt nutzen wir o = (ay, ..., ap, apy1) = (&, @yp 1) mit
|&/| = m — ;41 und erhalten damit
Z m! N Zm: m! Z (m—an+1)!
| — ! ! ]
i it (m — apa1) o iq! ol e o'l
a1 (7.7.16-D)
m
Z < >1a7l+1nman+1 _ (n + 1)m.
Gnt1=0 an+1
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7.7 Hohere Ableitungen und Taylorsche Formel

unter Ausnutzung des binomischen Satzes. O

Ergdnzung. Die gerade gezeigte Summenformel (|7.7.16-C)) hingt eng mit der Verallgemeinerung des

binomischen Lehrsatzes zu einem multinomischen Satz zusammen. Es gilt

(i:m) = Z %'!xo‘ (7.7.16-E)
i=1 '

und mit z; = 1 folgt (7.7.16-C|). Die Quotienten

| |
= e mitart o tag=m (7.7.16-F)

werden mitunter als Multinomialkoeffizienten bezeichnet. Wahrend Binomialkoeffizienten (’z) zéhlen,
auf wie viele Weisen k Elemente aus m ausgew#hlt werden kénnen, zdhlen Multinomialkoeffizienten auf
wie viele Weisen eine m-elementige Menge in Gruppen der Grofien aq, s, ..., o, partitioniert werden
kann. Genau dies haben wir bereits in Formel genutzt.
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A Anhang

A.1 Koordinatensysteme

Erginzung (Polarkoordinaten). Punkte der Ebene R? kann man in Polarkoordinaten als
x =rcosb, y=rsind (A.1.1-A)
beschreiben. Dann gilt fiir die Differentiale der kartesischen Koordinaten
dz = cos@dr — rsinf do, dy = sinfdr + rcos 6 d6. (A.1.1-B)

Die Differentiale dz und dy haben wir als Basisvektoren des Raumes der linearen Abbildungen (R?)*
verwendet. In Polarkoordinaten ist es sinnvoller, dr und df zu verwenden. Gleichung be-
stimmt den (vom betrachteten Punkt in der Ebene abhéingigen und auch nur auerhalb des Ursprungs
definierten) Basiswechsel.

Ist nun f: R? — R eine Funktion, so ist deren Differential
df = 0,f de + 0, dy (A.1.1-C)

lokal in der Basis dx, dy dargestellt. Die partiellen Ableitungen sind also die Koeffizienten in dieser
Basisdarstellung. Damit kann die Transformation als Basiswechsel direkt hingeschrieben werden, es gilt

df = ((8.f) cos 0 + (8, f) sin @) dr + ((9 f)r cos§ — (0, f)rsinf) do (A.1.1-D)

und damit

Orf = (05 f) cos + (9, f)sind

Ogf = (0yf)rcos — (0, f) rsind. (A.1.1-E)

Dieses lineare Gleichungssystem besitzt fiir » # 0 (da dr und dé linear unabhéngig sind) eine eindeutige
Losung und bestimmt

0, f = cosf O, f — 8”;9 Bpf = <cos087. - 8”;9 89) f,
, ) (A.1.1-F)
,f =sin0d,f + CO: Opf = (sin@@r—i— CO: ag) 1.
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A Anhang

Hier hétte man auch direkt mit der Kettenregel vorgehen und die Koordinatentransformation
differenzieren konnen. Die gerade bestimmten Koeffizienten ergeben sich aus der Transponierten der Ja-
cobimatrix geschrieben in Polarkoordinaten. Die Ableitungsoperatoren 9, und d, kann man
sich als zu dr und d¢ duale Basis des R? vorstellen, das hilft in Bildern und zur Veranschaulichungﬂ

Will man hohere partielle Ableitungen in Polarkoordinaten ausdriicken, so muss man die entsprechenden
Formeln fiir erste partielle Ableitungen nutzen und die Produktregel anwenden. Es gilt

O2f = (cosear _ sinf ae> (cos@@r _ sinf ag> ¥

T r

cos fsin 6 cos fsin 6

0 — 0,0

r

= (COS2 00? +
(A.1.1-H)

+sin208T 3 sin@cos@aear B Sin0C08989 N si:j@ag) s

r r r2

.92 in(2 2
—(cos2por 4 05 sm20) 5 L S 000)
" r r rz 0

und entsprechend

02f = <sin98r Ll ae> (sin@@r 4 cosb ag> f

r r

cos? 6 sin(20 cos? 6
()35, 2 045)

(A.1.1-1)
<sin298f+ " O + 0,09 + .

r 2

sowie

20,0, f = 2 (coseaT _ sinf ag) <sin98, 4 cosf 89> f

r r

2 0 2 0
COb2 66 n COS 8r 89
T r

=2 (cos@sin@@f —
(A.1.1-))

89 - 60

r r r2 r2

_ sinfcosf sin? @ sin” ¢ sin @ cos 0 2) f

_ (Sin(20) 92— sin(26) 2 cos(26 N 2 cos(26) 0, — sin(26) 83) I

r r r r2

! Als Richtungsableitungen sind sie natiirlich immer von der Form

lim % (f(ze +tv) — f(22)) (A.1.1-G)

t—0

fiir einen Vektor v. Genau das wird hier genutzt. Die Dualtitét der Basis folgt aus der Darstellung
des Differentials mit partiellen Ableitungen als Koeffizienten.
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A.1 Koordinatensysteme

Insbesondere gilt fiir den Laplaceoperator geschrieben in Polarkoordinaten

Af = a§f+a§f:agf+%@f+rizagf_ (A1.1-K)

Ergdnzung (Kugelkoordinaten). Auflerhalb der z-Achse lassen sich Punkte im R? durch Kugelkoordina-
ten
T = 1rCcos@cos, y = rsin¢cosy, z=rsiny (A.1.2-A)

beschreiben. Dabei ist 7 > 0 und die Winkel ¢ € [0,27) und ¢ € (=%, %) entsprechen auf einer
Kugeloberfliche gerade Léngen- und Breitengraden.

Wir folgen der eben in Polarkoordinaten durchgefiihrten Rechnung und erhalten entsprechend
dz = cos¢cosydr — rsin ¢ cos d¢ — rcos ¢ siny dy
dy = sin ¢ cos dr + r cos ¢ cos 1 d¢ — r sin ¢ sin ) dop (A.1.2-B)
dz =siny dr + rcosy dy

und damit wegen (Achtung: Koeffizientenmatrix ist transponiert)

COS ¢ Cos Y sin ¢ cos ¥ sin )
—rsingcosy 1 cos@cosy 0
—rcos¢siny —rsingsiny rcosy

(A.1.2-C)
rcos¢cosly —sing —cos¢sini cosy
= rsingcos?y cos¢  —sin¢siny cos
reosy 7 sin ¢ cos Y 0 cos?
die Darstellung der kartesischen partiellen Ableitungen in Kugelkoordinaten
sin ¢ cos ¢sin v
0 = co8 31) O — Op — O,
CoS ¢ cos Y p— " " )
0y =sin¢cosy 0, + cos ¢ O0p — singsiny Oy, (A.1.2-D)
: 7 COS Y r
d, =siny d, + cosy Oy
T

Ergdnzung (Zylinderkooordinaten). AuBerhalb der z-Achse lassen sich Punkte im R3 ebenso durch Zy-
linderkoordinaten

T = 1rCoso, y = rsin ¢, z=2z (A.1.3-A)
beschreiben. Dies sind Polarkoordinaten der Ebene ergénzt um z und wir erhalten entsprechend
dx = cospdr — rsin ¢ do, dy = sin¢ dr + r cos ¢ do, dz (A.1.3-B)

als Beschreibung der Differentiale in der lokalen Basis bestehend aus dr, d¢ und dz. Entsprechend
ergibt sich die Darstellung der kartesischen partiellen Ableitungen

S0 0 9y = singd, +

r r

Oy = cos ¢ Oy — cos ¢

9y, 0. (A.1.3-C)

in Zylinderkoordinaten.

Ergdnzung (Bipolarkoordinaten). Weitere interessante Koordinatensysteme ergeben sich aus physika-
lischen Anwendungen. So bestimmen Feld- und Aquipotentiallinien zweier Ladungen mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen Bipolarkoordinaten der Ebene. Der Einfachheit halber wihlen wir die beiden
Zentren (Ladungen) in den Punkten (£1,0)", Feldlinien sind dabei Kreise durch die beiden Punkte
und Aquipotentiallinien sind durch die Bedingung

12 42
=1 +y = 2 = const, (A.1.4-A)
(z+1)? +y?
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A Anhang

also die Konstanz der Streckenverhéltnisse zu den Zentren, charakterisiert. Die Bedingung liefert wie-
derum Kreise (Kreis des Appollonius H), die Koordinatenlinien sehen also wie folgt aus:

Als Koordinaten eines Punktes P verwenden wir den Peripheriewinkel o € [0,27) der Kreisbogenseg-
mente zusammen mit dem Logarithmus der Streckenverhiltnisse zu den beiden Zentren 7 € R. Also
bestimmt ¢ den Kreisbogen

um [CO(; o’] mit Radius V14 cot?c =

fir o ¢ {m,0} und sonst die Linie y = 0 zwischen den Punkten beziehungsweise auflerhalb. Weiter

bestimmt 7 einem Kreis mit Mittelpunkt auf der z-Achse durch die Punkte (Z:—_‘__},O) und (2:1‘}, ),
also

1
[COth T} mit Radins  Veoth®7 — 1= ——— (A.1.4-C)

0 | sinh 7|

(A.1.4-B)

|sin o]

fiir 6 # % und sonst der Linie z = 0. Schnittpunkte beider Kreise erfiillen also
22 +y? —2ycoto — 1 =0, 22 +y* — 2z coth’ 7+ 1 = 0. (A.1.4-D)

Die beiden Bedingungen kann man nach  und y auflésen (und die Auflosung ist eindeutig, da man fiir
die ersten Kreise die beiden Halbbogen durch verschiedene o unterscheidet). Damit folgt

sinh 7 sino
= = A.1.4-E
v coshT —cosco’ Y coshT — coso ( )
Also gilt in diesen Koordinaten
de — 1 —coshTcoso dr — sinh 7 sin o do,
(cosh T — cos 0)? (cosh T — cos )2
. . (A.1.4-F)
sinh 7 sin o coshTcoso —1

dy=- - Pt
4 (coshT — cos )2 4 (cosh T — cos 0)?

2APOLLONIOS VON PERGE , ca. 265 v.u.Z. — ca. 190 v.u.Z.
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A.1 Koordinatensysteme

und wegen

1—coshrTcosoc —sinhrsing |
—sinh7sino  cosh7Tcoso —1 (A1.4-G)
B 1 1 —cosh7cosoc —sinh7sino
" (cosh7 —coscg)? | —sinh7sing  coshTcoso —1
damit auch
0 = (1 — coshTcoso) 0 —sinh7sino Oy,
(A.1.4-H)

0y = —sinh7sino d; + (coshTcoso — 1) 0,.

Erganzung. Koordinaten sind natiirlich nicht nur im gesamten Raum sondern auch auf Flichen sinn-
voll. Auf Kugeloberflichen ergeben Kugelkoordinaten mit festem Radius (mit Ausnahme der beiden
Pole) sinnvolle Koordinaten.

S

==

P
g .
—4
<
/

~ =
=

=

Es ist nicht sinnvoll, d,, 8, und 9, in diesen Koordinaten auszudriicken, Funktionen f : S? — R definiert
auf der Kugeloberfliche S? = {(x,y,2)" | 22 + y? 4+ 22 = 1} sind nur tangential zur Fliche sinnvoll
linear approximierbar, also ableitbar. Damit geniigen stets Linearkombinationen von d4 und 0y zur
Beschreibung erster Ableitungen. Dies werden wir uns im kommenden Semester genauer anschauen.
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