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Vorrede

Die Grundvorlesung der Analysis soll in mathematisches Denken einfiithren und dabei die
Grundlagen der Differential- und Integralrechnung vermitteln. Nach einer Einfiihrung
in mathematische Logik und Mengenlehre werden wir uns deswegen den Zahlen, insbe-
sondere den reellen Zahlen und den komplexen Zahlen, zuwenden und kennenlernen, wie
man damit Funktionen definiert und untersucht.

Zentrale Begriffe der Analysis sind dabei Grenzwerte und iiber Grenzwerte definier-
te mathematische Objekte. Viele davon sind aus der Schule bekannt oder werden aus
der Schule bekannt vorkommen. Wir werden trotzdem versuchen, mathematisch exakt
und mit mehr Tiefgang vorzugehen und (auch Thnen bekannt vorkommende Konzepte)
sauber und prézise zu definieren. Lassen Sie sich iiberraschen!
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1 Grundlagen aus Logik und
Mengenlehre

Zuerst miissen wir uns dariiber verstiandigen, wie wir uns miteinander versténdigen wol-
len. Das soll heiflen, wir miissen uns dariiber einigen, welche Bedeutung Begriffe haben
und wie wir mathematische Sachverhalte so formulieren, dass diese unmissverstéandlich
und klar sind. Wir schérfen also unsere Werkzeuge, bevor wir damit arbeiten.

1.1 Aussagenlogik

1.1.1. Mathematische Sachverhalte werden in Form von Aussagen formuliert. Eine Aus-
sage ist dabei ein sprachliches Gebilde, welchem auf eindeutige Weise einer der Wahr-
heitswerte wahr oder falsch zugeordnet werden kann.

Beispiele sind
e Fs gibt fiinf Primzahlen kleiner als 10. (falsch)
e Die Zahl 2 ist gerade. (wahr)

e Jede ungerade Zahl, die sich als Summe zweier gerader Zahlen schreiben ldsst, ist
eine Primzahl. (wahr)

Andererseits handelt es sich bei
e Diese Aussage ist falsch.
e Diese Aussage ist wahr.
o Wer das liest ist blau.
e Heute ist Montag.

nicht um Aussagen. Jede Zuordnung eines Wahrheitswertes ist hier problematisch. Die
erste fiithrt direkt zu einem Widerspruch in sich, die zweite erlaubt beide Wahrheitswerte
gleichermaflen. In der dritten spielt der Leser eine Rolle, in der vierten der Tag an dem
die Aussage gelesen[l] wird.

1.1.2. Im Weiteren wollen wir Aussagen verkniipfen und mit Aussagen rechnen. Aussa-
gen bezeichnen wir im Folgenden mit Kleinbuchstaben p, q,r, .. .. Desweiteren schreiben
wir kurz w und f fiir die Wahrheitswerte wahr und falsch.

Ergebnisse von Verkniipfungen von Aussagen / Operationen mit Aussagen hingen nur

In einer Vorlesung wird diese natiirlich zu einer Aussage, hier ist der Tag 'heute’ spezifiziert. Verwir-
rend?
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vom Wahrheitswert der beteiligten Aussagen ab, nicht von deren genauer Formulierung.
Wir diskutieren die wichtigsten kurz und vereinbaren Notationen dafiir.

Die Negation —p einer Aussage kehrt die Wahrheitswerte um. In Tabellenform aufge-
schrieben liest sich das als

PP
w| f (1.1.2-A)
f|w

Solche Wahrheitswerttabellen helfen, Verkniipfungen von Aussagen zu untersuchen und
auch zu entscheiden, ob zwei Formeln in Aussagenvariablen stets zu denselben Wahr-
heitswerten fiithren. Zwei solche Ausdriicke nennt man in der Aussagenlogik dann wer-
teverlaufsgleich und schreibt = zwischen die Formeln. So gilt fiir jede Aussage p

——p = p. (1.1.2-3)
Dies wird als Satz von der doppelten Verneinung bezeichnet.

Die Konjunktion p N q zweier Aussagen p und q ist wahr, wenn beide Aussagen wahr
sind. In Tabellenform festgelegt liest sich das

Pla|pPAgq

W W w

w| f f (1.1.2-C)
f |w f

f|f f

Die Aussage p A q wird als ‘p und q’ gelesen.

Die Disjunktion p V q zweier Aussagen p und q ist wahr, wenn mindestens eine der
beiden Aussagen wahr ist. In Tabellenform festgelegt liest sich das

q|PpVgq

(1.1.2-D)

- = 3 2T

- % 2 g

W
f
w
f

Die Aussage p V q wird als ‘p oder q’ gelesen.
Disjunktion und Konjunktion sind iiber eine Negation verbunden. Es gilt die Regel von
de Morganf]

~(p vV q) = (=p) A (—q). (11.2-E)
Auch dies rechnen wir durch eine Wahrheitstabelle nach. Das schrittweise Ausfiillen der
Tabelle liefert einen Beweis der Regel. Da in

Pl a|pVa ~(pVa|-p| gl (p) A (q)

w|w W f f f f

w | f w f f | w f (1.1.2-F)
f|lw w f w | f f

f|f f w w | W w

2AUGUSTUS DE MORGAN, 1806-1871



1.1 Aussagenlogik

die vierte und die letzte Spalte iibereinstimmen, sind die Ausdriicke wertverlaufsgleich.

Die Implikation p = q wird als ‘wenn p gilt, dann gilt q’ gelesen. Sie trifft keine
Aussage was passiert, wenn p nicht gilt und erscheint auf den ersten Blick unintuitiv.
Sie ist durch

P 4/ P—74qd
W | W W
w | f f (1.1.2-G)
f|lw W
f|f w
definiert. Auch hier gilt eine Identitét
P = q = qV p (1.1.2-H)
die wir durch eine Tabelle beweisen. Es gilt
P|d|P=—4q||P|qV P
W | w w f w
w|f f f f (1.1.2-1)
f|lw w w w
f | f w w w

Die Aquivalenz p <= q ist eine Kurzschreibweise fiir (p = q) A (@ = p).
Auch hier geben wir die Wahrheitswerttabelle an:

P|lq|p < 4q

W W W

w | f f (1.1.2-J)
flw f

f|f w

1.1.3. Eine aussagenlogische Formel, die bei jeder Belegung mit Wahrheitswerten zu
einer wahren Aussage wird, bezeichnet man als Tautologie. Beispiele von Tautologien
haben wir schon gesehen, wenn man obige = durch <= ersetzt, ergeben sich welche.
Tautologien sind also komplizierte Wege die Aussage w aufzuschreiben. Nichtsdestotrotz
sind Tautologien niitzlich.

Eine Erste ist das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten
pV —p (1.1.3-A)

welches besagt, dass eine Aussage oder ihre Negation wahr sein muss. Damit folgt das
Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch

(P A —p) (1.1.3-B)

welches besagt, dass eine Aussage nicht gleichzeitig mit ihrer Negation wahr sein kann.

1.1.4. Aussagen, die von Parametern abhéngen, die also erst beim Belegen einer Varia-
blen mit einem Wert zu einer Aussage werden, bezeichnet man als Aussageform. Eine
Aussageform p(x) wird also erst dadurch, dass man weifl was z ist, zu einer Aussage.
Mit Aussageformen kann man genauso rechnen wie mit Aussagen, die obige Notation
iibertragt sich also direkt.



1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

1.2 Mengen

1.2.1. In der Cantorschen Mengenlehrd’| sind Mengen Zusammenfassungen wohlunter-
schiedlicher Objekte zu einem Ganzenf_f] Dafiir haben sich Notationen eingebiirgert, die
wir zuerst einfithren wollen. Eine Menge kann durch Aufzdhlen der Objekte, ihrer Ele-
mente, angegeben werden. Dazu verwendet man die Mengenklammern { und } und
schreibt zum Beispiel

{M,e,n,g,l, h,r} (1.2.1-A)

fiir die Menge der Buchstaben des Wortes Mengenlehre. Dabei tritt jedes Element nur
einmal in der Menge auf (egal wie oft man es in der Notation in die Menge hinein-
schreibt). Die beiden Mengen {1} und {1, 1} haben also beide jeweils ein Element. Zwei
Mengen sind gleich wenn sie dieselben Elemente besitzen.

1.2.2. In der Mathematik kénnen Mengen beliebig’| viele Elemente besitzen. So werden
wir spéter die Menge der (rationalen oder reellen) Zahlen oder die Menge aller Funktio-
nen betrachten. Wir benétigen also Schreibweisen, die es erlauben, ohne das Aufzédhlen
aller Elemente eine Menge anzugeben.

Wir werden im Folgenden davon ausgehen, dass wir eine grofle Menge M gegeben haben
und angeben, wie wir aus dieser Menge weitere Mengen konstruieren konnen. Dies hilft,
sich in die Notation einzugewthnen, und vermeidet Widerspriiche, die sich aus einer zu
freiziigigen Nutzung der Mengennotation ergeben kénnen. Ist = ein Element der Menge
M, so schreibt man kurz

xe M. (1.2.2-A)

Ist N eine zweite Menge und gilt fiir jedes x
reN = zelM, (1.2.2-B)

so sagt man N ist eine Teilmenge von M und man schreibt N C M. Die Menge ohne
Elemente wird als leere Menge bezeichnet, in Symbolen schreibt man dafiir @.

Fiir eine Aussageform p(z), die fiir Elemente der Menge M definiert ist, kann man durch
{r e M|p(z)} (1.2.2-C)

die Teilmenge der Elemente = auswéhlen, fiir welche p(z) wahr ist. Auf diese Weise ent-
sprechen Aussageformen fiir Elemente einer Menge Teilmengen (und Teilmengen ebenso
Aussageformen). Operationen der Aussagenlogik ergeben Operationen fiir Mengen. Wir
fithren diese kurz ein.

1.2.3. Der Schnitt AN B zweier Mengen A und B ist definiert iiber

re€ANB <= xcANzxeEDB (1.2.3-A)

3GEORG CANTOR, 1845-1918

4Dieser wie eine Definition klingende Satz stammt von Cantor. Dass er problematisch ist, werden wir
noch sehen. Vorerst tun wir naiv so, als ob alles gut wiire und fiihren Notation ein. Fiir kleine (sprich
endliche) Mengen ist das auch kein Problem.

5Siehe vorherige Fufinote.
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und Vereinigung A U B entsprechend
reAUB <= z€ AV xe€B. (1.2.3-B)
Wir schreiben dies mit der oben gelernten Notation als Definitionen auf. Damit gilt
ANB:={z|ze€ A N x € B}, AUB:={z|z€ AV x € B}. (1.2.3-C)

Gilt AN B = @ fiir zwei Mengen A und B, so heiflen diese Mengen disjunkt. Neben
Vereinigung und Schnitt spielt auch die Differenzmenge

A\B:={z€A|-~(zxeB)}={ze€A|x¢ B} (1.2.3-D)
und das Komplement
A ={zeM|xg Ay =M\ A (1.2.3-E)
eine Rolle.

Zur bildhaften Illustration nutzt man Euler- Venn-Diagrammd?| Hier dargestellt fiir AU
B, ANBund A\ B.

Solche Diagramme helfen zum Veranschaulichen von Sachverhalten. Wenn die Diagram-
me allgemein genug sind (also alle Schnitte und Komplemente nicht leer sind), so kann
man damit auch in Bildern beweisen. Ein Beispiel dazu: In folgendem Diagramm

.
EVAN

ist die Formel
C\(ANB)=(C\A)U(C\B) = (C\(AUB))U((CNA\B)U((CNB)\A) (1.2.3-F)

SLEONHARD EULER, 1707-1783 ; JOHN VENN, 1834-1932.
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ablesbar. []

1.2.4. Tautologien der Aussagenlogik liefern direkt Rechenregeln fiir Mengenoperatio-
nen. So gilt fiir Teilmengen einer gegebenen Obermenge M

AUA® =M, ANA =2 (1.2.4-A)
und
AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(AnB)U(ANC). (1.24-B)
Die Regeln von de Morgan liefern Aussagen iiber Komplemente

(AUB)F = A°NB°, (ANB) = A°UB". (1.2.4-C)

1.3 Pradikatenlogik

1.3.1. Wir haben schon Variablen in Aussagen verwendet, wir wollen dies um eine
weitere Notation erweitern. Sei dazu p(x) eine Aussageform. Wir schreiben

Vo : p(z) (1.3.1-A)
fiir die Aussageform p(x) ist fir jede Belegung der Variablen x wahr und entsprechend
dz : p(x) (1.3.1-B)

fiir es existiert eine Variablenbelegung fir x, so dass p(x) wahr wird. Das Symbol V
bezeichnet man dabei als Allqguantor und 3 als Ezistenzquantor.

1.3.2. Analog zu den Wahrheitstabellen zum Festlegen der Symbole in der Aussagen-
logik, legt man diese Quantoren durch ihre Eigenschaften fest. Diese sind in der verall-
gemeinerten Regel von de Morgan

=V : p(z) = Jz : —p(x) (1.3.2-A)
und dem Verhalten in Bezug auf die logischen Operationen A und V
dz : p(z) V q(z) = (Fz :p(x)) vV (Fz:q(z)), (1.3.2-B)

Vo :p(z) A q(z) = (Vx:p(z)) A (Vx:qx)) (1.3.2-C)

gegen. Dariiberhinaus gelten die Implikationen
Vr:p(x) = Jz:p(z), (1.3.2-D)

—3Jz: p(x) = —Vz:p(z) (1.3.2-E)

"Es ist mitunter schwer sicherzustellen, dass Bilder allgemein genug sind um auch wirklich einen Be-
weis zu liefern. Da ist Aufschreiben in Formeln besser. Fiir Formeln der elementaren Mengenlehre
nutze man deshalb Beweise durch Aussagenlogik und fiir Formeln der Aussagenlogik Wahrheits-
werttabellen. Da kann man systematisch sicherstellen, wirklich alle Fille diskutiert zu haben.

12



1.3 Préadikatenlogik

und
Vo :p(x) A qx) = Vo :p(zx), (1.3.2-F)

dz: p(zr) = Jz:px) V q(z). (1.3.2-G)

Bei jedem Paar von Regeln entsteht die zweite aus der ersten durch geeignetes Anwenden
von de Morgan und umgekehrt.

1.3.3. Das mag nach einem komplizierten Formalismus aussehen, der einfache Din-
ge komplizierter beim Aufschreiben macht. Dem ist nicht so; es ist sogar umgekehrt.
Durch formales Aufschreiben prézisiert man Dinge, die umgangssprachlich missverstan-
den werden kénnen.

Dariiberhinaus sind Variablen durchaus vielfiltig. So verstehen wir in p(z) p als Aussa-
geform und z als Variable; verstehen wir jedoch p(x) als eine ‘Formel’ in der Variablen
x, so kann man auch iiber alle ‘Formeln’ Aussagen treffen. Ein Beispiel wére

Vp :Vz:p(z) V —p(z) (13.3-A)
oder jede andere Tautologie der Aussagenlogik, wie zum Beispiel

Vp:Vq:—(p V q) <= (=p) A (—q). (1.3.3-B)

1.3.4. Wir werden im Weiteren zwei Abkiirzungsschreibweisen verwenden, die entspre-
chend den Vereinbarungen der Mengenlehre davon ausgehen, dass Variablen aus gewis-
sen Grundbereichen stammen sollten. Sei dazu M eine Menge. Wir schreiben

dpem  P() = dr:xeM A p(x) (1.3.4-A)

und
Veent P(2) = Ve:(re M = p(x)). (1.3.4-B)

Dariiberhinaus vereinbaren wir, dass wir nach einem Quantor auch mehrere Variablen
schreiben diirfen. Das dient aber wirklich nur der Verkiirzung der Schreibweise.

Ergdnzung. Verkniipft man Quantoren wiederum mit Mengen, so kann man zwei weitere Formen von
Schnitten und Vereinigung definieren. Sei J eine beliebige Menge und sei A; fiir jedes j € J eine Menge.
Dann bezeichnen wir mit

m Aj = {.’17 | Vjej x e AJ} (134-(:)
jed

den Schnitt aller A; und mit
U4 ={z13es zc4;} (1.3.4-D)
jeJ

die Vereinigung. Es wiederum als Folgerung der Regeln von de Morgan

(ﬂ@):Umy. (1.3.4-E)

jeJ jeJ

13



1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

1.4 Zur Struktur mathematischer Satze

1.4.1. Die Mathematik besteht aus zunehmend komplexer werdenden wahren Aussagen
und ihrer zugrundeliegenden logischen Struktur. Wir haben bisher Sprechweisen verein-
bart und wir werden uns an die Verwendung der zugrundeliegenden Symbolik mit der
Zeit gewohnen. Im Weiteren werden wir préaziser werden. Dazu dienen zuallererst Defi-
nittonen, diese fixieren mathematische Begriffe und legen diese im Rahmen der schon
bekannten (sprich definierten) mathematischen Objekte fest.ﬁ

Zur Sammlung wichtiger wahrer Aussagen {iber solche definierten Objekte dienen Sdtze
(Theoreme). Dabei diirfen wir Sétze nicht einfach glauben, wir miissen ihre Wahrheit
zweifelsfrei nachweisen. Dies geschieht in der Mathematik durch Beweise. Im Rahmen
der Beweise werden wir auf Hilfsaussagen (Lemmata) treffen, oft beweist man diese sepa-
rat vorher. Mitunter liefern Beweise in speziellen Féllen mehr als das im Satz formulierte
und wir fassen solche Aussagen zu Folgerungen (Korollare) zusammen.

1.4.2. Mathematische Satze konnen verschiedene Strukturen haben.

Existenzaussagen sind Sétze der formalen Struktur

Jerr p(2) (1.4.2-A)

Um diese zu beweisen, geniigt es ein Beispiel eines solchen x anzugeben. Das mag
einfach klingen, aber wenn ein Beispiel offensichtlich ist, ist diese Aussage die
Bezeichnung Satz nicht wirklich wert. Mitunter muss man hart arbeiten, um ein
solches x zu konstruieren. In einigen Féllen beweist man die Existenz eines solchen
x ohne es explizit konstruieren zu kénnen.

Allausagen sind (wegen de Morgan) negierte Existenzaussagen. Diese haben die Form

Vaeem p(x) (dh “Jiem ﬁp([L’)) (1.4.2-3)

und zum Beweis geniigt diesmal nicht die Angabe eines Beispiels. Es ist wirklich fiir
jedes = nachzuweisen, dass p(z) wahr ist. Oft hilft hier auch eine Fallunterschei-
dung. Um zu zeigen, dass eine Allaussage falsch ist, geniigt umgekehrt natiirlich
ein Gegenbeispiel.

Implikationen sind Séitze der formalen Struktur
p = q (1.4.2-C)
oder auch oft mit entsprechenden Variablen
Veen p(z) = q(2). (1.4.2-D)

Zum Beweis solcher Sitze geben wir eine Folge von bekannten Sétzen an, die
Schrittweise von p zu q fithren. So ein Beweis heif3t direkter Beweis.

8Wenn wir durch Gleichungen oder aussagenlogische Aquivalenzen definieren, werden wir im Weiteren
die Symbole := und :<= verwenden. Nachdem wir eine Definition zur Kenntnis genommen (und
gelernt) haben, entspricht jede Formel mit := natiirlich einer wahren Aussage mit =.

14



1.4 Zur Struktur mathematischer Satze

Aquivalenzaussagen sind von der Form
p < q (1.4.2-E)

und bestehen aus zwei Implikationen, ndmlich p = q und q = p. Hier
sind also zwei direkte Beweise (fiir jede Richtung einer) zu fithren. Mitunter kann
man das abkiirzen und Aquivalenzaussagen aus anderen Aquivalenzaussagen zu-
sammensetzen. Die Aquivalenz von drei oder mehr Aussagen wird mitunter auch
in Form der Schlusskette

P1 — Do, P2 — DPs, Pn-1 = Pn, Prn = P1 (1-4-2'F)
gezeigt.

Kontraposition Der Satz p = q ist, das haben wir in der Aussagenlogik nachge-
rechnet, dquivalent zu
-q = —p (1.4.2-G)

und kann damit auch in dieser Form aufgeschrieben und bewiesen werden. Nutzt
man dies zum Beweis, so spricht man von einem Beweis durch Kontraposition.
Dies ist eine spezielle Form des direkten Beweises.

Indirekte Beweise sind dhnlich zu Beweisen durch Kontraposition, hier wird p = q
umgeformt zu =(p A —q) und man zeigt dies, indem man aus den Annahmen p
und —q einen Widerspruch herleitet, also

(P A—q = a) A (p A—q = —a) (1.4.2-H)

beweist. Wir werden dies in Beispielen sehen. Oft verwendet man das Symbol 4
fiir einen Widerspruch, zeigt also

pA—q= ;. (1.4.21)
Das ist natiirlich nur rein symbolisch gemeint, 4 ist keine Aussage...

Ergdanzung. Die Aussagenlogik erklirt, wie man Aussagen zu neuen Aussagen verkniipfen kann. Fiir
sich genommen liefert sie keine Notation zum Aufschreiben von Beweisen. Auch das kann man forma-
lisieren, man notiert wahre (gegebene oder schon bewiesene) Aussagen und wendet Schlussregeln zum
schlieflen neuer wahrer Aussagen an. Formal schreibt man dazu gegebene wahre Aussagen oberhalb
eines Folgerungsstrichs und die gefolgerte Aussage darunter. Die wichtigsten Schlussregeln schreiben
sich damit wie folgt:

P P P —4q

A
q II; q g\/q p = q P = —q (142-J)
PAQq q Y

Die erste verkniipft zwei wahre Aussagen mit einem A, wihrend die zweite aus einer wahren A-
Verkniipfung eine der wahren Aussagen herausliest. Die dritte Schlussregel ergéinzt eine wahre Aussage
mit einer weiteren beliebigen Aussage durch ein V. All dies erklirt die Notation A und V, was wir aber
auch schon vorher durch Wahrheitswerttabellen getan haben.

Die vierte Schlussregel ist der Modus ponens und impliziert aus einer wahren Aussage p und der als wahr
bekannten Folgerung p = q die damit ebenso wahre Aussage q. Sie ist die am h&ufigsten verwendete
Regel in Beweisen. Die letzte angegebene Schlussregel ist das Prinzip des indirekten Beweises oder auch
die Reductio ad absurdum. Wenn aus p sowohl q als auch —q folgt, so muss p falsch sein.

Wir werden Beweise nicht so aufschreiben, sondern in Beweisen die genutzten wahren Aussagen und
die verwendeten Schliisse auflisten. In Textform ist dies lesbarer, auch wenn die logische Struktur in
Beweisdiagrammen sicher transparenter wiére.
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1.5 Axiome der naturlichen Zahlen

1.5.1. Wir alle wissen, was Zahlen sind (bzw. sein sollen). Um jedoch sicher sein zu
kénnen, was wir in Beweisen verwenden diirfen, fithren wir die natiirlichen Zahlen durch
Axiome ein. Unter Axiomen verstehen wir dabei Aussagen, die wir ohne sie weiter zu
hinterfragen als wahr annehmen. Diese sind im Rahmen der Mathematik nicht beweis-
bar, nur aus allgemeineren Axiomen herleitbar.

Das nachfolgende Axiomsystem der natiirlichen Zahlen N geht auf Peand?] zuriick.

P1 Es gibt eine natiirliche Zahl 1 € N.

P2 Jede natiirliche Zahl n € N besitzt einen eindeutig bestimmten Nachfolger NF(n) €
N.

P3 Fiir jede natiirliche Zahl n gilt NF(n) # 1.
P4 Wenn zwei natiirliche Zahlen denselben Nachfolger besitzen, so stimmen sie {iberein.

P5 Sei p(z) eine Aussageform iiber natiirliche Zahlen. Gilt dann

p(1) (1.5.1-A)
und
Vnen  P(n) = p(NF(n)), (15.1-B)
so gilt
Vnen  P(n). (1.5.1-C)

Das Axiom P5 wird als Induktionsaxiom bezeichnet und spielt eine wichtige Rolle fiir
Beweise im Bereich der natiirlichen Zahlen. Es wird uns zum Induktionsbeweis fithren.

Die natiirlichen Zahlen sind also bestimmt als Menge N zusammen mit einem besonderen
Element 1 € N und einer Funktion NF die jeder natiirlichen Zahl ihren Nachfolger
zuordnet. Allgemein sprechen wir von einer Funktion f : M; — M, von einer Menge
M in eine Menge M, wenn f jedem Element (Urbild) x € M, ein eindeutig bestimmtes
Element (Bild) f(z) € My zuordnet. Wir schreiben fiir so eine Zuordnung auch z
f ().

Die Nachfolgerabbildung hat nach P4 eine Zusatzeigenschaft. Keine zwei verschiedenen

Urbilder werden auf dasselbe Bild abgebildet. Eine solche Funktion bezeichnet man als
injektiv. Ist jedes Element auch ein Bild der Funktion, so heifit die Funktion surjektiv.

Erganzung. Funktionen und deren Eigenschaften kann man sich bildhaft veranschaulichen. Wieder-
um liefern Bilder keine Beweise, allerdings Ideen wie man Beweise aufschreiben sollte. Wir zeichnen
Elemente als Punkte in die Mengen ein und zeichnen Pfeile zwischen um die Zuordnungsvorschrift
anzugeben. Das konnte zum Beispiel so aussehen:

9GIUSEPPE PEANO, 1858-1932

16



1.5 Axiome der natiirlichen Zahlen

Es handelt sich um eine Funktion, da von jedem Element des Definitionsbereichs genau ein Pfeil startet.
Die skizzierte Funktion ist nicht injektiv (da mehrere Pfeile auf das gleiche Element zeigen) und ebenso
nicht surjektiv (da nicht jedes Element der Zielmenge von einem Pfeil erreicht wird). Gibt es zu jedem
Element der zweiten Menge genau einen Pfeil, ist die Funktion also injektiv und surjektiv,

so kann man alle Pfeile umkehren und erhilt entsprechend die Umkehrfunktion oder inverse Funktion.
Fiihrt man beide hintereinander aus, verbindet also die Pfeile entsprechend weiter,

so ergibt sich die Identitét. Jedes Element von M; wird sich selbst zugeordnet. Funktionen, die sowohl
injektiv als auch surjektiv sind, werden als bijektiv bezeichnet.

1.5.2. Die Axiome sind unabhéngig. Um das zu sehen geben wir (bildhaft) Modelle fiir
alternative natiirliche Zahlen (ohne eines der Axiome) an.

e Ohne P1 kann N = @ gelten und trotzdem sind P2 bis P5 erfiillt.

17
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e Ohne P2 kann es eine ’letzte’ natiirliche Zahl geben

® ——0——0——0——0——0 @ Q———@ (1_5_2-A)

oder es kann uns passieren, dass sich die Zahlen 'verzweigen’

@ >

o} > (1.5.2—3)

e Axiom P3 verhindert, dass man mit der Nachfolgerabbildung im Kreis lauft

(1.5.2-C)

e Axiom P4 verhindert Verzweigungen der Form

(1.5.2-D)

e Axiom P5 sichert, dass man jede natiirliche Zahl in endlich vielen Schritten erreicht

— o o o o o o 0 > (1.5.2-E)

Erganzung. Die Axiome bestimmen die natiirlichen Zahlen. Dazu nehmen wir an, es gibt zwei Modelle
der Axiome P1 bis P5 beschrieben durch Mengen N und N, ausgezeichnete Elemente 1 und 1’ und
Nachfolgerzuordnungen NF und NF’. Dann kann man auf eindeutige Weise eine Zuordnung N — N’
konstruieren, die

11 (1.5.2-F)

und
Von? n—n' = NF(n)— NF(n) (1.5.2-G)

erfiillt und dabei sowohl injektiv als auch surjektiv ist. Dies beweisen wir jetzt: Wir definieren die
Zuordnung elementweise. Zuerst definieren wir 1 — 1’. Wenn wir schon eine Zuordnung a — b festgelegt
haben, so definieren wir NF(a) — NF(b). Da nach P4 jede Zahl nur hichstens einmal als Nachfolger
auftreten kann, ist fiir jede Zahl damit hochstens ein Bild zugeordnet. Wir zeigen zuerst, dass es sich
um eine Funktion handelt. Dazu nutzen wir P5. Ist p(x) die Aussageform ’fiir € N ist eine Zuordnung

18



1.6 Rekursive Definitionen und Beweise durch Induktion

definiert’, so gilt p(1) und ebenso impliziert p(n) stets p(NF(n)). Also gilt nach dem Induktionsaxiom
p(n) fiir jedes n € N.

Die Zuordnung ist surjektiv. Dazu miissen wir zeigen, dass jedes Element von N’ als Bild auftritt. Auch
dazu nutzen wir P5, wenn q(x) die Aussageform ’das Element « € N’ wird bei der Zuordnung einem
Element aus N zugeordnet’ bezeichnet, so gilt q(1’) und ebenso impliziert nach Konstruktion q(n’)
stets q(NF(n')). Also gilt q(n’) fiir jedes n’ € N'. Wiederum aus P3 und P4 folgt, dass die Zuordnung
injektiv ist.

1.5.3. Im Weiteren tun wir so, als ob wir schon Addition + und Multiplikation - auf
den natiirlichen Zahlen definiert hétten. Wer es genauer wissen will, darf gern spéter
als Ubung diese (dann rekursiven) Definitionen nachvollziehen. Fiir das Rechnen mit
natiirlichen Zahlen gelten also insbesondere

Kommutativgesetz der Addition

Vim.neN m+n=n+m (15.3-A)

Assoziativgesetz der Addition

vk:,m,nEN k+ (m + TL) = (kf + m) +n (1.5.3—B)

Kommutativgesetz der Multiplikation

Vin.neN m-n=mn-m (1.5.3-C)

Assoziativgesetz der Multiplikation

Vik,mneN k-(m-n)=(k-m)-n (15.3-D)
Neutralitdt der Eins
Vimen 1-m=m (1.5.3-E)
Distributivgesetz
Vi, m,neN kE-(m+n)=k-m+k-n (1.5.3-F)

und wie in der Mathematik iiblich werden wir - als Operationszeichen weglassen (solange
das nicht zu Irritationen fithren kann).

1.6 Rekursive Definitionen und Beweise durch Induktion

1.6.1. Rekursive Definitionen nutzen explizit das Induktionsaxiom, um fiir jede
natiirliche Zahl n ein A, zu definieren. Abstrakt geht man dabei wie folgt vor: Zu-
erst definiert man einen Startwert A; und danach fixiert man A, ; jeweils durch schon
bekannte A; bis A,. Wir wollen das nicht abstrakt formulieren, sondern an einigen
Beispielen genauer anschauen.
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1.6.2 Definition (Fakultat und Binomialkoeffizient). Fiirn € N definieren wir n! rekursiv
durch
ol:=1, 11:=1, (n+1)!:=(n+1)- nl. (1.6.2-A)

Weiter definieren wir
o (1.6.2-B)
k) El(n—Ek)

Fakultat und Binomialkoeffizienten treten im Zusammenhang mit kombinatorischen Fra-
gestellungen auf. So ist n! die Anzahl der Moglichkeiten, n Objekte der Reihe nach anzu-
ordnen. Der Binomialkoeffizient (Z) beschreibt die Anzahl der Moglichkeiten, £ Objekte

aus n gegebenen Auszuwéhlen.

1.6.3 Lemma (Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten). Fiir allen € N und 1 < k <

n, k € N gilt
(k‘ ﬁ 1) + (Z) - (nz 1>' (1.6.3-A)

Beweis. Die Aussage folgt direkt durch Bruchrechnen. Bringt man die linke Seite auf
einen Hauptnenner, so ergibt sich

(k:ﬁl) * (Z) e 1)!(Z!+ =i k;!(nni B!

nlk N nlln+1-%k)  (n+1)!
Eln+1—k)!  Kn+1-FkK! kn+1-k)
und damit die Behauptung. ]

(1.6.3-B)

Ergdnzung. Damit kann man Binomialkoeffizienten in Form des Pascalschen Dreieck anordnen und
auch rekursiv berechnen. Wir geben die ersten Zeilen,

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1 (1.6.3-C)
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

die Rekursionsformel liefert, dass jeder Eintrag die Summe der beiden dariiberliegenden Eintrége ist.

1.6.4 Definition (Summen- und Produktzeichen). Seien ay, fir k € N gegebene Zahle.
Dann definieren wir Y, _, ay rekursiv durch

n+1

1 n
Z ap = ay, Z ay = (Z ak> + A1 (1.6.4—A)
k=1 k=1 k=1

und [[,_, ax durch

1 n+1 n
Hak = ay, H ap = <H ak> Sl (1.6.4-B)
k=1 k=1 k=1

OBLAISE PASCAL, 1623-1662
" Oder wofiir auch immer + und/oder - eine sinnvolle Operation ist....
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1.6 Rekursive Definitionen und Beweise durch Induktion

<  Erganzung. Wir vereinbaren fiir spiter, dass wir beim kommutativen Addieren und Multiplizieren auch
Indexmengen verwenden konnen. Sei dazu J eine endliche Menge und fiir jedes j € J sei a; eine Zahl.

Dann definieren wir
Zaj’ H aj (1.6.4-C)
= jeJ
analog. Hier ist es sogar schlauer mit der leeren Menge zu starten und
aj=0,  J]a=1 (1.6.4-D)
jeo jew

zu definieren. Warum? Die Rekursion besteht dann im Hinzufiigen von weiteren Elementen zur Index-
menge. Die Reihenfolge ist dabei egal, weil wir ja Kommutativitdt vorausgesetzt haben. Es gilt dann
insbesondere

Z a; = (Z aj) + (Z aj) s H a; = (H &j) . (H a]‘) (164—E)
jeJiUJ2 je1L jEJ2 jeJ1Ud2 VISDA jEJ2

fiir disjunkte Vereinigungen J; U J, der Indexmengen J; und Js.

1.6.5. Aussagen iiber rekursiv definierte Dinge beweist man durch vollsténdige Induk-
tion. Dabei geht man wie folgt vor: In einem ersten Schritt (dem Induktionsanfang)
zeigt man die Aussage fiir den Startwert (in der Regel fiir n = 1). In einem zweiten
Schritt (dem Induktionsschritt) beweist man, dass aus der Giiltigkeit der Aussage fiir
die Zahl n (oder fiir alle Zahlen bis zu n) die Aussage fiir n+ 1 folgt. Damit kann das In-
duktionsaxiom angewandt werden und die Aussage folgt fiir alle (weiteren) natiirlichen
Zahlen.

Auch dazu Beispiele.
R 1.6.6 Beispiel. Fiir alle n € N gilt

3

> k= @ (1.6.6-A)

ol

Beweis. Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt Zizl k=1= % Induktionsschritt: Ange-
nommen, wir haben die Aussage schon fiir die Zahl n gezeigt. Dann gilt fiir n + 1

nZk: ( Y l{:)—i—(n—kl):@vL(nle)

nn+1)+2n+2 n*+3n+2 (n+1)(n+2)

2 2 2

und mit dem Induktionsaxiom folgt die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n € N. [

(1.6.6-B)

15" 1.6.7 Proposition (Rechenregeln fiir Summenzeichen).

n n—+l
Zak = Z Ay (1.6.7-A)
k=1 k=1+1

n+1 n n+1
> ar= ( ak) +ans = a1+ Y ay (1.6.7-B)
k=1 1 k=2

k=
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Z ap | + Z b, | = Z Cbk + bk) (1.6.7-C)

k=1

n

Zak Zbl = ZZakbl = ZZakbl (1.6.7—D)

k=1 =1 k=1 l=1 =1 k=1

1.6.8 Beispiel (geometrische Summenformel).

n

(a—0)) a*v"* =amt -t (1.6.8-A)

k=0

Beweis. Wir wenden die Rechenregeln fiir Summenzeichen direkt an. Es gilt

a _ b Zakbn k Z&k-i-lbn k Zakbn k+1
n+1

— 2 &kbn k+1 § akbn k+1 _ at +1 bn—i—l

da die beiden letzten Summen bis auf den jeweils letzten bzw. ersten Summanden
iibereinstimmen. O]

(1.6.8-B)

1.6.9 Proposition (Rechenregeln fiir Produktzeichen).

n—+l

Hak = H A (1.6.9—A)

k=141

n+1 n+1

H ay = H ay | any1 = ay H ay (1.6.9-B)
H Qg H bk = H G,kbk> (1.6.9—C)
k=1 k=1

Erganzung. Rekursiv definieren sollten wir natiirlich vorher, wie man natiirliche Zahlen addiert und
multipliziert. In den Peanoaxiomen festgelegt ist fiir jede natiirliche Zahl n ihr Nachfolger NF(n).
Damit kann man rekursiv definieren, was man unter der Summe n + m versteht. Wir fithren dies aus
und fordern dazu fiir alle » und alle m

n+1:=NF(n), n+ NF(m) := NF(n +m). (1.6.9-D)

Damit ist fiir alle n, m € N die Summe n+m definiert. Dabei gilt das Kommutativgesetz n+m = m+n
sowie das Assoziativgesetz. Beide beweist man durch Induktion (Ubung, versuchen Sie sich daran!).

Wir definieren noch die Multiplikation, indem wir
1-n:=mn, NF(m) -n:=m-n+n (1.6.9-E)

fordern. Damit ist rekursiv wieder m - n fiir alle natiirlichen Zahlen m,n € N definiert und es blei-
ben die Rechenregeln nachzuvollziehen. Es gilt das Kommutativgesetz m - n = n - m, das zugehorige
Assoziativgesetz und das Distributivgesetz. All dies beweist man wiederum per Induktion.
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15 1.6.10 Satz (Binomischer Lehrsatz).

(a+0b)" = (Z) ak ok (1.6.10-A)
k=0

Beweis. Wir zeigen dies per Induktion {iber n. Fiir n = 1 entspricht die zu zeigende
Formel gerade (a + b)! = a + b. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die zu
zeigende Formel fiir ein n gilt und schliefen

"k
b n+1 — b b n __ b kbn—k
(a+b) (a+b)(a+b)" = (a+ );(n)a
_ ~ (n k+lin—k ~ (n kpn—k+1
= Z (k)a b + Z ( a”b
k=0 k=0
n+1 n n n
=y (k 1) a" b Y (k) akpr i (1.6.10-B)
k=1 - k=0
— gt + Z (( n > + (n)> aFpr—kt+1 + prtl
p k—1 k

n+1
(o
k
k=0

o

unter Ausnutzung der Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten. O

1.7 Aquivalenzrelationen und -klassen

Relationen beschreiben Beziehungen zwischen Elementen zweier Mengen. Wir definieren
dies zuerst allgemein und sehen dann, wie wir es in speziellen Féllen anwenden kénnen.

#  1.7.1 Definition. (i) Seien My und M, zwei Mengen. Fiir a € My und b € My be-

(ii)

zeichnen wir mit (a,b) das geordnete Paar bestehend aus a und b. Dabei verein-
baren wir, dass zwei geordnete Paare (ay,by) und (ag,by) genau dann als gleich
gelten sollen, wenn a; = ay und by = by gilt.

Weiter sei das kartesische Produkt
M x My = {((l,b) | aeM; N be Mz} (1.7.1-A)

die Menge der geordneten Paare (a,b) mit a € My und b € M.

Fine Relation R auf einer Menge M st eine Teilmenge R C M x M. Zur Ver-
einfachung schreiben wir dabei aRb statt (a,b) € R.

Verallgemeinerung: Eine Relation zwischen Mengen My und M,y ist entsprechend
eine Teilmenge von My x M.
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Ergdnzung. Auch Funktionen f : M; — M kann man als spezielle Relationen auffassen. Versteht man
dabei a in Relation zu b, falls b = f(a) gilt, schreibt also

(a,b) € Ry = b= f(a) (1.7.1-B)
so ist Ry C M; x My eine Relation. Diese erfiillt zwei Zusatzeigenschaften. Es gilt
(a,b1) € Ry A (a,b2) € Ry = by = by (1.7.1-C)
(man sagt auch Ry sei rechtseindeutig) und
Vaem, Iber, (a,b) € Ry (1.7.1-D)
(und man sagt, Ry sei linkstotal). Als Menge selbst entspricht dabei Ry dem Graphen der Funktion f.

1.7.2 Definition. Eine Relation R auf einer Menge M heifit Aquivalenzrelation, falls
sie die dreir Eigenschaften

Reflexivitat

VaeMm aRa (1.7.2-A)
Symmetrie
Va,beM aRb <— bRa (1.7.2-3)
Transitivitat
VabceM aRb AN bRe = aRec (1.7.2-C)
erfillt.
Oft bezeichnet man Aquivalenzrelationen mit Symbolen ~, =, ~ oder Ahnlichem. Sug-

gestive Notationen helfen, sich Eigenschaften besser merken zu koénnen.

1.7.3 Beispiel. Sei f : M; — M, eine Funktion. Dann bestimmt
ap ~ Qs O f(al) = f(CL2> (1.7.3—A>

eine Aquivalenzrelation auf Mj.

1.7.4 Satz. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Bezeichne zu a € M
la]l.:={be M |a~b} (1.7.4-A)
seine Aquivalenzklasse. Dann gilt a € [a]. und
[a1]~ N]ag]e # @ <= a3 ~ as. (1.7.4-B)

Da dariberhinaus jedes Element von M zu einer Aquivalenzklasse gehort, bestimmt die
Menge aller Aquivalenzklassen

M/. :={la]~ |a e M} (1.7.4-C)

eine Zerlegung der Menge M in paarweise disjunkte Teile. Umgekehrt bestimmt jede
Zerlequng der Menge M in paarweise disjunkte Teilmengen eine Aquivalenzrelation auf

M.
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Beweis. Zuerst bemerken wir, dass aufgrund der Reflexivitét a € [a]. gilt.

Wenn a; ~ ay gilt, so folgt as € [a1]. und damit as € [a1]~ N [az]. und der Schnitt ist
nicht leer.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, dass [a;]. N [as]~ # @ gilt. Sei dann b € [ay]. N
[as]~. Dann gilt a; ~ b und as ~ b. Also folgt auch b ~ ay (Symmetrie) und damit
aj ~ ay (Transitivitét). O

Ergé'i'nzung. Ist f: My — M> eine Funktion und ~ die in Beispiel definierte Relation. Dann sind
die Aquivalenzklassen
[al~ ={a" € M1 | f(a) = f(a')} € M (1.7.4-D)

gerade so definiert, dass f auf diesen Mengen konstant ist. Die Funktion f bestimmt also insbesondere
eine wohldefinierte Abbildung
Ml/,\, = [a]N = f(a) € M, (174—E)

auf der Menge der Aquivalenzklassen.

Die Relation ~ wird mitunter als Kern der Funktion f bezeichnet, die zugeordnete Funktion My /. —
M als induzierte Abbildung. Nach Konstruktion ist diese stets injektiv.

1.7.5 Beispiel. Als Anwendung des Begriffs der Aquivalenzrelation konstruieren wir
ausgehend von den natiirlichen Zahlen N die ganzen und die rationalen Zahlen.

Auf der Menge der Paare N x N definieren wir die Aquivalenzrelation
(nl, ml) ~7 (7’L2, mg) <= Ny + Mo = No + My (1.7.5—A)

und bezeichnen Z := (N x N)/_,. Deﬁnier man nun auf den Aquivalenzklassen Re-
chenoperationen

[(n1,m1)] + [(n2, m2)] == [(n1 + n2, M1 + m2)] (175-B)
[(n1,m1)] — [(n2, m2)] := [(n1 + ma, my + n2)] -
und
[(nl, ml)] . [(77/2, mg)] = [(m cNg +myq - Mo, Ny - Mo + no - m1>], (1.7.5—C)
so ergibt sich ein Modell der bekannten ganzen Zahlen. Dabei setzen wir 0 := [(1,1)] =

{(n,n) | n € N} und identifizieren [(n+1, 1)] mit der natiirlichen Zahl n. Wir werden im
Folgenden nicht mehr zwischen dem Paar (n,m) und seine Aquivalenzklasse n —m :=
[(n,m)]~, unterscheiden. Wir erhalten damit die ganzen Zahlen

Z=A...,-3,-2,-1}u{0}uU{1,2,3,...} (1.7.5-D)

als Erweiterung der natiirlichen Zahlen N mit den zusétzlichen (neuen) Elementen 0
und —n =0 —n fir n € N.

Ergdnzung. Die Konstruktion der ganzen Zahlen aus den natiirlichen hat zwei wichtige Probleme gelost.
Wir haben die Null 0 hinzugefiigt und (was historisch viel frither geschah) wir haben es geschafft alle
Gleichungen der Form m + z = n zu 16sen, egal ob dabei nun n > m oder n < m gilt.

Was wir dabei erhalten haben, ist algebraisch gesehen ein Ring. Die Operationen + : Z x Z — Z und
-1 Z x Z — Z erfilllen dabei

12Man muss natiirlich zeigen, dass diese Operationen wohldefiniert sind, das Ergebnis der Rechenope-
ration also wirklich von der Aquivalenzklasse und nicht von den gewéihlten Reprisentanten abhingt.
Dem ist so, was als Ubung zum Nachrechnen verbleibt.
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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

Gruppeneigenschaften der Addition
Vimez k+m=m+k

Vi m.nez kE+(m+n)=(k+m)+n
Viez k+0=%k

ViezImez E+m=0

Eigenschaften der Multiplikation
vk,mEZ k-m=m-k

Vk,nL,neZ k- (m : n) = (k . m) 'n

Vier k-l=k

Distributivgesetz
Vi m.nez k-(m4+n)=k-m+k-n

(1.7.5-E)
(1.7.5-F)
(1.7.5-G)
(1.7.5-H)

(1.7.5-1)
(1.7.5-J)
(1.7.5-K)

(1.7.5-L)

Was in Z nicht immer gelost werden kann, sind Gleichungen der Form ma = n fiir beliebige m,n € Z,
m # 0. Will man auch diese Gleichungen 16sen, so benttigt man als algebraische Struktur einen Koérper.

1.7.6 Definition. FEine Menge K zusammen mit zwei Rechenoperationen + : KxK — K
und - : K x K — K heifst Korper, falls es zwei ausgezeichnete Elemente 0,1 € K mit

Gruppeneigenschaften der Addition
Visck THSs=5+T

Vestek T+ (s+t)=(r+s)+t

Viek 7+0=71

Viekdsexk 7+5=0

Eigenschaften der Multiplikation
Visck T:-8=8-T
Vestek T-(s-t)=(r-s)-t
Veek T-1=1
Veex\{0}Jsex T8 =1

Distributivgesetz
Vistek T-(s+t)=r-s+r-t

qibt.

1.7.7 Beispiel. Auf der Menge Z x N betrachten wir die Aquivalenzrelation

(plvch) ~Q (p27QQ) = P1G2 = P2q1
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(1.7.6-A)

(1.7.6-B)
(1.7.6-C)

(1.7.6-D)

(1.7.6-E)

(1.7.6-F)
(1.7.6-G)

(1.7.6-H)

(1.7.6-1)

(1.7.7-A)



1.8 Ordnungsrelationen

und definieren Q = (Z x N)/ . Die Konstruktion ist so gewihlt, dass man Z vermittels
Z 3> p v [(p,1)]~, € Q einbetten kann, sich dabei die Rechenoperationen iibertragen
und durch

[(p1, )] + [(P2, 22)] == [(P1G2 + P21, 0142)]

[(pr, @)] - [(p2, 42)] := [(P1p2, q102)] (17.7-8)

wohldefiniert auf die Aquivalenzklassen von Q fortsetzen lassen Damit wird Q zu
einem Korper, dem Korper der rationalen Zahlen.

Wir werden im Weiteren natiirlich nicht mehr zwischen dem Paar (p,q) und seiner
Aquivalenzklasse 2 := [(p, ¢)]~, unterscheiden.

1.8 Ordnungsrelationen

1.8.1 Definition. Eine Relation R auf einer Menge M heifst Halbordnung, falls sie die
drei Figenschaften

Reflexivitat

Vaem aRa (1.8.1-A)
Antisymmetrie
VapeM aRb AN bRa = a=0b (1.8.1-B)
Transitivitat
Vab.ceM aRb AN bRc = aRc (1.8.1-C)
erfillt. Gilt dariberhinaus
Totalitat
VabeM aRb VvV  bRa (1.8.1-D)

so spricht man von einer Ordnungsrelation oder Totalordnung.

Fiir Ordnungsrelationen verwendet man Symbole <, C, < etc. Fiir die 'umgekehrte’
Ordnung dreht man dann passenderweise das Symbol, a =2 b <= b < a.

1.8.2 Beispiele. (i) Typische Beispiele fiir Ordnungsrelationen sind < auf Z und Q.
Der Vollstiandigkeit halber definieren wir diese kurz. Fiir m,n € Z gilt

m<n = m=n V Jxen n=m-+k (1.8.2-A)

und entsprechend in Q

Pr P2
— < = <= P1q2 < P2q1. (1.8.2—3)

q1 q2

Hierbei haben wir (wie in der Konstruktion von Q) vorausgesetzt, dass ¢, g2 > 0
gilt.

13Das ist nachzuweisen, ebenso wie die wichtigsten Eigenschaften der so konstruierten rationalen Zah-
len. Sie diirfen dies gern als Ubung selbst machen.
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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

(i) Die Teilmengenbeziehung C auf der Potenzmenge B(M) = {N | N C M} einer
Menge ist eine Halbordnung, jedoch keine Ordnungsrelation.

(iii) Auf N liefert die Teilbarkeitsrelation
m|n = Jren n=km (1.8.2-C)

ebenso eine Halbordnung.

Weisen Sie als Ubung die Eigenschaften einer Ordnung beziehungsweise Halbordnung
in diesen Beispielen nach!

Ergdnzung. Zur graphischen Darstellung von Halbordnungen haben sich Hasse—Diagramm ein-
gebiirgert. Als Beispiel geben wir dies fiir die Teilbarkeitsrelation der natiirlichen Zahlen {1,2,...,20}
an:

16

20

/\/\/ \
\1%

Dabei ist eine Zahl m durch eine Linie (oder einen Weg) mit einer dariiberliegenden Zahl n verbunden,
wenn m|n gilt. Die Zahlen, welche direkt mit 1 verbunden sind, heilen Primzahlen. Sie besitzen also
neben sich selbst und 1 keine weiteren Teiler.

1.8.3 Definition. Sei auf M eine Halbordnung < definiert.

(i) Wir sagen, eine Teilmenge A C M ist nach oben beschrinkt falls es ein m € M
mit x < m fir alle x € A gibt. In diesem Fall heifst m obere Schranke von A.

Entsprechend heifst die Menge A nach unten beschrankt, falls es ein m € M
mit x > m fir alle x € A gibt. Fin solches m wird als untere Schranke von A
bezeichnet.

(ii) Ist ein Element x € A obere Schranke von A, so heifst x (ein) groBtes Element.
Entsprechend heifst x € A (ein) kleinstes Element, falls es untere Schranke von A
18t.

(iii) Wir sagen x € A ist ein maximales Element von A, falls
Vyea r<y = xr=y (1.8.3-A)
gilt. Analog heifit x ein minimales Element von A, falls

Vyea y<wr = =y (1.8.3-B)

MYpLmuT HASSE 1898-1979
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1.8 Ordnungsrelationen

Grofite und kleinste Elemente einer halbgeordneten Teilmenge miissen nicht existieren.
Aber wenn sie existieren, sind sie aufgrund der Antisymmetrie der Ordnungsrelation
eindeutig bestimmt. Minimale und maximale Elemente einer halbgeordneten Menge
brauchen nicht eindeutig zu sein. Ist die Menge jedoch (total) geordnet, so stimmen
maximale Elemente mit den gréfften und minimale Elemente mit den kleinsten iiberein.
In diesem Fall schreibt man

r = max A, (1.8.3-C)

fiir das grofite (und maximale) Element von A und
x =min A (1.8.3-D)

fiir das kleinste (und minimale) Element von A.

Ergdnzung. Um zumindest ein Beispiel fiir Halbordnungen nachzuliefern betrachten wir wiederum N
mit der Teilbarkeitsrelation |. Dann ist 1 kleinstes Element von N, wiirden wir stattdessen Ny := NU{0}
betrachten, so wére 0 auch gréfites Element. Die Teilmenge

T, = {m € N | m teilt n} (1.8.3-E)

der Teiler der Zahl n ist nach oben beschrankt und besitzt n als obere Schranke und Maximum. Die
Menge der gemeinsamen Teiler zweier Zahlen a,b € N

Top ={m € N | m teilt a und m teilt b} =T, N Ty, (1.8.3-F)

besitzt das Produkt ab als obere Schranke, sie besitzt aber auch ein beziiglich der Teilbarkeit grofites
Element, ndmlich den grifiten gemeinsamen Teiler ggT(a,b). Dieser ist zufillig auch das beziiglich der
Ordnungsrelation < grofite Element. Die beziiglich Teilbarkeit minimalen Elemente der Menge N\ {1}
sind gerade die Primzahlen.

1.8.4 Definition. Ein geordneter Korper ist ein Korper K auf dem eine Ordnungsrela-
tion < mit den Figenschaften

Vayrexk <y = r+z<y+z (1.8.4-A)

und
Ve yek 0<z AN 0<y = 0<uay (1.8.4-B)

definiert ist.
1.8.5 Lemma. In einem geordneten Kérper gilt
r<y AN 0<z = zz<uyz (1.8.5-A)

und

r<0 A 0z = 1z2z<0

(1.8.5-B)
r<0 A 2z<0 = 0<uzz

Insbesondere gilt fiir jedes x € K stets 0 < 22 und damit auch stets 0 < 1.

Beweis. Aus x < y folgt 0 < y—x und damit 0 < (y—x)z = yz —xz, also auch xz < yz.
Speziell mit y = 0 folgt daraus die zweite Aussage und fiir die dritte nutzen wir, dass
z < 0 genau dann gilt, wenn 0 < —z und damit mit der zweiten —zz = z(—z) < 0
folgt. O
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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

1.8.6 Beispiel. Die rationalen Zahlen Q bilden einen geordneten Korper. Es gilt mehr,
Q ist der kleinste geordnete Korper. In jedem geordneten Korper kann ausgehend vom
neutralen Element 1 der Multiplikation durch 1, 2 := 1+1, 3 := 2+1, etc eine geordnete
Menge natiirlicher Zahlen 1 < 2 < 3 < --. definiert werden. Wir erhalten also eine
Einbettung von N (und aufgrund der Kérpereigenschaften damit auch von Q) in jeden
geordneten Korper.

Wir bezeichnen einen geordneten Korper als archimedisch, falls die natiirlichen Zahlen
darin nach oben unbeschréankt sind. Dies ist fiir Q der Fall, es gilt

Nach Konstruktion ist damit Q der kleinste archimedisch geordnete Korper.

1.9 Reelle Zahlen

1.9.1. Als geordneter Korper ist Q unvollsténdig, besitzt also "Liicken” in der Ordnung.
Um dies zu sehen, ordnen wir die rationalen Zahlen Q auf einem Zahlenstrahl an,

und bemerken, dass der Lange der Diagonalen des Einheitsquadrats kein Punkt auf Q
entsprechen kann.

Lemma. Es gibt keine rationale Zahl v € Q mit 2% = 2.

Beweis durch Widerspruch. Angenommen es géibe eine solche Zahl x. Dann kann diese
als gekiirzter Bruch = 2 geschrieben werden. Da dann aber p? = 2¢? gilt, muss es
sich bei p um eine gerade Zahl handeln. Es gilt also p = 2k. Eingesetzt liefert dies
4k? = 2¢® und damit 2k? = ¢*. Also ist auch ¢ eine gerade Zahl. Das widerspricht
aber der Annahme eines gekiirzt dargestellen Bruchs. Also kann es keine solche Zahl
geben. O]

Wir kénnen also die rationalen Zahlen in zwei Teile L = {x € Q |z < 0 V 2? < 2}
und R={xr € Q| z >0 A x? > 2} zerlegen, zwischen denen als Liicke eine Zahl
o mit 12 = 2 zu fehlen scheint[?] Um eine sinnvolle Interpretation der Zahlengeraden

15Wer es ganz genau wissen will, so liefert zu jeder Zahl x > 0, z € Q,

2 + 2
= 1.9.1-A
y T+ 2 ( )

eine neue rationale Zahl y. Ist x € L so gilt y > z und y € L; ist y € R so folgt y < z und y € R.
Es handelt sich also bei L um eine linke Menge im nachfolgend definierten Sinne und bei R um eine
rechte. Weder besitzt L ein grofites Element, noch R ein kleinstes, und zwischen beiden Mengen
bleibt als Liicke die spéter als V2 bezeichnete reelle Zahl.
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1.9 Reelle Zahlen

(oder besser, der Punkte auf einer Geraden) zu erhalten, miissen wir also diese Liicken
schlieflen.

Ergianzung. Wir kénnen die Liicke bei v/2 auch einfach schliefen, indem wir eine neue Zahl v/2 hinzu-
nehmen und alles Ergénzen, was zum Rechnen benétigt wird. Auf diese Weise wird

QV2] :={a+bvV2|a,bcQ} (1.9.1-B)
zu einem echt grofferem geordneten Korper. Die Rechenoperationen ergeben sich dabei direkt zu
(a+bV2) £ (c+dV2) = (atc)+ (b+d)V?2 (1.9.1-C)
fiir Addition und Subtraktion und
(a +bV2)(c+ dV2) = (ac + 2bd) + (ad + be)V2 (1.9.1-D)
fiir die Multiplikation. Zur Division nutzt man

1 a—bv2 a b
a+bv2 - (a + b\/i)(a - b\/i) - aZ — 202 a2 — ngﬁ (1.9.1-E)

und da es keine ganzen (und damit rationalen) Zahlen a,b # 0 mit a? = 2b? gibt, sind alle von Null
verschiedenen Elemente von Q[v/2] invertierbar. Es ergibt sich also ein Korper. Dieser ist geordnet,

a+bV2>0 <<= a,b>0V (a>0Ab<0Aa®>20>)V (a<0Ab>0Aa*<2b). (1.9.1-F)
Er besitzt aber immer noch Liicken. So fehlt zum Beispiel /3.

1.9.2. Statt nach Liicken zu suchen und diese individuell zu schliefen, schliefen wir alle
auf einmal. Die Idee hinter der Konstruktion geht auf Richard Dedekind™| zuriick. Wir
bezeichnen eine nichtleere echte Teilmenge L C Q, L # Q als links, falls

rel Ny<x = yel (1.9.2-A)

und
vyeLzlxeL y < x (192-3)

gelten. Dann definieren wir (kurz und elegant)
R:={L C Q| L linke Teilmenge}. (1.9.2-C)

Wie oben schon angegeben kann damit jeder rationalen Zahl z € Q die linke Menge
{y € Q| y < z} zugeordnet werden. Aber ebenso haben wir durch {y € Q | y <
0 V y? < 2} die zur Liicke V2 gehorende linke Menge beschrieben. Aber auch alle
anderen potentiellen Liicken sind gefiillt, was wir noch nachweisen werden.

1.9.3. In R kann man Rechenoperationen definieren, welche die Operationen aus Q
sinnvoll fortsetzen. Dazu nutzen wir

L+L ={z+ylzel Nyel’} (1.9.3-A)
und (hier muss man vorsichtiger sein) falls L, L' > 0, also 0 € LN L' gilt,

LL'={z|z<uzyfirz,y>0 AN zxelL ANyelL'} (1.9.3-B)

16RICHARD DEDEKIND, 1831-1916
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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

Fiir den Fall, dass 0 nur in einer oder keiner der Mengen liegt, kann man alternative
Definitionen angeben. Einfacher ist es, hinreichend grofie positive Zahlen m,n € N zu
wahlen, so dass 0 € L +m und 0 € L' 4+ n gilt und

LL'=(L+m)(L'+n)—nL—mL —mn (1.9.3-C)

zu setzen. Dabei ist dann nL = {nx | x € L}.
Auch die Ordnungsstruktur {ibertriagt sich, wir schreiben L < L' falls L C L’ gilt.

1.9.4 Satz. Die sich ergebende Menge R bildet einen geordneten Korper, den Korper
der reellen Zahlen. Dieser ist der grofite archimedisch geordnete Korper.

Beweisskizze. Die Rechenoperationen besitzen die Korpereigenschaften, dies wére nach-
zurechnen.

Ist nun K irgendein archimedisch geordneter Koérper und I = (a,b) = {z | a < x < b}
ein nichtleeres Intervall in K. Wir zeigen, dass dann in [ rationale Zahlen existieren. Sei
dazu z = b — a > 0. Nach dem archimedischen Axiom existiert ein n € N mit n > 1/x.
Ist nun b > 0 (sonst verwende man —1/), so gibt es eine natiirliche Zahl k£ > 0 mit k& > nb.

Sei k die kleinste dieser Zahlen. Dann gilt (kK — 1)/n < b. Wére nun (kK —1)/n < a, so
wire damit b —a =« < 1/n im Widerspruch zur Wahl von n. Also ist (k —1)/n € I.

Ordnet man nun = € K die Menge L, = {g €cQ] § < x} zu, so erhédlt man damit eine
injektive Abbildung K — R. Ist z < y und = < § <y, so ist § € L, \ L,. Die Abbildung
x +— L, erhélt die Korperstruktur und die Aussage folgt. m

1.9.5 Satz (Vollstandigkeit von R). (i) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teil-
menge A C R besitzt eine kleinste obere Schranke. Diese wird als Supremum

sup A :=min{y € R |Vyea z <y} (1.9.5-A)

bezeichnet.

(ii) Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge A C R besitzt eine grofste untere
Schranke. Diese wird als Infimum

inf A:=max{z € R |Vyea z<uz} (1.9.5-B)
bezeichnet.

Beweis. Wir beweisen nur die Existenz des Supremums. Dazu betrachten wir die Menge
Sa={y € R|Viea z <y} der oberen Schranken und ihr Komplement L = Q \ S4.
Da A beschréankt ist, ist S4 nichtleer und damit L eine echte Teilmenge. Da A nichtleer
war, ist auch L nichtleer.

Dariiberhinaus ist L links: Ist # € L so ist x keine obere Schranke von A und damit
ebenso jede kleinere rationale Zahl y < x. Es folgt also y € L. Weiter existiert ein a € A
mit z < a und das Intervall (z,a) enthélt eine rationale Zahl z. Dieses z erfiillt z € L.

Die durch L bestimmte reelle Zahl ist das gesuchte Supremum. O]
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1.9.6 Beispiele. Wir wollen einige spezielle Mengen hervorheben und dafiir Bezeichun-
gen vereinbaren. Seien dazu a < b reelle Zahlen. Intervalle mit den Grenzen a und b
sind dann

[a,b] :={z € R|a<x<b},
la,b) :={z €R|a<xz<b},
(a,b] :=={z € R |a <z <D},

(a,b) :={reR|a<x<b}

(1.9.6-A)

Je nachdem ob die Randpunkte dazugehoren, bezeichnet man Intervalle als abgeschlos-
sen, halboffen oder offen. Unabhéngig davon gilt jedoch stets

sup|a, b] = supla, b) = sup(a, b] = sup(a,b) = b, (1.9.6-B)

inf[a, b] = inf[a, b) = inf(a, b] = inf(a, b) = a. (1.9.6-C)

Um auch linke und rechte Mengen in die Notation einbeziehen zu kénnen, vereinbaren
wir weiterhin

(—00,a] :={z € R |z <a},

(—00,a) :=={zeR |z <a},
b, +00) := {z € R | b <z}, (1.9.6-D)
(b,400) :={z e R |b< x}.

Die Menge der oberen Schranken einer gegebenen Mengen A C R ist damit entweder
leer (falls A unbeschrankt ist), oder es gilt

Sp={beR|Veena x<b}=][supA,—+o0) (1.9.6-E)
und entsprechend fiir die unteren Schranken
sa={a €R|Vea a<z}=(—o0,infA]. (1.9.6-F)

Es ist sinnvoll ebenso sup @ = —oo und inf @ = 400 zu vereinbaren. Bei +-0o handelt
es sich nicht um reelle Zahlen, als Symbole werden sie uns spéter aber noch hiufig
begegnen.

Ergdnzung. Auf Cantor geht eine alternative (aber dquivalente) Definition der reellen Zahlen zuriick.
Er nutzte Intervallschachtelungen und verwendete dabei Folgen von Intervallen

I, =[an,bp] ={z | an <z <b,} (1.9.6-G)
fiir rationale Zahlen a,, < b,, n € N, mit den Eigenschaften
Vnen Int1 CIn (1.9.6-H)

und
Ves0dneny bn —an, < e. (1.9.6-1)

Das Cantorsche Intervallschachtelungsaxiom besagt nun, dass jeder solchen Folge eine (und genau eine)
reelle Zahl x

{z} = m I, < =sup{a, | n € N} =inf{b, |n € N}> (1.9.6-J)

neN
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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

entspricht. Um daraus eine Definition der reellen Zahlen zu machen, betrachten wir die Menge aller
Intervallschachtelungen Z und bezeichnen zwei Intervallschachtelungen ([an, bn])nen und ([al,, b)) nen
als aquivalent wenn

([an, bn])nen ~ ([an,, b)) nen = Vnen an <, A al, < by,. (1.9.6-K)

Dann kann man R := Z/. definieren. Uberlegen Sie sich, wie Rechenoperationen und Ordnung in
diesem Fall auf R definiert werden sollten.

I

1 >

I/
1 I

—_— N

I‘/
2 I3

Zwei dquivalente Intervallschachtelungen haben sich iiberlappende Intervalle und charakterisieren die-
selbe reelle Zahl.

Ergdnzung. Wihrend natiirliche Zahlen und auch ganze Zahlen der Reihe nach aufgeschrieben
0, -1, 1, -2, 2, =3, 3, —4, 4,... (1.9.6-L)

und damit abgezdhlt werden konnen, scheint es deutlich mehr rationale Zahlen und reelle Zahlen zu
geben. Fiir die rationalen stimmt dies nicht, auch Q kann abgezdhlt werden. Dazu betrachten wir der
Einfachheit halber nur N x N und zeigen wie das geht. Die Zahlenpaare von N x N kann man tabellarisch
anordnen und entsprechend wie in

(1,1) ---(1,2) (1,3) ---(1,4) (1,5) ---(1,6) (1,7)---(1,8)

- - - - - - -
- - - - - - -
- - - - - - -
- - - - - - -

2y (22 (23 (24 25 (26 (27 (29

- - - - - -
- - - - - -
- - - - - -
- - - - - -

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6) (3,7) (3,8)

- - - - -
- - - - -
- - - - -

41 (42) (‘43 (@4 45 (46 (@7 (49

| - - - -
- - - -
| - - - -
- - - k

G G2 (63 64 (G5 (B (BT (58)

- -
- -
- -
- -

61 (62 (63 (64 (65  (66) (67  (68)

| -

| -

(7,1) (7,2) (7,3) (7,4) (7,5) (7,6) (7,7) (7,8)

(8,1) (8,2) (8,3) (8,4) (8,5) (8,6) (8,7) (8,8)
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durchlaufen. Streichen wir einfach die Paare (a,b), welche zu nicht gekiirzten Briichen § gehoren, so

erhalten wir damit eine Abzihlung von Q1 := {r € Q| r > 0}.

Allerdings geht so etwas fiir die reellen Zahlen nun nicht mehr.
Satz (Cantor). Es gibt keine Abzihlung der reellen Zahlen R.

Beweis. Wir zeigen dies nicht fiir ganz R sondern fiir die kleinere Menge [0, 1]. Zuerst beobachten wir,
dass jedes Intervall [a,b] in drei Teilintervalle [a,b] = [a,a+d]U[a+d, a+2d]U[a+2d,b] mit 3d =b—a
zerlegt werden kann. Die Teilintervalle sind nicht disjunkt, jedoch kann ein = € [a, b] héchstens in zwei
der Teilintervalle liegen.

Angenommen, es giibe eine Abzéhlung N 3 n — x, € [0,1] der Zahlen in [0, 1], also [0,1] = {z, |
n € N}. Wir wihlen nun eine Folge von Intervallen Iy, I, I3, ... in Abhéingigkeit der x,. Zuerst teilen
wir I = [0, 1] wie oben in drei gleiche Teilintervalle und wihlen als I; eines dieser drei Teilintervalle
mit x; ¢ I;. Danach teilen wir I; in drei gleiche Teilintervalle und wihlen als I eines dieser drei
Teilintervalle mit xo ¢ I5. Auf diese Weise erhalten wir Intervalle I,, mit z,, € I, fiir alle n € N.
Dann gilt I1 D I3 D I3 D --- und die Léange des Intervalls I,, ist 37". Damit bilden die Intervalle eine
Intervallschachtelung und bestimmen eine Zahl x € (), . I C [0, 1]. Nach unserer Annahme muss also
x = x, fir ein n gelten, allerdings gilt nach Konstruktion z,, & I,,. Widerspruch! O

Wir haben beim Ubergang von Q nach R deutlich mehr Liicken geschlossen, als Q Elemente besitzt.

1.9.7 Beispiel. Wihrend rationale Zahlen eine einfache Darstellung als gekiirzter Bruch
haben, sind irrationale Zahlen schwerer zu charakterisieren. Hier kann man sich nur da-
durch helfen, diese Zahlen mit moglichst guten Approximationen durch rationale Zahlen
einzufangen. Wir geben ein Beispiel, spéter bei der Diskussion konvergenter Folgen und
Reihen werden wir weitere nachliefern.

Wir nutzen dazu die Zahl v/2 definiert als
V2=sup{reQ|r<0 Vv r?<2}=inf{reQ|r>0 A r2>2} (1.9.7-A)

und verwenden, dass nach Konstruktion (v/2)? = 2 gilt. Dann gilt 1 < v/2 < 2. Um den
gebrochenen Anteil V2 -1 zu bestimmen, invertieren wir diesen und schauen zwischen
welchen natiirlichen Zahlen dieser eingeschlossen werden kann. Es gilt

1 V241

\/5_12(\/5_1)(\/5+1)=\/§+1€(2,3) (1.9.7-B)

und damit

V2—1¢€ (% %) . dh V2e (g ;) . (1.9.7-C)

Das kann man so fortfithren, wir schreiben dies nur schematisch auf:

VILe| @3] G [ED[@EB| G|
VE=1+1/W2+ e (DGO @D dm | de

Dabei folgt jeweils aus dem oberen Spalteneintrag der untere nach obiger Rechnung und
aus dem unteren der néchste obere. Die erhaltenen Intervalle liefern eine Intervallschach-
telung zur Bestimmung von v/2, die bestimmten Intervallgrenzen sind dabei jeweils sehr
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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

gute rationale Naherungen mit kleinen Nennern. Schematisch zusammengefasst erhalten
wir eine Darstellung als Kettenbruch

1
V2=1+ - (1.9.7-E)

24

2+

V2-1

und Ungleichungen nach oben beziehungsweise nach unten, wenn wir den letzten unten-
stehenden Term mit 2 < f < 3 abschétzen.

Einige hilfreiche Ungleichungen

1.9.8 Lemma. Firaz,y >0 gilt x <y <= 2? <y,

Beweis. Da z+y > 0ist, gilt y*—2? = (y—x)(x+y) > 0 genau dann, wenn y—z > 0. [

1.9.9 Lemma (Mittelungleichung). Fir zwei reelle Zahlen x,y > 0 gilt

x? + 12
2

< max{z,y}, (1.9.9-A)

z Ty

wobei eine Gleichheit schon x =y impliziert.

Beweis. Beweise erfolgen durch Zuriickfiithren auf Lemma Wir zeigen jede einzelne
Ungleichung. Ist x <y, so gilt x = min{z, y} und

< = P ay <2y = ¥ <oy e o< (1.9.9-B)
Xz xZ i Xz T T T .9.9-

T Y

und damit das erste Ungleichungszeichen. Fiir die zweite Ungleichung nutzen wir

2y 422
<z —— <y <= day < 2®+ 2y +
x+y v = x? 4+ 2xy +y* Y Y vty (1.9.9-C)
= 2 =2y +yi=(r—2y)*>0
fiir die dritte
2 2 2
ry < % — 222y +1y* >0 (1.9.9-D)

und fir die vierte

2 2 2 2
x+y \/ﬁ +y il Iery < ;y < 0< 2% —2zy+y>. (1.9.9-E)

Die letzte erglbt sich aus

1'2—1-2 56'2—1-2
\/ 2y§y<:> 2y§y2<:>x2§y2<:>x§y. (1.9.9-F)

O
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1.10 Komplexe Zahlen

1 1.9.10 Lemma (Bernoull{}Ungleichung). Sei x > —1. Dann gilt fiir jedes n € N
(14+2)" > 1+ nx. (1.9.10-A)

Beweis. Fiirn = 1 gilt die Aussage offensichtlich. Angenommen, wir kennen die Aussage
schon fiir n. Dann gilt (wegen 1+ x > 0)

(14+2)"™ = (1+2)(14+2)" > (1+z)(1+nx) = 1+(n+1D)z+n2® > 1+(n+1)z (1.9.10-B)
und mit dem Induktionsprinzip gilt die Aussage fiir alle n € N. m

1.10 Komplexe Zahlen

1.10.1. Auch wenn wir R durch das Fiillen aller Liicken in Q konstruiert haben, so ist
der Kérper der reellen Zahlen noch nicht zum Lésen aller Gleichungen geeignet. So gibt
es keine reelle Zahl z mit 22 = —1 (da, wie wir schon gesehen haben, Quadrate reeller
Zahlen immer nichtnegativ sind).

Man kann R so erweitern, dass diese und als Nebeneffekt dann sogar alle Polynom-
gleichungen l6sbar sind. Dabei verlieren wir die Ordnungsstruktur, gewinnen aber viele
andere neue Einsichten.

#1  1.10.2 Definition. (i) AufC:=R x R definieren wir durch
(2, 9) + (w,v) = (z +u,y +0),  (2,9) - (u,0) = (2u —yv, 20 +yu) (1.10.2-A)

Rechenoperationen + : CxC — C und - : CxC — C. Schreibt man kurz 0 := (0, 0)
und 1 := (1,0), so erhdlt man den Korper der komplexen Zahlen (C,+,-,0,1).

(i) Wir setzen i := (0,1) und schreiben fir die komplexe Zahl (x,y) in Zukunft x +
iy. Die beiden reellen Zahlen x =: Rez und y =: Im 2z werden als Realteil und
Imaginarteil von z bezeichnet.

Die Zahl i bezeichnen wir als imaginére Einheit.

(ii)) Zu jeder komplexen Zahl z = x + iy bezeichnen wir die Zahl
Zi=x—1ly (1.10.2-B)

als konjugiert komplexe Zahl und

|z| = V2Z = \a? + y? (1.10.2-C)
als Betrag.

&<  Ergidnzung. Die Korpereigenschaften sind natiirlich nachzuweisen. Wihrend die Eigenschaften der Ad-
dition e.i.nfach zu sehen sind, ist bei der Multiplikation etwas mehr Aufwand zu treiben. Wir iiberlassen
das als Ubungsaufgabe, geben aber die Inverse beziiglich der Multiplikation direkt an. Fiir z = x+iy # 0
gilt

-1 1 r Y

(1.10.2-D)

TRRT T Ty g
in Analogie zu zu ([1.9.1-E)). Die komplexen Zahlen kénnen nicht als geordneter Korper angeordnet
werden, da sonst 0 < i = —1 zum Widerspruch 1 < 0 fiithren wiirde.

17Jak0B I BERNOULLI, 16541705
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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

1.10.3. Die komplexen Zahlen stellt man gern als Punkte in der Ebene dar. Diese wird
als GauBsche Zahlenebend™| oder Argand-Diagramm[’] bezeichnet.

iy z

Jeder Zahl z = x +1y entspricht damit der Punkt mit Koordinaten (z,y) der Ebene. Die
horizontale Achse entspricht den reellen Zahlen und wird damit auch als reelle Achse
bezeichnet. Die vertikale Achse enthélt die imaginére Einheit i und wird als imagindre
Achse bezeichnet.

Fiir eine Zahl z entspricht dann |z| dem Abstand von z vom Ursprung. Den Winkel
zwischen der positiven reellen Achse und dem Strahl von 0 nach z werden wir spéter als
Argument von z, in Zeichen arg(z), bezeichnen. Das Argument einer komplexen Zahl
ist nicht eindeutig definiert, vielmehr entsprechen die Winkel ¢ + 27k mit k € Z alle
denselben Argumenten. Wir sagen dazu, arg(z) ist nur modulo 27 definiert und werden
auch in Formeln

argz =¢ mod 2r  kurz fiir ¢ —argz € {27k |k € Z} (1.10.3-A)

schreiben.

Erganzung. Komplexe Zahlen sind eng mit Geometrie und Winkelfunktionen insbesondere dem Sinus
und dem Cosinus verbunden. Am rechtwinkligen Dreieck definiert ergeben sich Winkelfunktionen als

8CARL FrIEDRICH GAUSS, 1777-1855
19 JEAN-ROBERT ARGAND, 17681822
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1.10 Komplexe Zahlen

Streckenverhiltnisse
b
sinq := —, cos v 1= g, (1.10.3-B)
c c
fiir alle Winkel a € [0, 5]. Zum Fortsetzen auf
c b groflere Winkel nutzen wir die Formeln
. (T
Sin (5 + a) 1= COS &,
- . (1.10.3-C)
cos (f + a) = —slno
by 2
a

fiir grofere oder negative Winkel entsprechend
mehrfach.

Wichtige Formeln fiir Winkelfunktionen ergeben sich aus den Additionstheoremen, die sich ebenso
geometrisch beweisen lassen. Wir werden diese spéter anders erhalten und dazu eine rein analytische
Definition der Winkelfunktionen nutzen. Beide Definitionen stimmen tiberein, was wiederum eng mit
den Additionstheoremen verbunden ist.

Satz (Additionstheoreme).

cos(a + ) = cos accos B — sin asin
. ( P) . p . b (1.10.3-D)
sin(a + ) = sina cos B + cos asin 8

Beweisskizze. Hier geniigt es, bei geometrischer Definition der Winkelfunktionen und unter der Ein-
schrinkung o, 3 > 0 und o+ 3 < 7, ein Bild zu zeichnen

sin «c cos 8 cos asin 8
a
sin asin 8
sin /3
cos acos 3 cos 3 iy
1 cos(a + )
Y8
sin(a + )

und nachzuvollziehen, dass die beschrifteten Winkel und Strecken die entsprechenden Grofien haben.
Die mit 1 beschriftete Strecke wird dabei als Langeneinheit gewahlt.

Die Fortsetzung der Winkelfunktionen auf gréoflere (und kleinere) Winkel ist gerade so gewéhlt, dass
die Additionstheoreme erhalten bleiben. O

1.10.4 Satz. Fiir jede komplexe Zahl z gilt mit r = |z| = \/2? + y? und ¢ = argz dem
Winkel von z zur reellen Achse

z=rcos¢+irsin¢g =: rexp(i¢p). (1.10.4-A)
Weiterhin gilt fiir zwei komplexe Zahlen z,w € C

|[zw] = |2] [w]
(1.10.4-B)
arg(zw) = argz + argw mod 2.
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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

Beweis. Wir zeigen nur die entscheidende Identitét. Es gilt durch Vergleich mit den
Additionstheoremen der Winkelfunktionen

(cos ¢p+isin ¢)(cos ) +isin )

= cos ¢ cos ) — sin ¢ sin ¢ + i(cos ¢ sin 9 + sin ¢ cos ) (1.10.4-C)
= cos(¢ + 1) +isin(¢ + ).
Weiterhin gilt [zw|* = zwzw = zzww = |z|*|w]?. O

1.10.5 Korollar (Moivr®)). Es gilt

(cos ¢ +1isin @)™ = cos(ng) + isin(na). (1.10.5-A)

Diese einfach zu merkende Aussage enthélt alle Informationen iiber Additionstheoreme
fiir Winkelfunktionen, so ergeben sich fiir n = 2 die Doppelwinkelformeln

cos(2¢) = cos? ¢ — sin® ¢ = 2cos? ¢ — 1,

sin(2¢) = 2sin ¢ cos ¢. (1.105-B)

Umgestellt ergibt dies andererseits Halbwinkelformeln

ST kLAY .1 (1.10.5-C)
2 2 2 2

mit passend gewahlten Vorzeichnen (je nach Bereich des Winkels ¢). Diese werden spéter
eine wichtige Rolle beim Rechnen spielen.

1.10.6. Wurzeln komplexer Zahlen existieren stets, sind aber im allgemeinen nicht ein-
deutig. Mit
z = r(cos ¢ +isin ¢) (1.10.6-A)

wir erhalten aus obigen Formeln
2" = 1" (cos(ng) + isin(ng)), n €N, (1.10.6-B)
und damit auch eine Darstellung aller Losungen der Gleichung w™ = z. Es gilt
w" =z =1r(cos ¢ +isin ¢) (1.10.6-C)

genau dann, wenn

w=/r <cos (? + ﬂ) + isin <? + @)> (1.10.6-D)
noon n

n

mit einem k € Z. Fiir jedes z # 0 existieren damit also insbesondere n verschiedene n-te
Wurzeln aus z. Diese bilden die Ecken eines regelméfligen n-Ecks in der Ebene.

20 ABRAHAM DE MOIVRE, 1667-1754
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1.10 Komplexe Zahlen

Wir haben jede dieser n Wurzeln hier mit {/z bezeichnet, es gibt keine sinnvolle
Moéglichkeit eine davon hervorzuheben und diese als wichtigste Wurzel mit dem Wur-
zelsymbol zu einer Hauptwurzel zu adeln und die anderen dann als Nebenwurzeln zu
behandeln. Nichtsdestotrotz wird in der Literatur oft die Wurzel mit kleinstem Argu-
ment als Hauptwert und mit /z bezeichnet@

In komplexen Zahlen haben wir also mit der Hinzunahme von Quadratwurzeln aus
negativen Zahlen insbesondere alle Wurzeln erhalten. Es gilt sogar noch mehr:

Satz (Fundamentalsatz der AlgebraED. Jede nicht konstante Polynomfunktion
p(z) = Zakzk, ap € C (1.10.6-E)
k=0

mit n > 1 und a,, # 0 besitzt Nullstellen. Es existieren also z € C mit p(z) = 0.

Korollar (Wurzelsatz von Vieta@. Zu jeder nicht konstanten Polynomfunktion

p(z) =Y ap?*,  a,eC (1.10.6-F)
k=0

21Um von einer Wurzelfunktion zu sprechen, braucht man natiirlich stets einen Funktionswert. Das
kann man auf zweierlei Arten erreichen. Man kann den Hauptwert wihlen und erhélt dann mitunter
inkonsistente Formeln weil Rechengesetze der Wurzelfunktionen kaputtgehen, oder man dndert den
Definitionsbereich und definiert die Wurzel auf einer n-bléttrigen Fliche iiber C\ {0} die sich n-fach
um den Ursprung windet. Wir werden spéter letzteres tun und vorerst mit mehreren Funktionswer-
ten pro Stelle leben (miissen).

22 Auch wenn die Satzbezeichnung Algebra vermuten lisst, so steckt hier wirklich Analysis drin. Der
erste vollstindige Beweis dieser Aussage geht auf Gaufl zuriick, wir beweisen den Satz spéter im
Rahmen der Funktionentheorie.

BFRANGOIS VIETE, SEIGNEUR DE LA BIGOTIERE, 1540 — 1603
Vieta zeigte die Darstellung der Koeffizienten durch Nullstellen, falls es n Nullstellen gibt. Die
Existenz der Nullstellen selbst folgt aus dem spéter bewiesenen Fundamentalsatz.
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1 Grundlagen aus Logik und Mengenlehre

mit n > 1 und a,, = 1 existieren n komplexe Zahlen zy, ..., z, € C mit
Z apz® = H(z — zj). (1.10.6-G)
k=0 j=1

Insbesondere gilt

n n
ap = (_1)71 Zjs  eee Qg = (_1)n—1 Z sz’ NSRS —ZZJ-.
Jj=1 Jc{1,...,n} jeJ j=1
#J=n—k
(1.10.6-H)

Ergdnzung. Wie kann man sich komplexe Funktionen vorstellen? Fiir Abbildungen C — C sind Gra-
phen als Teilmenge von C? sicher die falsche Idee. Besser ist, sich C selbst so gefiirbt vorzustellen, dass
man aus Farbe und Helligkeit zusammen die komplexe Zahl rekonstruieren kann. Ein Beispiel dazu
ware

und zur Darstellung einer Funktion f : C — C an jeder Stelle den zugehorigen Farbwert darzustellen.
Fiir f(z) = 22 siihe das dann ungefiihr so aus:
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1.10 Komplexe Zahlen

Dabei werden die beiden eingezeichneten Kreise auf i abgebildet und die beiden Punkte auf 1. Es
geniigt natiirlich das linke Bild, um die Funktion darzustellen. Das funktioniert auch fiir kompliziertere
komplexe Funktionen; ein Beispiel ist das Polynom f(z) = 2 + 2% + 22 + z + 1 mit folgendem Bild, auf
dem seine vier Nullstellen sehr deutlich zu sehen sind.

Fiir Quadrat- und Kubikwurzeln kénnen wir das jetzt auch auf die Spitze treiben und uns die Funk-
tionswerte auf einer Fliche vorstellen. Wir haben hier noch Linien fiir konstante Argumente und kon-
stante Betrige der Funktionswerte ergénzt. Hier muss man mehrmals in der komplexen Ebene um den
Ursprung laufen, um wieder zum gleichen Funktionswert zuriickzukommen.
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R

2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

2.1 Zahlenfolgen und Grenzwerte

2.1.1. Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung N 3 n — z, € M. Wir
schreiben dafiir kurz (z,),eny und bezeichnen z, als das n-te Folgenglied. Die Menge
aller Folgen mit Gliedern aus M bezeichnen wir mit MY,

Wir wollen im Weiteren die Glieder einer Folge zueinander und zu weiteren Elementen
von M in Beziehung setzen. Dazu definieren wir uns zuerst einen Abstandsbegriff auf der
Menge M um nachfolgend zu beschreiben, wann eine Folge Elemente von M beziiglich
dieses Abstandsbegriffs approximiert. Das klingt vorerst abstrakt, wird uns aber spéter
helfen, effizienter zu arbeiten.

2.1.2 Definition. FEin metrischer Raum (M, d) ist eine Menge M wversehen mit einer
Abbildung d - M x M — R, fiir die

MO
VayeM d(x,y) >0 (2.1.2-A)
M1 (Definitheit)
Voyerm d(z,y) =0 <= z=y (2.1.2-B)
M2 (Symmetrie)
Voyeu d(z,y) =d(y,x) (21.2-C)
M3 (Dreiecksungleichung)
Vayzem d(z,2) < d(z,y) +d(y, ) (2.1.2-D)

gilt. Die Abbildung d wird als Metrik bezeichnet.

2.1.3 Beispiele. (i) Definiert man auf R den Betrag |z| := max{z, —z}, so bestimmt
d(x,y) := |z — y| eine Metrik auf R. Auf den komplexen Zahlen C definiert

d(z,w) = |z —w| = /(z —u)?2+ (y — v)? (2.1.3-A)

fiir 2 = x +1iy und w = u+iv eine Metrik. Wir werden im Weiteren R und C stets
mit dieser Metrik versehen.

(i) Auf jeder Menge M bestimmt

L, z#y

eine Metrik, die triviale Metrik. Sie ist eher langweilig.

d(z,y) = {0’ ey (2.1.3-B)
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(iii) Eine weitere Metrik in der Ebene & ist durch die franzésische Eisenbahnmetrik
gegeben. Wir fixieren einen Punkt P € &£ und definieren den Abstand zweier

Punkte A, B € £ durch

AB, Be PA.

) (2.1.3-C)
AP + BP, sonst,

d(A, B) = {

wobei AB die Linge der Strecke von A nach B und ﬁél den Strahl von P durch
A bezeichne.

#3  2.1.4 Definition. Sei (M,d) ein metrischer Raum und (x,)nen eine Folge in M. Wir
sagen x, 1st konvergent gegen den Grenzwert x € M, falls

v5>03Nean>N d(a:n,m) <e (2.1.4—A)

gilt. Wir schreiben dafir kurz x, — x fiir n — oo oder x = lim,_.o x,. Fine nicht
konvergente Folge wird als divergent bezeichnet.

xr+eE ® " °
Tr—¢

Grenzwerte sind dabei eindeutig bestimmt, denn es gilt:

= 2.1.5 Lemma. Gilt x,, — = und ebenso x,, — ', so folgt x = x’.

Beweis. Fiir jedes € > 0 gibt es N mit d(z,,z) < € fiir n > N und ein N’ mit d(z,,2") <
e fir n > N’. Also gilt fiir n > max{N, N'}

d(z,z') < d(z,z,) + d(z,,2") < 2. (2.1.5-A)

Da ¢ > 0 beliebig war folgt d(x,z') = 0. O]

#  2.1.6 Definition. Eine Folge (z,)nen aus M heifit beschrinkt im metrischen Raum
(M,d), falls es ein z € M und ein R > 0 mit d(z,,z) < R fiir alle n € N gibt.

" 2.1.7 Lemma. Konvergente Folgen sind beschrinkt.
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Beweis. Sei x der Grenzwert der Folge. Dann gibt es ein N mit d(x,,x) < 1 fir n > N.
Sei nun

R:=1+4+ max d(z,,7) (2.1.7-A)
ne{l,...,N}
so gilt d(z,,z) < R fiir alle n € N und Beschrianktheit folgt. O

2.1.8 Beispiele. (i) Die Folge z,, = “* konvergiert in R gegen den Grenzwert 1, da

1
—1ll==-< 2.1.8-A
=< 2184

n+1
n

d(x,, 1) =

fiir alle n mit n > % gilt.

(ii) Die Folge x,, = v/n+ 1 — y/n konvergiert in R gegen den Grenzwert 0, da unter
Verwendung der dritten binomischen Formel

d(z,,0) = [Vn+1—+n :%

1 (2.1.8-B)

1
= <
vVnt+1l+yn = 2yn

<e€

fiir n > ﬁ gilt.

Um per Definition die Konvergenz einer Folge nachzuweisen, muss man den Grenzwert
der Folge kennen. Wir werden im weiteren Verlauf der Vorlesung insbesondere Kriterien
fiir Konvergenz nachweisen, die ohne explizite Kenntnis des Grenzwertes auskommen
(und auf diese Weise die Definition einer Zahl als Grenzwert einer Folge erlauben).

2.1.9. Wir kénnen Folgen mit der Ordnungsstruktur eines geordneten Korpers K ver-
binden. Wir sagen eine Folge (x,)nen € KN ist monoton wachsend, falls

anN Ty, S Tn+1 (2.1.9-A)
gilt. Sie heiit monoton fallend, falls
VieN  Tpt1 < Ty (2.1.9-B)

gilt. Im Falle von K = R liefert die Monotonie ein einfaches Konvergenzkriterium:

2.1.10 Satz (Hauptsatz iiber monotone Folgen). Jede monotone und beschrinkte reelle
Zahlenfolge ist konvergent.

Beweis. Wir nehmen ohne Beschréankung der Allgemeinheit an, dass die Folge monoton
wachsend ist. Da die Folge beschrénkt ist, ist

x :=sup{z, | n € N} (2.1.10-A)

endlich somit eine reelle Zahl. Wir zeigen, dass nun x,, — z gilt. Nach Konstruktion gilt
x, < z fiir alle n. Da x Supremum ist, existiert zu jedem € > 0 ein m mit r—e < x,, < .
Damit folgt aber aus der Monotonie fiir n > m ebenso z—¢ < x,, < x und die Konvergenz
ist gezeigt. O
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2.1.11 Beispiel. Sei ¢ > 0. Die Folge

T =+, 1o =1/c+/c, xgz\/c+\/c+\/a (2.1.11-A)

also mit z,,,1 = v/c + x, ist konvergent. Um dies zu zeigen, wenden wir den Hauptsatz
iiber monotone Folgen an. Es gilt 0 < x,, < v/c + 1. Dies zeigen wir per Induktion. Der
Induktionsanfang ist durch y/c < /¢ + 1 gegeben. Fiir den Induktionsschritt nehmen
wir an, dass x,, < y/c+ 1 gilt. Dann folgt

xn+1<\/c+\/5+1<\/c+2\/5+1:\/5+1. (2.1.11-B)

Die Folge ist ebenso monoton. Zum Einen gilt o = /¢ + /¢ > y/c = x1. Nehmen wir
nun an, dass wir schon x, > x,_; gezeigt haben. Dann folgt ¢ + =, > ¢ + z,_; und
damit durch Wurzelziehen

Tnp1 = Ve + T > et 1,1 =2, (2.1.11-C)

und damit per Induktion die Monotonie. Also ist die Folge nach dem Hauptsatz kon-
vergent.

Oft ergeben sich Eigenschaften nicht fiir die gesamte Folge sondern nur fiir Teilfolgen.
Eine Teilfolge (y, )ren entsteht durch ‘Weglassen” von Folgengliedern und somit durch
Wahl einer streng monoton wachsenden Indexfolge (nz)reny € NV, also mit ngq > ng.
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15 2.1.12 Lemma. Jede reelle Zahlenfolge (x,,)nen besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Wir beweisen dies konstruktiv und suchen rekursiv eine monoton wachsende
Teilfolge. Dazu suchen wir uns in jedem Schritt das kleinstmogliche nachfolgende Fol-
genglied, wollen also insbesondere

Tn, = min{z, | n € N}. (2.1.12-A)

Angenommen, dieses Minimum existiert nicht. Sei dann y = inf{z, | n € N} € RU
{—o0}. Ist y = —o0, so existiert zu jedem k € N ein ny mit z,, < —k und z,,, < x,, .
Ist y € R, so existiert zu jedem k € N ein z,, mit z,, < y+ % und z,, < z,, ,. In
beiden Fillen ergibt sich eine monoton fallende Teilfolge.

Existiert das Minimum, so bestimmt dies n;. Wir setzen rekursiv weiter
Tngyy = min{xn ’ n > nk}a (2.1.12—B)

wobei wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Minima existieren.
Andernfalls liefert obiges Argument eine monoton fallende Teilfolge. Die so rekursiv
konstruierten x,, bilden eine monoton wachsende Teilfolge. O

=" 2.1.13 Satz (Bolzanf]—Weierstrafﬂ). Jede beschrdnkte reelle Zahlenfolge besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis. Da nach Lemma [2.1.12| eine monotone Teilfolge existiert und diese als Teilfolge
einer beschrinkten Folge auch beschrinkt ist, ergibt sich die Behauptung direkt aus

Satz 2. 1.101 m

1 2.1.14 Lemma. (i) Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist selbst konvergent.

(ii) Sei (x,)nen eine Folge in einem metrischen Raum (M,d) und x € M. Besitzt jede
Teilfolge von (x,)nen threrseits eine gegen x konvergente Teilfolge, so konvergiert
die Folge (x,)nen gegen x.

Beweis. (i) Klar. (ii) Wir zeigen dies per Kontraposition. Angenommen, die Folge
(5 )nen ist nicht gegen x konvergent. Dann existiert ein € > 0, so dass zu jedem N € N
ein n > N mit d(z,,x) > ¢ existiert. Wir nutzen dies um eine Teilfolge zu wéhlen. Sei n,
so gewéhlt, dass d(x,,, ) > e. Sei nun ny > ny so gewahlt, dass d(z,,, ) > . Wir setzen
dies rekursiv fort und wéhlen nyyq > ny derart, dass stets d(x,, H,:c) > ¢. Die Teilfolge
(2n, )ken kann nach Konstruktion keine gegen = konvergente Teilfolge enthalten. O]

2.2 Elementare Grenzwertsitze

Mit Grenzwerten von Zahlenfolgen kann man rechnen. Sei dazu K € {Q,R,C} ein
Korper. Wir bemerken zuerst, dass eine Folge (z,),eny komplexer Zahlen z, = x, + iy,,

!BERNARD BOLZANO, 1781-1848
2KARL WEIERSTRASS, 1815-1897
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

T, Yn € R, genau dann konvergiert, wenn die beiden reellen Folgen (x,,)nen und (y,)nen
konvergieren.

i 2.2.1 Satz. (i) Angenommen, die Folgen (x,)nen und (Yn)nen konvergieren in K.
Dann sind auch die Folgen (x, + Yn)nen und (T, — Yn)nen konvergent und es gilt

lim (z, + y,) = lim z,, + lim y,. (2.2.1-A)

n—0o0

(i) Angenommen, die Folgen (,)nen und (Yn)nen konvergieren in K. Dann ist auch
die Folge (x,, - Yn)nen konvergent und es gilt

lim (z,y,) = lim x, - lim y, (2.2.1-B)
n—00 n—00 n—o00

(iii) Angenommen, die Folgen (z,)nen und (yn)nen konvergieren in K und die Glieder
der Folge (yn)nen seien ungleich 0. Dann ist auch die Folge (Z—”)neN konvergent

und es gilt
Ty limy, oo 2y

n—00 Yp hmn%oo Yn

(2.2.1-C)

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage und iiberlassen das Nachrechnen der weiteren als
Ubung. Angenommen z,, — x und vy, — y. Dann existiert zu jedem € > 0 ein N mit
|z — x| < § fiir n > N und ein N’ mit |y, —y| < § fiir n > N'. Ist nun n > max{N, N'},
so folgt mit der Dreiecksungleichung

e €
(@0 +yn) = (@ + Y| = |20 2+ yo =yl < |zn — 2] + |y —y[ < 5 + 5 =€ (221-D)
und da € > 0 beliebig war ist =, + y, — = + y gezeigt. O

Gerade beim Rechnen mit reellen oder komplexen Folgen bietet es sich an, den Grenz-
wertbegriff um drei uneigentliche Grenzwerte zu erweitern. Dafiir konnten wir die Metrik
auf R oder C anpassen (was wir nicht tun) oder direkt definieren.

#y  2.2.2 Definition (uneigentliche Grenzwerte). (i) Sei (x,)nen eine reelle Zahlenfolge.
Wir sagen x,, — +00 oder lim,,_o T, = +00, falls

VrerINenVns>N  Tn > R (2.2.2-A)
gilt.

(i) Analog definieren x, — —oo oder lim,, o, ¥, = —oo wir fiir eine reelle Zahlen-
folge (z,)nen durch die Bedingung

VierInenVisn o < L. (2.2.2-B)

(iii) Sei (z)nen eine komplexe Zahlenfolge. Wir sagen z, — 0o oder lim,,_, 2z, = 00,
falls
Vr>0INennsn 20| > R (2.2.2-C)

gilt.

Man bezeichnet eine Folge mit uneigentlichem Grenzwert co oder 0o als bestimmt
divergent.
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2.2 Elementare Grenzwertsétze

Ergdnzung. Man kann sich die uneigentlichen Grenzwerte oo und 4oo bildhaft auf durch stereographi-

sche Projektion vorstellen. Dazu nur die passenden Bilder, fiir R U {co} nutzen wir

und fiir R U {£o0} entsprechend

Die Absténde in der stérker hervorgehobenen Bildlinie ergeben eine Metrik auf R U {fo00} beziehungs-

weise auf R U {oo}.

2.2.3 Satz. Sei K € {Q,R}.

(i) Gilt fir zwei konvergente oder bestimmt divergente Folgen (xp,)nen und (Yn)nen

InenVisn  Tn < Yy

so folgt
lim x, < lim y,.
n—o0 n—o0

(ii) Seien (zp)nen und (z,)nen konvergent mit

lim (z, — z,) =0
n—oo

und
EINEN\V/TL>N T, S Yn S Zn

(2.2.3-A)

(2.2.3-B)

(2.2.3-C)

(2.2.3-D)
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

fiir eine dritte Folge (yYn)nen, S0 it (Yn)nen konvergent und

lim z, = lim y, = lim z,. (2.2.3-E)
n—oo n—o0 n—o0

(iii) Ist (zp)nen bestimmt divergent mit x, — +oo und gilt (2.2.3-A)) fir eine zweite
Folge (yn)nen, s0 folgt yn — +00.

5" 2.2.4 Satz (Elementare Grenzwerte). (i) Fiir k € Z gilt

0, k <0,
lim n* = {1, k=0, (22.4-A)
n—oo
400, k>0.
(ii) Fir|a| <1 gilt
lim a" =0 (2.2.4-B)
n—oo
und fir |a| > 1 entsprechend
lim a" = oc. (2.2.4-C)
n—oo
(iii) Fir|a| > 1 und k> 0 gilt
k
lim — = 0. (2.2.4-D)
n—oo Q"

(iv) Fira >0 gilt
lim /a = 1. (2.2.4-E)

n—o0
(v) Es gilt
lim /n = 1. (2.2.4-F)
n—oo
(vi) Es gilt
!
lim -~ = 0. (2.2.4-G)
n—oo NN

Beweis. (i) Fiir n > 1 und k € N gilt n* > 1 und damit n* —n = n(n*~1 - 1) > 0.
Also folgt n* > n und lim,,_,o n* > lim,,_,oc n = +00. Fiir k = 0 ist wegen n® =1
nichts zu zeigen. Fiir £ < 0 nutzen wir entsprechend

1 1
0<nf<e <= nlr=—>- (2.2.4-H)
nk " e
und nF — +o0.
(ii) Es geniigt |a"| = |a|® — 0 beziehungsweise |a|” — 400 zu zeigen. Sei dazu

zuerst |a| > 1 und |a| = 1+ A mit A > 0. Dann folgt mit der Bernoulli-Ungleichung
la" =1+ AN)">1+nA>R (2.2.4-1)

flir n > %. Also gilt lim,,_,o, a" = cc.

Fiir |a] < 1 gilt entsprechend b = 1/|a| > 1 und " — +oo. Damit gilt aber

L/e—1 gilt.

la|” < € genau dann, wenn b" > 1/¢ und damit wenn n > ==
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2.2 Elementare Grenzwertsétze

(i)

(iv)

(vi)

Fir |a| =14+ A, A > 0, liefert der binomische Lehrsatz

(n—1)

—1
|a"|:(1+)\)”:1+n)\+n )\2+---+/\”>M

A2 2.2.4-

(wobei wir einfach positive Summanden zum Abschétzen weggelassen haben) und
zusammen mit n — 1 > 7 fiir n > 2 folgt damit

n_2/\2 _ (la] = 1)2712.

o>
@™ > 1

(2.2.4-K)

Also gilt
n 4

<
" n(la] — 1)

und 5 — 0 folgt. Fiir die weiteren Potenzen nutzen wir, dass

am

0<

— 0 (2.2.4-L)

= (o) < —

zumindest fiir hinreichend grofie n gilt. Da die rechte Seite beliebig klein wird,
folgt die Behauptung.

Sei a > 1. Unter Ausnutzung der Bernoulli-Ungleichung erhalten wir

a—1

0<Va—-1< <e (2.2.4-N)

fiir n > aT_l Fiir @ = 1 gilt offenbar {/1 = 1 und es ist nichts zu zeigen. Bleibt der
Fall 0 < a < 1. Hier helfen die Grenzwertséitze, wegen 1/a > 1 erhalten wir

1 1
lim /a = lim = =1 (2.2.4-0)
und die Aussage ist gezeigt.
Hier nutzen wir die Ungleichung
0<Yn—-1< 2 — 0 (2.2.4-P)
n — — 2.4-
Vn

die direkt aus (2.2.4-K|) mit ¢ = ¥n folgt zusammen mit dem Kriterium aus
Satz 2.2.3

Es gilt
n! 12 n—1n 1
= _ZZ.. —< - —0, (2.2.4-Q)
nr nn n n n

da jeder der Faktoren kleiner oder gleich 1 ist. Also folgt die Behauptung.
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

Ergdnzung. Die Rechenregeln fiir Grenzwerte aus Sétzen und ergeben zusammen mit den
gerade bewiesenen elementaren Grenzwerten Algorithmen zum Berechnen von Grenzwerten. Dabei
liefern die Rechenregeln beim Rechnen nebenbei oft die Existenz der Grenzwerte, die Rechnung selbst
ist dabei nur rickwdrts zu lesen. Dazu zwei Beispiele,

n® 4+ 3n2+4 L 14+3n"34+4n=> 1+ 3limy, oo 12 4+ 41lim, oo n°

. _ _ —1 (224R
noeo mB 4+ 3nd + 1 nseo 14301 +n5  1+3limy, o n—t + limy, o015 ( )
und ) )
0= lim — < lim 2" < Jim ~=0 = lim =" =0. (2.2.4-S)
n—oo N n—oo N n—oo N n—oo N

2.3 Cauchyfolgen und Vollstandigkeit

2.3.1 Definition. Eine Folge (z,,)nen in einem metrischen Raum (M, d) heifst Cauchy-
folgd’|, falls

VesoInenVimnsny  d(zp, ) < € (2.3.1-A)
qilt.

2.3.2 Beispiel. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Dies rechnen wir kurz nach.
Konvergiert z,, — z, so existiert zu jedem ¢ > 0 ein N € Nmit d(z,,r) < § firn > N.
Also gilt fiir m,n > N auf Grund der Dreiecksungleichung

d(zp, Tm) < d(n, ) +d(x, 2) < = + S (2.3.2-A)

und die Folge (z,,) ist Cauchy.
2.3.3 Lemma. Jede Cauchyfolge ist beschriankt, d.h. es zu jeder Cauchyfolge (z,)nen
in einem metrischen Raum (M, d) ezistiert ein y € M und ein R > 0, so dass

Voen d(zn,y) < R (2.3.3-A)

gilt.

Beweis. Wir wihlen ¢ = 1 in der Cauchyeigenschaft und erhalten ein N mit d(x,,, z,,) <
1 fiir m,n > N. Wahlt man also y = 2,1 und R = 1 + max;<,<y d(2y,, y), so folgt die
Behauptung. O

2.3.4 Satz (Cauchykriterium). Jede reelle Cauchyfolge (x,,)nen ist konvergent.

Beweis. Da jede Cauchyfolge beschréankt ist, enthélt sie nach dem Satz von Bolzano-
Weierstra$l eine konvergente Teilfolge (2, )ken. Wir zeigen, dass damit die gesamte Folge
konvergiert. Sei o = limy_yo0 Zp, .

Da (2, )ren konvergent ist, existiert zu jedem € > 0 ein K mit d(z,,,r) < § fir k > K.
Ebenso gibt es auf Grund der Cauchyeigenschaft ein N mit d(z,,, z,,) < § fiir m,n > N.

3AucusTIN-Louts CAaucHY, 1789-1857
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2.3 Cauchyfolgen und Vollstandigkeit

Wihlen wir nun K so grof}, dass ny > N fiir alle £ > K gilt, so erhalten wir mit der
Dreiecksungleichung

A(2n,7) < d(2p, 2n,) + d(zp,, ) < g + g = (2.3.4-A)
mit einem ny > N. Also konvergiert die gesamte Folge (x,,),en ebenso gegen . O

Das Cauchykriterium wird sich im Weiteren als sehr niitzlich erweisen. Es ist zentral fiir
Konvergenzbeweise unendlicher Summen und Produkte, wie wir im néchsten Abschnitt
sehen werden. Es ist aber auch verallgemeinert auf metrische Rdume von Bedeutung.
Hier nimmt es die Form einer Definition an:

2.3.5 Definition. Ein metrischer Raum (M, d) heif$t vollstandig, falls jede Cauchyfolge
in (M,d) in M konvergiert.

2.3.6 Beispiele. Sowohl R als auch C sind vollstédndig.

Der Korper Q versehen mit der Abstandsmetrik ist nicht vollstdndig. Ein Beispiel dafiir
ist die rekursiv definierte Folge

2 -2 22+2 1 2
T = 2, Tnt1 = Ty — o = o0 = 5 Ty + J}_ . (2.3.6—A)

Diese besteht aus positiven rationalen Zahlen, ist nach unten durch 1 beschriankt
1 2\’ 1 2\?
2

und damit monoton
2 — 12

2%,

Tpyl — Tp = <0 (2.3.6-C)

und somit in R konvergent. Allerdings erfiillt der Grenzwert x = lim,, ., z,, auf Grund
der Grenzwertsatze
2% 42
2x
und kann also nicht in Q liegen. Damit ist (z,),en eine in @ nicht konvergente Cauchy-
folge.

2? =2 (2.3.6-D)

€Tr =

Erganzung. Wihrend wir in Kapitel |1f die reellen Zahlen R {iber Dedekindschnitte oder Intervall-
schachtelungen definiert haben, kénnen wir nach Cauchy auch das Cauchykriterium direkt nutzen.
Dazu betrachten wir die Menge

CF(Q) = {(xn)neN S QN ‘ (xn)neN Cauchy} (2.3.6—E)
der rationalen Cauchyfolgen und definieren auf dieser Menge eine Aquivalenzrelatio

(Zn)nen ~ (Yn)neN = lim (2, — y,) = 0. (2.3.6-F)

n— oo

4Q ist auch ohne die Definition von R ein metrischer Raum. Man mufl dabei in der Definition der
‘Metrik’ nur die zulédssigen Abstidnde auf rationale Zahlen einschrinken....
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

Dann kann man R := CF(Q)/~. definieren. Die Rechenoperationen sind in diesem Fall einfacher zu er-
halten, Addition und Multiplikation in R entsprechen gerade die gliedweise Addition und Multiplikation
der entsprechenden Folgen

[(#n)nen] + [(Yn)nen] = [(Tn + Yn)nen], [(@n)nen] - [(Yn)nen] = [(Tnyn)nen]- (2.3.6-G)

Es ist leicht zu sehen, dass diese Definition nur von den Aquivalenzklassen und nicht von den Re-
prasentanten abhéngt. Wiederum ist R geordnet,

[(xn)neN] < [(yn)nEN] = EINeNEl(S>0vn>N e + 1) < Yny (236—H)

und wir konnen durch

d([(xn)nen]; [(Yn)nen]) = [(|Zn — Yn|)nen] = |[[(zn)nen] — [(Yn)nenl| (2.3.6-1)

auf R eine Metrik definieren. Hierbei ist natiirlich wiederum |[(z5)nen]| = max{[(zn)nen], —[(¥n)nenl}-
Weiterhin liefern Aquivalenzklassen konstanter Folgen eine Einbettung von Q in R.

Alle diese verschiedenen Konstruktionen der reellen Zahlen sind dquivalent, liefern also ein Modell fiir
den Korper R der reellen Zahlen mit den gleichen Eigenschaften.

2.4 Reihen

2.4.1. Grenzwerte erlauben es, Rechenoperationen auch ‘unendlich’ oft durchzufiihren.
So kann man iiber Folgen und deren Grenzwerte unendliche Produkte

o n
H ay == nlg{)lo H a (2.4.1-A)
k=1 k=1
oder unendliche Summen
o0 n
Z ay == nlg& Z a (2.4.1-B)
k=1 k=1

definieren. Withrend erstere gelegentlich auftreten, gute Ubungsaufgaben erlauben und
sonst ein Nischendasein fristen, sind unendliche Summen zentral in der Analysis. Des-
halb — und weil die Notation mit mehreren Bedeutungen iiberladen ist — eine eigene
Definition. Sei im weiteren K € {R, C}.

2.4.2 Definition. Sei (ay)ren € KY eine Folge. Fine Reihe

> ay (2.4.2-A)
k=1
ist die formale Notation fiir die Folge (s,)nen threr Partialsummen
Sp 1= Z ay. (2.4.2-B)
k=1

Wir sagen eine Reithe ist konvergent, falls die Partialsummenfolge konvergiert und de-
finieren dann

Zak := lim s, = lim Zak (2.4.2-C)
k
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2.4 Reihen

als Wert der Reihe. Fine nicht konvergente Reihe heift divergent.

Wir bezeichnen die Zahlen a;, als die Glieder der Reihe.

Erganzung. Man darf also
>k (2.4.2-D)
k=1

schreiben und den Ausdruck als Reihe bezeichnen, auch wenn er keine Zahl darstellt. Offenbar gilt in
diesem Beispiel s, = > ;_ k= @ — +400. Jedoch sollte man beim Rechnen mit Reihen darauf
achten, dass die Reihen auch konvergieren.

Die Mehrdeutigkeit des Begriffs Reihe ist historisch bedingt. Reihen sind &lter als der Konvergenzbegriff
in der Analysis. Vor diesem Hintergrund stellt sich auch eine allgemeinere Frage: Ist Konvergenz die
einzig sinnvolle Moglichkeit einer Reihe eine Zahl zuzuordnen, oder kann man auch konsistent weiteren
divergenten Reihen Zahlen zuordnen ohne niitzliche Rechenregeln zu verlieren? Die Antwort ist ja, wir
werden dem aber hier nicht weiter nachgehenﬂ

2.4.3 Beispiel. Die geometrische Summenformel ([1.6.8-A) liefert insbesondere
(a—1) Zak =a" —1 (2.4.3-A)
k=0

und damit eine explizite Form der Partialsummen

an+1 -1

k _ _
D at = — (2.4.3-B)
k=0

Die rechte Seite konvergiert fiir n — oo genau dann, wenn |a| < 1 ist. Es gilt also fiir
die geometrische Reihe
[e.e] 1
k
a" = ——, al < 1. 2.4.3-C
I (243)

Fiir alle anderen a € C ist die geometrische Reihe divergent.

Letzteres hiatte man auch direkt mit dem nachfolgenden Ausschlusskriterium gesehen,
eine Reihe deren Glieder keine Nullfolge bilden, kann nicht konvergent sein.

2.4.4 Satz (Nullfolgenkriterium). Wenn "2 | ax konvergiert, dann gilt a — 0.
Beweis. Bezeichne s, = Y ,_, a, die Folge der Partialsummen der konvergenten Reihe.
Dann ist diese als konvergente Folge Cauchy und fiir jedes ¢ > 0 finden wir ein N,

so dass insbesondere fiir n > N stets |a,11| = [Sna1 — Sn| < € gilt. Damit folgt aber
a, — 0. ]

Nicht alle Reihen mit Nullfolgen als Gliedern konvergieren. Dazu auch ein erstes Beispiel.

5Wer mehr wissen will, der schaue in G.H. Hardy’s Divergent series. Die Einleitung liefert auch einige
interessante Beispiele und historische Beziige. Formeln der Form }_;7 | k = — 15 werden wir hier in
dieses Skript nicht auflerhalb von Fufinoten einbauen, im Kontext dieser Vorlesung ist das einfach

falsch.
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

2.4.5 Beispiel. Die harmonische Reihe

(2.4.5-A)

| =

oo
k=1

ist divergent. Da die Glieder der Reihe positive Zahlen sind, ist die Folge der Parti-
alsummen monoton wachsend und es geniigt, ihre Unbeschrinktheit zu zeigen. Dazu
schéitzen wir Reihenglieder nach unten ab, und zwar

11 /1 1 11 1 1 11 1
+—+(—+—>+<—+—+—+—>+<—+—+---+—)+---

12 3 4 56 78 9 10 16

1 1 1 1 1 1 1 1 11 1

- - — - - _ - - _ _ _ 2.45-B
_1+2+(4+4>+<8+8+8+8>+<16+16+ +16>+ (2458)
>1+1+ L + + L +
=129 2 9 9

und die Divergenz folgt.

2.4.6 Beispiel. Aus konvergenten Folgen kann man konvergente Reihen bauen. Ist
(Tp)neny € KY konvergent mit Grenzwert xz, so liefert ap := x, — x4 Glieder der
zugehorigen Teleskopreihe

oo
E Qag,
k=1

n

n
E ay = E (Tp — Tha1) = T1 — Tpy1 —> T — T,
k=1 k=1

(2.4.6-A)

die damit gegen x; — x konvergiert. In Anwendungen muss man hier oft umgekehrt
denken und aus den Gliedern die zugehérige Folge erkennen. So gilt

> 1 > /1 1
]; MR ; (E — k—+1) =1, (2.4.6-B)

1

da die Folge % eine Nullfolge bildet.

2.5 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Viele wichtige Konvergenzkriterien fiir Reihen ergeben sich aus dem Cauchykriterium
oder dem Intervallschachtelungsprinzip.

2.5.1 Satz (Leibnif%Kriterium). Sei (a,)nen € RY eine monoton fallende Nullfolge.
Dann konvergiert die Reihe

> (1) (2.5.1-A)

00
k=1

5GoTTFRIED WILHELM LEIBNIZ, 1646-1716
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2.5 Konvergenzkriterien fiir Reihen

und thre Partialsummen
Sp = Z(—l)kak (2.5.1-B)
k=1
erfiillen
Sor—1 < Sopy1 < Soppo < Sop. (25.1-C)

Beweis. Die Ungleichung folgt per Induktion. Damit bilden die Intervalle
[S2041, S2¢] eine Intervallschachtelung; (s9¢)en ist monoton fallend und (Sap41)sen kleiner
und monoton wachsend. Der Induktionsanfang ergibt sich zu

S1=—a1 < —a; + ay = S9. (2.5.1—D)

Angenommen, sgy_1 < Sgp ist fiir ein £ schon gezeigt. Dann folgt auf Grund der Mono-
tonie der (ay)gen
Sop — Sop—1 = G2 = Q2041 (2.5.1-E)
und damit
Sop—1 < Sgp — G041 = Soep1 < Sog- (2.5.1-F)

Weiter impliziert sop — Sopi1 = agp11 > agp1o entsprechend

Sop41 < Sop41 + A2pp2 = Sopp2 < Sy (25.1-G)

Mit dem Induktionsprinzip folgt die Aussage fiir alle £ € N und die Intervalle [s9p_1, So/]
fiir ¢ € N sind ineinander geschachtelt.

Da ebenso soy — s9p-1 = a9y — 0 gilt, handelt es sich um eine Intervallschachtelung
und beide gegen Intervallgrenzen streben gegen denselben Grenzwert, den Wert der
Reihe. =

Ergdnzung. Die Voraussetzungen im Leibnizkriterium sind wichtig. Ist die Folge der Glieder (a,)nen
nicht monoton, so liefert das Kriterium keine Aussage. Jedoch wird die Monotonie nicht fiir alle Glieder
benotigt, es geniigt wenn die Glieder ab einem gewissen Anfangsindex monoton sind. Konvergenz folgt
also auch, wenn nur

InenVnsn 0< antr <ap (2.5.1-H)

gilt. Der Beweis folgt durch Abspalten einer endlichen Summe,

0o N
Zak = Zak + Z ag (2.5.1-')
k=1

k=1 k>N

und Leibniz liefert der Konvergenz der verbleibenden Reihe.

2.5.2 Beispiel. Das Leibnizkriterium impliziert sofort die Konvergenz der Reihe

- f: (_;)k. (2.5.2-A)
k=1

Es verrdt uns aber nicht, wogegen diese Reihe konvergiert. Allerdings lédsst sich der
Reihenwert gut abschétzen, es handelt sich um eine Zahl x zwischen

1<7<37< <z < <47<5<1 (2.5.2-B)
2~ 12 " 60 v 60 6

Den genauen Wert werden wir spéiter bestimmen.
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Sn

2.5.3 Definition. Eine Reihe Y -, aj heifit absolut konvergent, wenn die Reihe ihrer
Betrdige > ;- | |ak| konvergiert.

2.5.4 Satz (Majorantenkriterium). Sei (ay)ren € CY und gelte ab einem N € N
Visn  ax| < by, (2.5.4-A)

wobei die Reihe .
> b (2.5.4-B)
k=N

konvergiere. Dann ist die Rethe y - | a; konvergent und es gilt

o0 o o0
Z ar| < Z |ak| < Z by.. (2.5.4—C)
k=N k=N k=N

Die Reihe -\ by, wird dabei als konvergente Majorante der Reihe Y, ai, bezeichnet.

Beweis. Die Partialsummen

n
Sn= Y ay (2.5.4-D)
k=1

bilden wegen

m n m
Sm=sal = |2 @ =3 g =| > a
k=1 k=1 k=n+1 (25.4-E)
m o0
k=n+1 k=N
fiir m > n > N eine Cauchyfolge. Damit konvergiert die Reihe. O]

2.5.5 Korollar. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Das war wirklich zu zeigen! Nur weil in R und C jede Cauchyfolge konvergent ist,
konvergiert auch jede absolut konvergente Reihe.

2.5.6 Beispiel. Wegen k% < ﬁ fiir £ > 2 handelt es sich bei der nach Beispiel [2.4.6
konvergenten Reihe

Z —k(kl— 0= 1 (2.5.6-A)

k=2
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2.5 Konvergenzkriterien fiir Reihen

um eine konvergente Majorante fiir die Reihe

=1

§ —. (2.5.6-B)
2

k::lk

Damit ist letztere konvergent. Das Majorantenkriterium beantwortet nicht die Frage
nach dem Wert dieser Reihe. Die Bestimmung des Grenzwertes bezeichnet man als das
Basler Problem; gelost wurde es durch Leonhard Eulelﬂ Wir werden die Losung spéter
zu gegebener Zeit nachholen.

Typische Vergleichsreihen fiir das Majorantenkriterium sind geometrische Reihen. Zur
Formulierung benétigen wir einen weiteren Grenzwertbegriff fiir reelle Folgen (x,,)nen €
RY und definieren den limes superior

limsup x,, = lim sup xy, (2.5.6-C)
n—00 n—=00 k>n

und entsprechend den den limes inferior

liminfx, = lim inf xy. (2.5.6-D)
Nn—00 n—o00 k>n

Beide existieren stets, es handelt sich dabei um den gréfiten bzw. den kleinsten eigent-
lichen oder uneigentlichen Grenzwert den Teilfolgen von (x,),eny annehmen kénnen.

2.5.7 Satz (Wurzelkriterium von Cauchy). Falls

limsup /|ax| < 1 (2.5.7-A)

k—o0

gilt, konvergiert die Reihe > -, ai, absolut. Gilt andererseits

limsup v/ |ax| > 1, (2.5.7-B)

k—o0
so ist die Rethe Y, | a), diwvergent.

Falls der limes superior gleich 1 ist, so trifft das Wurzelkriterium keine Aussage. In
diesem Fall gibt es sowohl konvergente als auch divergente Reihen. Sowohl fiir die kon-

vergente Reihe (2.4.6-BJ), als auch fiir die divergente harmonische Reihe (2.4.5-A|) liefert
das Kriterium den Wert 1.

Beweis. Angenommen, es gilt (2.5.7-A)). Dann existiert ein € > 0 mit

limsup v/|ag| +e=:1¢ <1 (2.5.7-C)

k—o0

und nach Definition des limes superior damit ein N € N mit

Visn  Vlak| < g (2.5.7-D)

"LEONHARD EULER, 1707-1783
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

Das wiederum impliziert fiir diese k
lag| < ¢* (2.5.7-E)

und damit ist die geometrische Reihe 77 o, ¢" eine konvergente Majorante fiir den
Reihenrest 3 ° v, a und Konvergenz folgt.

Gilt andererseits ([2.5.7-B])
lim sup v/|ax| =: ¢ > 1, (2.5.7-F)

k—o0

so existiert eine Indexfolge (ky)sen mit

lim %/|ak,| = q. (2.5.7-G)

l—00

Damit gibt es aber fiir ¢ > 0 mit ¢ — ¢ > 1 auch stets ein L

V4>L |akz| > (q — 6)6. (2.5.7-H)
Da aber (¢ — €)* damit keine Nullfolge bildet, kann auch aj, keine Nullfolge mehr bilden
und die Divergenz ist gezeigt. O]

Oft ist nachfolgendes Kriterium einfacher anzuwenden, allerdings benotigt es mehr Vor-
aussetzungen und ist schwécher als das vorherige.

2.5.8 Satz (Quotientenkriterium, d'AIembertscheﬁ Kriterium). Gilt ay, # 0 fiir alle k und

lim sup 21+1] <1 (2.5.8-A)

k—o00 |ak|

so ist die Rethe y ;- | aj absolut konvergent. Gilt andererseits

lim inf |1
k—o0 |ak’

> 1 (2.5.8-B)

so ist die Reihe divergent.

Beweis. Gilt ([2.5.8-A)), so existiert ein ¢ < 1 mit limsup,_, |a|’;:|1| < ¢ und nach Defini-
tion des limes superior existiert ein N € N mit

|ak+1|
|a]

Vk>N (2.5.8—C)
Damit folgt aber |aj 1| < ¢lax| und per Induktion |agye| < ¢‘|ax|. Damit erhalten wir
aber wiederum eine geometrische Reihe als konvergente Majorante fiir den Reihenrest
ab N + 1 und absolute Konvergenz folgt.

Ist gnd<?rerseits 1’ erfiillt, so existiert ein ¢ > 1 mit liminf, % > ¢ und

damit ein N € N mit

| a1
||

und somit |agie| > ¢‘lag|. Fiir £ — oo strebt diese untere Abschitzung aber gegen +oco

und die Folge der a; kann keine Nullfolge sein. Die Reihe ist also divergent. ]

VisN >q (25.8-D)

8 JEAN-BAPTISTE LE ROND D’ALEMBERT, 1717-1783

62



2.5 Konvergenzkriterien fiir Reihen

2.5.9 Beispiel. Die Reihe
f: % (25.9-A)
k=0

ist konvergent. Dazu benutzen wir das Quotientenkriterium fiir ay = % und wegen

1

. (k+1)! . k! . 1
lim sup = limsup — = limsup — =0 25.9-B
folgt Konvergenz.
2.5.10 Beispiel. Die von einem Parameter z € C abhéngende Reihe
(D e
E — (2.5.10-A)
|
prt (2k + 1)!
konvergiert fiir alle z € C. Um dies zu sehen, nutzen wir wiederum das Quotientenkri-
k
terium. Bezeichnet man a; = %22’““, so gilt
2k + 1)! 1
x| _ (264 1) 2)? = 2> — 0 (2.5.10-B)

lag| — (2k + 3)! (2k + 2)(2k + 3)

fiir kK — oo und alle z € C.

Erganzung. Auch Dezimaldarstellungen reeller Zahlen sind Reihen. Wir betrachten dazu vorerst nur
Zahlen aus [0, 1), alle weiteren ergeben sich durch Addition ganzer Zahlen und damit durch das Ergénzen
von "Vorkommastellen’. Sei dazu (ag)ken eine Folge von Ziffern, oy, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Dieser
Folge ordnen wir die Zahl

0,103 ... := Z arl0™F (2.5.10-C)
k=1

zu. Dabei ist die Zahlendarstellung auf der linken Seite gerade durch die rechtsstehende Reihe definiert.
Fiir jede Wahl der Ziffernfolge konvergiert die Reihe. Dazu nutzen wir das Majorantenkriterium. Alle
Ziffern sind kleiner oder gleich als 9 und liefert die geometrische Reihe Y, 9 - 107* eine konvergente
Majorante. Es gilt also ebenso wie erwartet

— 9 1 1
Z —k Z

Warum haben wir Dezimaldarstellungen nicht eher im Skript erwéhnt? Das hat zwei Griinde, zum Einen
benotigt man Reihen (oder Intervallschachtelungen) um die durch Dezimaldarstellungen bestimmten
reellen Zahlen zu definieren. Andererseits bestimmen Zahlen mitunter ‘ihre’ Dezimaldarstellungen nicht
eindeutig. Wir konnen reelle Zahlen also nicht einfach mit Dezimaldarstellungen identifizieren. Das sieht
man am Einfachsten an obiger Rechnung. Es gilt

[e.e]
0,999999...=>"9-10"% =1 =1,00000... (2.5.10-E)
k=1

und allgemein haben alle Dezimalzahlen, die auf 9 = 9999... enden, eine zweite Darstellung mit der
Endung 0 = 0000.. ..

Jede reelle Zahl besitzt allerdings mindestens eine Dezimaldarstellung. Die Abbildung

{0,913 (ap)ren = D axl07F €[0,1) (2.5.10-F)
k=1
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

ist also surjektiv. Sei dazu x € [0,1) gegeben. Zerlegt man nun fiir jedes k € N das Intervall [0,1) in
die 10* Teilintervalle

I; = [5107% (j + 1)107%), j=0,1,2,...,10F — 1, (2.5.10-G)

so muss x in genau einem der Teilintervalle liegen. Die Folge der Teilintervalle, in denen z liegt, liefert
nun eine Intervallschachtelung zur Bestimmung von z (wenn man die Intervalle am oberen Ende noch
abschlieft und nutzt, dass 107 — 0 gilt). Da dabei die unteren Intervallgrenzen gerade der Dezi-
malzahl 0,...j (fiihrende Nullen vor j auf k Stellen ergéinzt) und damit der k-ten Partialsumme einer
Dezimaldarstellung von z entsprechen, haben wir insbesondere eine mogliche Dezimaldarstellung von
x gefunden.

Erganzung. Neben Dezimaldarstellungen kann man natiirlich auch Darstellungen beziiglich anderer
Basen nutzen. Gebrauchlich sind dabei insbesondere Bindrdarstellungen

o0
z= Y B2*  Bre{o1} (2.5.10-H)
k=—N
und Terndrdarstellungen
r= Y B3, Bre{0,1,2). (2.5.10-1)
k=—N

Alles oben gesagte gilt natiirlich analog auch fiir diese Formen.

Sowohl Wurzel als auch Quotientenkriterium liefern geometrische Reihen als konvergente
Majoranten. Um auch langsamer fallende Reihen untersuchen zu kénnen, benotigt man
weitere Vergleichsreihen. Ein hilfreicher Trick ist dabei folgender Satz:

2.5.11 Satz (Cauchyscher Verdichtungssatz). Sei (aj)ren € RY monoton fallende Null-
folge. Dann gilt

[e.9] [e.9]
Z ar  konvergent — Z 2ay  konvergent. (2.5.11-A)
k=1 =1

Beweis. Die Aussage folgt wiederum aus dem Majorantenkriterium. Da die Glieder
monoton fallend sind, kann durch die Abschéatzung

ap < e, k=202041,.. .28t —1, (25.11-B)

eine Majorante konstruiert werden. Die Reihe )" ,° | a; konvergiert also, falls die Majo-
rante

ar +ay+as+ag+as+ag+ay+---, (2.5.11—C)
—_— - ~
<2a2 <4day

also die Reihe ;7 2%aye konvergiert. Andererseits gilt auch die Abschiitzung

21f+1

ap > a® ", k=204+1,2042, .. .20t 1 ottt (25.11-D)

und damit besitzt die Reihe Y 2, 2%ay = a3 + 2,2, 2 ay (wobei die Summanden
entsprechend Vielfachheit nacheinander ausgeschrieben sind) wegen

a;+as+ayg+as+ag+ag+ag+ag+--- (2.5.11-E)
N 7 N ~~ -
<az+aq <as+astar+as
die Majorante » .-, ai. Die Behauptung folgt. O
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R 2.5.12 Beispiel. Die Reihe
EOO: 1 (2.512-A)
ks
k=1

konvergiert fiir alle (rationalenﬂ) 5 > 1 absolut. Da n™* monoton féllt, darf der Verdich-
tungssatz angewendet werden. Es reicht also, die Konvergenz der Reihe

3 2@% =390 3 (21 (25.12-B)
/=1 /=1 /=1

zu untersuchen. Dies ist eine geometrische Reihe und da 2'~% < 1 genau dann gilt, wenn
s > 1 ist, folgt die Behauptung.

Ebenso folgt aus dem Verdichtungssatz die Divergenz obiger Reihe fiir s € (0, 1].

2.6 Die Eulersche Zahl ¢

R 2.6.1 Beispiel. Die Folge
1 n
n = 1 — 2.6.1-A

ist monoton wachsend und beschréankt. Um letzteres zu zeigen, betrachten wir aber

besser die zweite Folge
1 n+1
Yn = (1 + —) (2.6.1-B)
n

die wegen 1+ % > 1 offenbar y, > x, erfiillt und zeigen, dass diese monoton fallend ist.
Beides folgt aus der Bernoullischen Ungleichung (1.9.10-A)). Es gilt

nn1 (n+1)"
Tpoy < T, =
(n—1)n"1 n"
n—1 n" (n+1)"
<~ <
n (n—1)" n" (26.1.C)
n—1 (n?2-1)" o
<~
n (n2)n
1\" 1
— 1—= ) >1——
n n
und letzteres folgt aus Bernoulli. Analog ergibt sich
" 1
Yno1 > Y (1 + — ) >1+— (2.6.1-D)
ns—1 n
und Bernoulli liefert wiederum mit —*< > -5 = % die Behauptung. Damit konvergieren
sowohl (x,,)nen als auch (¥, )nen. Wegen
n . 1
lim 2% = lim (1 + —) =1 (2.6.1-E)
n—00 L'y, n—»00 n

9wenn wir es spiter sauber definieren auch alle reellen
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

besitzen beide denselben Grenzwert, den wir mit e bezeichnen wollen. Zu Ehren von
Leonhard Euler wird e als die Fulersche Zahl bezeichnet. Es gilt 2 < e < 3.

Die gerade gezeigten Grenzwerte sind wichtig, allerdings eher unpraktisch, um die Zahl
e wirklich zu berechnen. Dazu bietet sich die Nutzung einer Reihendarstellung an.

2.6.2 Satz (Euler). Es gilt
EOO L li 1+1 ' li 1+1 " (2.6.2-A)
e = — = ]1m — = 111m - V.
k! n—00 n n—o00 n

Beweis. Die Konvergenz der Reihe haben wir schon in Beispiel gesehen; es bleibt
die Gleichheit der Grenzwerte zu zeigen. Mit dem binomischen Lehrsatz folgt

1\" " /n “n n—1 n—2 n—-k+1 1
14+ 2) = -k _ —. . i
( * n) Z (k)n —n n n n k!

n k—1 n

1 14 1
S all()) =X p
=1 k=0
da alle Faktoren des Produktes zwischen 0 und 1 liegen. Weiter gilt fiir N > n

) S SR e

(2.6.2-B)

und fiir N — oo strebt die erste Summe gegen > ', %, wéahrend die zweite nichtnegativ
ist. Also folgt fiir alle n € N

li 1+1 N>i1 (2.6.2-D)
Nevao N _k;foH o

und der Grenzwert der Reihe muss mit dem Grenzwert der Folge iibereinstimmen. [

Die Ezponentialreihe Y -, % konvergiert deutlich schneller gegen e als die angegebenen
Folgen. Das ist praktisch um e zu berechnen, erlaubt uns aber auch weitere Eigen-
schaften der Zahl e zu untersuchen. Dazu zeigen wir zuerst eine Abschitzung fiir die
Konvergenzgeschwindigkeit der Reihe. Es gilt

2.6.3 Lemma. Der Reihenrest der Exponentialreihe erfillt die Abschdtzung

=~ 1 1 1 1
— = — — . 2.6.3-A
k;ﬂ I n! ; n+1)- n—|—€) n! ; (n+ ) " nnl ( )

2.6.4 Satz (Euler). Die Eulersche Zahl e ist nicht rational.

Beweis. Wir zeigen dies indirekt und nehmen an, dass es natiirliche Zahlen p, ¢ € N mit

=1
— == 2.6.4-A
; Roog 2048
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2.7 Umordnen von Reihen

gibt. Wegen 2 < e < 3 muss dabei ¢ > 2 gelten. Weiter gilt auf Grund der Monotonie
der Partialsummen und der Restabschétzung (2.6.3-A)

—<e= Z - Z Pl (2.6.4-B)

k= D

und damit

0 < g_ Zki — (2.6.4-C)

qq"
Nach Multiplikation mit ¢! folgt daraus

0<plg—1!— (2.6.4-D)

k=0

was aber nicht sein kann. Alle verbleibenden Summanden sind natiirliche Zahlen, ihre
Summe kann also nicht zwischen 0 und 1/¢ liegen. O

2.7 Umordnen von Reihen

2.7.1. Spielt die Reihenfolge der Summation bei einer Reihe eine Rolle? Man konnte
meinen, die Kommutativitat der Addition beantwortet diese Frage direkt und wir diirfen
in Reihen in beliebiger Reihenfolge summieren. Dem ist nicht so: einer konvergenten aber
nicht absolut konvergenten Reihe wird durch Umordnen mitunter ein anderer Grenzwert
zugeordnet.

2.7.2 Definition. FEine Reihe heifit bedingt konvergent, falls sie konvergiert aber nicht
absolut konvergiert.

2.7.3 Satz (Riemannscher Umordnungssat. Sei (ar)ren € RY eine reelle Folge, so
dass > ;- ay bedingt konvergiert. Dann gibt es zu jeder Zahl x € R eine Bijektion
o :N — N, so dass

Z Qg(k) = . (2.7.3—A)

k=1

Beweisskizze. Da die Reihe nicht absolut konvergiert, ist mindestens eine der beiden
Reihen

Z min{ay, 0}, Z max{ay, 0} (2.7.3-B)
k=1 k=1

bestimmt divergent (und nach den Rechenregeln fiir konvergente Reihen damit beide di-
vergent). Es geniigt, in diesem Fall eine passende Umordnung der Reihe zu konstruieren.
Dazu gehen wir wie folgt vor:

e wir wihlen zuerst so viele Glieder der ersten der beiden Reihen, bis deren Parti-
alsumme kleiner als x ist,

1OBERNHARD RIEMANN, 18261866
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

e danach addieren wir so viele Glieder der zweiten Reihe, bis die Partialsumme
gréfier als x ist,

e danach addieren wir so viele Glieder der ersten Reihe, bis die Partialsumme wieder
kleiner als x ist

e ctc.

Auf diese Weise ergibt sich eine Umordnung der Ausgangsreihe. Da die Ausgangsrei-
he bedingt konvergent war, gilt a — 0 fiir & — oco. Damit bilden die abwechselnd
gewihlten Partialsummen eine Intervallschachtelung fiir die Zahl  und die umgeordne-
te Reihe konvergiert gegen . O

Ganz entsprechend findet man auch Umordnungen o : N — N mit

> oy = +oo (2.7.3-C)
k=1

und Umordnungen o : N — N mit

Zag(k) = —00. (2.7.3-D)

00
k=1

Bedingt konvergente Reihen kénnen durch Umordnen also nicht nur den Wert dndern,

sondern sogar ihr Konvergenzverhalten. Fiir absolut konvergente Reihen ist das anders.

2.7.4 Satz. Sei Y -, aj absolut konvergent. Dann gilt fiir jede Bijektion o : N — N

Zaa(k) = Zak. (2.7.4-A)
k=1 k=1

Beweis. Es gilt o(k) — oo fir k — oo, da fiir jedes N € N und mit der Zahl
Ky =maxo *({1,...,N}) > N (2.7.4-B)

stets o(k) > N fir k > Ky gilt.

Wir betrachten nun die Differenz der Partialsummen

Zaa(k) _Zak < Z |ag| + Z |a|
k=1 k=1

keo({1,....,nH)\{1,...,n} ked{l,...mP\o({1,...,n}) (2.7.4—C)
< arl + > lacl:
k>n >n

wobei wir zuerst die gemeinsamen Summanden entfernt und dann die Dreiecksunglei-
chung angewendet haben. Als Reihenreste streben die beiden verbleibenden Summen fiir
n — oo gegen Null. Damit konvergieren beide Reihen gegen denselben Grenzwert. [
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2.8 Exponentialreihe und Exponentialfunktion

2.8 Exponentialreihe und Exponentialfunktion

2.8.1. Die Reihe

exp(z Z Z— (2.8.1-A)
k=0

konvergiert fiir alle z € C absolut und bestimmt eine Funktion exp : C — C, die wir
als (komplexe) Ezponentialfunktion bezeichnen. Im Folgenden untersuchen wir einige
Eigenschaften dieser Funktion.

2.8.2. Die Reihe kann als absolut konvergente Reihe umsortiert werden, deswegen gilt

expl+uw) = 30 Lo+ ) E%H,Z( )

"0 (2.8.2-A)
1
= Z Z k—z —w = exp(z) exp(w)
n=0 k+{l=n
und wir erhalten fiir die Funktion exp die Identitéat
exp(z + w) = exp(z) exp(w) (2.8.2-B)
fiir alle z,w € C. Da offenbar auch exp(0) = 1 gilt, folgt insbesondere
exp(z) # 0, (2.8.2-C)
fiir alle z € C, sowie
1
—Z) = . 2.8.2-D
exp(—2) = (282)

2.8.3. Fiir spezielle Werte kann man die Exponentialfunktion auch direkt ausrechnen.
Dies wollen wir kurz ausfiithren. Es gilt exp(1) = e (da die Eulersche Zahl e ja genau
iiber die Exponentialreihe definiert ist) und damit ebenso

exp(k) = e, keZ. (2.8.3-A)
Fiir reelle > 0 folgt exp(z) > 0 (als Reihe iiber positive Summanden) und wegen

auch gilt exp(z) > 0 fiir alle z € R. Damit kann man aber auch weitere Werte
bestimmen. Da exp(2)? = exp(p) = €” gilt, folgt

exp(g) = Yop = el (2.8.3-B)

und fiir alle rationalen Zahlen liefert die Exponentialfunktion genau die entsprechen-
den Potenzen der Eulerschen Zahl e. Die erhaltene Funktion entspricht im Reellen der
bekannten Exponentialfunktion.
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2 Grenzwerte von Folgen und Reihen

Die gepunkteten Kurven stellen die ersten sieben Partialsummen dar. Fiir positive x
ist die Konvergenz der Exponentialreihe monoton, wiahrend sie fiir negative x alterniert
(und fiir hinreichend grofie n die Abschitzungen aus dem Leibnizkriterium gelten).

2.8.4. Die Exponentialfunktion erfiillt einige elementare Abschétzungen, die wir spéter
nutzen werden. Fiir |z] < 1 gilt

. =1
exp(z) — 1] < 3B <130 L = e - 1) (25.4A)
k=1 k=1
und
=1 |z|* =1
lexp(z) —1—2[ <) ‘F Y = (e 2)|2)2. (2.8.4-B)
k=2 k=2

Ergdnzung. Die Partialsummen der Exponentialreihe kann man sich auf einem Ausschnitt aus C wieder
als Bilder anschauen. Hier dargestellt sind die Summen von jeweils 6, 8 und 10 Termen im Bereich
{z +1iy | =,y € [-5,5]}. Dabei sicht man an der Konvergenz der Bilder die Konvergenz der Reihe:

70
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Deutlicher als Konvergenz sieht man Divergenz an Bildern. Dargestellt sind die Partialsummen
n
sn(z) = Z 2"

k=0

der geometrischen Reihe fiir n = 8,16,32 auf {z +iy | z,y € [-2, 3]} zusammen mit dem Kreis |z| = 1.
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3 Stetigkeit und Funktionsgrenzwerte

3.1 Stetigkeit von Funktionen

3.1.1. Funktionen zwischen metrischen Rdumen werden als stetig bezeichnet, wenn sie
mit Grenzwertbildungen vertauschbar sind, wenn also

lim f(x,)= f(lim z,) (3.1.1-A)

n—oo n—oo
fiir konvergente Folgen (x,,),en gilt. Sie heiflen stetig im Punkt x, wenn fiir alle
gegen x konvergenten Folgen gilt.

Auch wenn dies als Definition recht einprigsam erscheint, so ist es doch relativ schwer
damit die Stetigkeit einer gegebenen Funktion direkt nachzuweisen. Stattdessen ver-
wenden wir eine Definition (die analog zur Konvergenz von Folgen) auf Ungleichungen
basiert.

3.1.2 Definition. Seien (M, dy) und (M, dy) metrische Riume und f : My — My eine
Funktion. Die Funktion f heifst stetig im Punkt x € My, falls

Vesodos0Vyern, di(z,y) <0 = do(f(x), f(y)) <¢ (3.1.2-A)
qilt. Sie heifit stetig auf My, falls sie in jedem Punkt x € M stetig ist.

3.1.3 Beispiele. Fiir Funktionen f : R — R iibersetzen sich die Abschéatzungen in der
Metrik in Betragsungleichungen. Wir betrachten dazu zwei wichtige Beispiele:

(i) Potenzfunktionen sind stetig. Genauer, fiir jedes n € N ist die Funktion f,(z) = 2™
stetig. Um dies zu zeigen betrachten wir die Differenz zweier Funktionswerte

n—1
fal@) = faly) = 2" —y" = (w —y) >_aFy" ' (313-A)
k=0
Gilt nun |y — x| < 6 < 1, so folgt |y| < |z| + 1 =: M und damit
|fu(m) — ()] < |z —ylnM™ P <nM"™ 16 < ¢ (3.1.3-B)

falls § < # und § < 1.

(i) Auf Ry ist die Wurzelfunktion f(z) = \/x stetig. Auch dazu betrachten wir die
Differenz zweier Funktionswerte
l‘ —

f@) = fly) =ve—y= \/ET%/E (3.1.3-C)
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3 Stetigkeit und Funktionsgrenzwerte

und erhalten fiir [z —y| <6 < %x und damit 0 < %x <y< %x, dass

(3.1.3-D)

[f(z) = f(y)] < =

1 1 1
_ ) <d—=<c¢
N i St van
fiir § < e/ gilt.

Hier muss man jeweils fiir gegebenes € > 0 ein eventuell von x abhédngendes ¢ finden. Es
geht bei Stetigkeit nicht darum, das optimale § zu bestimmen, eines mit einer einfach
nachvollziehbaren Abschéitzung geniigt!

3.1.4 Beispiel. Die Betragsfunktion |- | : R — R ist stetig. Dies folgt direkt aus der
umgekehrten Dreiecksungleichung

] = Jyl | < |z —yl, (3.1.4-A)
deren Beweis wir als Ubung iiberlassen.

3.1.5 Beispiel. Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig. Betrachtet man die
Differenz zweier Funktionswerte, so ergibt sich wegen ([2.8.2-A))

exp(z) — exp(y) = exp(z) (1 — exp(y — x)) (3.1.5-A)
und damit aus ({2.8.4-A))

|exp(x) — exp(y)| = |exp(z)[ [1 — exp(y — 2)| < (e = 1)|exp(z)| [x —y[ <& (315-B)

fir |x —y| <0 = . Die Stetigkeit ist gezeigt.

&
le—1] [ exp(z)]

3.1.6 Satz. FEs gilt genau dann fiir einen Punkt x, wenn fiir jede Folge

(Z0)nen € MY mit x,, — x gilt.

Beweis. Hinrichtung: Angenommen, f erfillt in z. Ist nun (z,),en eine Folge
aus M mit z,, — x, so ist zu zeigen, dass dann f(z,) — f(z) gilt. Sei dazu € > 0.
Wegen existiert dann ein ¢ > 0 und auf Grund der Konvergenz x,, — z ein
zugehoriges Ny mit d(z,,x) < 6 fiir n > Ns. Also gilt d(f(x,), f(z)) < e fur diese n.

Damit ist (3.1.1-A)) gezeigt.

Riickrichtung: Hierzu zeigen wir die Kontraposition. Angenommen f erfiillt in
x nicht. Dann gilt

Jes0Vss0Tyens, dilw,y) <0 A do(f(2), f(y)) > ¢ (3.1.6-A)

und speziell mit § = % finden wir eine Folge von Elementen z, € M; mit d(x,x,) <
und ds(f(z), f(z,)) > e. Fiir diese Folge gilt also x,, — x aber nicht f(z,) — f(z

Also ist nicht erfiillt.

3.1.7 Proposition (Rechnen mit stetigen Funktionen). Sei K € {R,C} und seien f :
K — K und g : K — K stetige Funktionen. Dann sind

(f +9)(@) = flx) +g(z),  (fo)lz) = f(x)g(x),  [foglz)=[flg(x)) (317-A)

ebenso stetig.

3=

~—

O
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3.2 Hauptsétze iiber stetige Funktionen

Beweis. Wir zeigen mehr, die Aussage gilt punktweise. Seien f, g in x stetig in x, so
gilt fiir jede Folge =, — x aus dem Schnitt der Definitionsbereiche von f und g unter
Ausnutzung der Rechenregeln fiir Grenzwerte in K

Jim (f +g)(zn) = lim f(z,) + lim g(zn) = f(2) +g(z) = (f +9)(x)  (31.7-B)

und
Tim (fg)(zn) = lim_ f(@,) - lim g(a,) = f(z)g(z) = (f9)(z). (3.1.7-C)
Damit sind die ersten beiden Aussagen gezeigt.

Fiir die Dritte miissen wir leicht anders argumentieren. Sei dazu g in x stetig und f
im Punkt g(x). Sei weiter x,, — x eine Folge aus dem Definitionsbereich von ¢ fiir
die g(x,) jeweils im Definitionsbereich von f liegt. Dann impliziert die Stetigkeit von g,
dass g(z,) — g(z) gilt und damit folgt aus der Stetigkeit von f direkt f(g(z,)) —

fg(x)). O

3.2 Hauptsatze iiber stetige Funktionen

Die nachfolgenden Hauptsétze fiir stetige Funktionen gelten fiir auf abgeschlossenen und
beschréankten Intervallen [a, b] definierte Funktionen. Auf offenen oder unbeschrinkten
Intervallen sind die Aussagen falsch oder so nicht formulierbar. Uberlegen Sie sich dazu
Gegenbeispiele!

3.2.1 Lemma (WeierstraB, Beschranktheitssatz). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f
beschrdinkt, es gilt also

sup |f(x)] < o0. (3.2.1-A)
z€[a,b]

Beweis. Da die Betragsfunktion stetig ist, ist  +— |f(z)| stetig und es geniigt, die
Aussage fiir nichtnegative stetige Funktionen zu beweisen. Sei also im folgenden f :
[a,b] — Rsq stetig. Angenommen, die Funktion wére unbeschriankt. Dann gébe es zu
jedem n € N ein z,, € [a,b] mit f(z,) > n. Auf diese Weise erhalten wir eine Folge
(Zn)nen aus [a, b]. Da das Intervall [a, b] abgeschlossen und beschréinkt ist, existiert nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrass damit eine in diesem Intervall konvergente
Teilfolge (z,, )ken. Mit ,,, — x folgt damit aber der Widerspruch

R > f(z) = ’}erolo f(zn,) > ng — +o0. (3.2.1-B)

Also ist f beschrankt. ]

Der Beweis erklart uns auch, wie man Maximum und Minimum einer stetigen Funkti-
on (unkonstruktiv) findet. Wir erhalten damit Existenzaussagen, die nicht mit einem
Beispiel sondern einem ‘echten’ Beweis gezeigt werden.

3.2.2 Satz (WeierstraB, Satz vom Maximum und Minimum). Sei f : [a,b] — R stetig.
Dann ezistieren ein x4 € [a,b] und ein x* € [a,b], so dass

f(ze) = min f(x) und  f(z®) = max f(x). (3.2.2-A)

z€[a,b] z€la,b]
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3 Stetigkeit und Funktionsgrenzwerte

Beweis. Wir beschranken uns auf z,, der Beweis fiir 2* ist analog. Da die Funktion f
beschrankt ist, ist das Infimum iiber die Funktionswerte

Yo = inf f(z) R (3.2.2-B)

z€[a,b]
endlich. Damit existiert aber zu jedem n € N ein z,, mit

Yo < f(wn) <yo+ % (3.2.2-C)

Dies liefert wiederum eine Folge (z,,)nen aus dem Intervall [a, b] und damit eine in diesem
Intervall konvergente Teilfolge (2, )ken. Mit ze = limg_,o x5, folgt die Behauptung

f(ze) = lim f(x,,) =vye = inf f(x) (3.2.2-D)

k—oo z€[a,b)

auf Grund der Stetigkeit von f. m

a Lo b

Der Satz sagt uns nicht, wie man diese Minimal- und Maximalstellen wirklich findet.
Dazu spéter mehr.

Erganzung. Man kann die Voraussetzung eines abgeschlossenen und beschrinkten Intervalls in obigen
Sétzen stark verallgemeinern. Wir sagen, eine Teilmenge K C M eines metrischen Raumes (M, d) ist
kompakt oder besser ist folgenkompakt, falls jede Folge (2, )nen € K" von Elementen aus K eine in K
konvergente Teilfolge besitzt.

Der Satz[2.1.13|von Bolzano—Weierstrass besagt also insbesondere, dass abgeschlossene und beschrénkte
Intervalle in R kompakt sind. In obigen Beweisen haben wir nur benotigt, dass die stetigen Funktionen
auf kompakten Mengen definiert sind. Es gilt also viel allgemeiner (und mit gleichem Beweis):

Satz. Sei K C M kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes (M,d) und f : K — R stetig. Dann
ezistieren ein xe € K und ein x® € K

f(ze) = min f(x) und f(x*) = max f(z). (3.2.2-E)

rzeK zeK

Kompaktheitskriterien, also Existenzsétze fiir konvergente Teilfolgen, sind extrem wichtige mathema-
tische Aussagen.

Fiir die folgenden Sétze verkniipfen wir Stetigkeit mit der Ordnungsstruktur der reellen
Zahlen.
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3.2 Hauptsétze iiber stetige Funktionen

¥ 3.2.3 Lemma (Nullstellensatz von Bolzano). Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) < 0 <
f(b). Dann existiert ein x € (a,b) mit f(§) = 0.

Beweis. Wir betrachten die Menge
U={x¢€lab]| f(x) <0} (3.2.3-A)

Nach Voraussetzung gilt a« € U und b ¢ U. Da damit U nicht leer und beschréankt ist,
existiert das Supremum

E=supU <b (3.2.3-B)
und somit auch eine Folge (z,)neny von Elementen aus U mit x,, — &. Da f stetig ist,

gilt damit wegen f(x,) <0
f(€) = lim f(z,) <0 (3.2.3-C)

n—oo

und ebenso existiert eine Folge (1, )nen oberer Schranken von U mit y, — &. Also folgt
wegen f(y,) >0
f(&) = lim f(y,) =0 (32.3-D)

n—oo

und damit die Behauptung. O]

15 3.2.4 Satz (Bolzano-Cauchy, Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt
f(la,b]) = [f (), f(2*)] (324-A)
mit xo und x* aus (3.2.2-A).

Beweis. Dass die beiden Funktionswerte

min f(z) = f(x.) und max f(z) = f(x*) (3.2.4-B)

z€la,b] z€la,b]

angenommen werden, haben wir schon gesehen. Ebenso ist klar, dass es keine gréfleren
oder kleineren Funktionswerte geben kann.

Gilt f(ze) = f(2*), so ist f konstant und die Aussage wahr. Sei also f(z,) < f(2*) und
z € (f(xs), f(z*)) beliebig. Ist x4 < x*, dann gilt fiir die Hilfsfunktion

hz) = f(z) — 2 (3.2.4-C)

sowohl h(x,) = f(x,) — 2z < 0 als auch h(z®*) — z > 0 und die Funktion A erfiillt auf
[ze, z°] die Voraussetzungen des Nullstellensatzes von Bolzano. Damit existiert aber ein
£ € (e, 2®) C [a,b] mit h(§) = f(§) —z =0, also mit f(£) = z. Ist andererseits x, > z°,
so betrachten wir stattdessen h(z) = z— f(z) und wenden wiederum den Nullstellensatz
an. [l

&<  Ergénzung. Sowohl der Nullstellensatz als auch der Zwischenwertsatz sind niitzlich, um die Existenz
von interessanten Zahlen zu garantieren. Ein besonders prominentes Beispiel ist die Zahl 7. Wahrend wir
bei der Definition der Winkelfunktionen 27 als Bezeichnung fiir den Vollwinkel eingefiihrt haben, kénnte
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3 Stetigkeit und Funktionsgrenzwerte

man mit einer besseren (und vielleicht auch einfacher berechenbaren) Definition der Winkelfunktionen
die Zahl 7 einfiihren. Definiert man sich cos(z) durch die Reihe

oo _q k
cos(z) := (=1) z, z €R, (3.2.4-D)
- !

[=)

die auf Grund des Quotientenkriteriums auch fiir alle x € R konvergiert und als Realteil der schon als
stetig erkannten Funktion z — exp(iz)

: = L. n = (_1)k 2k

cos(z) = Reexp(ir) = Re Z a(mc) = Z x (3.2.4-E)
n=0 k=0

selbst stetig ist, so kann man auch 7 als erste nichtnegative Nullstelle dieser Funktion definieren. Es

bleibt zu zeigen, dass es diese gibt.

Offensichtlich ist cos(0) = 1. Fiir z € [0,2] und k > 1 ist ebenso 22 < 4 < 12 < (2k + 1)(2k + 2) und

. 2 < (2% 2% + 2 — 22t il 324-F
1 24-
v < 2R+ 12k +2) 2k12)! 2R ( )

folgt die Monotonie der Betréige der Glieder der Reihe fiir z € [0,2]. Die Reihe ist also mit dem
Leibniz-Kriterium abschétzbar und wir erhalten

L, 1o, 14
— < < P R < < 2. 2.4-
1 2x < cos(z) <1 2;10 —|—24:r, 0<x<2 (3.2.4-G)

Also gilt cos(2) <1 -2+ % = —% und die durch die Reihe (3.2.4-D|) definierte Funktion besitzt auf
[0, 2] mindestens eine Nullstelle.

Wir werden spéiter in Kapitel [4] zeigen, dass die von uns genutzte geometrische Definition der Cosinus-
funktion dieselbe Funktion liefert wie obige Reihe. Dazu fehlen uns noch die notwendigen Hilfsmittel.

3.3 GleichmaBige Stetigkeit

Eine Funktion soll als gleichméfig stetig bezeichnet werden, wenn sie in jedem Punkt x
stetig ist und 0 unabhéngig von x gewihlt werden kann. Genauer:

3.3.1 Definition. Seien (M;,d;) und (Ms,ds) metrische Riume. Wir bezeichnen eine
Funktion f : My — M, als gleichméBig stetig auf My, falls

Ves03550Va yern di(z,y) <d = do(f(2), f(y)) <e (331-A)
gilt.

3.3.2 Beispiel. Ohne Gleichméfigkeit liest sich die Bedingung fiir Stetigkeit in jedem
x € My als

Vaen Ves03s>0Vyenm, di(z,y) <0 =  dao(f(2), fly)) <e. (3.3.2-A)

Das ist ein entscheidender Unterschied. Dazu ein Beispiel:

Die Funktion f(z) = sin(2) ist als Funktion f : (0,7] — [—1,1] in jedem Punkt stetig.

Allerdings gilt dies nicht gleichméfBig. Setzt man

2 1
und  y, = —, (3.3.2-B)

n = (2n+ D)7 nm
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so gilt
T

2
Also miisste fiir gleichméfige Stetigkeit fir |f(x,) — f(yn)| = 1 = € das zu wihlende 0

flz,) =sin((2n+1)=)=+1 und f(y,) =0. (3.3.2-C)

0<d<|z,—yn| = — 0, n — oo, (3.3.2-D)

n(2n + 1)m

erfiillen. Ein solches § gibt es nicht.

15" 3.3.3 Satz (Cantor). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f auf |a,b] gleichmdifig stetig.

Beweis. Wir zeigen dies indirekt. Angenommen, es gibt zu einem £ > 0 kein ¢ > 0 mit

Veweort Tyl <8 = |f(2) - fly) <. (333-A)

Dann gébe es zu jedem § > 0 in [a,b] zwei Punkte x und y mit |z — y| < ¢ und
|f(x) — f(y)| > €. Wéhlen wir nun eine gegen Null strebende Folge positiver Zahlen 4,
dann gébe es zu jedem n Punkte z, und y, mit |z, — y,| < 6, und |f(x,) — f(yn)| >
e. Mit Bolzano—Weierstrafl folgt die Existenz einer Teilfolge z,, — z, und wegen
|zn, — yn| < 6, —> 0 folgt ebenso y,, — x.. Allerdings folgt damit auf Grund der
Stetigkeit von f

0= |f($*) - f(l'*)l = klglgo |f<xnk) - f(ynk)| Z €. (3.3.3—3)
Widerspruch. O

<  Erganzung. Der Satz gilt wiederum allgemeiner als er formuliert ist. Wir haben nie wirklich genutzt,
dass die Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall definiert war. Was wir wirklich genutzt haben,
ist die Existenz einer konvergenten Teilfolge. Statt Bolzano—Weierstral zu verwenden, kénnen wir auch
einfach die Kompaktheit des Definitionsbereiches fordern. Es gilt also

&< Satz. Sei K C M, kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes (My,dy) und f : K — My stetig.
Dann ist f auf K gleichmdjig stetig.

In dieser Fassung werden wir den Satz spéter auch benttigen, aber vorerst geniigen uns abgeschlossene
Intervalle.

79



3 Stetigkeit und Funktionsgrenzwerte

3.4 Grenzwerte von Funktionen

Im Folgenden wollen wir Stetigkeit noch einmal anders formulieren und definieren dazu
zuerst einen weiteren Grenzwertbegriff. Statt Grenzwerten von Folgen betrachten wir
Grenzwerte von Funktionen in ausgew&dhlten Punkten.

3.4.1 Definition. Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M eine Menge. Ein Punkt
. € M heifst Haufungspunkt der Menge A, falls

V5>03y€,4\{x*} d(y, 33*) < €. (3.4.1—A)

3.4.2 Lemma. FEin Punkt x, ist Haufungspunkt einer Menge A genau dann, wenn es
eine Folge (x,)nen aus A mit x,, # x, und x, — x, gibt.

Beweis. Wihlen ¢, = % und zu jedem ¢, ein nach Definition des Haufungspunktes
existierendes x, € A\ {z.} mit d(z,,z) < &, = L. Damit erhalten wir eine Folge
(n)nen mit der gewiinschten Eigenschaft. O]

3.4.3 Beispiel. Ein offenes Intervall (a,b) mit a < b hat das zugehorige abgeschlossene
Intervall [a,b] als Menge seiner Haufungspunkte. Eine endliche Menge reeller Zahlen
besitzt keine Haufungspunkte und die Menge der Haufungspunkte von Q ist ganz R.

Erganzung. Wenn wir uns immer nur Intervalle anschauen, dann ist der Begriff des Haufungspunktes
nicht besonders niitzlich. Aber fiir allgemeinere Teilmengen von R oder von C ist das anders. Ein
Beispiel ist der Cantorstaub

¢ = {i Br37 | Br € {0,2}} c [0,1] (3.4.3-A)

k=1

bestehend aus allen Zahlen des Intervalls [0, 1] ohne Ziffer 1 in der Terndrdarstellung.

1l
|
1
|
|
1
|
1
1
|
|
|

4

Jedes Element von € ist Haufungspunkt. Die Menge € kann man sich am besten als Schnitt von den
hier dargestellten Mengen oder durch schrittweises Entfernen mittlerer Drittel vorstellen. Es gilt also

0o 3Pl

30+1 3042

¢=0,1\J ( o ?)k) (3.4.3-B)
k=1 (=1

Fiir das Komplement A = [0,1] \ € sind alle Punkte des Intervalls [0, 1] Hiufungspunkte.
3.4.4 Definition. Seien (M, d,) und (Ms,dy) metrische Raume, A C My und f: A —
M, eine Funktion. Ist x, Haufungspunkt von A, so sagen wir f(x) — ¢ in z, falls

Ves03550Vaed\ {2} di(z,7,) <6 = dy(f(2),c) <¢ (3.4.4-A)

gilt und schreiben dafiir
lim f(x) =c. (3.4.4-B)

T—>Tx
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1" 3.4.5 Lemma. Sei f: A — M, eine Funktion und x, Haufungspunkt von A. Dann gilt

lim f(z) =c (3.4.5-A)

T—Tx

genau dann, wenn fir jede Folge (x,)nen mit T, # x und T, — T,

nh_}rrolo flzn) =c (3.4.5-B)
gilt.
Beweisidee. Analog zum Beweis zu Satz[3.1.6 Wir iiberlassen dies als Ubung. O]

Damit kann man Stetigkeit (in Hiufungspunkten) neu formulieren. Ist f : A — R eine
Funktion und z, € A Haufungspunkt von A. Dann ist f in z, genau dann stetig, wenn

lim f(z) = f(x.) (3.45-C)

T—Tx

gilt. Stetige Funktionen nehmen also in Haufungspunkten die zum Definitionsbereich
gehoren genau die Funktionswerte an, die durch die Funktionswerte in einer Umgebung
aufgezwungen werden. Diese Vorstellung hilft uns insbesondere auch, Stetigkeit nach-
zuweisen (oder Funktionen in nicht zum Definitionsbereich gehérende Punkte stetig
fortzusetzen).

R 3.4.6 Beispiel. Wir betrachten die modifizierte Dirichletfunktion f: R Cc Q — R
fl@)=-, firz= g, ggT(p,q) =1, ¢eN. (3.4.6-A)

Diese eher wild aussehende Funktion besitzt eine interessante Figenschaft. Fiir jede
irrationale Zahl z, € R\ Q gilt
lim f(z) = 0. (3.4.6-B)

T—>Tx

Fiir alle rationalen z* € Q existiert dieser Grenzwert nicht. Bildet man also die durch
Fallunterscheidung definierte Funktion

{é x=2 ggT(p,q) =1,

3.4.6-C
0, sonst, ( )

so ist diese in allen rationalen Punkten z € Q unstetig, in allen irrationalen Punkten
x € R\ Q jedoch stetig. Weisen Sie dies nach!
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3.4.7 Beispiel. Funktionsgrenzwerte kann man nutzen, um Funktionen in Definiti-
onsliicken fortzusetzen. Das bekannteste Beispiel dafiir ist der Grenzwert

sinx

lim =1 (3.4.7-A)
x—0 I
den wir nachfolgend beweisen wollen. Wir nutzen die geometrische Definition der Win-

kelfunktionen.

Fiir gegebenen Winkel ¢ und den Punkt @ mit den Koordinaten (cos ¢, sin ¢) und die
Flacheninhalte der Dreiecke AOAQ und AOBR und des Tortenstiicks OBQ offenbar

geordnet. Es gilt
Anoag < Atortenstiick < Anosr (3.4.7-B)

und durch Einsetzen der bekannten Flachenformeln

1 1 1 1sin¢ s
= mo<-¢p< -t =-— 0<o< . 3.4.7-C
QCosgbsmgb 2gb 5 an ¢ 2 cos 0’ ) 5 ( )
Damit folgt aber
sin ¢ 1 7
< < — 0< < = 3.4.7-D
und wegen cos ¢ — 1 fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung.
Aus dem Grenzwert folgt durch Quadrieren
1 - lim sin? z  lim 1 —cos’z _ lim (1 —cosz)(1+ cosx) (34.7-E)
x—0 ;EQ x—0 ,172 x—0 332
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und da offenbar 1 + cosx — 2 fiir  — 0 gilt, erhalten wir

i I—cosz 1 (34.7F)

xlir(l) 2 ) o
und den (trivialeren aber nicht weniger wichtigen) Grenzwert

. cosx —1

lim —— = 0. (3.4.7-G)

x—0 x

Insbesondere fiir offene Intervalle in R liefern Funktionsgrenzwerte oft eine Fortsetzung
der Funktion in die Randpunkte. In diesen Féllen spricht man von einseitigen Grenz-
werten der Funktion. Hier hilft die Ordnungsstruktur, wenn man das Folgenkriterium
verwenden mochte. Es gilt

3.4.8 Lemma. Sei f : [a,b) — R eine Funktion. Konvergiert fiir jede monoton wachsen-
de Folge (xy,)nen mit Grenzwert b die Folge f(x,) in R, so stimmen die sich ergebenden
Grenzwerte tiberein und lim,_;, f(x) existiert.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass sich immer derselbe Grenzwert ergibt. Dazu hilft ein
einfacher Trick. Sind (xy)reny und (y;)ien zwei monoton wachsende Folgen aus [a,b) mit
Grenzwert b, so kann man eine neue Folge (z,,)nen rekursiv durch z; = min{z;, y; } und

Zner = minf{xg, yr | xp > 2n, Y1 > 2, k1 € N} (3.4.8-A)

konstruieren. Die Folge enthélt alle Folgenglieder der Folgen (xj)keny und (y;);en und ist
streng monoton wachsend. Da f(z,) nach Voraussetzung konvergent ist, konvergieren
auch alle Teilfolgen und gegen denselben Grenzwert. Also konvergieren f(xy) und f(y;)
gegen denselben Grenzwert. O]

Fiir diesen Grenzwert schreibt man auch oft

il;rll)f(x) oder a;glgio f(z) (3.4.8-B)

um die Einseitigkeit der Grenzwerte zu betonen, analog fiir rechtsseitige Grenzwerte
dann als x N\, a beziehungsweise © — ayo. Gilt fiir ein ¢ € (a,b) und eine Funktion

f:(a,b) >R

lim f(z) = lim f(z), (3.4.8-C)

existieren also beide einseitigen Grenzwerte in ¢ und stimmen diese iiberein, so existiert
auch der Grenzwert

lim f(x) (3.4.8-D)

r—cC

mit gleichem Wert.
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3 Stetigkeit und Funktionsgrenzwerte

3.5 Monotonie und Umkehrfunktionen

Funktionen heiflen monoton, wenn sie Ordnungsbeziehungen zwischen Elementen erhal-
ten (oder alle umkehren). Fiir reelle Funktionen schreiben wir dies noch einmal genau
auf:

#  3.5.1 Definition. Sei M C R.
() Eine Funktion f: M — R heifft monoton wachsend, falls

Voyenr =<y = f(z) < f(y) (3.5.1-A)

gilt. Sie heifit streng monoton wachsend, falls sogar

Vogen <y = f(z) < f(y) (35.1-B)
qilt.
(i) FEine Funktion f : M — R heiffit monoton fallend, falls

Voyenr <y = f(z) > f(y) (3.5.1-C)

gilt. Sie heifit streng monoton fallend, falls sogar

Voyem <y = f(z)> f(y) (3.5.1-D)
qilt.

#<  Erganzung. Monotonie von Funktionen hilft also insbesondere beim Rechnen mit Ungleichungen und
sollte daher allen vertraut sein. Monotone Funktionen kann man auf allen geordneten Mengen betrach-
ten und diese sind gerade die ordnungserhaltenden (oder ordnungsumkehrenden) Funktionen.

Fiir das Rechnen mit Ungleichungen kennen wir das insbesondere vom Multiplizieren beider Seiten einer
Ungleichung mit einer Zahl. Die Erhaltung bzw. Umkehrung des Relationszeichens ist dabei gerade die
Aussage, dass f(x) = az fir a > 0 auf R streng monoton wichst und fiir a < 0 streng monoton fillt.
Die Quadratfunktion f(z) = 22 ist dagegen auf (—oo, 0] streng monoton fallend und auf [0, c0) streng
monoton wachsend. Die Funktion f(x) = 2% ist auf ganz R streng monoton wachsendE]

15 3.5.2 Lemma. Angenommen, f : [a,b) — R ist monoton wachsend und beschrinkt.
Dann ezistiert

lim f(x). (3.5.2-A)

z—b
Beweis. Sei (x,,)nen eine monoton wachsende Folge aus [a,b) mit x,, — b. Dann ist

f(z,) ebenso monoton wachsend und beschrinkt und somit in R konvergent. Damit
folgt aber aus Lemma die Behauptung. m

15" 3.5.3 Satz (Umkehrsatz). Angenommen, f : (a,b) — R ist stetig und streng monoton
wachsend (fallend). Dann ist f bijektiv zwischen (a,b) und U = im f := {f(x) | x €
(a,b)} und die Umkehrfunktion f~': U — (a,b) ist ebenso stetig und streng monoton
wachsend (fallend).

IMan beachte, dass Monotonie auf Mengen definiert ist. Eine Funktion kann nie in einem Punkt
monoton oder streng monoton sein. Sollten Sie etwas anderes in der Schule gelernt oder in einem
Schulbuch gelesen haben, so war das einfach falsch!
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3.5 Monotonie und Umkehrfunktionen

Beweis. Da f streng monoton ist, ist f insbesondere injektiv und damit bijektiv als
Abbildung (a,b) — U. Also existiert die Umkehrabbildung g := f~' : U — (a,b) und
es geniigt Monotonie und Stetigkeit nachzuweisen. Wir beschranken uns auf den Fall
wachsender Funktionen. Wegen

gy) =11 <z =9g(32) =y = f(r1) < f(22) = 12 (35.3-A)

ist Monotonie von g klar. Fiir die Stetigkeit betrachten wir eine monotone und kon-
vergente Folge (yn)ney in U mit Grenzwert y. Die Folge der zugehorigen Urbilder
Tn = g(yn) = [~ (yn) ist damit ebenso monoton und beschrinkt,

Yn 2 Yns1 2 Y = 2 =9Wn) 2 Tns1 = 9(Unt1) 2 9(v), (35.3.8)

Yn < Yni1 <Y = Tp = 9(Yn) < Tot1 = g(Yn+1) < 9(y),
also konvergent. Damit gilt aber fiir ihren Grenzwert z auf Grund der Stetigkeit von f
f(z) = f(lim z,) = lim f(z,) = lim y, =y (3.5.3-C)

n—00 n—00 n—0o0
und somit

g(lim yn) = 2 = g(y). (3.5.3-D)
Die gewiinschte Stetigkeit folgt. O

3.5.4 Beispiel. Die Potenzfunktionen f,(z) = 2" fir n € N sind stetig und streng
monoton wachsend auf [0, +00). Stetigkeit haben wir schon gezeigt, die Monotonie ist
ebenso eine direkte Folge aus der geometrischen Summenformel (|1.6.8-B|)

n—1

folz) = foly) =2" —y" = (x —y) Zxky”_l_k > 0, x>y >0. (3.5.4-A)
k=0

Weiter gilt lim,_,, fn(z) = +00 im Sinne eines uneigentlichen Grenzwertes und aus
dem Zwischenwertsatz wissen wir damit, dass

im f = [0, 4+00) (3.5.4-B)
gelten muss. Also ist die Umkehrfunktion g := f~!: [0, 400) — [0, +00) ebenso streng
monoton und stetig. Diese wird, wie schon genutzt, als g(z) = /z bezeichnet.

Wir héatten hier den Umkehrsatz nicht benotigt. Die geometrische Summenformel lie-
fert nach einer Substitution auch direkt die fiir Monotonie und Stetigkeit genutzten
Abschétzungen.

3.5.5 Beispiel. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend
und stetig. Wegen

lim exp(z) =0, lim exp(z) = +o0 (3.5.5-A)

T——00 r——+00

gilt damit unter Nutzung des Zwischenwertsatzes im exp = (0, +00). Die reelle Exponen-
tialfunktion besitzt damit eine stetige und streng monoton wachsende Umkehrfunktion
exp ! : (0,+00) = R. Diese wird als Logarithmusfunktion oder natiirlicher Logarithmus

y=lnzr <= x=-exp(y) (3.5.5-B)
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3 Stetigkeit und Funktionsgrenzwerte

bezeichnet.

Wiéhrend man exp(z) elegant und einfach als Reihe definieren kann, ist dies beim In(z)
nicht so einfach. Wir werden eine Reihendefinition spéter sehen, vorerst muss uns der
Umkehrsatz geniigen.

Erganzung. Rechenregeln fiir Exponential- und Logarithmusfunktionen héngen eng zusammen. Bisher
bewiesen haben wir
exp(z + y) = exp(z) exp(y). (3.5.5-C)

Dies liefert uns fiir die Umkehrfunktion direkt
In(zy) =lnz +1ny (3.5.5-D)
und damit eine Reihe interessanter Rechenregeln. So gilt damit
Inz" =nlhz (3.5.5-E)

und entsprechend (indem man ™ als y bezeichnet) In {/y = % Iny. Zusammen mit der obigen Gleichung

liefert dies aber fiir alle rationalen Exponenten

Py (3.5.5-F)
q

Inx

Da die Logarithmusfunktion stetig ist, kann man dies nutzen um reelle Exponenten durch stetiges
Fortsetzen zu definieren. Dann gilt

InzY =ylnz, x>0, yeR (3.5.5-G)

Die Logarithmusfunktion macht also aus komplizierten Rechenoperationen einfachere. Aus Potenzieren
wird eine Multiplikation, aus Multiplizieren wird eine Addition. Genau dies hat man frither genutzt,
um mit Hilfe von Rechenschiebern oder Logarithmentafeln (und ohne Taschenrechner / Computer)
komplexere Rechnungen effektiv durchfiihren zu kénnen.

2‘0 2‘1 2‘2 2‘3 2‘4 20 2() 27 2‘8 2‘9 2}0

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210

Auch wenn das eventuell nur historisch interessant klingen mag, sollte man dies nicht unterschétzen.
Auch heute ist die Verwendung logarithmischer Skalen zum Darstellen von Messwerten niitzlich um
polynomiale oder exponentielle Zusammenhénge zu erkennen und zu visualisieren.
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4 Differentialrechnung in einer
Variablen

Die Differentialrechnung untersucht Anderungsraten von Funktionen. Sie hat ihren Ur-
sprung in der Formalisierung der Mechanik durch Newtor[[|und den Arbeiten von Leib-
niz, wichtige Ideen aus der Differentialrechnung wurden aber auch schon vorher genutzt.

Wir beschrianken uns in diesem Kapitel auf reellwertige und auf einem reellen Intervall
definierte Funktionen, fiir auf Teilmengen von C definierte Funktionen verweisen wir auf
die Funktionentheorie und fiir von mehreren Variablen abhéngenden Funktionen auf das
néchste Semester.

4.1 Differenzierbarkeit

4.1.1 Definition. Sei f : (a,b) — R fir a,b € RU{+o0}, a < b.
(i) Wir sagen die Funktion f ist im Punkt x € (a,b) differenzierbar, falls der Grenz-
wert h
)~ S
h—0 h

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert als Ableitung der Funktion f im
Punkt x bezeichnet.

(4.1.1-A)

(ii) Ist die Funktion f : (a,b) — R in jedem Punkt x € (a,b) differenzierbar, so sagen
wir f ist auf dem Intervall (a,b) differenzierbar. In diesem wird die Funktion

f :(a,b) > R (4.1.1-B)

definiert durch
f'(@) = lim flo+ h}z — /@) (4.1.1-C)

als Ableitung von f bezeichnet.

Ergdnzung. Fiir die Ableitung f'(z) wird oft auch

df

— 4.1.1-D
g ( )
geschrieben. Diese auf Leibniz zuriickgehende Notation hilft beim Aufschreiben von Rechnungen, ist
aber auch etwas irrefithrend. Es handelt sich nicht um einen Quotienten von zwei Zahlen. Formal
richtiger wire die Notation

df(z) = f'(z)dz (4.1.1-E)

Isaac NEWTON, 16431727
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

als Kurzschreibweise fiir die lineare Niherung

f(@+h) — f(z) +o(h) = df(z)[h] = f'(z) dz[h] = f'(z) ((x + h) — 2) (4.1.1-F)
Af(z) Az

mit einem Fehlerterm o(h), der limy, ¢ # = 0 erfiillt. Dabei sind jetzt fiir jedes gewiihlte = € (a,b)
df(z) :R—R und dz:R—R (4.1.1-G)

lineare Abbildungen. Das mag im Eindimensionalen iibermé&fig kompliziert aussehen, aber im
Hoherdimensionalen wird dieser Formalismus als Differential einer Funktion f eine wichtige Rolle
spielen.

Da (4.1.1-D)) eine Ableitung beschreibt, spricht man dies als ‘df nach dz’ aus.

4.1.2 Beispiel. Potenzfunktionen sind differenzierbar. Fiir gegebenes n € N gilt fiir
f(z) = 2™ auf Grund des binomischen Lehrsatzes

(xR =2 1~ (7 kpn—k _ 1. — (7 kpn—k—1 _  n—1
iy = () = i (e = e
(4.1.2-A)

da alle weiteren Summanden einen Faktor h enthalten und mit A — 0 gegen Null streben.
Also gilt f'(z) = nz" L.

4.1.3 Beispiel. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist differenzierbar. Dazu nutzen
wir die Rechenregeln der Exponentialfunktion zusammen mit Abschétzung in

der Form
exp(h) —1

lim L. (4.1.3-A)
h—0
Damit folgt
h) — h)—1
lim exp(e + 1) = exp(r) = exp(x) lim exp(h) = 1 = exp(x) (4.1.3-B)
h—0 h h—0

und somit exp’ = exp.

4.1.4 Beispiel. Winkelfunktionen sind differenzierbar. Dazu nutzen wir die Additi-
onstheoreme der Winkelfunktionen zusammen mit den bereits gezeigten Grenzwerten

(3.4.7-A) und (3.4.7-G) und erhalten fiir den Sinus

sin(x + h) —sinz . cosxsinh +sinxcosh —sinx
= lim
h—0 h h—0 h (4.1.4-A)
. sin . . cosh—1 -
=cosx lim —— +sinz lim ——— = cosz
h—0 h h—0
und entsprechend fiir den Cosinus
cos(r + h) —cosx . coszcosh —sinzsinh — cosx
lim = lim
h—0 h h—0 h (4 1 4-B)
. cosh—1 ) . sinh ) o
=cosz lim ——— —sinz lim = —sinz.
h—0 h h—0
Also haben wir sin’ = cos und cos’ = — sin gezeigt.
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4.1 Differenzierbarkeit

R 4.1.5 Beispiel. Es gibt Funktionen, die nur in einzelnen Stellen differenzierbar sind.
Ein Beispiel dafiir ist die nur im Punkt x = 0 differenzierbare Funktion

e x€Q,
flz) = {0, LR\ Q. (4.15-A)

Fiir x # 0 ist diese Funktion weder stetig noch differenzierbar.

¥ 4.1.6 Lemma. Wenn f: (a,b) = R in x € (a,b) differenzierbar ist, so ist f auch in x
stetig.

Beweis. Es gilt fiir dieses x und kleine A
flx+h)=f(x)+ f(x)h+r(h)h (4.1.6-A)

mit limy,_,o7(h) = 0. Daraus folgt aber limj,_,o f(x + h) = f(z) und f in x stetig. O

<  Erganzung. Die gerade genutzte Formulierung
fx+h)= f(z)+ f'(x)h+ o(h), h —0, (4.1.6-B)

mit einer Funktion o(h) mit limp_,q # = 0 wird spéter im Hoherdimensionalen der Ausgangspunkt

der Differentialrechnung werden. Das hier verwendete Symbol o(h) fiir eine Gréfie die nach Division
durch i gegen Null strebt geht auf Edmund Landalﬂ zuriick.

Die Notation ist praktisch, wir werden sie spéter hiufig benutzen. Neben klein-o gibt es noch grof3-O

mit der schwicheren Bedeutung limsup;,_, % < oo0.

Mit differenzierbaren Funktionen kann man rechnen. Dazu folgern wir aus der Definiti-
on der Ableitung wichtige Differentiationsregeln. Differenzieren ist algorithmisch: wenn
Funktionen aus bekannten differenzierbaren Funktionen zusammengesetzt sind, kann
man Ableitungen einfach ausrechnen.

5°  4.1.7 Satz (Differentiationsregeln). (i) Sind f und g im Punkt x differenzierbar, so
auch die Summe [+ g und es gilt

(f+9)(z) = f(z) + ¢ (x). (417-A)
(ii) Sind f und g im Punkt x differenzierbar, so auch das Produkt fg und es gilt
(f9)' () = f'(z)g(x) + f(z)g'(x). (4.1.7-8)

(iii) Ist f in x differnzierbar und g in f(x), so auch die Verkettung go f(x) := g(f(x))
und es qult

(go f)(z) =g'(f()f (). (417-C)

2EDMUND LANDAU, 18771938
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

Beweis. Die Rechenregeln folgen direkt aus der Definition der Ableitung. Es gilt
D) = )@) () + gl +h) — f(@) — g()

h—0 h - flzli% h
_ i[O DIy o2 1) =gt
= f'(z) + ¢'(2)
(4.1.7-D)
und ebenso
i SO+ = (f9)@) _ . fla+h)glz+h) — fz)g(z+h)
h—0 h h—0 h
1 i L0410 = J (2l
(4.1.7-E)

= lim
h—0

AL EYC)

h
= f(x)g(z) + f(z)g'(2).
Hierbei wurde die Stetigkeit von ¢ im Punkt x genutzt, die aus der Differenzierbarkeit

von ¢ in z folgt.

Fiir die letzte Aussage unterscheiden wir zwei Félle. Ist f(x) konstant, so ist g(f(x))
konstant und die Ableitung Null. Andernfalls betrachten wir nur A mit f(z+h) # f(z)
(sonst ist der Differenzenquotient stets Null) und erhalten

gt ) o) g h) — g(f(@)) fla+ )~ f()

h—0 h 0 flx+h) — f(z) h
_ i U@+ 1) —g(f(@)) | et h) — flz) (417-F)
0 flzt+h) = flz) w0 h

=g'(f(2))f (x)
unter Ausnutzung der Stetigkeit von f in z. Gibt es eine Nullfolge h; mit f(x + h;) =
f(z), so folgt f'(z) = 0. O

4.1.8 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion). Angenommen, f : (a,b) — R ist streng
monoton, differenzierbar und erfillt f' # 0. Dann ist die Umkehrfunktion g = f~% auf
dem Wertebereich von f ebenso differenzierbar und es gilt

, 1
I @) = Fy

Beweis. Die Umkehrfunktion g ist nach dem Umkehrsatz [3.5.3| wohldefiniert und stetig,
zu zeigen ist nur die Differenzierbarkeit. Fiir diese nutzen wir die Definition. Fiir y, =
f(z.) und y = f(x) ergibt sich falls y # .

(4.1.8-A)

gy —g(y) _ T =T 1
lim ————— = lim = 4.1.8-B
N [y (EN R TN 4188
da auf Grund des Umkehrsatzes y — y,. genau dann gilt, wenn z — z,. O
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Ergdnzung. Wenn die Differenzierbarkeit von g nicht zu zeigen wére, hitten wir auch einfach die
Kettenregel nutzen kénnen. Da (g o f)(z) = x gilt, folgt durch Differenzieren

g (f(2)f'(z) =1 (4.1.8-C)

und damit die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion. Auch wenn das hier zum Beweis nicht
reicht, so sollte man sich dies durchaus merken.

4.2 Elementare Funktionen

4.2.1 (Polynomfunktionen). Polynomfunktionen

p(z) = Zakxk, ap € R, (4.2.1-A)

sind differenzierbar mit

p(z) = Z kaga™t. (4.2.1-B)
Eine Zahl A € R ist genau dann eine mehrfache Nullstelle einer Polynomfunktion p(x)
wenn p(\) = p'(A\) = 0 gilt.

4.2.2 (Wurzelfunktionen). Wurzelfunktionen f(z) = /2 sind auf R.y = (0, 00) differen-
zierbar und ihre Ableitung kann durch Anwendung der Kettenregel auf

z=(f(z))" (42.2-A)
bestimmt werden. Damit gilt
1=nf(x)" ' f(z) (4.2.2-B)
und somit §
f(z) = ! _ v (4.2.2-C)

4.2.3 (Logarithmusfunktion). Die Logarithmusfunktion In : Ry — R ist differenzierbar
und wegen

y = In(expy) (4.2.3-A)
gilt auf Grund der Kettenregel
1

1=1In In’ = 42.3-B
n'(expy) expy, n'(exp(y)) po—y ( )

und damit q .

JR— , _— -

e In(z) =In'(z) = = (4.2.3-C)

4.2.4 (Exponentialfunktionen). Die allgemeinen Exponentialfunktionen f(z) = a* zur
Basis a > 0, a # 1, sind iiber die Exponentialfunktion durch

T

a® = exp(xlna) (4.2.4-A)
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

definiert. Dies passt zu den Potenzgesetzen, fiir n € N stimmt die so definierte Funktion
mit den Potenzen a™ {iberein. Damit ist f auf R differenzierbar und es gilt

f'(z) = a"Ina. (4.2.4-B)

Die zugehorigen Umkehrfunktionen log, : R.g — R sind ebenso differenzierbar und es
gilt

Inz
1 = 4.2.4-C
08y T = 1 — ( )
und damit
—log, r =log, x = ! (4.2.4-D)
dx Ba T = 108a ~ zlna’ o

y=e

4.2.5 (Winkelfunktionen). Die Winkelfunktionen Sinus und Cosinus haben wir schon
betrachtet und fassen dies kurz zusammen. Es gilt

d | . d , :
— sinx = sin’ x = cosz, —cosx = cos © = —sinz. (4.25-A)
dx dx
Damit folgt weiterhin fiir den Tangens
d cos?z + sin® x 1
— tanz = tan'z = = =1+ tan’z. (4.2.5-B)
dx cos? x cos?x

4.2.6 (Arcusfunktionen). Die Winkelfunktionen Sinus und Cosinus sind eingeschriankt
auf passende Intervalle streng monoton und besitzen dort somit differenzierbare Um-
kehrfunktionen. Auf (-7, %) ist sin streng monoton wachsend und besitzt die Umkehr-
funktion Arcus sinus

arcsin : [—1,1] — [—g, g]. (4.2.6-A)
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Diese ist auf (—1,1) differenzierbar und erfiillt

d _ ., 1
— arcsinz = arcsin’ @ = —— (4.2.6-B)

dx V1 — 22’

Die Funktion Cosinus ist auf (0, 7) streng monoton fallend und besitzt die Umkehrfunk-
tion Arcus cosinus

arccos : [—1,1] — [0, 7]. (4.2.6-C)
Diese ist ebenso auf (—1,1) differenzierbar und erfiillt

, 1
—— arccos T = arccos r = ————— (4.2.6-D)

dz V1— 12

e

Yy =sinx

o

Y = CoST

Y = arccosx

Yy = arcsinx

Die Tangensfunktion ist auf (-7, 7) streng monoton wachsend und besitzt die Umkehr-
funktion Arcus tangens

arctan : R — <_%’ g) (4.2.6-E)

Diese ist differenzierbar mit

1
— arctanx = arctan’ z =

W = (4.2.6-F)
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

Yy =tanx

Yy = arccot x

N

y = arctanx

Yy =icotx

4.2.7 (Hyperbelfunktionen). Hyperbelfunktionen sind iiber die Exponentialfunktion de-
finiert. Es gilt fiir den Cosinus hyperbolicus und den Sinus hyperbolicus

exp() + exp(—a) exp(r) — exp(—2)

coshz := , sinhz := (4.2.7-A)
2 2
Durch Anwenden der Differentiationsregeln folgt
d , ) d . C 1
d_ coshz = cosh’(z) = sinh(z), T sinh x = sinh’(x) = cosh(z). (4.2.7-B)
T T

Wir werden spéter sehen, dass die Analogie zu Winkelfunktionen deutlich weitergeht,
die Funktionen sind eng miteinander verwandt. Nach Definition gilt

cosh?z — sinh® 2 = 1. (4.2.7-C)

4.2.8 (Areafunktionen). Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen werden als
Areafunktionen bezeichnet. Die Funktion sinh : R — R ist streng monoton wachsend
und damit umkehrbar. Ihre Umkehrfunktion Area sinus hyperbolicus arsinh : R — R
erfiillt wegen

x = arsinh(sinh x) (4.2.8-A)
auf Grund der Kettenregel

1 1
1 = arsinh’(sinh z) cosh , arsinh’(sinh x) = = (4.2.8-B)

coshz /1 4 sinh?z

und damit

d 1
— arsinh z = arsinh’(z) = ——. (4.2.8-C)

dw V1 22
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Die Einschrankung cosh : R.g — R ist streng monoton wachsend und damit ebenso um-
kehrbar. Die analoge Rechnung liefert fiir die Umkehrfunktion Area cosinus hyperbolicus
arcosh : [1,00) — R die Identitét

1 1
1 = arcosh’(cosh z) sinh z, arcosh’(cosh ) = — = (4.2.8-D)
sinhz\/cosh? 2 — 1
und damit d )
o arcosh z = arcosh’(z) = T (4.2.8-E)

y = coshxjyy=sinhx

y = arsinh x

y = arcosh z

4.3 Hauptsatze iiber differenzierbare Funktionen

In den folgenden Sétzen sei [a, b] stets ein echtes kompaktes Intervall, —oo < a < b < 0.
Wir formulieren Hauptsétze tiber auf dem Intervall (a, b) differenzierbare Funktionen.

4.3.1 Satz (Fermatf)). Sei f : (a,b) — R differenzierbar und sei & € (a,b) eine Extrem-

stelle, es gelte also

(Minimumstelle) Vac@p f(x) > f(§) (43.1-A)
oder

(Maximumstelle) Vacap) [(x) < f(E). (43.1-B)
Dann gilt f'(§) = 0.

Beweis. Wir beschrianken uns auf die Minimumstelle, der Beweis fiir eine Maximumstelle
ist analog. Da £ € (a,b) ein innerer Punkt des Intervalls ist, konnen wir die Ableitung

3PIERRE DE FERMAT, 16071665
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

1/ (&) sowohl als linksseitigen als auch als rechtsseitigen Grenzwert berechnen. Es gilt

e F) — 1)
! 7 r)—
F(&) =l —— — <0 (43.1-C)
da x — £ < 0 und nach Voraussetzung f(x) — f(£) > 0 gilt. Entsprechend gilt
v o f@) = f(§)
F(&) = lim = — 20 (43.1-D)

da diesmal x — & > 0 gilt. Da beide Grenzwerte iibereinstimmen miissen folgt die Be-
hauptung f'(£) = 0. O

4.3.2 Beispiel. Das gerade Gezeigte kann genutzt werden, um Extremstellen differen-
zierbarer Funktionen zu finden. Wir betrachten ein Beispiel und wollen das Maximum
der Funktion

f(z) =e“*Tsinz (4.3.2-A)

auf dem Intervall [0, 7] bestimmen. Wegen f(0) = f(7) = 0 und f(z) > 0 auf (0,7)
liegt ein solches Maximum im Inneren. Dieses muss nach dem Satz von Fermat

0= f(z) = —e“"sin’ x4 " cosz = " (cosz — sin® ) (4.3.2-B)

2 2

erfiillen. Nutzt man sin“z = 1 — cos
keine Nullstellen hat, so folgt daraus

x und die Tatsache, dass die Exponentialfunktion

cos’x +cosz —1=0 (4.3.2-C)

und damit cosz = —3 + \/75 Da die Cosinusfunktion nur Werte aus [—1, 1] annehmen

kann, folgt damit cosx = @ und damit x = arccos % Da die Funktion als stetige
nicht konstante Funktion auf einem kompakten Intervall ein Extremum annehmen muss,
handelt es sich bei der einzig méglichen Stelle auch um die gesuchte Extremstelle. Der
zugehorige Funktionswert ist

flx) = e (43.2-D)

(unter Ausnutzung der gerade gelosten Gleichung sin® z = cos .)

4.3.3 Satz (Rolleﬂ). Sei f: |a,b] — R stetig, auf dem offenen Intervall (a,b) differen-
zierbar und gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Ist die Funktion f konstant, so ist nichts zu zeigen. Wir nehmen deshalb an
f, sei nicht konstant. Dann nimmt f auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] sowohl
Maximum als auch Minimum an. Dabei kénnen nicht sowohl der maximale als auch

der minimale Funktionswert auf dem Rand angenommen werden. Fiir Extremstellen im
Inneren gilt aber f/(£) = 0. O

4MicHEL ROLLE, 1652-1719
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4.3 Hauptsatze tiber differenzierbare Funktionen

15°  4.3.4 Satz (1. Mittelwertsatz, LagrangeED. Sei f:[a,b] = R stetig und auf dem offenen
Intervall (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein £ € (a,b) mit

(&)= W (4.3.4-A)

Beweis. Anwenden des Satzes von Rolle auf die Hilfsfunktion
g(x) = f(x) — Wx (4.3.4-B)
wit g(b) — g(a) = f(b) — f(a) - HO-J@) () — q) = 0 liefert die Existenz eines ¢ € (a, b)
. 0=y =rie - 1O -1 (434C)
und damit die Behauptung. 0

15" 4.3.5 Satz (2. Mittelwertsatz, Cauchy). Seien f : [a,b] = R und g : [a,b] — R stetig,
auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar und gelte ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b).
Dann ezxistiert ein £ € (a,b) mit

= : (4.3.5-A)

Beweis. Es gilt g(b) # g(a), da sonst nach dem Satz von Rolle ein £ mit ¢’({) = 0
existieren wiirde. Damit ist die Hilfsfunktion

he) = fia) - L =L g0 (4358)
definierbar und es gilt nach Konstruktion
h(b) = hta) = £0) = @) ~ LT 60) — gt =0 (435)

5JosEPH-LOUIS LAGRANGE, 1736-1813
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

Der Satz von Rolle liefert damit die Existenz eines £ € (a, b) mit

_ ) = o) - AW = Ja)
und nach Division durch ¢'(£) # 0 folgt die Behauptung. O

Ableitungen differenzierbarer Funktionen f : (a,b) — R miissen selbst nicht stetig sein,
sie konnen aber auch nicht beliebige Unstetigkeitsstellen besitzen. Fiir Ableitungen gilt
stets eine Version des Zwischenwertsatzes, wir formulieren ihn zuerst als Nullstellensatz:

4.3.6 Satz. Angenommen f : (a,b) — R ist differenzierbar. Gibt es dann 1,z € (a,b)
mit f'(z1) > 0 und f'(z2) < 0. Dann existiert ein & zwischen x1 und xo mit f'(§) = 0.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass z; < o gilt. Da f auf (a,b) differenzier-
bar ist, ist f insbesondere stetig auf [z1,xs] stetig. Damit besitzt f nach dem Satz
von Weierstrass auf [z, 23] ein Maximum an, es gibt also ein { € [z, 23] mit

f(€> = MaXze(xy,x0] f(l‘)

Dabei kann £ keiner der Randpunkte sein. Wire £ = 1, so impliziert f(z) < f(z1) schon
f'(xz1) < 0 im Widerspruch zu f’(z;) > 0. Entsprechend impliziert £ = xo und damit
f(z) < f(xe) direkt f'(z2) > 0 im Widerspruch zu f'(z2) < 0. Also gilt & € (xy,x2).
Damit folgt nach dem Satz von Fermat f/'(§) = 0.

Fiir 1 > x5 betrachtet man stattdessen das Intervall [z5, x1] und ein Minimum . Alles
Weitere verlduft analog. O]

Dabei ist 0 nicht besonders, was der Satz wirklich besagt, ist dass Ableitungen keine
Spriinge haben kénnen. Dazu betrachte man fiir f'(z1) > A > f’(22) einfach f(z) — Az
und wende obigen Satz an.

Sprungstellen einer Funktion bezeichnet man als Unstetigkeitsstellen erster Art; alle
anderen Unstetigkeitsstellen heiflen von zweiter Art. Es gilt also

4.3.7 Korollar (Darbouxt). Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann besitzt f' keine
Unstetigkeiten erster Art.

4.4 Die Regel von I'Hopital

Differentialrechnung hilft bei der Bestimmung von Grenzwerten. Das bekannteste Bei-
spiel dafiir ist nachfolgender Satz, einige Umformulierungen und Erweiterungen werden
wir im Anschluss diskutieren.

4.4.1 Satz (I'Hépital, 0/0-Version). Angenommen, f und g sind auf (a,x,) differenzier-
bar und f(x) — 0 sowie g(x) — 0 fir x — x.. Gilt dann ¢'(x) # 0 auf (a,x,), so

fola (@) (@)
. fle) L fl=

6 JEAN-GASTON DARBOUX, 1842-1917

, (4.4.1-A)
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4.4 Die Regel von I’Hopital

vorausgesetzt der Grenzwert auf der rechten Seite existiert oder divergiert bestimmt.

Beweis. Wir konnen f und g in x, durch 0 stetig fortsetzen. Mit dem 2. Mittelwertsatz
der Differentialrechnung finden wir damit ein &, zwischen x und z, mit

= = 4.4.1-B
o)~ gla)—gle) i) a1
und fiir x — z, gilt £, — x, und die Behauptung folgt. O
Die gerade gezeigte Aussage kann man mehrfach anwenden, es gilt also
/ " (n)
lim _f(x) = lim f(z) = lim () =...= lim / (x)’ (4.4.1-C)
T—Tx g({[j) T—Tx g’(q}) T—>Tx g”(l’) T—>Tx g(”) ([E)

falls die Funktion n-fach differenzierbar ist, Funktion und die ersten n — 1 Ableitungen
f®(z) — 0 und ¢ (z) — 0 fiir + — x, erfiillen, keine der auftretenden Ableitungen
weitere Nullstellen in der Nahe von z, hat und der letzte Grenzwert existiert.

Der Satz gilt natiirlich analog fiir rechtsseitige Grenzwerte.

4.4.2 Beispiele. (i) Es gilt

. ef —e* .oef 4 e " 2 2e
lim = lim — = = : (4.4.2-A)
is0lne—z)+z -1 2501 —-— 1l-e?! e—1
(ii) Es gilt
et —e T —2x oeft+e -2 .oet—e " . et te®
lm——=lim————=lim——=lim—— =2
=0 g —sinx z—0 1 —coszx z—0 sinzx z—0 COSZ

Der gerade gezeigte Satz gilt auch, wenn z, durch oo ersetzt wird. Dazu substituieren
wir einfach ¥ = 27! und erhalten

—1 =2 —1 '
i J@ o ST Ly D) o @)
eotoo g(x)  w=0r g(y™h) o v0e —y g (YY) e ¢l ()
unter der Annahme, dass es ein R > 0 mit ¢'(x) # 0 fiir x > R gibt und der letzte
Grenzwert existiert oder bestimmt divergiert.

(4.4.2-C)

4.4.3 Beispiel. Auch ein Beispiel dazu: Es gilt In(z + 1) —Inz = In(1 +z7') — 0 fiir
x — +oo und damit

8] =

In(x+1)—Inzx L r+1—=x T
lim (z+1) = lim &L % — lim .CE2+— = lim =
T—400 1 z—+oo —x 2 T—00 Qj(x —+ 1) z—+oo 1 + 1

(4.4.3-A)

4.4.4 Satz (I'Hopital, co/oo-Version). Angenommen, f und g sind auf (a,x.) differen-
zierbar und f(x) — 400 sowie g(x) — +oo fir x — x,. Gilt dann ¢'(z) # 0 auf

(a,z), so folgt
/
lim _f(x) = lim / (x)’
2= g(x)  ama g'(7)
vorausgesetzt der Grenzwert auf der rechten Seite existiert oder divergiert bestimmt.

(4.4.4-A)
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

Beweis. Da ¢’ keine Nullstelle besitzt, ist ¢ monoton wachsend und wir kénnen anneh-
men, dass g(z) > 0 gilt. Wir nehmen zuerst an, dass der Grenzwert

/

K = lim fz)

z—z. g (;1:)

existiert. Aufgrund der Konvergenz existiert zu € > 0 ein § > 0 mit

f'()

g'(x)

Wir schreiben xy = z, — § und wenden auf dem Intervall [z¢, z] den zweiten Mittelwert-
satz an. Damit finden wir xy < &, < r < x, mit

f(x) = fzo) _ ['(&)

eR (4.4.4-B)

- K

Vaelo.—b.2.) <e. (4.4.4-C)

g(r) — g(wo) - g(&) (4.4.4-D)
Es gilt also y "
f(z) — f(xo
‘9(95) —g(z0) K‘ <€ (4.4.4-E)
und damit
J@) e S = Ko(w) | () @) (fe) = fa) _
o K= T (108 (e ). s

Der Betrag des zweiten Summanden ist kleiner €, der erste Summand strebt mit x — x,
gegen Null da g(z) — 400 gilt. Die Behauptung folgt.

Angenommen, in liegt bestimmte Divergenz vor. Dann existiert zu jedem R > 0
ein 6 > 0 mit )
f'(2)

g'(z)
Wir bezeichnen wiederum zy = ., — 60 und wenden den zweiten Mittelwertsatz auf [z, z]
an. Damit folgt

vze[m*—&m*) > R. (4_4_4-(;)

‘f(l’)-f(l’o) >R (4.4.4—H>
9(z) — g(xo)
und wiederum
flx) _ flzo) + (1 _ g(io)) f(@) — flxo) (4.4.4-1)
g(z)  g(x) g9(z) ) g(z) — g(zo)
—0 ;:1 ;5%
fiir + — z,. Die Behauptung folgt. O
4.4.5 Beispiel. Das Beispiel
I x oy 1 o 2 -1
:vggo x2 —1 o mlﬁrgo (xQ — 1)*1/2(]3 o zlﬁrgo €T
(2% — 1)_1/% . (4.4.5-A)
= lim = lim

zeigt, dass die Existenz des Grenzwertes nicht reicht, um ihn auch mit der Regel von
I’Hopital berechnen zu koénnen.
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4.4 Die Regel von I’Hopital

4.4.6 Beispiel. Die Voraussetzung, dass ¢'(x) # 0 gilt ist wesentlich. Ein passendes Ge-
genbeispiel geht auf Stolz[] zuriick und betrachtet wiederum Grenzwerte im Unendlichen.
Sei dazu

f(z) =z +sinxcosz (4.4.6-A)
und
g(x) = f(x)e™m™. (4.4.6-B)
Dann gilt sowohl g(z) — +o0 als auch f(x) — 400 fiir z — +o00. Weiterhin ist
F@) _ s (4.4.6-C)
g(x)

fiir z — 400 divergent. Allerdings liefert die Anwendung der Regel von 'Hépital (unter
Missachtung der nicht geltenden Voraussetzung ¢’ # 0) wegen

f'(x) =14 cos’x — sin®z = 2cos’ z (4.4.6-D)

und .
sinx (

gd(x)=e 2cos” x4 x cos x + sin x cos® ) (4.4.6-E)

den falschen Grenzwert

['(x) . 2cos?

z—+oo ¢/(x)  w—+oo €807 (2c08? x + x cosx + sinx cos? x)

i (4.4.6-F)
) 2”5 % cosx
= lim - =0
z—+o00 T + 2COS X + SIN X COS T

Es ist also Vorsicht geboten!

4.4.7 Beispiel. Ebenso macht es einen Unterschied ob man einen Ausdruck als 0/0 oder
als 0o/oo interpretiert. Ebenso dazu ein Beispiel, wir betrachten den Grenzwert

efl/x

lim

lim — (4.4.7-A)

Dieser ist unbestimmt von der Form 0/0 und wir versuchen I’'Hopital anzuwenden. Dies
fithrt auf die zunehmend komplizierter werdenden Grenzwerte

671/2? 2 eil/le 671/1
lim = lim = lim
\0 I 0 1 2 \0 r?
e
= lim = lim
x X 3
N 2 , O 2% (4.4.7-B)
” —-1/x 1 e—l/ac
= lim T = lim
N0 0612 N0 624
? 2 e~le
— .= 1M — = =+ - -

"O1TO STOLZ, 1842-1905
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

die nicht zielfithrend zur Bestimmung des Grenzwertes sind. Jedoch gilt

i/ 1/ — 1
e X 2
li =li =lim —=— =i =0. 4.4.7-C
o T T kT~ M (447-C)
Entsprechend gilt
eV =Py e le
lim = lim = lim —F— =nlim =
z\0 " z\,0 el/= z\,0 _el/x_2 aN\0 L
e v (4.4.7-D)
=n!lim ¢ = 0.
N\O0 T

Die oben mit = verbundenen Grenzwerte existieren also alle und sind gleich.

Erganzung. Das letzte Beispiel hat insbesondere gezeigt, dass die Funktion

e~ 1/ x>0
= ’ ’ 4.4.7-E
(@) {0 . (4.4.7-)

in x = 0 differenzierbar ist. Das Beispiel sollte man sich merken, auch jede der sich ergebenden Ablei-
tungen ist in x = 0 differenzierbar und diesse Funktion kann beliebig oft abgeleitet werden.

4.4.8 Beispiele. Die Regeln von I'Hopital sind allgemeiner als formuliert. Neben den
angegebenen unbestimmten Ausdriicken der Form 0/0 und co/oco kénnen auch unbe-
stimmte Ausdriicke der Form 0 - 0o, 0°, 1°°, 0o® und oo — oo auf die gerade behandelten
Formen gebracht und damit berechnet werden.

In einem Punkt ist Vorsicht geboten, die Regeln von 'Hopital setzen unbestimmte Aus-
driicke und die Existenz des letzten Grenzwertes voraus.

(i) Fiir unbestimmte Ausdriicke der Form 0 - oo, also fiir Grenzwerte der Form
lim, ., f(z)g(x) mit lim, ., f(z) = 0 und lim,_,,, g(z) = +o0, nutzt man ei-

ne der Umschreibungen f(x)g(z) = 155(”;) = 1‘/’;2). Ein elementares Beispiel dazu
1st
| 1 »
lim 2 Inz = lim —— = lim _ Ve — _lim =0 (4.4.8-A)
z—0 x—=0 p—H xz—0 —H,;L'ﬁu*l z—=0 — 4
fiir g > 0.
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4.4 Die Regel von I’Hopital

(ii) Fiir unbestimmte Ausdriicke der Form oo — oo, also fiir Grenzwerte der Form
lim, ., (f(z) — g(x)) mit lim,_,,, f(z) = 400 und lim,_,,, g(x) = +00, kann man
die Umschreibung

f(z) = glz) = 22 (4.4.8-B)
f(@) g(z)

nutzen. Mitunter geht das aber auch einfacher. Wir geben wiederum ein Beispiel
und nutzen die Funktion cot x = $2%. Es gilt

. ) 1 . a?cos’x —sin’x
lim ( cot*z — — | = lim —
z—0 :L‘2 x—0 1;2 SIin“ x

TCOST +sinxr xcosx —sinx

(4.4.8-C)

= lim —
x—0 x rsin®x

und wéhrend sich fiir den ersten Faktor elementar der Grenzwert 2 ergibt, folgt
fiir den zweiten mit der Regel von I'Hopital

) T COST —sinx . —xrsinx —1 1
- = = m--—-— = ——.
0 rsin’z =0 8in’ r + 2rsinzcosx  a—0 % + 2coszx 3
(4.4.8-D)

Also folgt fiir den Ausgangsgrenzwert

1 2
lim (cot2 xr — —) = —-. (4.4.8-E)

z—0 x2 3

(iii) Fiir unbestimmte Ausdriicke der Form 1°°, 0° oder oc” bietet es sich, die Ausdriicke
vorher zu logarithmieren. Statt also den Grenzwert von (f(z))®) zu berechnen,
bestimmt man den von In(f(z))® = g(x) - In f(x). Dies fiihrt auf unbestimm-
te Ausdriicke der schon behandelten Formen oo - 0 oder 0 - oo. Berechnung und
Einsetzen in die Exponentialfunktion fiithrt dann zum gesuchten Grenzwert.

Ebenso einfache Beispiele dafiir. Es gilt

lim 2% = lim "% = exp <limxln x) =1 (4.4.8-F)
z—0 z—0 z—0
und ebenso
. 1o . Inz . Inx
lim /"= lim exp{ — ) =exp|( lim —
r—r—+00 r—r—+00 X r—+oo I

(4.4.8-G)
1
:exp( lim #) =’ =1.

Eine Anwendung der Regel von I’'Hopital ist der Beweis des folgenden Satzes

4.4.9 Satz. Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Angenommen, der
Grenzwert der Ableitung lim,_;, f'(x) am rechten Rand existiert. Dann existiert im rech-
ten Randpunkt auch die linksseitige Ableitung und stimmt mit diesem Grenzwert tiiberein,

lim J) = f) lim f'(z). (4.4.9-A)

r—b x—>b r—b
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

Beweis. Anwendung der Regel von 'Hopital. Da lim,_,, f(x) = f(b) gilt, handelt es sich
um einen unbestimmten Ausdruck der Form 0/0 und aus der Existenz des Grenzwertes
der Ableitungen folgt damit

lim Jl) = ) _ lim o) lim f'(z). (4.4.9-B)

r—b x—>b r—b 1 z—b

]

Damit kann man stetige stiickweise definierte Funktionen auf Differenzierbarkeit
iiberpriifen. Dazu ein Beispiel

4.4.10 Beispiel. Die Funktion

f(x) = {xz’ 20, (4.4.10-A)

1 —cosz, x <0,

ist auf ganz R differenzierbar. Auf dem Intervall (0, +00) erhalten wir dabei als Ableitung
f'(xz) = 2z und auf (—oo,0) entsprechend f’(x) = sinx. Die Funktion ist stetig und es
gilt

. / T . _ T BT / ~
glcl}%f (x) = };I/I% sine =0= 9151{% 20 = il{(r(l)f (x) (4.4.10-B)
und die Differenzierbarkeit in x = 0 folgt.
y=[f(z)

Man beachte, dass hier der Nachweis der Stetigkeit der Funktion wesentlich ist.

4.5 Die Taylorsche Formel

4.5.1 (Taylorpolynome). Differenzierbarkeit einer Funktion f : (a,b) — R in einem
Punkt x € (a,b) entspricht der Existenz einer linearen Ndherung

flx+h)= f(x)+ f'(x)h + o(h), h—0 (4.5.1-A)
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4.5 Die Taylorsche Formel

an die Funktion f in der Ndhe der Stelle z. Differenzierbarkeit zu hoherer Ordnung liefert
polynomielle Naherungen. Dazu definieren wir uns zuerst zu einer n-fach differenzier-
baren Funktion f : (a,b) — R und zu gegebenem Punkt = € (a,b) das Taylorpolynomﬂ
n-ter Ordnung

n (k) (o
110 = )+ 30 T

(45.1-B)

in der Variablen h. In dieser Notation entspricht 77 ,[f](h) = f(x) + f'(z)h dem ersten
Teil der rechten Seite von . Existieren weitere Ableitungen von f in x, so gilt

als Verallgemeinerung der Formel .

4.5.2 Satz (Taylorsche Formel mit Peano-Restglied). Sei f : (a,b) — R eine (n — 1)-fach
differenzierbare Funktion. Existiert in x die n-te Ableitung, so gilt

o L@ ) = T [f](0)

h—0 hn

=0 (45.2-A)

mit T, ;[ f] aus (4.5.1-B).

Beweis. Die Aussage folgt mit der Regel von I’'Hopital. Es gilt

d ~ [W(x) :
T Dnalf1(R) = ; mh’“ b =T 1Ll f](h) (4.5.2-B)
und damit
T ) Tl P ) = T
h—0 h™ h—0 nhn—1
iy L@ ) = T[N (45.2-C)
h—0 nlh
o £ h) = fOD @) = 0@k
h—0 nlh

im letzten Schritt unter Ausnutzung der n-fachen Differenzierbarkeit im Punkt x. [

4.5.3 (Restgliedformeln). Die gerade gezeigte Grenzwertbeziehung kann dquivalent um-
geschrieben werden zu

"L Bz . .
f(z) :f(azo)—l—zf k;(' )(3:—:100) + o(|z — xo|™). (4.5.3-A)

Wir kénnen also f(z) in der Néhe eines Punktes 2y durch eine polynomiale Niaherung
beschreiben. Um besser beschreiben zu kénnen, wie gut diese Naherung ist, suchen wir
nach alternativen Formeln fiir das Restglied

—x0)*. (45.3-B)

n ) (g
Ro(e.20) = F(@) = T f1(e = 20) = F@) = Flao) — 30 L= a

8BROOK TAYLOR, 16851731
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Die gerade gezeigte Taylorsche Formel mit Peano-Restglied besagt in dieser Notation

also R
lim —n(x, 7o)

=0. 45.3-C
T—x0 (gj’ — ;L‘O)n ( )

Fiir praktische Anwendungen sind andere Darstellungen des Restgliedes von Bedeutung.
Die nachfolgend angegebenen verallgemeinern den Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung.

4.5.4 Satz (Schidmilch]). Sei f : (a,b) — R eine (n+ 1)-fach differenzierbare Funktion
und gelte xo € (a,b). Dann gibt es zu jedem p > 1 und jedem x € (a,b) ein & zwischen

To und x mit
FrrE)

Rn(‘r; IO) - pn'

(x = &)" Pz — mo)P. (4.5.4-A)
Beweis. Wir definieren zwei Hilfsfunktionen. Sei dazu z, zq € (a,b) und
" fR) (¢
g(t) =) f—”(m —t)",  h(t) = (z—t)" (45.4-B)

fiir t zwischen x und x,. Beide Funktionen sind differenzierbar und es gilt

k! (k—1)! nl

" flt+1) n (k) (n+1)
g(t) = Zm(x —t)F =y S (x —t)F1 = m(m — )" (45.4-C)

. R(t) = —p(x —t)P~ . (4.5.4-D)

Damit existiert nach dem zweiten Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein &
zwischen x und xy mit

g(z) — g(zo) _ g'(&) (g

h(z) —h(ze)  HW(E)  pnl (z =& (45.4-E)

folgt die Behauptung. n

Man beachte, dass die Wahl von £ hier sowohl von x und xy als auch vom Parameter p
abhéngt. Zwei Spezialfille sind hier von Bedeutung. Diese ergeben sich fiir die Wahlen
p=n+1lund p=1.

4.5.5 Korollar (Lagrange-Restglied). Sei f : (a,b) — R eine (n+1)-fach differenzierbare
Funktion und gelte xo € (a,b). Dann gibt es zu jedem x € (a,b) ein & zwischen xy und

x mat (nh1)
R, (x,xy) = f—(@(:ﬁ — )",

CFL (4.5.5-A)

90SKAR SCHLOMILCH, 1823-1901
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4.5 Die Taylorsche Formel

15" 4.5.6 Korollar (Cauchy-Restglied). Sei f : (a,b) — R eine (n + 1)-fach differenzierbare
Funktion und gelte xo € (a,b). Dann gibt es zu jedem x € (a,b) ein & zwischen xy und

T mit
(n+1)
R, (x,z0) = %([E —&)"(x — xo). (4.5.6-A)

&<  Erganzung. Reihenentwicklungen im Entwicklungspunkt 2o = 0 werden oft als Maclaurin—Reihe
bezeichet. Es gibt eigentlich keinen Grund, diese besonders hervorzuheben. Formeln werden jedoch
manchmal einfacher und viele klassische Funktionen der Analysis sind in Form solcher Reihen definiert.
Die nachfolgenden Reihendarstellungen

o© _k
e’ = Z %, z €R, (4.5.6-B)
k=0
In(l—z)=->_ - ll<1, (4.5.6-C)
k=1
cos(z) = i (71)kx2k reR (4.5.6-D)
N 260177 ’ "
= (
sin(x) = i ﬂx%ﬂ zeR (4.5.6-E)
N (2k +1)! ’ h

k=0

ergeben sich aus dem Taylorschen Satz und konnen als Definition fiir die angegebenen Funktionen
genutzt werden. Fiir den Cosinus rechnen wir dies kurz nach. Wegen cos’ = — sin und sin’ = cos sind
alle Ableitungen der Funktion f(x) = cos(x) auf ganz R beschriinkt und erfiillen

1)k _
fo-{ @567

Damit folgt

f(2N+1)(§2N)x2N+1 = i (_Dkx% + f(QNH)(&N)iUQNH (4.5.6-G)

2N
< f™0)
=2 T 25! 2N 1 1)!

n! (2N +1)!

f(z)

n=0 k=0

mit einem &;n zwischen 0 und z. Fiir N — oo gilt damit aber

f(2N+1)(§2N) 2N +1
(2N +1)!

‘x|2N+l

= m — 0 (4.5.6-H)

und die angegebene Reihe stellt wirklich fiir alle x die Cosinusfunktion dar. Zusammen mit der Dar-
stellung fiir den Sinus ergibt sich damit die Beziehung

cosx +isinx = exp(iz), xR, (4.5.6-1)

zwischen Winkelfunktionen und komplexer Exponentialfunktion und damit die eigentliche Begriindung,
warum die Polardarstellung komplexer Zahlen oft kurz als

r(cos ¢ + isin ¢) = re'? (4.5.6-J)
geschrieben wird. Insbesondere folgt damit auch die bemerkenswerte Fulersche Identitdit

e +1=0. (4.5.6-K)

10CoLIN MACLAURIN, 16981746
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

4.6 Kurvendiskussionen

Eine klassische Anwendung der Differentialrechnung in einer Dimension sind Kurvendis-
kussionen. Dabei werden charakteristische Eigenschaften von Funktionen f : (a,b) — R
berechnet, die es erlauben den Graphen der Funktion in seinen wesentlichen Ziigen zu
skizzieren. Wir diskutieren die wichtigsten charakteristischen Punkte und Intervalle,
Eigenschaften und Hilfslinien.

Dazu sei im Weiteren f : (a,b) — R hinreichend oft differenzierbar auf einem Intervall
(a,b) mit —oo < a < b < +o0.

4.6.1 (Monotonieintervalle). Wenn f : (a,b) — R monoton wachsend ist, so folgt

f’(l’) :}Ll{% f(x"i_h’})L_f(x)

> 0. (4.6.1-A)

Es ist also notwendig, dass dann f’ auf dem Monotonieintervall nichtnegativ ist. Ande-
rerseits gilt

Satz. Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Gilt dann f'(x) > 0 (beziehungsweise f'(x) < 0)
auf (a,b), so ist f streng monoton wachsend (beziehungsweise fallend).

Bewers. Dies folgt direkt aus dem Mittelwertsatz Wir beschrénken uns auf die
erste Aussage. Fiir x < y existiert stets ein £ € (z,y) mit

fly) = fz) = f(E)y — ) (4.6.1-B)

und damit impliziert y > x stets f(y) — f(z) > 0. O
4.6.2 (Extrema). Lokale Extremstellen sind iiber den Satz von Fermat charakteri-
sierbar. Ist z, € (a,b) eine lokale Extremstelle von f, so muss f'(x,) = 0 gelten. Neben

diesem notwendigen Kriterium gibt es auch hinreichende Kriterien zum bestimmen lo-
kaler Maxima und Minima. Das bekannteste dazu ist

Satz. Sei f zweimal stetig differenzierbar. Angenommen, es gilt f'(xz.) = 0 und
f"(z.) < 0 (bezichungsweise f"(x.) > 0). Dann liegt in x, eine lokale Mazimumstelle
(beziehungsweise Minimumstelle) vor.

Beweis. Wir beschranken uns auf die erste Aussage. Da f”(x,) < 0 und f” stetig ist,
gibt es eine Umgebung (z, — §,z, + J) auf der f” negativ ist. Da f’(z,) = 0 gilt, folgt
aus dem Mittelwertsatz fiir |z — x,| < 6

f@) = f(z) = (@) = f(n)(x — ) (4.6.2-A)

fiir ein n zwischen x und z,. Damit gilt f'(x) > 0 fir < z, und f'(z) < 0 fir x > z,.
Also folgt wiederum aus dem Mittelwertsatz

F@) = f(@) = F(O)@ =) <0 (+62-8)

fiir ein € zwischen x und z,. Also gilt f(z) < f(z.) fiir r < x, und ebenso fir x > z,. [
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4.6 Kurvendiskussionen

Etwas allgemeiner und direkt aus der zweiten Beweishélfte folgt sogar

Satz. Sei f : (a,b) — R differenzierbar und z, € (a,b). Angenommen, es gilt f'(z.) =0
und die Ableitung f' : (a,b) — R wechselt in x, das Vorzeichen von positiv zu negativ
(beziehungsweise von negativ zu positiv). Dann liegt in x, eine lokale Mazimumstelle
(beziehungsweise Minimumstelle) vor.

Das notwendige Kriterium f’(x,) allein ist nicht hinreichend fiir eine lokale Extremstelle.
Punkte (z, f(z,)) mit f'(x,) = 0, die keine lokalen Extrema sind, werden als Sattel-
punkte bezeichnet. Typisches Beispiel dafiir ist der Ursprung fiir die Funktion f(z) = x*
mit f(0) = f'(0) = f"(0) = 0.

4.6.3 (Schmiegeparabeln). In Extremstellen kann man nach einer guten Approximation
fir die Form des Extremums fragen. Diese ist (unter der Annahme dass die zweite
Ableitung ungleich Null ist) durch das Taylorpolynom zweiter Ordnung

S ()
2

x> f(r,) + (x — x,)? (4.6.3-A)

gegeben. Dieses wird deshalb als Schmiegeparabel am Extremum bezeichnet. Extrem-
stellen z, mit f”(z.) = 0 lassen sich an der Extremstelle nicht durch eine Parabel
approximieren, hier benttigt man Polynome héherer Ordnung zur Approximation.

4.6.4 (Konvexitatsintervalle und Wendepunkte). Die Funktion f : (a,b) — R heifit auf
dem Intervall (a,b) strikt konvezr, wenn fiir alle a < x < y < b und alle § € (0, 1)

fOz+ (1 =0)y) <0f(x)+(1-0)f(y) (46.4-A)

gilt, ihr Graph also stets unterhalb jeder Sekante liegt.

Satz. Sei f : (a,b) — R zweimal differenzierbar. Angenommen, f"(x) > 0 auf (a,b).
Dann ist f strikt konvex auf (a,b).

Beweis. Da f” > 0 gilt, ist die Ableitung f’ streng monoton wachsend. Die Hilfsfunktion

hO) = f(0x + (1= 0)y) —0f(x) — (1-0)f(y) (46.4-B)
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erfiillt 2(0) = h(1) = 0 und es gibt somit nach dem Satz von Rolle ein n € (0,1)
mit

W(n) = finz+ (1 =ny)(z—y) = fz)+ fly) = 0. (4.6.4-C)
Fiir dieses gilt 2"(n) = f"(nz + (1 — n)y)(z — y)* > 0, es handelt sich also um ein
lokales Minimum. Dariiberhinaus ist /'(n) streng monoton wachsend, es kann also keine
weiteren lokalen Extrema von h in (0, 1) geben und in 7 liegt ein globales Minimum vor,

h(n) < 0.

Angenommen, fiir ein 6, € (0,1) gilt ~(6,) = 0. Dann gébe es aber in beiden Intervallen
(0,6,) und (f,1) nach dem Satz von Rolle jeweils lokale Extrema. Widerspruch. Also
gilt h(f) < 0 auf (0,1) und damit die Behauptung. O

Im Eindimensionalen heifit eine Funktion f strikt konkav, wenn —f strikt konvex ist.
Punkte, an denen sich das Konvexitédtsverhalten édndert, werden als Wendepunkte be-
zeichnet. Wendepunkte sind also insbesondere Nullstellen der zweiten Ableitung f”, an
denen die zweite Ableitung das Vorzeichen wechselt.

Erganzung. Konvexitit einer Funktion liefert Ungleichungen. Die zur Definition genutzte Ungleichung
(4.6.4-A) wird oft als Jensensche Unglez'chungE bezeichnet. Diese kann man nutzen, um weitere Un-
gleichungen zu beweisen. Die Funktion f(z) = —Inz ist konvex, es gilt also fiir z,y > 0 und 0 € (0,1)

In(0x + (1 —0)y) > 0lnz+ (1 —0)Iny. (4.6.4-D)

Dies kann man (per Induktion iiber n) verwenden, um Mittelwerte abzuschétzen. Es gilt fur x4, ..., z, >

0
1
n|— x > — n x > — ne. =In T .6.4-

und damit die Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel

= Zwk (H m) ' . (4.6.4-F)

Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn alle Zahlen gleich sind, also z1 = zo = - -+ = z,, gilt.

Entsprechend folgt aus der Konvexitit von f(z) = 2P fir p > 1 und > 0
1\ 1
1 <2 P 6.4-
<ank> 7ank (4.6.4-G)
k=1 k=1
und damit eine Ungleichung zwischen den p-ten Potenzmitteln und dem arithmetischen Mittel
1
1 n 1 n P
it <|= Pl .6.4-
ank_<ank> (4.6.4-H)
k=1 k=1

Diese kann man einfach verallgemeinern. Mit y;, = 2} und ¢ = ap > p fiir o > 1 folgt

*Zxk - %Z (;Z;ﬁj) = <i2xz> (4.6.4-1)
k=1 k=1 k=1

1 JoHAN JENSEN, 1859-1925
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4.6 Kurvendiskussionen

und damit die allgemeine Potenzmittelungleichung

1 1
1 — i 1 — !
(n ng) < (n in) , qg>p>1, (4.6.4-J)
k=1 k=1

fiir £ > 0 und wiederum mit Gleichheit genau fiir xy = zo = -+ = x,.

4.6.5 (Wendetangenten). Zum Skizzieren eines Funktionsgraphen ist es von Interesse
an Wendepunkten den Anstieg des Graphen zu kennen. Tangenten in Wendepunkten
werden als Wendetangenten bezeichnet.

4.6.6 (Asymptoten). Um das Verhalten der Funktion am Rand eines offenen Definiti-
onsbereichs zu beschreiben, interessiert man sich oft fiir Asymptoten. Wir unterscheiden
zwei Falle.

(i)

(if)

Fir a,b € Rund f : (a,b) — R kann es sein, dass der Grenzwert lim, » f(x)
existiert oder bestimmt divergiert. Existiert der Grenzwert, so kann f zu einer
stetigen Funktion f : (a,b] — R fortgesetzt werden. Bei bestimmter Divergenz
spricht man oft von einer vertikalen Asymptote oder einem Pol. Interessanter ist
dann aber mitunter die Ordnung, also der eventuell existierende Exponent p > 0,
fiir den der Grenzwert

lig f(x) (b — 2)f (4.6.6-A)

endlich und von Null verschieden ist.

Fiir b = +oo kann es sein, dass der Grenzwert lim,_, ., f(z) existiert oder di-
vergiert. Existiert der Grenzwert, so spricht man mitunter von einer horizontalen
Asymptote, die zugehorige horizontale Linie hilft beim skizzieren des Graphen.
Liegt Divergenz vor, so kann man wiederum nach einer einfacheren, das Verhal-
ten des Graphen beschreibenden, Funktion suchen. Ein Beispiel dafiir konnte eine
Polynomfunktion p(z) = Y7 _, axx® mit

lim (f(z)—p(z)) =0 (4.6.6-B)

T—r—+00

sein. Von Interesse ist hier oft nur der Fall n = 1 und man spricht dann einfach
von einer Asymptote des Graphen.

Oft ist hier aber auch nur der fithrende Koeffizient von Bedeutung. Fiir diesen
reicht dann natiirlich der Grenzwert

a, = lim @) # 0 (4.6.6-C)

z—+oo "

in Analogie zur Ordnung (4.6.6-A)).

Entsprechend kann man fiir linke Randpunkte vorgehen. Als illustrierendes Beispiel
kann man sich folgende Funktion anschauen:
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4

V| fe) = D)

4.6.7 Beispiel. Die Sinusfunktion f(x) = sin z ist strikt konvex auf ((2k—1)m, 2k7) und
strikt konkav auf (2k7, (2k + 1)7) fiir k£ € Z. Alle Vielfachen von 7 sind Wendepunkte
mit Wendetangenten

x> (=1)%(x — k). (4.6.7-A)

Maximalstellen sind in 2k7 + 7 und Minimalstellen in 2km — 7, dabei sind die Schmie-
geparabeln durch

1
r—1——(r—2kr — z)2 in @, =2kt + - (4.6.7-B)
2 2 2
und )
r— —1+ §(x —2km + g)2 in x, =2kr— g (4.6.7-C)

gegeben. Nachfolgend skizziert sind Wendetangenten und Schmiegeparabeln zusammen
mit dem gestrichelten Graphen der Funktion.

\ N\ /
N

4.6.8 Beispiel. Die Funktion f(z) = e~ erfiillt
flx) = —20e™,  f'(z) = (42% —2) (4.6.8-A)

und besitzt damit eine Maximumstelle in z, = 0 mit f”(x,) = —2 < 0 und Wendepunkte
inry = g Als Schmiegeparabel in der Maximumstelle erhalten wir

2

r—1—2x (4.6.8-B)
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und als Wendetangenten in den Stellen z.

2
x »—>e_1/2:F\/§e_1/2 (a;:F \/7_> .

(4.6.8-C)

Dariiberhinaus gilt
(4.6.8-D)

lim f(x)=0.

r—+oo

Nachfolgend skizziert sind wiederum die Extrem- und Wendepunkte zusammen mit
Schmiegeparabel und Wendetangenten zusammen mit dem gestrichelten Graphen der

Funktion.

4.6.9 Beispiel. Die Funktion f(x) = tanz besitzt Pole erster Ordnung in den Nullstel-
len der Cosinusfunktion, also in x = § + kw, k € Z. Weiter gilt f'(z) =1+ tan*z > 1
und die Funktion ist auf jedem Teilintervall (=% + km, 5 + k), k € Z, streng monoton
wachsend. Wegen f”(z) = 2 tan z(1 + tan® z) sind die Nullstellen x = k7, k € Z, ebenso
Wendepunkte und in den linken Intervallhélften der Monotonieintervalle ist f konkav
wihrend die Funktion in den rechten Hélften konvex ist.

Eine gute Skizze der Funktionen klann man sich aus Asymptoten und Wendetangenten

zusammenbauen.

1 1
1 1 1

/
AT e

~

Hétte man statt der Wendetangenten in den Wendepunkten Taylorpolynome dritter
Ordnung genutzt, wird der Verlauf der Funktion noch deutlich besser approximiert.
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J
7

4.7 Stammfunktionen

4.7.1 Definition. Sei f : (a,b) — R. Fine Funktion F : (a,b) — R heifft Stammfunkti-
on von f, falls F auf (a,b) differenzierbar ist und F' = f gilt.

Das Finden von Stammfunktionen ist also invers zum Differenzieren. Bevor wir genauer
diskutieren, wie man Stammfunktionen finden kann, klaren wir die Eindeutigkeit. Es
gilt

(i) Angenommen, fiir eine differenzierbare Funktion f : (a,b) — R

= 4.7.2 Lemma.
gilt f' =0. Dann ist f konstant.

(i) Angenommen, f: (a,b) — R besitzt eine Stammfunktion F : (a,b) — R. Dann ist

die Menge aller Stammfunktionen von f durch

{F+c|ceR} (4.7.2-A)

gegeben.

Beweis. (i) Angenommen fiir alle £ € (a,b) gilt f/(¢) = 0. Dann folgt aus dem Mit-
telwertsatz fir z,y € (a,b) und mit einem & zwischen x und y

f@) = fly) = f(@—y) =0 (4.7.2-B)

und f ist konstant.
(ii) Angenommen £ : (a,b) - R und F; : (a,b) — R sind Stammfunktionen von f.
Dann gilt F] — F; = 0 und die beiden Stammfunktionen unterscheiden sich um

eine Konstante.
O

4.7.3 (Notation). Wenn f : (a,b) — R eine Stammfunktion besitzt, so bezeichnet man
die Menge aller Stammfunktionen als unbestimmtes Integral von f und schreibt dafiir

(4.7.3-A)

/f(x) de = F(z)+ C.
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Dabei ist [ ein stilisiertes Summenzeichen; mit der Notation dF(z) = f(z)dz fiir das
Differential einer Funktion kann das uneigentliche Integral auch als Summation iiber
Differenzen von F' aufgefasst werden. Es gilt also

/ dF(z) = F(z) + C. (4.7.3-B)

Alle bisher berechneten Ableitungen spezieller Funktionen liefern damit im Um-
kehrschluss wichtige Grundintegrale, die fiir spitere Berechnungen essentiell sein werden.
Wir fithren diese als Beispiele auf.

4.7.4 Beispiel (Potenzfunktionen). Es gilt fiir alle n € Z \ {—1}

1
/:L’" dz = ——a2""! + C. (4.7.4-A)
n+1

Fiir den verbleibenden Fall n = —1 erhalten wir stattdessen aus (4.2.3-C)

dz —lnz+C. (4.7.4-B)
xr

Dies kann als Definition der Logarithmusfunktion genutzt werden und erkldrt, warum
der natiirliche Logarithmus wirklich natiirlich ist.

4.7.5 Beispiel (Exponentialfunktionen). Aus erhalten wir

1
/a‘” de = —a" 4+ C. (4.7.5-A)

Ina

4.7.6 Beispiel (Winkelfunktionen). Fiir Winkelfunktionen ergibt

/cosx dz =sinz + C und /Sinx dz = —cosz + C. (4.7.6-A)

Aus (4.2.5-B)) erhalten wir

/ do =tanx + C (4.7.6-B)

cos? x

was man sicher nicht mehr als Grundintegral bezeichnen kann. Stattdessen werden
wir weitere Integrationsregeln benotigen um kompliziertere Integrale auf einfachere
zuriickfithren zu kénnen.

4.7.7 Beispiel (Arcus- und Areafunktionen als Stammfunktionen). Wichtige Grundinte-
grale sind neben den bisher angesprochenen auf jeden Fall die Folgenden. Aus (4.2.6-B])
ergibt sich
/ do inz+ C lz| < 1 (4.7.7-A)
——— = arcsinz + C, T : 7.1-
V1—a?
wegen (4.2.6-D)) kann letzteres auch als C — arccos z (natiirlich mit verschiedenen Kon-
stanten) geschrieben werden. Weiterhin liefert (4.2.8-E)) die erstaunlich &hnlich aussehen-

de Formel
= arcoshz + C, xz > 1. (4.7.7-B)

| 7=
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Aus folgt

dx
——— =arsinhz + C 4.7.7-C
/ Va2 +1 ( )
und entsprechend aus (4.2.6-F)
d
/ p _f 1= arctanx + C. (4.7.7-D)

4.7.8. Allen Differentiationsregeln entsprechen Integrationsregeln. Im Unterschied zu
den Differentiationsregeln, die das Ableiten beliebiger Verkettungen differenzierbarer
Funktionen erlauben, gibt es keinen einfachen Algorithmus zum Finden von Stamm-
funktionen. Es lassen sich sehr einfach Funktionen angeben, fiir die Stammfunktionen
nicht elementar aufgeschrieben werden kénnen. Ein Beispiel fiir letzteres ist die Funk-
tion e”’. Keine Kombination der bisher aufgefithrten speziellen Funktionen hat diese
Funktion als Ableitung.

Beim Finden von Stammfunktionen ist also einerseits Kreativitit gefragt, andererseits
aber auch Vorsicht geboten. Es kann durchaus passieren, dass alle Anstrengung umsonst
ist und eine Stammfunktion (obwohl existent) nicht in einfacher Form angegeben werden
kann.

15" 4.7.9 Korollar (Integrationsregeln). (i) Ist f : (a,b) — R differenzierbar, so gilt
/f/(:v) dr = f(x) + C. (4.7.9-A)

(ii) (Linearitdt). Das Bilden von Stammfunktionen ist linear. Besitzen f,g : (a,b) — R
Stammfunktionen und ist a € R, so folgt

/ (@) + ag(z) do = / f@)de +a / o(z) e (479-8)

(iii) (partielle Integration). Angenommen, f,g : (a,b) — R sind differenzierbar. Dann
qilt

[ 1@)g @ ds = f@gle) - [ Figla) . (475€)

(iv) (Substitutionsregel). Angenommen, f : (a,b) — (c,d) und g : (¢,d) — R sind
differenzierbar. Dann gilt

[ ans @ e =grta) + . (479D
Beweis. (i) folgt direkt aus der Definition der Stammfunktion. (ii) folgt aus der Ab-
leitungsregel fiir Summen. (iii) folgt aus der Produktregel. (iv) folgt aus der Kettenre-

gel. [

R 4.7.10 Beispiele. (i) Mit partieller Integration ergibt sich

1
/lnxdm:/l-lnxdx:xlnx—/x—dm:mlnx—x+C (4.7.10-A)
x
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(i) Wiederum mit partieller Integration ergibt sich
/cos2xdx = /cosxcosxdx =sinxcosx + /siandx
=sinx cosx + / dz — /C082 rdx (4.7.10-B)
=sinxcosx + x — /cos2xdx.

Dies kann nach der Stammfunktion von cos? z umgestellt werden. Es folgt

/0082 rdr = w +C. (4.7.10-C)

(iii) Die Substitutionsregel kann in zwei Richtungen verwendet werden. Einerseits kann
man damit Funktionen und Ableitungen in einem Ausdruck erkennen und diesen
damit vereinfachen. So gilt

T 1 2z 1 [dy
14z 2) 1+z 2J Y lymigae (4.7.10-D)

1
= §1H(1+x2)+czln\/1+x2+(].

Zusammen mit partieller Integration folgt daraus

x
/arctanxdx = rarctan x—/ 22 dr = zarctanz—In V1 + 22+C. (4.7.10-E)
x

(iv) Ein weiteres Beispiel zur Subsitutionsregel ist

d
/cotxdx = / OB g = /_y =lInsinz + C (4.7.10-F)

ST Y y=sinx

fiir sinx > 0, also zum Beispiel 0 < x < 7.

(v) Andererseits kann die Subsitutionsregel genutzt werden, um neue Ausdriicke zu
erzeugen. Dies benotigt mehr Kreativitét, ein Beispiel dazu wére

/\/1—xde:/\/l—Sinzycosydy :/cos2ydy
r=siny r=siny

. 1= 2 .
:Slnyczsy+y +C:$\/ :v2+arcsma:+0

(4.7.10-G)

r=siny
auf dem Intervall z € (—1,1) und damit mit y € (=7, 7).

< Erganzung. Wir haben bisher offen gelassen, welche Funktionen Stammfunktionen besitzen. Ein not-
wendiges Kriterium liefert der Satz von Darboux, Funktionen mit Sprungstellen kénnen keine Stamm-
funktionen haben. Unstetigkeitsstellen zweiter Art konnen durchaus auftreten. So ist die Funktion

2 1
fz) = {x sz =70 (4.7.10-H)
0, z=0,
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4 Differentialrechnung in einer Variablen

auf ganz R differenzierbar mit unstetiger Ableitung

1 o1
2zcos L +sing, x#0,

4.7.10-1
0, z=0. ( )

Die Funktion g besitzt also insbesondere eine Stammfunktion.

Im néchsten Kapitel werden wir beweisen, dass jede stetige Funktion f : (a,b) — R eine Stammfunktion
besitzt. Dies heifit nicht, dass man die Stammfunktionen auch elementar angeben kann.
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