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¹»º �����¼���[½T���¡� ¶7º � º �a¾ º �¼¿<��Àr���¡�?¾?�#Á_½TÂJ�9ÀrÀ±�¼¾ º �ÄÃEÅTÆ[�?�?�T�9�Ç¾?�9�È���7¿<�+½TÂJ�9� ¢�£±¤ � º �B 
����¿<��½TÂ5� ¢7£±¤ É �[���¡Â?� º Æ
¢�£¥¤�£ ½

< b × c, a > −2

¢�£¥¤�£ Â
< 2a + b, a × b > 0

¢�£¥¤�£§Ê
a × (b × c) + b × (c × a) + c × (b × a) (4,−12,−4)T

¢�£¥¤�£ ¾
a × (b × c)− < a, c > b + < a,b > c (0, 0, 0)T

¢�£¥¤�£ �
< c, a × b > − < b, c × a > 0

¹»º �����¼���[½T���¡� ¶7º � º �a¾ º �¼¿<��Àr���¡�?¾?�#Á_½TÂJ�9ÀrÀ±�¼¾ º �ÄÃEÅTÆ[�?�?�T�9�Ç¾?�9�È���7¿<�+½TÂJ�9� ° £±¤ � º �B 
����¿<��½TÂ5� ° £±¤ Ë ½ ·
� º �
° £¥¤�£ ½

A = A∗ ⇒ Ì · ¹ ½T�?Æ É º ���¡�+Í��9�+�[���[�¡� � �

° £¥¤�£ Â
B−1 = B∗ ⇒ σ(B) ⊂ {z ∈ C : |z| = 1} � �

° £¥¤�£§Ê
A = A∗ ⇒ σ(A) ⊂ {z ∈ C : |z| = 1} � �

° £¥¤�£ ¾
B−1 = B∗ ⇒ B

º Æ��È¾ º ½T���T��½TÀ º Æ º �9�[Â?½T�
� �

° £¥¤�£ �
A2 = O ⇒ A

º Æ��È¾ º ½T�����?½TÀ º Æ º �¡�[Â�½O�
� �

¹»º �����¼���[½T���¡� ¶7º � º �a¾ º �¼¿<��Àr���¡�?¾?�#Á_½TÂJ�9ÀrÀ±�¼¾ º �ÄÃEÅTÆ[�?�?�T�9�Ç¾?�9�È���7¿<�+½TÂJ�9� ° £�¦ � º �B 
����¿<��½TÂ5� ° £�¦ É �[���¡Â?� º Æ
° £²¦7£ ½ ¾ º � É º ���¡�+Î»�¡�����ÄÍ��T�

A λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 2

° £²¦7£ Â ¾ º � É º ���¡�?��ÏO�?�*�¼ÍT���
A E0 = t1(−i, 0, 1)T , E1 = t2(0, 1, 0)T ,

E2 = t3(i, 0, 1)T , t1, t2, t3 ∈ C.

° £²¦7£§Ê ½OÀr���¡Â?��½ º Æ ÊÑÐ �¼Ò º �¡À±¿S½ ÊÑÐ?Ð � º �
τ1 = τ2 = τ3 = 1

° £²¦7£ ¾ �T�9�����¡�[� º Æ ÊÑÐ �#Ò º �9À±¿S½ ÊÑÐ?Ð � º �
ν1 = ν2 = ν3 = 1

° £²¦7£ � Ì · ¹ ÍT��� É º ���9�+Í��¡�+�������9� 1√
2
(−i, 0, 1)T , (0, 1, 0)T , 1√

2
(i, 0, 1)T .
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ä �
R3
Æ[� º �¡�w¾ º �¼ÒR�9�+���T�[�9�

a = ~0A, b = ~0B, c = ~0C
� º �

A = (0, 2, 1), B = (1,−1, 0), C = (2, 0, 2)

���9���¡Â5�¡� £

® �Så�æ�ç � �_}Eè �:y?é ¹ �9Æ^� º �*���9� ¶7º �1¿<��À±���9�?¾��RêÄ��Å�ë��¡�#�?�?¾#���[½T���9� ¶7º � ä Ð ���ì�¸�+�íÎ»���^���¡�º �a¾ º �#Á_½TÂJ�9À±Àr�Ä½T��¿ ¶ � º ��� ¦ � º � £RÉ º �?� ¹ �9����î?�?¾?�?��� º Æ��È� º ÊÑÐ �
�¡��¿<����¾?�9��À º ÊÑÐI£

¢�£±¤T£ ½
< b × c, a >=< a,b × c >=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 2 1
1 −1 0
2 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2.

¢�£±¤T£ Â
< 2a + b, a × b >= 2 < a, a × b > + < b, a × b >= 0 + 0 = 0ï+ð

a⊥ a × b ñ�ò ï b⊥ a × b
£

¢�£±¤T£§Ê
a × (b × c) + b × (c × a) + c × (a × b) = (0, 0, 0)T

��½ ÊÑÐóË ½ Ê �TÂ º¥ô«ä ¾?�9�+� º �ÑÏO�9õ?½TÀ±Æ[�öÎ÷�9���¡�
c × (b × a) = −c × (a × b)

a × (b × c) + b × (c × a) + c × (b × a)

= a × (b × c) + b × (c × a) + c × (a × b) + 2c × (b × a)

= (0, 0, 0)T + 2c × (b × a) = 2(b < c, a > −a < c,b >)

= 2(2,−6,−2)T = (4,−12,−4)T

¢�£±¤T£ ¾
a× (b× c) − < a, c > b + < a,b > c = (0, 0, 0)T øfù
ú³û�úKü_ýSþ ð�ÿ
��� ò�ñ�� ÿ[ð þ����

¢�£±¤T£ �
< c, a × b > − < b, c × a >= 0 ø
	���>ü � � ÿ�� ú ��� ú���� ð ñ�� ÿ�� ú ò ï ú��
� ú�������Ñú ò ������� ð � � ��� ï ñ ����

® � � æ�ç � �W}Wè �:y?é ¹ �9�[� ÊÑÐ �?�¡� ¶7º �ó¾?�9�V�¸Â?Æ���½T�?¾V¾?�9ÆÇ�
�7����¾ º �?½O���¡�����[Æ"!��[�?�?�TÆ
#�$&%'# õ # õ #�( �9�?� É ÂJ�9�?� É õbÎ»�¡À ÊÑÐ �Ç¾ º �*)�?�?�+�[�w� õ ¹ �?��¾,+ �9�+� Ð ÏOÀ±� Æ[�:Î º �w¾?�¡���Â?Æ^�Ñ½T�?¾*¾?�9Æ-)�?�?�+���¡Æ»�V�9�*¾?�9�÷ê#�9�[½T¾?�9�Iõ�Î÷�9À ÊÑÐ �¸¾ º �.)�?�?�+��� ¹ ���?¾/+j�9�+� Ð ÏOÀ±� £



021 �Kñ�ò û�3 � ú �
s = ~AB = b − a = (1,−3,−1)T ñ�ò ï t = ~AC = c − a =

(2,−2, 1)T 4.5 � ú76 þKú ò ú EABC
� � �1û�ú³û�ú9þKú ò ï ñ � ÿ��

(x − 0)nx + (y − 2)ny + (z − 1)nz
��� �

n =





nx

ny

nz



 =
s × t

‖s × t‖ .

8 ú³û�ú ò

s × t =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ex ey ez

1 −3 −1
2 −2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−5,−3, 4)T 9 �>ü û:�
n =

1√
50





−5
−3
4



 .

5 ú��/;#þ � � ð ò ï h < � � = � � � � ñ7ò û>	 ñ �*6 þKú ò ú � � �û�ú³û�ú9þKú ò ï ñ � ÿ���ï � ú 0@? ò û�ú ï ú��
A ���CBFú��� � � òD< � ò ~0A = a

ð ñ 9 n E ð ü � �

h = | < a,n > | =
1√
50

· | 0 · (−5) + 2 · (−3) + 1 · 4 | =
2√
50

=

√
2

5
.

;�üF� ú�� ò ð � � < � � � ï+ð �G� �>ü ñ � ú ò ï ú �>H ú��'� ð ú ï ú�� � 0ABC ��� � ï ú��&I 1 � ú h ñ�ò ï ï ú��
J � ñ�ò ïLK ? ÿ�� ú |ABC| û�ú³û�ú9þKú ò ï ñ � ÿ��

1

6
| < a,b × c > | = V0ABC =

1

3
h · |ABC| =

1

6
h‖s × t‖

ñ7ò ï � � ��� �
h =

| < a,b × c > |
‖s × t‖ =

2√
50

=

√
2

5
.

5 � ú A ñ7ò �� � ú ò û�ú ï ú�� J ú�� ð+ï ú g
ï ñ � ÿ�� ï � ú A ñ�ò �� ú B ñ7ò ï C � � �_û�ú³û�ú9þKú ò ï ñ � ÿ��

g = {b+α·r, α ∈ R} ��� � ï ú � ù � ÿ�� � ñ7ò û ��< ú�������
r = ~BC = c−b =





1
1
2



 .

5 ð ò�ò û � üF� 9NM � ï ú ò ;#þ � � ð ò ï d
ï ú � A ñ�ò �� ú � A 	 ñ � J ú�� ð+ï ú g E ï+ð ��� ï ú�� ï � ��� úKüF� ú

O ü ? ÿ�� ú ò � ò ��ð üF� ï ú � 5 ��ú � ú ÿ  � ABC û�ú³û�ú9þKú ò � � � ï ñ � ÿ��¯ï � úPI 1 � ú d � ñ üF� �Q� ü � 	 � ú��N�
��� � ï ú�� 0R? ò û�ú ï ú�� J � ñ�ò ï � ú � � ú r ð ü � ð ñ ÿ���ï ñ � ÿ���ï � ú 0@? ò û�ú ï ú �TS ��ú ñ 	 � ��� ï ñ ��íú �
~AB × ~AC = s × t E ï 4 � 4

|ABC| = d · |r| = ‖s × t‖ ð ü � � d =
‖s × t‖

|r| =

√
50√
6

=
5√
3
.



® � ® æ�ç � �W}Wè �:y?é ê#�9ÂJ�9� ¶7º �Ç� º �?��Uw½O��� ºWV
A ∈ M3(R)

½T�Bõ ¿<î���Î÷�9À ÊÑÐ �ó¾ º ���Â5�¡�A���9�T�9ÂJ�9�?�¡�aÒR�¡�+�������9�
a
õ
b
�?�?¾

c
É º ���¡�+Í��9�+�[���[�¡�w� º �÷¾?�9�a�¡�h�[Æ"!?��� ÊÑÐ �¡�?¾?�¡�

É º ���9�+Î÷�9�^���9�
λa = 1

õ
λb = 2

�?�?¾
λc = 3

Æ º �?¾ £ ¹ �9Æ^� º �*���9� ¶7º �¾ º � ¶ !?�?���?�?¾¾ º �YX��¡�[�9��� º ��½T�+���*¾ º �¡Æ[�9�ZU ½O�[� º�V £ ä Æ^�ö¾ º �9Æ[�[U ½O�[� ºWV ¾ º ½T�T����½TÀ º Æ º �9��Â�½T��\ ä Æ��Ú¾ º �
U ½O��� ºWV

A
� º �?¾��9��� º � Â5�¡Æ�� º ���Ú�N\ ¹ �9����î?�?¾?�¡� ¶�º � ä Ð ��� �¸�h�íÎ÷���^��½O�?Æ�¿<î Ð �[À º ÊÑÐR]

021 �Kñ�ò û�3 5 � ú�^ ð �_� ��` A ∈ M3(R) þKú � � �a	�� ï ��ú � < ú�� � ÿ�� � ú ï ú ò ú�6 � û�ú òcb ú��N� ú 4d5 ú�e
� ��ð ü¥þ � � � ï ú��Ñú ò ð ü û�ú9þ�� ð � � ÿ�� ú � � úKü 9 ð�ÿ���� ú � � 1 4f5 ð�ï � ú
û�ú�� � ú��_� � � ÿ�� ú � � úKü 9 ð�ÿ���� ú � �ï � ú ð ü û�ú9þ�� ð � � ÿ�� ú ò � ÿ�� � M þKú�� � �íú � û:� E � � � ï � ú � úöú9þKú ò 9 ð ü3ü � 1 4.5 ð � ��� ú���_� ñ �g� � � ú � ò e9 ð�ÿ�� E ï � ú7^ ð �_� ��` A � � � ï+ð ��� � ï � ð ûh� ò ð ü � � � ú��¡þ ð � 4 �i� ú¼ü ?"j � � � ÿ��að ü � � � ò ï ú�� O ��� �

A = X̃
ï � ð û {λa, λb, λc}X

ï+ð � � �íúKü3ürú òkElb �TþKú � ï � ú ��� ð üF�íú òP< � ò X̃
ï ú ò ��ú � � ú��� � < ú ò 6 � û�ú òc< ú���C����ú ò ú ò � � � ��ú ÿ�� ú òkE

X̃ = (a,b, c) � � b � ú X = X̃−1 4f5 � ú � ú 5 ð � � �íúKü3ü ñ7ò û þKú � � ����� � A ú � ò ï ú ñ � � û 4 O M �

X̃ =





0 1 2
2 −1 0
1 0 2





û � üF� X = X̃−1 =





1 1 −1
2 1 −2
−1

2
−1

2
1





ð ü � �

A =





0 1 2
2 −1 0
1 0 2









1 0 0
0 2 0
0 0 3









1 1 −1
2 1 −2
−1

2
−1

2
1



 =





1 −1 2
−2 0 2
−2 −2 5



 .

5 ú ��b ú � � ú���ú ò û � üF� ï ú�� A = λaλbλc = 6 ñ�ò ï H � A = λa + λb + λc = 6 4
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´ �SåVæ�ç � �W}Wè �:y?é ¶�º �?¾µ¿<��À±���9�?¾����¸�?Æ[Æ[½T���¡� ¿<î?�Ä½TÀ±Àr���¡�*� º �?�PU ½O�[� º �¡�9�
A, B ∈

Mn(C)
Î»½ Ð ��\dU ½T�[� º �9�[�¡� ¶7º � ä Ð �[�
���+�íÎ»�T�����¡� º ��¾?�9�÷Á1½OÂ5�¡ÀrÀr�
½T�7¿ ¶ � º ��� ¦7£É º �?�

¹ �9����î?�?¾?���?� º Æ��È� º ÊÑÐ �È�¡��¿<����¾?�9��À º ÊÑÐB£

° £±¤T£ ½
A = A∗ ⇒ A

ÂJ�9Æ º ���K�È� º �?� Ì · ¹ ½T�?Æ É º ���¡�hÍT�9�+���T�[�9� 8 ð�� �
ò ð�ÿ�� ��� ú���_� ð ü � ð �o	 9NM � � 4 ð 4 ^ ð �_� � 	>ú ò

° £±¤T£ Â
B−1 = B∗ ⇒ σ(B) ⊂ {z ∈ C : |z| = 1} 8 ð�� � E ï+ð 9NM � ï � ú
ñ�ò � � ? ��úp^ ð �'� ��` B ��� � ï ú � 6 � û�ú òc< ú�������

x
û � üF�

‖x‖2 =< x,x >=< Bx, Bx >=< λx, λx >= |λ|2‖x‖2.



° £±¤T£§Ê
A = A∗ ⇒ σ(A) ⊂ {z ∈ C : |z| = 1} q � ÿ�� � b ð�� � E 	 4Wrs4
A = 2I

õ
σ(A) = {2}.

° £±¤T£ ¾
B−1 = B∗ ⇒ B

º Æ��È¾ º ½T������½OÀ º Æ º �¡�[Â�½T� 8 ð�� � ò ð�ÿ�� ��� ú���'� ð üFe
� ð �a	 9NM � ñ�ò � � ? ��úp^ ð �'� � 	>ú ò

° £±¤T£ �
A2 = O ⇒ A

º Æ��È¾ º ½T���T��½TÀ º Æ º �9�[Â?½T� q � ÿ�� � b ð�� � E 	 4Wrs4 A =
(

0 1
0 0

)

4

´ � ��æ[ç � �_}Eè �:y?é êÄ�¡���9ÂJ�9�ÇÆ[� º ¾ º �tUw½O��� ºWV

A =





1 0 i

0 1 0
−i 0 1



 ∈ M3(C).

¹ �9��� ÊÑÐ �?�¡� ¶7º �¼¿<�TÀr���¡�?¾?� êÄ��Å�ë��¡�Ç���?¾w�[��½T���¡� ¶�º �#¾ º �9Æ[� º �a¾ º �ÄÁ1½TÂJ�9À±Àr�Ä½T�7¿ ¶ � º �[�
¦ � º � £RÉ º ��� ¹ �9����î?�?¾?���?� º Æ��È� º ÊÑÐ �¸�¡��¿<����¾?�9��À º ÊÑÐB£

° £�¦�£ ½ ¾ º � É º ���9�+Î÷�9���[�#Í����
A

6 � û � üF�
dA(λ) = (1−λ)3−(−i)(1−λ)i = (1−λ)[(1−λ)2−1] = (1−λ)(2−λ)λ

ñ�ò ïAï+ð ��� � σ(A) = {1, 2, 0} £
° £�¦�£ Â ¾ º � É º ���9�?�[ÏT�?����Í��T�

A

5 � ú�; òcb ú ò ï ñ7ò û ï ú � J ð ñ j � ÿ�� ú ò ;�ü ûh��� � � � � ñu� 	 ñ � 0v1 �Kñ7ò û � � � ��e
û�ú ò ú�� J ürú � ÿ�� ñ7ò û ��� � � �íú � ú#ü � ú 9 ú��N�

E0 = +ú�� A = {t1(−i, 0, 1)T},
E1 = +ú�� (A − I) = {t2(0, 1, 0)T},
E2 = +ú�� (A − 2I) = {t3(i, 0, 1)T}, t1, t2, t3 ∈ C.

° £�¦�£§Ê ¾ º � ½TÀ±���9Â?�[½ º Æ ÊÑÐ �RÒ º �¡À±¿S½ ÊÑÐ�Ð � º �_¾��9� É º ���9�+Î÷�9���[�÷ÍT���
A 5 ð � ��� ú���'� ñ �� � � ú � ò 9 ð�ÿ�� 4

° £�¦�£ ¾ ¾ º �ì�T�9�����¡�[� º Æ ÊÑÐ �RÒ º �¡À±¿S½ ÊÑÐ�Ð � º �E¾?�9� É º ���¡�hÎ÷�9�^���RÍ����
A 5 ð � ��� ú���'� ñ �� � � ú � ò 9 ð�ÿ�� 4



° £�¦�£ � ê#�9ÂJ�9� ¶7º � � º �?� Ì · ¹ ÍT��� É º ���9�+ÍT�9�+�������9��Í���� A
½T� £ 5 ð ï � úw^ ð �'� ��`

� 4 ð 4 � � � Ex� � ò ï�ï � ú��TþKú ò û�ú 9 ñ7ò ï ú ò ú ò 6 � û�ú òc< ú��������ú ò þKú���ú � � � ���N� � �[ûh��e
ò ð üy	 ñ ú � ò ð ò ï ú�� 4w5 � ú q ��� ��� ú�� ñ�ò ûÇú��fû � þ�� ï+ð ò�ò

1√
2
(−i, 0, 1)T , (0, 1, 0)T ,

1√
2
(i, 0, 1)T .

´ � ® æ�ç � �W}Wè �Fy�é ¶ �[�9À±Àr�9� ¶7º � ¾ º �öÀ º �?�9½T�[� ��Â?Â º Àr¾��?�?� A õ5Î»�¡À ÊÑÐ � º �ó¾?�9� ¶ �Ñ½T� ô¾�½T�[¾�Â�½TÆ º Æ
e = {e1, e2, e3}

º �
C

3
¾?��� ÊÑÐ ¾ º � º � ° £�¦ ÂJ�9Æ ÊÑÐ � º �¡Â5�¡�?�zU ½O��� ºWV

A���9���¡Â5�¡� º Æ��Fõ?½TÀrÆfUw½O��� ºWV
Ã = A(f , f)
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