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1 Lineare diophantische Gleichungen

1.1 Definition: Seien a € Z, k € Z \ {0}. Dann heiBt k Teiler von a, wenn
deZ:a=1-k.
Schreibe k | a.

1.2 Bemerkungen: 1) k|a < (—k)|a.
2) a=0 = alle k € Z\ {0} sind Teiler von a.

1.3 Definition: 1) Fiir a,b € Z, nicht beide 0, ist ggT(a,b) := max{k e N: k| a A k| b}
der groBte gemeinsame Teiler,

2) Fira,be Z\ {0} ist kgV(a,b) :=min{k € N:a |k A b|k} das kleinste gemeinsame
Vielfache.

Fir a,b € Z\ {0} gilt ggT(a,b) - kgV(a,b) = |a - b| (Beweis iiber Primfaktorzerlegung).

1.4 Definition: Gegeben seien a, b, c € Z. Gesucht sind Lésungen (z,y) € Z? der Gleichung
ar +by = c. (*)

Dann heiBt die Gleichung lineare diophantische Gleichung.
1.5 Satz: Seien a,b,c € Z, a,b # 0. (x) ist in Z? genau dann Iésbar, wenn ggT(a,b) | c.

Beweis: =: Wenn (x) eine Losung (z,y) € Z?* besitzt, dann ist ggT(a,b) Teiler von a und Teiler
von b und auch von ax + by = c.

<: Nun sei ¢ =n-ggT(a,b) mit n € Z. Nach Satz 2.6 aus Teil | gibt es Zahlen k,[ € Z, so dass
klal +1Jb] = ggT(lal.[b]) = ggT(a,b).

Dann folgt
n-k-sgn(a)-a+n-1-sgnb)-b = n-ggl(a,b) = c
—— ———

= =y

1.6 Bemerkung: Dieser Beweis und Beispiel 2.5 aus Teil | zeigen, wie man eine ganzzahlige Lésung
von (*) mit Hilfe des euklidischen Algorithmus berechnen kann.

1.7 Satz: Seien a,b,c € Z, a,b # 0. Ist (xg,y0) € Z* eine Lésung von (*), dann sind alle Lésungen
(z,y) € Z* gegeben durch

b a
— Eo— gy — ke —— it ke Z.
(@3) <x° * ggT(a,b)’ " ggT(a, b)> mit e ()
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Beweis: 1) Durch Einsetzen: Alle Zahlenpaare aus (*x) sind Losungen.
2) Seinun (z,y) € Z* eine Lésung von (x). Dann folgt

a(x —xo) +b(y —yo) = 0

ggT(a,b)
b

ggT(a,b)

= y—y = —2(33—1'0) = — (x — x9).

b

Die linke Seite y — 1 ist ganzzahlig, der Bruch auf der rechten Seite ist gekiirzt. Somit muss
x — xo ganzzahliges Vielfaches vom Nenner sein.

b T(a,b) b a
= c-29=k —, Y—yo=—2"" .. = —
" geT(a,h) iy esT()h) ggT(a,b)
U
2 Kongruenz und Modulorechnung
2.1 Definition: Seien a,b € Z, m € N. Wir schreiben
a=b modm (a ist kongruent zu b modulo m),

falls @ — b durch den Modul m teilbar ist.

2.2 Satz (Kriterien fiir Kongruenz): Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(i) a=b mod m
(ii) Es gibt ein k € Z, so dass a = b+ km

(iii) @ und b lassen beim Teilen durch m den selben Rest.

Beweis: (i) = (ii):

a=b modm < m|(a—0b)
= EsgibteinkeZ,sodassa—b=Fk-m
= a=b+km
(ii) = (iii): Sei r der Rest beim Teilen von b durch m, d.h.b=Im+rmitr,l€Z,0<r <m-1.
(i) = a = b+km
= Im+r+km
= (I+k)m+r
z
S
= a lasst beim Teilen durch m den selben Rest r wie b.
(i) = ():a=km+r, b=Im+rmit k,l € Z

= a—b = km+r—(Im+r)
= km+4+r—Fki—r

= (k=0D)m
~——
€Z
= m| (a—Db)
< a=b modm 0
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2.3 Satz (Rechenregeln fiir Kongruenzen): Seien a,b,¢,d € Z, m € N.

1) Wenna=b mod m und ¢ =d mod m, dann:
a) a+c=b+d modm,
b) a-c=b-d mod m.
Insbesondere —a = —b mod m und a®> = b*> mod m.

2) Die Relation R = {(a,b) € Z? : a = b mod m} ist eine Aquivalenzrelation auf Z, d.h. es
gelten
Reflexivitat: Ya € Z : a = a mod m und
Symmetrie: Va, b€ Z:a=b mod m = b=a mod m und

Transitivitat: Va,b,c€Z:a=b modm A b=c mod m = a=c mod m.

Beweis von 1b): Wir wissen a = b+ km, ¢ = d +Ilm mit k,l € Z.
Wir suchen ein j € Z, so dass ac = bd + jm.

ac = (b+km)(d+Im)
= bd + blm + kmd + kmilm
= bd+ (bl + kd + klm)m
—jez
= ac = bd+jm
= ac = bd mod m 0

3 Rechnen mit Restklassen

3.1 Definition: Seien a,b € Z, m € N. Die Restklasse [a] von a modulo m ist definiert durch
[a] == {b€Z:b=a mod m}.

a heiBt Reprasentant der Restklasse [a].

3.2 Beispiele: modulo 5:

0] = {..,-10,-5,0,5,10,...} = [5] = [10] =
1] = {..,-9,-4,1,6,11,...} = [-4] = .

0, 5 und 10 sind verschiedene Reprasentanten von [0].

3.3 Bemerkung: Die Restklassen sind die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation R. Im Fall
m =1 gilt [0] = Z, es gibt nur eine Restklasse.

3.4 Satz: Ist [a] = [d/] und [b] = [b'], so gilt [a-b] = [a' -] und [a+b] = [d' +V].
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Beweis: Ist [a] = [d/] und [b] = [V'], so folgt:
a=a modm und b=V modm

Rechenregeln fiir
= ab=ad'll modm und a+b=d +b modm

Kongruenzen

= [ab] = [@'b)] und [a+b] =[d + V] 0

3.5 Definition: Fiir a,b € Z definiert man

[a] + 8] = [a+0]
[a] - (8] = [ab]

3.6 Bemerkungen: 1) Nach Satz 3.4 sind die so definierte Summe bzw. Produkt unabhingig
vom gewdhlten Reprdsentanten.

2) Hier werden Addition und Multiplikation von Restklassen definiert. Da die Definitionen iiber die
Addition und Multiplikation von ganzen Zahlen erfolgen, verwendet man die selben Symbole.

3.7 Satz und Definition: Die Menge aller Restklassen modulo m mit der oben definierten Addition
und Multiplikation bildet einen kommutativen Ring mit Einselement und heiBt Restklassenring
modulo m, geschrieben Z/mZ.

Beispiel: Z/42 = {[0], [1], [2], [3]}.

+ (0] [1] [2] [3] - [0 1] [2] [3]
or (1o ] 2] 3] (0] [ [0] [0 [0] [0]
Ay 21 B8 (o] A (or 1 21 3]
2121 8] (o] [1] 2] (0] 2] [0] [2]
BB A 2] B 3] 20 [

Beweis: Einfaches Nachrechnen.

(Z/mZ,+) ist kommutative Gruppe, die Multiplikation ist assoziativ und

es gelten die Distributivgesetze a- (b+c¢) =a-b+a-¢, (a+b)-c=a-c+b-c

Daher ist (Z/mZ,+,-) ein Ring.

Zusatzlich ist [1] das Einselement: [1] - [a] = [1-a] = [a] = [a - 1] = [a] - [1],

und die Multiplikation ist kommutativ. 0

3.8 Satz: Fiir [a] € Z/mZ gilt —[a] = [—a]. Hieraus folgt
[a] = [b] = [a]+ (—[b]) = [a—10] fiir[d],[b] € Z/mLZ.

Beweis: [a]| + [—a] =[a —a] =[0] = —a] = [—a]. 0

3.9 Bemerkung: (Z/47 \ {[0]}, ) ist keine Gruppe, denn [2] besitzt kein inverses Element.
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3.10 Satz vom Dividieren: Ist p eine Primzahl, und ist [a] # 0 in Z/pZ, so besitzt die Gleichung
la] - [«] = 1] in Z/pZ

genau eine Loésung [z], d.h. [a] besitzt ein inverses Element [a] ™! = [z].

Beweis: [1] = [a]-[z] = [az] & 1=ax modp
& l—ax = kp fireink eZ
& 1 =a .z +m_k

gesucht  unbekannt

Dies ist eine lineare diophantische Gleichung fiir (z, k) € Z2.

Da ggT(a,p) = 1, ist die Gleichung I6sbar, d.h. fiir jedes a € N existiert eine Losung (g, ko). Alle
Losungen sind durch
(x,k) = (xo+Ip,k—la) mitl €Z

gegeben. Wir suchen nur = zq + Ip und sehen [z] = [z¢] in Z/pZ.
= [z] € Z/pZ eindeutig. 0

3.11 Satz: Ist m € N, m > 2 keine Primzahl, dann gibt es mindestens ein Element [b] € Z/mZ,
so dass die Gleichung
b] - [x] = [1] in Z/mZ

keine Losung besitzt.

Beweis: Seim =a-bmita,b €N, a,b> 2. Wie oben gilt
b -[xz] = [1]inZ/mZ < b-z+m-k=1

Nun gilt ggT'(b,m) = b > 1, also ist ggT(b, m) kein Teiler von 1
L2 es gibt keine Losung (z, k) € Z?* der diophantischen Gleichung. 0

3.12 Folgerung: Sei m € N, m > 2. Genau dann, wenn m eine Primzahl ist, ist (Z/mZ,+,-) ein
Korper.

Beweis: Ist m eine Primzahl, dann besitzt jedes Element [a] € Z/mZ mit [a] # [0] ein inverses
Element beziiglich der Multiplikation in Z/mZ. Die weiteren Korpereigenschaften sind erfiillt, da
(Z/mZ,+,-) ein kommutativer Ring mit Einselement ist.

Ist m keine Primzahl, dann besitzt nicht jedes von [0] verschiedene Element ein inverses Element
beziiglich der Multiplikation. Also ist (Z/mZ,+,-) kein Korper. 0
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4 Der kleine Satz von Fermat

4.1 Kleiner Satz von Fermat: Sei p Primzahl, a € N kein Vielfaches von p. Dann gilt

[aP~' =[1] in Z/pZ bzw. a®'=1 mod p.

Beweis: Wir untersuchen die Teilmenge
A = {[0d], [1a], [2d], ..., [(p — 1)a]}
von Z/pZ = {[0],[1],...,[p — 1]}

Schritt 1: Wir beweisen, dass alle p Restklassen [0a], [1a], [2a], ..., [(p — 1)a] verschieden sind.
Annahme: [ja] = [ka] fiir zwei Restklassen mit 0 < j < k < p — 1. Dann folgt

(0] = [ka] = [ja] = [ka — ja] = [(k = j)a] = [k — j] - [a] mit [k — j] # [0]
Satzyom al = [0] = a ist Vielfaches von p

Dividieren
Also muss [ja] # [ka] gelten.

Schritt 2: Die Menge A hat p verschiedene Elemente und ist Teilmenge der p-elementigen Menge
Z./pZ. Also sind die Mengen gleich.

Schritt 3: Es ist klar, das [0a] = [0] gilt. Wir entfernen nun dieses Element aus beiden Mengen. Das
Produkt der restlichen Elemente muss gleich sein:

a] - [2a] - [3a) - [(p~ Da] = [1- 23]+ [p~ 1]
& [ RB - 1 f = [ 2B -
cnide ™ =11} .

4.2 Beispiele: Modulo 19: 240 = 219-1.919-1.94 =1.1.16 = 16 mod 19
2] [1] [5]°
InZ)T7: — = 2] = = 2] - —
g =B g =g

Briiche konnen also durch Potenzieren berechnet werden.

= [2] - [5]> = [2] - [5] - [25]* = [10] - [4]" = [3] - [2] = [6].

4.3 Definition: Ein Element [g] € Z/mZ heiBt Primitivwurzel, falls durch [g]*, k =1,... ., m—1,
alle Elemente von Z/mZ auBer [0] dargestellt werden konnen.

Beispiel: In Z/57Z: k=| 1|2 |3 | 4

= [2] ist eine Primitivwurzel in Z/5Z,
aber [4] ist keine.
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5 Verschliisselungsverfahren

5.1 Diffie-Hellman-Merkle-Schliisselaustausch:: Beim Schliisseltausch vereinbaren zwei Perso-
nen eine geheime Zahl (Schliissel), obwohl sie nur tiber &ffentliche Kanédle kommunizieren kdnnen.

privater Raum offentlicher Raum privater Raum
vereinbaren Primzahl p und )
Andy Primitivwurzel [¢] in Z/pZ Brit
wahlt Geheimzahl - _ wahlt Geheimzahl
ac{l,....p—2} offentlich be{l,....p—2}
p g
A B
berechnet berechnet
[A] = [g]* in Z/pZ —__A _— [B] =[¢]" in Z/pZ
berechnet [K4] = [B]* « B = berechnet [Kp| = [A]°

5.2 Satz: Es gilt [K4] = [Kp].
Beweis: [K4] = [B]° = ([g]")" = [g)"" = (Ig*)" = [A]" = [K5]. -

5.3 Elgamal-Verschliisselung: Hier stellt Andy drei Zahlen &ffentlich zur Verfiigung. Mit Hilfe
dieser Zahlen kann Brit eine Nachricht (die aus einer Zahl besteht) sicher verschliisseln, so dass nur
Andy die Nachricht entschliisseln kann.

Andy i offentlich i Brit
wihlt: Primzahl p | }
Primitivwurzel [g] in Z/pZ ! !
Geheimzahl e c {1, ey P — 2} : : wihlt Geheimzahl
berechnet: [A] = [g]¢ in Z/pZ — } p, g A } — ve{l,...,p—2}
| 3 zur Verschliisselung
berechnet | |
! l berechnet:
_ ] ) | 3 [N] = [A]" - [n]
durch [n] = Bl° - [N] = : B, N | — [B]=[¢]" inZ/pZ
" [1] [1] [1] e -
Begriindung: —— - [N| = —— - [A]" - [n] = =-(lg]°) - In] = [n]in Z/pZ.
B [V] Bl [A]” - [n] ) ([91)" - In) = [n]inZ/

Die Entschliisselung funktioniert, weil ([g]*)" = ([g]¢)" ist.
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5.4 RSA-Verschliisselung:

Andy wahlt zwei verschiedene Primzahlen p, q,
berechnet m=pq, m=(p—1)(qg—1),
wahlt Verschliisselungsexponent v mit 1 < v < m und ggT (v, m) =1,
veroffentlicht  m und v auf seiner Homepage,
berechnet Entschliisselungsexponent e mit 1 < e < m und ev =1 mod m.

Brit kann nun ein Nachricht als Zahl n folgendermaBen iibermitteln:
Verschliisselte Zahl N =n” mod m.
Frank bekommt die Zahl zuriick durch
n=N° mod m.

Hinweis: Die Zahlen n muss zwischen 1 und m — 1 gewahlt werden (denn m =0 mod m).
5.5 Satz: Der RSA-Algorithmus ist korrekt.

Beweis: Seien m =pg, m=(p—1)(¢—1), ev =1 mod m, N =n" mod m.
Wir beweisen, dass N =n mod m gilt.

Kleiner Fermat: Ist p Primzahl und a € N kein Vielfaches von p, so gilt a?"! =1 mod p.

p,q Primzahlen

Vorbemerkung 1: a =n mod p und a =n mod ¢ & a=n mod pq .
—_—— ~—_—— ~—~
a—n durch p teilbar a—n durch q teilbar =m

Vorbemerkung 2: e-v =1 mod m
s e v=1+km=1+k(p—1)(¢—1) mit einem k € Z.

Wir rechnen zunachst nur modulo p.
Vorbemerkung 1 = N°¢= (n")* =n°’ mod p
Fall ggT'(n,p) = 1:
nev Vorbemgkung2 n1+k(p_1)(q_1) — . (np—l)k(q—l)

kleiner _
= n-1¥0"Y = pn mod p
Fermat

Fall ggT(n,p) = p: Dannist n =1[-p und somit n =0 mod p.
= n®’=0=0=n mod p.

In beiden Fallen (das sind alle moglichen Félle) gilt also

N¢=n"=n mod p. (1)

Nun rechnen wir nur modulo ¢g. Indem man p und ¢ vertauscht, folgt genauso, dass

N =n"=n mod q (2)
gilt.
(1) und (2) vorbemeking L e = mod m.
pg=m ]

5.6 Bemerkung: Mit dem Wissen aus den nichsten Kapiteln erkennt man, dass m = ¢(m) (Eu-
lersche Phi-Funktion), der Satz von Euler-Fermat (a*"(m) = 1 mod m falls a,m teilerfremd) und
der chinesische Restsatz bei der Entwicklung des Algorithmus verwendet wurden.
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6 Der Chinesische Restsatz

6.1 Chinesischer Restsatz: Seien n € N, mq,...,m, € N paarweise teilerfremde Moduln und
ai,...,a, € Z. Dann gelten

1) Die simultane Kongruenz

= a; mod my

= ay, mod my

T a, mod m,

besitzt mindestens eine Lésung x € Z.

2) Sei M := my---m,. Ist xy € 7Z eine Lésung der simultanen Kongruenz, dann sind alle
Losungen durch
r = o+ k- M

mit k € Z gegeben.

Beweis: 1) Firj=1,...,n gilt ggT(mj, mﬂ) = 1. Daher besitzt jede der linearen diophanti-
J

schen Gleichungen

M
Tim; —|—ij =1
]

eine Lésung (;, y;) (sogar unendlich viele). Setze ¢; := y;2L. Dann folgt ¢; € Z und
J
e; =1 mod m;

M
e; =0 modmy  fir k # j, da — durch my, teilbar ist.
m;

= 1= E a;e; lost die simultane Kongruenz.
j=1

2) Offensichtlich I6sen alle Zahlen x = zo+kM die simultane Kongruenz, denn kM = 0 mod m;
firj=1,... n.

Sei nun z eine Losung der simultanen Kongruenz. Dann folgt
r—20=0 modm;firj=1,...,n

D.h. x — x ist durch jede der Zahlen m; teilbar.
my, ..., m, paarweise teilerfremd = M = m;y---m,, ist Teiler von x — xy.
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7 Die eulersche Phi-Funktion

7.1 Definition: Die Funktion ¢ : N — N mit
©(n) := Anzahl der Zahlen 1 < k < n, die teilerfemd zu n sind einschieBlich k£ = 1

heiBt Eulersche Phi-Funktion.

7.2 Beispiele: 1) Menge der zu n teilerfremden Zahlen
{1}
{1,2}
{1,3}
{1,2,3,4}

{1,5}
{1,2,3,4,5,6}
{1,3,5,7}
{1,2,4,5,7,8}

~—

S
SR RSN IS R e

O 00| || U | W N3

2) p e N Primzahl: p(p) =p—1,
denn die Menge der teilerfremden Zahlen ist TF(p) = {1,2,...,p — 1}.

3) Ist p € N Primzahl und Fermatzahl, dann gilt ¢(p) = p — 1 = 2%" fiir ein n € N.

4) st p € N Primzahl und k € N, dann gilt p(p*) = p* — p*~1:
Aus der Menge {1,2,...,p"} miissen alle Vielfachen von p entfernt werden, dies sind

1-p,2-p,....p" " ep,

also p*~! Zahlen.
Z.B. p(121) = 121 — 11 = 110,

7.3 Satz: Sind m,n € N teilerfremd, dann gilt ¢(m - n) = p(n) - p(m).

Beweis: Setze TF(j) := {k € {1,...,j} : ggT(k, j) = 1} fiir j € N. Dann ¢(j) = |TF(j)|.

Definiere
H :TF(m-n) — TF(m) x TF(n)

durch
H(k) = (kn,k,) mitk, =k modm, k,=k modn.

Behauptung: H ist bijektiv. Dann folgt
p(m-n) = ’TF(m -n)| = |TF(m) x TF(n)| = ’TF(m)‘ : |TF(n)} = p(m) - pn).
H ist injektiv, denn die simultane Kongruenz
r=k, modm, x=k, modm

besitzt die Losungen x = k + jmn (chinesischer Restsatz), also nur eine Losung = € {1,...,mn}.
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H ist surjektiv, denn sei (k,, k,) € TF(m) x TF(n). Sei weiter = die Ldsung von
r=k, modm, x=k, modn mitze{l,... mn}.
r=k, modm & x=k,+ m
= geT(z,m) | kn, = ggT(x,m)|ggT(kp,m)=1 = ggT(x,m)=1
Genauso: ggT(z,n) =1

m,n teilerfremd = ggT(x,m-n) =1
Also gilt x € TF(m - n) und H(z) = (kn, kn). 0

k
7.4 Folgerung: Ist n € N mit Primfaktorzerlegung n = Hpé»j, wobei p1,...,p, paarweise ver-
j=1
schiedene Primzahlen sind, so gilt

p(n) = Hs@(p?) =17 -»7") = Hp?_l(pj—l)-

J=1

7.5 Satz: Ein regelmaBiges n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn ¢(n) =
2F fiir ein k € N ist.

Beweis: Folgt aus der letzten Formel und aus den S&tzen 5.13 und 5.16 im Teil Il (Konstruierbar-
keit). ]

7.6 Satz: Sei (G, o) eine endliche abelsche Gruppe. Fiir jedes g € G gilt

wobei |G| die Anzahl der Elemente von GG und e das neutrale Element von G bezeichnet.

Beweis: Sei G = {¢1,...,¢,}. Betrachte die Menge
M = {gogi,9062-..,9°9.} S G.
Es gilt gog; #gogu fir j #k (denn gog; = goge =7 g;=gu = j=k).
Die Mengen M und G haben also die selbe Anzahl von Elementen und sind folglich gleich.
Multiplikation aller Elemente von M bzw. von G ergibt
g04g109goega2---09gogn = G10G2-:"0gn

= g"0g109¢g2--+9¢g, = g10g2---0Gn
= gt = e.

Kommutativitat

7.7 Satz (Fermat-Euler): Sind a,n € N teilerfremd, so gilt a*™ =1 mod n.

Beweis: Sei G := {[b] € Z/nZ : ggT(b,n) = 1}. Dann ist (G,-) eine abelsche Gruppe, denn
zu jeder Restklasse [b] € G gibt es ein inverses Element (vgl. Beweis zu 3.11). Die restlichen
Gruppeneigenschaften sind klar. Und G besitzt ¢(n) Elemente.

Aus dem letzten Satz folgt dann [b]*(™ = [1] fiir jedes Element [b] von G. Da ggT(a,n) = 1, gibt
es eine Restklasse [b] € G mit [a] = [b], also a = b mod n.

Es folgt a?™ = b*") =1 mod n. ]



Zahlentheorie und Verschliisselung, Universitat Stuttgart, SoSe 2024, Seite 13

8 Dezimalbruchentwicklung

8.1 Satz und Definition: 1) Jede reelle Zahl a € ]0, 1] besitzt eine Dezimalbruchentwick-
lung oder kurz Dezimaldarstellung

fo Y
k=1

mit ar € {0,1,...,9} fir & € N. SchlieBt man den Fall 3ky € N Vk > ko : ar, = 9 aus
(Neunerperiode), dann ist die Dezimaldarstellung eindeutig. Man schreibt

a = 0,a1a0a53. .. .

2) Im Fall 3kg € N Vk > ko : a; = 0 heiBt die Dezimaldarstellung abbrechend.
3) Eine nicht abbrechende Dezimaldarstellung heiBt periodisch, falls
E”fg,l e N Vk Z ko DAk = Qg

das kleinstmogliche [ heiBt Periodenldnge. Ist ko = 1 wahlbar, dann ist die Dezimaldar-
stellung reinperiodisch. Man kennzeichnet die Periode durch Uberstreichen, z.B. bei einer
reinperiodischen Zahl mit Periodenlange [

a = O,Cllag Lo

8.2 Bemerkung: Fiir die Zahl a = 0,4727272... schreibt man a = 0,472. Man schreibt nicht
a = 0,4727 und auch nicht a = 0,47272.

8.3 Satz: Seien m,n € N teilerfremd, m < n. Genau dann, wenn die Primfaktorzerlegung von n
nur die Primzahlen 2 oder 5 (oder beide) enthilt, ist die Dezimaldarstellung von % abbrechend,

d.h. es gilt
m
— = 0,a1a5...a.
n

. .. . m ayas . .. ag
Beweis: Riickrichtung: — 0,a1as . ..ay T
n
10% - m 2k . 5% . m
= n = - = —
\g aias ... ag aias . ..ak
€

Da der letzte Bruch eine natiirliche Zahl darstellt, kann man den Nenner wegkiirzen. Da m,n
teilerfremd sind, muss .
ajas...ap = m-2 -5
mit passendem j,1 € Ny, j,1 < k gelten. Es folgt
n = 2k7] . 5]67[’

wobei wegen n > 1 eine der beiden Potenzen groBer Null sein muss.
Hinrichtung: Sei n = 27 - 5! mit j,1 € N

m.o . m 21~5j_m-2l-5j

T n T 2.5 2.5 10

Dies ergibt offensichtlich eine abbrechende Dezimaldarstellung. 0
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8.4 Satz: Seien m,n € N teilerfremd, m < n. Enthalt die Primfaktorzerlegung von n mindestens

eine Primzahl p € N\ {2,5}, dann ist die Dezimaldarstellung von — periodisch. Die Periodenlange
n

ist hochstens n — 1.

Beweis: 1) Aus dem letzten Satz folgt, dass m keine abbrechende Dezimaldarstellung besitzt.
n

2) Schriftliches Dividieren:

m:n = 0,aay...a;...a5-1...
—n-0
r1-10  (rp =m)
—nNn-aq
T2'10
— MN-Q2
Tg'lo
r;-10
— n-a,
T’j+1'10
7”]6,1'10
- NQg—1

rkl()

Der Rest r; = 0 kann nie auftreten, sonst ware die Dezimaldarstellung abbrechend.
Also sind alle Reste r; € {1,...,n —1}.

= spatestens bei k = n muss r;, = r; fiir ein j < k gelten.

Ab hier wiederholt sich die Rechnung, es folgt r4; = ;4 fiir l € Ny

= die Periodenlange ist k£ — 7, wenn 7, der erste doppelt auftretende Rest ist.

= — =0,a1a2...a@; ... ax_1 mit Periodenlange kK —j <n — 1. 0
n

8.5 Folgerung: Im letzten Beweis gilt

TR =T; & 107 =1 mod n.

Beweis:
10-r,_; modn

102 - r,_o mod n
10577 - r;  mod n.

r, = 10-714_1 —n-ap_1
= 10(10-rg_2 —n - ag_9)

D.h. es gilt r, = 107, mod n. 0
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8.6 Beispiele:
n|11 (13|14 |17 |21 37|41 |109
Periodenlange von % 2166 |16]6 |35 ]|108
p(n) |10 |12 6 | 16| 12|36 |40 | 108

8.7 Definition: Seien a,n € N teilerfremd. Dann heiBt

ord,(a) = min{k€N:a*=1 modn} < ¢(n)

-~

enthilt p(n) (Fermat-Euler)

die Ordnung von a beziiglich n.

8.8 Beispiel: ords;(10) = 3: 10! = 10
102 = 100 = 100—2-37 = 26 mod 37
102 = 260 = 260—7-37 = 1 mod 37

Zum Vergleich: ¢(37) = 36

8.9 Satz: Seien m,n € N teilerfremd, m < n und n, 10 teilerfremd. Dann ist die Dezimaldarstellung

von ™ periodisch mit Periodenlange ord,(10). Insbesondere hingt die Periodenlange nicht vom

Zahler m ab, wenn der Bruch ™ gekiirzt ist.

n

m
n

Beweis: Nach Satz 8.4 ist die Dezimaldarstellung von ™ periodisch.

Die Aussage liber die Periodenlange folgt direkt aus Folgerung 8.5 und daraus, dass die Periodenlange
die kleinste Differenz |k — j| ist, fiir die ry = r; gilt. 0

8.10 Satz: Seien a,n € N teilerfremd. Dann ist ord,(a) ein Teiler von ¢(n).

Beweis: Teile p(n) durch ord, (a) mit Rest:
e(n) = l-ord(a) +r mit 0 <r < ord,(a) — 1.

Dann folgt

1 = aga(n) _ al-ordn(a)+r _ (aord(a)y.ar = ¢" mod n,

also
a"=1 modn und 0<r<ord,(a)—1.

= 1r =0, also p(n) =1-ord,(a). 0
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8.11 Beispiel: p = 109: p(p) = p—1 = 108 = 22-33 hat die Teiler 2, 3,4, 6,9, 12, 18,27, 36, 54, 108.

102 = 100 101 = 34-66 = 2244 — 2180 = 64

10> = 1000 = 1000 — 981 = 19 10 = 64° = 4096 — 4033 = 63

10 = 192 = 361 —327 = 34 10 = 64-63 = 4032 —4033 = —1

102 = 34> = 1156 — 1090 = 66 = fiir alle Teiler k& von 54 gilt 10 21 mod 109

(sonst miisste 10°* = +1 mod 109 gelten)
Die Teiler k = 12 und k = 36 von 108 sind bereits kontrolliert.
Es fehlt noch k = 4: 10* = 190 = 190 — 109 = 81
= fiir alle Teiler £ < 108 von 108 gilt 10* # 1 mod 109

= ordigy(10) = 108, also hat 15 maximal mégliche Periodenlange 108.

8.12 Satz: Mit k € N gilt

a1as ... ag
99...9 '
wobei im Nenner der rechten Seite die natiirliche Zahl steht, die aus k£ Neunen gebildet wird.

0,&1(12 Q=

Beweis: 0.,a1a;...ax = aasy . .. ag - Z 1077*
7j=1
a1as ... ak N
= o (10 k)]
§=0
geometrische ajas ... ak ‘ 1
Reihe 10k 1—10-*
. a1as . ..Aag
10k —1 O
) _ 9 — . .
8.13 Spezialfall: 0,9 = -1 = 1. D.h. 0,9 ist nur eine andere Darstellung der Zahl 1.

8.14 Satz: Sei p Primzahl, p # 2, p # 5 und

N = 99...9

ord,(10) Neunen

Dann ist N durch p teilbar, und N ist die kleinste aus Neunen gebildete natiirliche Zahl, die durch
p teilbar ist.

Beweis: N = 99...9 = 10 — 1 ist genau dann durch p teilbar, wenn 10¥ = 1 mod p gilt. Und
-

k Neunen

k = ord,(10) ist die kleinste natiirliche Zahl k, fiir die das gilt. 0

8.15 Satz: Ist p prim, p # 2, p # 5 und k = ord,(10) durch 2 teilbar, so ist 10¥/2 + 1 durch p
teilbar.
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Beweis: Mit 3. binomische Formel gilt

(10*2 +1)( 102 -1 ) = 10F—1
—_—— ——
nicht durch p teilbar durch p teilbar

O

8.16 Satz: Ist p prim, p # 2, p # 5 und k = ord,(10) durch 2 teilbar, so erganzen sich die j-te

1 k
Periodenziffer von — und die 5 + j-te Periodenziffer zu 9.
p

Beweis: Am Beispiel p = 13 mit Periodenldnge k = ord;3(10) = 6.

L 0076923076923 .
p
1
103 = = 76,923076923076. ..
p
1
(10°+1)- = = 76,9999999999999 ... =77
N

letzter Satz: ganze Zahl

Da auf der linken Seite eine ganze Zahl steht, muss auf der rechten Seite eine Neunerperiode stehen.

8.17 Beispiel: p = 23: Es gilt ordy3(10) = 22. Ein Taschenrechner zeigt

i = 0,04347826086 96
23 ——

11Stellen

Wir sehen, dass 9 die Erganzung zur 0 ist, und dass die letzte Stelle 6 gerundet ist, denn hier muss
5 stehen. Wir kénnen nun auf die volle Periode erganzen und erhalten

1
3 = 0,04347826086 95652173913.

8.18 Bemerkung: Seien n,k € N, n > 3. Hat % eine reinperiodische Dezimaldarstellung mit
Periodenldnge k, so folgt

0 ay...Aag
— =0a...a, = ——
n N T)
bzw.

108 — 1

n = .

ay...Aak
Also muss n ein Teiler von 10 — 1 =99...9 sein.
Fall k =1: 9=3-3 = Periodenlange 1 nur bei % %.
Fall k=2: 99 =3-3-11 = Periodenldnge 2 nur bei ﬁ % %.

Fall k =3: 999 =3-3-3-37 = Periodenlinge 3 nur bei .1, L = L =

1 1
27 37" 3.37 111" 9-37 ~ 333" 999"

Multipliziert den Nenner n mit Faktoren 27 - 5!, so dndert sich die Periodenlinge nicht. Z.B.

12 1 2 9_118_001_
5.11 10 11 10 99 10 99

1 25 1 2 1 22 _
o ® _ 9 5:0,0227

4-11 100 11~ 100 99 100 99
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9 Ergdnzungen und Nachtrage

9.1 Definition: 1) Sein € N. Gibtes k,l € N, k,[ # 1, so dass
n = k-1,
so heiBt n zusammengesetzte Zahl.

2) Eine Zahl n € N heiBt Primzahl, falls n # 1 und n nur die Teiler 1 und n besitzt. Man sagt:
n ist prim.

9.2 Folgerung: Fiir jedes n € N gilt genau eine der drei Aussagen
n =1,
n ist zusammengesetzt,
n ist prim.

9.3 Satz: Jede natiirliche Zahl n > 2 kann als Produkt von Primzahlen dargestellt werden. Dieses
Produkt wird Primfaktorzerlegung genannt. (Ist n prim, dann besteht das , Produkt” nur aus
einem Faktor.)

Beweis: Beweis mit vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang n = 2: Fiir n = 2 stimmt die Behauptung, da 2 eine Primzahl ist.

Induktionsschritt: Es sei bereits bewiesen, dass die Behauptung fiir n = 2,3,...,m gilt.
Wir beweisen, dass die Behauptung dann auch fiir n = m + 1 gilt.

Fall 1: m + 1 ist prim.
= n =m+ 1 ist die Primfaktorzerlegung

Fall 2: m + 1 ist zusammengesetzt: m + 1 =k - [, wobei k,l < m (da k,l # 1).
Fiir k,1 ist die Behauptung bereits bewiesen, d.h.

k:pl'pQ"'pja lz(]l'QQ"'Qia

wobei = pi,p2, ..., Dj,q1, 42, - .., ¢ Primzahlen sind.
= n=m+1=p;-p2---Dj-q-q---q = Produkt von Primzahlen

Damit ist bewiesen, dass die Behauptung auch fiir n = m + 1 wahr ist.

Induktionsschluss: Die Behauptung ist fiir alle n > 2 bewiesen.

9.4 Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Beweis: Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen. Seien diese py,po, ..., pa.

Betrachte m = py - ps -+ - pn + 1.
Dann kann m keine Primzahl sein, denn m ist groBer als alle Primzahlen py, ps, ..., pa.

Nach dem letzten Satz kann m als Produkt von Primzahlen dargestellt werden:

m = plll .]9122...]917?7
wobei fiir mindestens eine der Zahlen [y, ... [, > 1 gelten muss. Sei z.B. I; > 1.
= m = ppi el

=k
= pi-k =propepatl ‘_pl'pQ"'pn

< prrk—propeoop, = 1 ‘pl Ausklammern

= py ist Teiler von 1. Widerspruch!

p1 kann nicht Teiler von 1 sein, also muss unsere Annahme falsch gewesen sein. Es gibt also unendlich
viele Primzahlen. 0

9.5 Definition:

Sind p und p + 2 Primzahlen, so heiBt das Paar (p, p + 2) Primzahlzwilling.
9.6 Beispiel: (3,5), (11,13), (41,43) sind Primzahlzwillinge.

9.7 Bemerkungen: 1) Es ist nicht bekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.

2) In Wikipedia gibt es einen Artikel liber eine illegale Primzahl.



