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1 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

1.1 Definition: Eine Zahl o € R heiBt konstruierbar, wenn zu jeder beliebigen Strecke [ eine
Strecke a mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann, so dass fiir die Langen der beiden Strecken
ja| = |al - [I] gilt.

Spezialisierung: Gilt |I| = 1, so ist eine Strecke der Lange |«| konstruierbar.

1.2 Satz: Sind «, 5 € R konstruierbar, dann sind auch

aiﬁ,a-ﬁ,%(fallsﬁ;éo),\/@

konstruierbar.

Beweis: Ubungen

1.3 Folgerung: 1) Q ist konstruierbar.

2) Sei 8 €Q, B> 0. Dann ist jede Zahl z = x + y/B mit x,y € Q konstruierbar.

1.4 Frage: Welche reellen Zahlen sind konstruierbar? Welche algebraischen Zahlen sind konstruier-
bar?

2 Korpererweiterungen

2.1 Definition: Sei (K, +,-) ein Korper. Eine Teilmenge K’ C K heiBtUnterkorper von K, falls
(K’,+,-) ein Korper ist. Umgekehrt heiBt K Korpererweiterung von K', geschrieben K | K'.

2.2 Satz (Unterkorperkriterium): Sei (K, +,-) ein Kérper, K C K. Dann ist K’ genau dann ein
Unterkorper, wenn

(U1) 0,1 € K’ (Null- und Einselement) und

(U2) Vo,ye K':x+ye K' AN x-ye K’ und

1
(UB) Ve e K': —x € K A VIEK’\{O}:EEK’.

2.3 Folgerung: 1) K" Unterkdrper von K’ und K’ Unterkorper von K = K" Unterkorper
von K.

2) K', K" Unterkorper von K = K’ N K” Unterkdrper von K.
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2.4 Beispiele: 1) R|Q, C|R.
2) K;:={z+yV/3:x,yc Q}ist Unterkdrper von R, denn

(U1) 0,1 € K7,

(U2) (z+yV3)+ (@ +yV3) =(z+ )+ (y+¥)V3 € Ky,
(+yv3) - (&' +y'V3) = (za' + 3yy) + (ay/ +ya')V3 € K1,

(U3) (z +yV3) + (—x — yv/3) = 0 und
(2 +9v3) - (- yv/3) = L.

x? — 3y?

2.5 Grundvoraussetzung: Wir betrachten Polynome als Funktionen p : R — R, wobei die Koef-
fizienten aus einem Unterkorper von R sind. Im Folgenden wird immer vorausgesetzt:

K, K', K" sind Unterkdrper von R und Kdrpererweiterungen von Q.

2.6 Definition: 1) K[z] = {p: K — K | p ist Polynom mit Koeffizienten aus K}.
2) Sei K ein Korper und K’ | K. Dann heift « € K’ algebraisch iiber K, falls

dp € Klz] : (p(a) =0Ap #0).

3) Eine algebraische Korpererweiterung von K ist eine Korpererweiterung, deren Elemente
alle algebraisch liber K sind.

2.7 Beispiele: K | Q ist algebraische Kérpererweiterung (K definiert in 2.4)

R | Q ist keine algebraische Korpererweiterung

2.8 Definition: p € K[z] heiBt reduzibel iber K, falls
dg,r € Klx] :p=q-r A deg(q) >1 A deg(r) > 1.

Ist p € K[z] mit deg(p) > 1 nicht reduzibel, so heiBt p irreduzibel.
Achtung: Konstante Polynome sind weder reduzibel noch irreduzibel.

2.9 Beispiele: 1) p(z) = 2% — 3 ist irreduzibel iiber Q, aber reduzibel iiber K aus 2.4.

Denn p(z) = (v — v/3)(z + v/3). Da £v/3 € Q, ist p irreduzibel iiber Q.

2) p(x) = z* — 3 ist irreduzibel iiber Q, aber reduzibel iiber K, obwohl p keine Nullstelle in K
besitzt.

Denn p(z) = (22 — v/3) (2> + V/3) in K, aber +v/3 ¢ K,,& Q.
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2.10 Satz und Definition: Sei « algebraisch iiber K. Dann existiert genau ein p € K[z]\ {0} mit

(M1) p ist normiert, d.h. p(z) = 1 - z®) 4 . und
(M2) p(a) =0 und

(M3) Vg € K[z] : (deg(q) < deg(p) = q(a) #0V ¢=0).

Dieses Polynom heiBt Minimalpolynom von « iiber K. Wegen p # 0 und (M2) gilt deg(p) > 1.

Beweis: 1) Existenz: Setze M := {p € K[z]: p(a) =0 A p#0}.
« algebraisch == M # () = n:=min { deg(p) : p € M} existiert.
Wiahle p € M mit deg(p) = n. Sei p(z) = a,a™ + .. ..
Setze po(z) := ;-p(x). Dann erfiillt po (M1) und (M2).
AuBerdem gilt fiir ¢ € K|x]: deg(q) <n=q¢ M = q(a) #0V q = 0.
Somit erfiillt py auch (M3).

2) Eindeutigkeit: Seien p1,ps € K[z]\ {0}, die (M1) — (M3) erfiillen.
(M2), (M3) = deg(p1) = deg(p2)
Setze P = Pp1 — Pa.
(M1) = deg(p) < deg(p1) — 1 < deg(p1)
p(a) =0 und (M3) = p=0.

2.11 Satz: Ist « algebraisch iiber K, dann gelten die folgenden Aussagen.

1) Das Minimalpolynom von « ist irreduzibel.
2) Firallep € K[z] \ {0} gilt

p erfiillt (M1) und (M2) A p ist irreduzibel = p ist das Minimalpolynom von «.

Beweis: 1) Sei p das Minimalpolynom von « und p = ¢ - r mit q,r € K|[z].
Dann deg(p) > 1 und insbesondere ¢, # 0
pla) =0=¢q(a) =0V r(a) =0. 0.B.dA. g(a) =
q(a) =0, g # 0 und (M3) fiir p = deg(q) > deg(p
=" deg(q) = deg(p) A deg(r) =0
= r ist ein konstantes Polynom,
= p ist irreduzibel.

(p )

2) Sei p € Klx] irreduzibel mit p(ar) = 0, p normiert, und sei py das Minimalpolynom von «.
(M3) = deg(p) = deg(po)
Teilen mit Rest: p = ¢ - po + r1, deg(r1) < deg(po)
0= p(a) = ¢ (a) po(a) +r1(a)
=0
= r1(a) =0 A deg(ri) < deg(po)
(M3) = r; =0, also p=q1 - po
p ist irreduzibel = ¢; = konst
P, Po normiert = ¢; = 1, also p = py. 0
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2.12 Definition: Sei « algebraisch liber K.

1) TIrr(a, K) := Minimalpolynom von « iiber K.
2) o heiBt algebraisch vom Grad n := deg (Irr(a, K)) iiber K.

2.13 Beispiele: 1) /3 iiber Q: p(z) := 22 —3 = p erfiillt (M1) und (M2)
p irreduzibel = Irr(v/3,Q) =p = /3 ist algebraisch iiber Q vom Grad 2.

2) V3 iiber K;:
Irr(\/g, Ky)=z-— V3 = V3ist algebraisch tiber K; vom Grad 1.

2.14 Satz und Definition: Seien K’ | K, a € K’ und
K(a) == ([{K"CK' :a€K" A K"| K}.

Dann ist K(«) der kleinste Erweiterungskorper von K, der « enthilt und heiBt von « erzeugter
Erweiterungskérper von K (2.3: Schnitt von Unterkorpern ist Unterkorper).

2.15 Satz und Definition: Sei K’ | K. Dann bildet K’ einen Vektorraum iiber K, denn
(K',+) ist kommutative Gruppe
Fir \,p € K und v,w € K' gilt A-v € K’ und
A4+p)-v = Av+p-v
A(v+w) = Av+Aw
(A-p)-v = A (p-v)
l-v = v

Die Dimension von K’ als Vektorraum iiber K heiBt Kérpergrad von K’ iiber K, geschrieben
[K': K] := dim(K").

2.16 Beispiel: [K; : Q] = 2: Basis B von K ist z.B. B = {1,V/3}.

2.17 Satz: Ist « algebraisch iiber K vom Grad n, so gilt [K () : K| = n.

Beweis: Fiir n = 2 vgl. Beispiel 2.4, fiir Q(+/2) siehe Ubungen.

2.18 Definition und Satz: Sei K’ | K und [K' : K] < oo. Dann ist jedes Element 8 € K’
algebraisch iiber K vom Grad < n . Sprechweise: K’ ist algebraisch vom Grad n := [K' : K]
iber K.

Beweis: Sei n:=[K': K].
Fiir jedes 3 € K’ ist {1,3,%,...,3"} linear abhangig (n + 1 Vektoren)

n

= dc;j € K chﬁj = 0. Also ist 3 algebraisch héchstens vom Grad n.
i=0 O
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2.19 Satz: Seien K', K" Korpererweiterungen von K mit K” | K’ und [K" : K'],[K': K] < 0.
Dann gilt die Kérpererweiterungsformel

K" : K] = [K": K] |K': K].

Beweis: Seien {oy,...,a,} Basisvon K’ | K
{B1,...,Pm} Basis von K" | K’

1) Seize K" = z» = Zc]ﬂj mit ¢; € K’
j=1

= Z <Zdjkak>ﬁj mit djk eK
i k=1

=1
2) Behauptung: B :={of;:k=1,....n, j=1,...,m} ist Basis von K" | K.

a) B spannt K" auf: Siehe 1)
b) B ist linear unabhangig: Seien d;; € K mit

i(idjkak) B =10
j=1 k=1
€K’

Zdjkozk:(]ﬁirjzl,...,m
k=1

{a1,...,an} lin. unabh.

djp=0firj=1,...,m, k=1,...,n.
= [K":K]=#B=m-n=[K": K'| - [K": K].

2.20 Beispiel: K, =Q(V3)={z+yV3:2,ycQ} = [K,;:Q] =
Es gilt V5 ¢ Ky, denn
Annahme Elx,ye@:\/gzx+y\/§
= 5:x2+2:cy\/§+3y2

2 =0A5 =32 %\@g@

o L y=0A5=2? %\/595@

x#O/\y;«éO/\ﬁ:%@—mQ—Z&y?)EQ %

= /) ist algebraisch liber K; vom Grad 2, denn

in R

plx) =22 =5"= (z —V5)(z+V5) = Iir(vV5,K;) = p.

Ky := Ki(v/5) = [Ky: K] =2 (Basis B = {1,/5})
= [KQ@]:[KgKl][KlQ]:4
Nach Beweis des letzten Satzes: Basis {1-1,1 - \/57 V3 - 1, V3 - \/5}

2.21 Bemerkungen: 1) a€ K = K(a)=K A [K(a): K] =1.
2) K(—a)=K(a). Fira #0: K(1) = K(a).
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2.22 Satz: Sei K" | K' | K. Dann

a € K" algebraisch iiber K = « algebraisch tiber K.

Beweis: Irr(o, K)(a) =0 und Irr(a, K) € K[z] C K'[z].

O
2.23 Satz: Seien K" | K’ | K und K algebraisch iiber K. Dann
a € K" algebraisch iiber K’ = « algebraisch iiber K.

Beweis: Irr(o, K')(z) = 2" + ap_12" ' + ...+ ap mit a; € K'.

Betrachte KO = K(CL()), Kl = K()((ll), Ce ey Kn—l = Kn_g(an_l).

ag algebraisch iiber K 2 [Ky: K] < o0

ay algebraisch iiber K 222 a, algebraisch liber K =Y [K; : Ko] < 00
= [Kn—l : K] = [Kn—l : Kn_g] cee [KO : K] < 00
8 K, . algebraisch iiber K
Irr(a, K') € K,,_1[z] = « algebraisch iiber K,,_;
= o c Kn_l(a) N [Kn_l(Oé) : K] = lKn_l(a) : Kn—l] '[Kn—la K] < 00

<oo n;Eh 2.17

2.18 o

=« algebraisch iiber K. 0

2.24 Folgerung: Seien K’ | K und n := [K’ : K| < 0o und « € K'. Dann ist « algebraisch iiber
K. Bezeichnet m den algebraischen Grad von m iiber K, so gelten

1) m teilt n.

2) m=n & K(a)=K'

Beweis: Nach 2.18 ist K’ algebraisch iiber K, also auch oo € K’ algebraisch iiber K..

1) aceK'NK'|K = K'|K(a)
Es gilt [K () : K| =m (2.17)
2.22 = K’ algebraisch iiber K («)
Multiplikationsformel: n = [K": K] = [K': K(a)] - m.

2) Aus letzter Formel: n=m & [K': K(a)] =1 & K = K(a).
O

2.25 Bemerkung: Sei n = [K' : K| < oco. Man kann sich nun die Frage stellen, ob es dann
ein a« € K geben muss, das algebraisch iiber K vom Grad n ist. Gibt es ein solches «, so gilt
K' = K(«), und man nennt « ein primitives Element von K’. Eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines solchen « gibt der Satz vom primitiven Element.
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3 Konstruierbarkeit von Zahlen

3.1 Satz: Seien n € N und
a; €Q, aq >0, Ky = @(\/04_1)

Qg € Kl, Qg > O, K2 = Kl(\/ag),
Qa3 € KQ, Qg > 0, Kg = KQ(\/ Oég),
an € K1, 0, >0, K, = K, 1(Vag).

Dann sind alle Element von K, konstruierbar.

Beweis: Induktionsanfang siehe 1.3.

Induktionsschritt siehe 1.2. 0

3.2 Bemerkung: Sei K ein Kérper und @ € K. Dann ist y/« algebraisch vom Grad 1 oder 2
iber K. Mit Satz 2.17 folgt [K(y/a) : K| =1 oder [K(y/a): K] = 2.

Somit gilt in 3.1 [K;(/a;11) : K;—1(y/a5)] € {1,2}.
= in 3.1 gilt [K,, : Q] = 2 fiir ein k € N.

3.3 Hilfssatz: Sei K ein Unterkdrper von R. In einem kartesischen Korrdinatensystem seien Punkte
Pj(x;,y;) mit z;,y; € K gegeben. Seien weiter g; Geraden durch je zwei dieser Punkte und &; Kreise
um diese Punkte, die als Radius den Abstand zweier Punkte | P;Py| haben. Dann:

1) Der Schnittpunkt P(x,y) zweier Geraden besitzt Koordinaten z,y € K (falls existent).

2) Die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden oder einem anderen Kreis besitzen Koordi-
naten in K(y/a) mit jeweils geeignet gewahltem o € K (falls existent).

Beweis: Voriiberlegungen:

a) Ist g Gerade durch P;(z1,y1) und Py(z2,92), so gilt
g = {(z,y) e K’ ax+by =c}
mta=y,—y € K,b=x1—1x9 € K, c =111 — 1122 € K.
b) Ist k Kreis um P;(z1,y;) mit r = |P, P3|, so gilt
k:{(xy)EKQ (x—21)* + (y — 1) —d}
mit d = (3 — 22)> + (y3 — 12)* € K.
1) Schnitt von g; und go:

mr+by = ¢

mit a;,b;,c; € K
asxr + by = o 3205 65 €

liefert Lésungen (z,y) € K2 (falls existent).
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2) Schnitt von g und k:

ax + by

c .
(x—20)’+(y—w)? = d mit a,b,c,d € K.

1
ZB.b#0:y= E(C — ax) in Kreisgleichung

(x—:l?o)2+<g—%x—y0>2 = d

& g+ ax +a3 = 0 mit aq,a9,a3 € K

—ay +\/al— 14 ———
~ T12 = a2 23/21 0143 € K( &% - 4@1@3) = K(\/a)

1
falls & = a3 — 4ajaz > 0. Aus Geradengleichung: y; 5 = E(C —azio) € K(V/a).

3) Schnitt von k; und ko:

(. —20)*+ (y —w)* = do (1)
(-2 +y—wn) = & (2)

Bilde (1)—(2):
2v(wy — x0) +2y(y1 — o) = do—dy + 27 — a5 +yl —yo € K. (3)

(1) und (3) ist Schnitt Gerade-Kreis, liefert Schnittpunktkoordinaten in K (/).

3.4 Satz: Eine Zahl a € R ist genau dann in endlich vielen Schritten mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn es eine endliche Kette von Erweiterungskorpern wie in 3.1 gibt, so dass a € K,,.

Beweis: Riickrichtung: 3.1

Hinrichtung: Es gebe n Konstruktionsschritte, mit denen aus einer Strecke [ eine Strecke der Lange
|| - || konstruiert wird. In jedem Schritt soll eine der Schnittkonstruktionen aus 3.3 ausgefiihrt
werden.

Lege in die Ebene ein kartesisches Koordinatensystem, so dass [ = Strecke von P(0,0) nach Q(1,0).

P, () haben rationale Koordinaten

33 30, € Q: Fiir alle im 1. Schritt konstr. Punkte (:Ug»l),yj(l)) gilt xy),yj(-l) € Q(y/ay) =: Ky

33 Joy € K : Fiir alle im 2. Schritt konstr. Punkte (xgz),yf)) gilt xf),y@) € Ki(y/ag) =: Ko

33 3a, € K,_, : Fiir alle im n-ten Schr. konstr. Pkte (xg-n),yj(.")) gilt :L‘;n), ](-") € K, 1(y/am) = K,

Fiir die Lange || gilt nun

o = @ =22 + @ =y € Ku(y@m) = Kus.

3.5 Folgerung: Ist o € R konstruierbar, so folgt:
dn € Ny : « ist algebraisch iiber Q vom Grad 2".

Beweis: Letzter Satz: Es gilt o € K, fiir ein n € N.
Multiplikationsformel und 3.2: [K,,,1 : Q] = [Kpy1 : Kp] -+ [K1 : Q=2 mit k <n+1
2.24 = (v ist algebraisch iiber Q vom Grad m und m teilt 2. ]
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4 Die klassischen Probleme der konstruktiven Geometrie

4.1 Satz (Wiirfelverdopplung): Gegeben sei ein Wiirfel. Es ist nicht méglich, die Kantenlange eines
Wiirfels, der das doppelte Volumen besitzt, mit Zirkel und Lineal aus der Kantenlange des gegebenen
Wiirfels zu konstruieren.

Beweis: Viyur = d°, V' = d° = 24
d/
= 7 = +/2 muss konstruiert werden
{/2 ist algebraisch iiber Q vom Grad 3, denn Irr(v/2, Q)(z) = 2* — 2, siche Ubungen.

3Z{2":ne Ny} jetzte LQBEE 3/ st nicht konstruierbar. ]

4.2 Satz (Quadratur des Kreises): Gegeben sei ein Kreis mit Radius 7. Es ist nicht méglich, aus r
mit Zirkel und Lineal die Seitenlange eines Quadrates zu konstruieren, das den selben Flacheninhalt
wie der Kreis besitzt.

Beweis: Sei r der Kreisradius.
2 2 ! 2 a :
Fxreis = 7%, FQuadrat = a* = mr? = — = /7 muss konstruiert werden

/7 ist transzendent (andernfalls ware 7 algebraisch)
3.5 L .
= /7 ist nicht konstruierbar. 0

4.3 Satz (Dreiteilung des Winkels): Es gibt keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal, mit der jeder
Winkel in drei gleich groBe Winkel aufgeteilt werden kann.

Beweis: 1) Ein Winkel ¢ ist genau dann konstruierbar, wenn cos(y) konstruierbar ist.

)
1 -

2) Aus den Additionstheremen: cos(3a) = 4 cos®(a) — 3 cos(a).

3) Sei ¢ = 3 gegeben. Zur Bestimmung von z = cos (£) = cos(cr) muss

42° — 3z — cos(p) = 0

gelost werden.
Behauptung: Fiir p =

p=3 = cos(p) =

% ist  nicht konstruierbar, d.h. der Winkel o = % ist nicht konstruierbar.
1
2

= gesucht ist = als Losung von
p(z) = 82° —6x—1 = 0.

p ist irreduzibel (Ubungen). Also ist 2 algebraisch vom Grad 3.

3¢{2":neNy}t 2 2= cos () ist nicht konstruierbar. 0
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™

4.4 Bemerkung: Der Winkel ¢ = 7 kann gedrittelt werden, denn £ = % ist konstruierbar.
Was dndert sich im Beweis?

=175 = cos(p) =0 = Lose 42® —3z =0
2

(422 -3)=0& =0 V xzi?é@(x/ﬁ)

In diesem Fall ist 2 = cos (£) algebraisch vom Grad 2 iiber Q, also konstruierbar.

5 Konstruierbarkeit regelmaBiger Vielecke, Winkelteilung
5.1 Definition: Seien eine Strecke AB und ein Punkt C' auf AB gegeben. Dann teilt C' die Strecke
AB im Verhiltnis des goldenen Schnitts, falls

AC| _ |AB| _
i & B cB| T JAc] T

5.2 Satz: 1) &= %(1 4 \/3) Insbesondere ist ® konstruierbar.

2) cos (%) = 3, also sind auch die Winkel Z und Z konstruierbar.
Beweis: 1) a:=|AC|, b:= |CB]|
a a-+b b 1
b a +a +<I>
= 20— 1=
1 1 1, V5
S e R I
R R S
B oo=145
2) Ubungen

5.3 Bemerkung: Das regelmaBige n-Eck ist
genau dann konstruierbar, wenn der Winkel 27" o
bzw. cos (%’T) konstruierbar ist. n

5.4 Satz: RegelmaBige n-Ecke sind fiir
n = 3,4,5,6 konstruierbar, fiir n = 18 nicht.

Beweis: n = 3,4,6 klar, n = 5 letzter Satz.

n =18: ¢ = 22 = T ist nicht konstruierbar (siche Beweis 4.3). 0
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5.5 Satz: Halbierung von Winkeln ist konstruierbar.

Beweis: Gegeben ist der Winkel o mit Scheitel S und Schenkeln £, 1.

Zeichne Kreis mit beliebigem Radius um S.

Schnitt mit den Schenkeln ergibt die Punkte P; und P;.
Zeichne Kreise mit tibereinstimmendem Radius um P; und Ps.
Schnitt dieser Kreise ergibt die Punkte @1 und Q5.

Die Punkte S, @)1 und Q)5 liegen auf einer Geraden g.

g ist die Mittelsenkrechte der Strecke P P, und halbiert des-
halb den Winkel «.

5.6 Satz: 1) Ist das regelmiBige n-Eck konstruierbar, so sind alle 2™ - n-Ecke mit m € N
konstruierbar.

2) st das regelmaBige n-Eck konstruierbar und gilt n = k- [ mit k,l € N, dann sind auch die
regelmaBigen k- und [-Ecke konstruierbar.

3) Sind das regelmaBige m-Eck und n-Eck konstruierbar und gilt ggT(m,n) = 1, dann ist auch
das regelmaBige m - n-Eck konstruierbar.

. . 5.5 . 5.5 .
Beweis: 1) 27” konstruierbar = ;—Z konstruierbar = Z—Z konstruierbar . ..

2) Konstruiere ein n = k-I-Eck. Uberspringe jeweils [ Ecken. Die verbleibenden Ecken sind Ecken
eines regelmaBigen k-Ecks.

3) Erweiterter euklidischer Algorithmus: 3k, l € Z : k-n+1-m = 1.
Nach Voraussetzung: a = %’r b= %” konstruierbar.

= l-a+k-f=20+2k=2"(lm+ kn) = 2= konstruierbar.
(Addition /Subtraktion /Vielfachenbildung von Winkeln durch Aneinandersetzen) 0

5.7 Bemerkung: Unser Kenntnisstand: Welche n-Ecke sind konstruierbar, welche nicht?
n=[3|4]5[6[7 |89 |10]11|12]13][14][15]|16[17[18]19]20
e R N e R R R R A R R R R

ierbar

5.8 Satz: Seien P, () € Q|z], P irreduzibel, und P, Q haben eine gemeinsame Nullstelle. Dann ist
P Teiler von ().

Beweis: Sei P(zy) = Q(z9) = 0. OBdA sei P normiert. Dann P = Irr(zo, Q).
Qo) =0 = deg(Q) > deg(P).

Teilen mit Rest: @ = S - P+ R mit S, R € Q[z] und deg(R) < deg(P).

= 0= Q($0) = S(QT()) -0+ R(io), also R([L'()) = 0.

deg(R) < deg(P) PEEe® p g, 0
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5.9 Satz (GauB): Sind P, @Q € Q|x] normierte Polynome, so gilt
P-QeZz] = PQ e Zxl.

n—1 m—1
Beweis: Seien P(x) = 2™ + E %x], Qz) = =™ + E ﬁxj, wobei p;,q; bzw. 7;,s; jeweils
j=0 J j=0 "J

teilerfremd.

Setze a :=kgV(qo,---,qn-1), b:=kgV(so,...,S,_1) und
a-Plx) =: Zajxj, a; € Z,
=0
b-Q(zx) =: ijmj, b € Z.
=0
1) Beachte, dass fiir jede Primzahl p gilt: Nicht alle ay, ..., a, sind durch p teilbar. Andernfalls

ware £ - P € Z|z % a=kgV(q,. ., qn-1)
Genauso fiir b - Q).

n-+m
2) Betrachte a-b-Q(z) - P(x) =: Z c;x) mit ¢; € Z.
5=0
Zeige: Es gibt keine Primzahl, die alle der Koeffizienten cy, . . ., ¢,y teilt.
Sei p eine Primzahl. Setze
Jo = min{j =0,...,n:pist kein Teiler von a;}
ko := min{k =0,...,m: pist kein Teiler von by}
#0 W:gen 1)
Jo+ko
= Cjotky = Z @;bj,+1o—; ist nicht durch p teilbar,
§=0 ™

(*)
denn (%) ist durch p teilbar, falls j < jo — 1 oder jo+ ko —j < ko — 1< j > jo+ 1,
(%) ist nicht durch p teilbar fiir j = jo.

3) Seinun P-Q € Zx], P-Q normiert

= a - b teilt alle Koeffizienten von a-b- P - Q

2 ab=1

= kegV(qo,-.-,qn—1) =1 und kgV(sg,...,Sm-1) =1
= QO:--‘ZQn—IZSOZ-HZSm—I:0

= PQ € Zx].

5.10 Beispiel: Sei P(x) = z° — 22* — 42 + 22> + 112 + 4. Ist P reduzibel in Q[z]?
1) Méogliche rationale Nullstellen = = £1, +2, +4.

2) Ansatz: P(z) = (22 + az + b)(2® — (a + 2)2® + ca + 3)
22 a,¢,4 €7, somit b € {41, +2, +4}

3) Probieren = P(z) = (2* — 2z — 1)(2* — 3z — 4).
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5.11 Satz (Eisenstein-Kriterium fiir normierte Polynome): Sei P € Z[x] normiert,

n—1
P(z) = 2"+ Zajivj,
=0

und es gebe eine Primzahl p, so dass p Teiler von aq, ..., a,_; und p* kein Teiler von q ist. Dann
ist P iiber Q irreduzibel, d.h. in Q[z] nicht in Faktoren zerlegbar.

Beweis: Annahme P =@ - R m|t Q, R € Q[z], deg(Q),deg(R) > 1.

Seien Q(x beﬂ R(x chxj = by-cp=1lund mk<n-—1
7=0

by - = 1 :> Q,R normiert wahlbar (betrachte ﬁQ und iR = b, R).

Q, R normiert 22 Q. R € Z[z]
ag = ¢y - by durch p teilbar, nicht durch p> = Entweder by durch p teilbar oder c.
OBdA by durch p teilbar und ¢q nicht durch p teilbar.
Setze jo := min{j = 0,...,m : b; nicht durch p teilbar} > 1
Beachte: b,, =1 = jo<m<n-—1
Jo
= aj, = Z bj,—jc; st nicht durch p teilbar %
= ~——

Fiir j = 0: bj, - co nicht durch p teilbar
Fiir j > 1: bj,—; durch p teilbar 0

5.12 Satz: Es seien p € N eine Primzahl und

3
L

P —1
q)l(.iﬂ) = T —1 = .flfk,
k=0
P — 1 G
Do) = Ly = D 2 = w@)
k=0

die Kreisteilungspolynome. Dann sind &, ®, irreduzibel iiber Q.

Beweis: 1) 2?=1 & xk:ei%k, k=0,1,...,p—1
= ®; hat die Nullstellen z;, ..., z,_;.

Beachte: x1,...,x,_1 sind primitive Einheitswurzeln, d.h. fiir jedes feste £ gilt
{zf:n=0,....,p—1} = {e‘?":n:(),...,p—l} = {alle Lésungen von 2 — 1 = 0}.

2) Annahme: ®(z) = Q(z)R(x) mit Q, R € Qz], deg(Q), deg(R) > 1

®, normiert = @, R normiert wahlbar
GauB

o, € Zlz] = Q,R € Z[z]
®,(1) =p = OBdA Q(1) € {£p}, R(1) € {£1}

OBdA kann @ als irreduzibel angenommen werden. Andernfalls:
Zerlege Q) = Q1-Q2, Q1, Q2 € Qx| sind normiert wahlbar und nach GauB folgt Q1, Q2 € Z[z].
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Fiihre diese Zerlegung so lange fort, bis ) als Produkt von lauter irreduziblen, normierten
Polynomen in Z[z| dargestellt wird. Ersetze () durch den irreduziblen Teiler () von @ mit

Q(1) € {£p}, alle anderen Teiler kdnnen bei z = 1 nur die Werte £1 besitzen, schiebe diese
Teiler zu R.

Wahle k,1 € {1,...,p — 1} mit Q(xx) = 0 und R(z;) = 0 (Q, R miissen mindestens eine
Nullstelle in C besitzen, die dann auch Nullstelle von @, ist).
Nach 1): 3n € {1,...,p — 1} : 7y = x}. Setze R(z) :== R(z")
= R € Zlz], R ist normiert, R und @) besitzen die Nullstelle x = z.
Q irreduzibel 2 R= Q- Q mit Q € Q[z]
GauB = Q@ € Z[z]
= R(1)=R(1)=Q(1)-Q1) |
~—~— —~—
e{£1} €Z  e{+p}

Also war die Annahme falsch, ®; ist somit irreduzibel.

3) Was andert sich bei ®,7 Die Nullstellen von @5 sind

xk:e%k mit k € {1,....p> = 1}\ {p,2p,..., (p— 1)p}.

Sonst bleibt alles im Beweis gleich. 0

5.13 Hilfsatz: Eine Zahl n = 2™ + 1 mit m € Ny kann nur dann Prinzahl sein, wenn m = 2* fiir
geeignetes k € N.

Beweis: Annahme: m = a - b mit a > 3, a ungerade

a—1

= 24 1=2041=1- (=292 = (1-(-2") 3 ((-2)")"
€7
E€Z
= 2™ 4+ 1 ist keine Primzahl. 0

5.14 Definition: Die Zahlen F, = 22" +1 mit n = 0,1, ... heiBen Fermat-Zahlen. Es gilt
Fy=3, Fy =5, F, =17, F3 =257, F, = 6553T7.

Fiy, ..., Fy sind Primzahlen, Fj ist keine Primzahl. Es ist nicht bekannt, ob weitere F,, Primzahlen
sind.

5.15 Satz: 1) Ist p € N Primzahl, p > 3, dann ist das regelmaBige p?-Eck nicht konstruierbar.

2) Ist p € N Primzahl und das regelmaBige p-Eck konstruierbar, dann ist p eine Fermat-Zahl.
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Beweis: Sei das regelmaBige m-Eck konstruierbar und p > 3 Primzahl.
Zeige: m = p* = % und m = p = p ist Fermat-Zahl.

1) m-Eck konstruierbar = cos (22) und sin (%) konstruierbar

32 cos (%),sin (%) sind von algebraischem Grad 2" iiber Q mit passendem n € N
Setze K' := Q((Cos (%)) K = K’(Sin (%))
224209 [K : Q] = 2% mit geeignetem k € N,
= e e K(i) und [K(i): Q}] = 2+
2 o3 st algebraisch iiber Q mit Grad [, wobei [ Teiler von 2F+1.

2) Seim = p* Setze z := ¢ .~ ist Nullstelle von b,
Letzter Satz = &y = Irr(2,Q)

= o' st algebraisch tiber Q vom Grad deg(®3) = p(p — 1).

p>3 = p(p—1) ist kein Teiler von 2 fiir k € N %

3) Seim=p. z:= 7 st algebraisch iiber Q vom Grad deg(®;) =p—1
1) = AeNy:p—1=2"bzw. p=2'+1
s p ist eine Fermat-Zahl.

O
5.16 Folgerung: Sein € N, n > 3. Ist das regelmaBige n-Eck konstruierbar, so folgt
ne€{2:5eN,7>2U{2 p--pr:j€Ny, k€N, py,...,pr > 3 paarweise ver- (%)
schiedene Fermat-Zahlen, die Primzahlen sind}.
Beweis: Primfaktorzerlegung n = 27 -plf x -pij
20 pli-Eck konstruierbar
Y [; =1 und p; sind Fermat-Zahlen. 0

5.17 Bemerkungen: 1) Es gilt auch die Umkehrung: Gilt (x), dann ist das regelmaBige n-Eck
konstruierbar (GauB 1801).
Konstruktionen: 17-Eck GauB 1796, 257-Eck Richelot 1832, 65 537-Eck Hermes 1889.

2) Welche n-Ecke sind konstruierbar, welche nicht?
n=[3|4]5[6[7 |89 [10]11|12]13][14][15|16[17[18]19]20

konstru-
ierbar

5.18 Hilfssatz: Fiir n € N gilt
cos(nz) = T,(cos(z)),

wobei T}, € Z[z]| mit deg(7,,) = n (Tschebyscheff-Polynome). Weiter gelten:
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1) Toi(x) =22T,(x) — Tq(2).

2) Ist T,(z) = Z apx”, so gelten

k=0

a) a,=2"1und Vk € {1,...,n — 1} : 2¢7! teilt ay.
b) n ungerade = ap =0,

c) n=p Primzahl = Vke{l,...,n— 1} :p teilt a.

Beweis: 0) cos(nz)+isin(nz) = € = (“)"
= (cos(nz) + isin( nx))n

_ zn:( ) )i* sin® (z)

k=0
Bilde Realteil:  cos(nx) = Z (k:) cos" () (—1)"?sin* (z)
k=0, k gerade
L3] n
= Z (2l> cos" 2 (z)(=1)" sin?(z)
1=0
L3] n
= 1) = 3 (5
1=0
= T,(z) € Z[z], deg(T) =
1) cos((n+1)z ThAgd' cos(x) cos(nx) — sin(z) sin(nx) = Tpi1(cos(z))
cos ((n — 1)z = cos(—xz) cos(nz) —sin(—z)sin(nz) = T,_(cos(z))
=cos(z) =Tn(cos(z))  =—sin(z)

= Thi1(cos(z)) + Th_1(cos(x)) = 2cos(z) T (cos(z))
PEY Ty ) + Taca () = 20T (y).

2)  a) Induktionsanfang Ty (x) = z, Ty(x) = 22% — 1
= a, = 2" 2, a; durch 2571 teilbar fir 1 < k <n

Induktionsschritt:
Topi(z) = 20 Toy(x) — Tha(x)
—— N——
an = 271 ay, durch 25—1 teilbar

ay, durch 26—1 teilbar

n
= T =2"2"" + ) bya, wobei by durch 27 teilbar ist.
k=0
Induktionsschluss: Fiir alle T}, gilt a,, = 2"~ und ay, ist durch 28! teilbar fiir 1 < k < n.
b) n ungerade = 2" 2 sind nur ungerade z-Potenzen
(1 — 2?)! liefert nur gerade x-Potenzen
= T}, enthalt nur ungerade x-Potenzen, insbesondere ay = 0.

1) e (p— 1
c) n = p Primzahl = (Z) = p(p ) k'(p E+1) ist durch p teilbar.
: O
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5.19 Satz: Ist n € N\ {27 : j € Ny}, so gibt es keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal zur
Teilung beliebiger Winkel in n gleiche Teile.

Beweis: 1) Fall n = p Primzahl. Zeige, dass es einen konstruierbaren Winkel ¢ gibt, so dass f

2)

nicht konstruierbar ist.

Sei cos(y) konstruierbar. Zur Konstruktion von % muss Ty = COS (%) konstruiert werden, x;
ist Losung von

Ty(zg) = cos(yp).

Wihle ¢ so, dass cos(p) = ﬁ. Offensichtlich ist ¢ konstruierbar. Dann ist xq Losung der
Gleichung
p
T, ——F = 0. *

Multiplikation mit 2(p + 1)? ergibt
2(p + 1)PTy(z) — p(p+ 1)~ = 0.
Letzter Satz = Jeder Koeffizient by von 2(p + 1)PT,(z) ist durch 281 - p- 2. (p+ 1)? teilbar
fir 1 <k <p-—1, und es gilt b, = 2°(p + 1)?, by = 0.
Substituiere y := 2(p + 1)z

Qy) :=2(p+ 1)pr<ﬁ) ist Polynom, @ € Z[z]

(@ ist normiert mit by = 0
Vk e {l,...,p— 1} : by ist durch p teilbar

=

Wende Eisenstein auf Q(y) := Q(y) — p(p+ 1)~ an = Q ist irreduzibel iiber Q
= 1o = 2(p + 1)z ist algebraisch iiber Q vom Grad p, also auch xg

3. L .
22 X ist nicht konstruierbar.

Allgemeiner Fall: Sein € N\ {27 : j € Ny}
Primfaktorzerlegung n = 2jpl11 . -pig’“ mtk>11>1

Annahme: n-Teilung konstruierbar 22 p;-Teilung konstruierbar % (Fall 1).



