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1 Polynome
1.1 Definition: Ein Polynom ist eine Funktion

P:(C—>(C:x|—>2akxk

k=0

mit den Koeffizienten a, € C. Falls ay, ..., a, € R, heiBt das Polynom reell. Ist a,, # 0, so heiBt
n der Grad des Polynoms: deg(P) = n. Fiir das Nullpolynom deg(0) := —oo. Man schreibt

C[z] := Menge der Polynome, R]z] := Menge der reellen Polnome.
1.2 Satz: Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen.

Beweis: Annahme p = ¢ und nicht alle Koeffizienten sind gleich, d.h. P(z)—Q(z) = a,2"+. . .+ao
mit a,, # 0. Dann folgt

0 = lim —(P(z) - Qz)) = lim(a,+...) = a, %

T—00

1.3 Definition: 1) Durch

(P+Q)(x) := P(z)+Q(z) fur P,Q € C[x],
(A-P)(z) := MP(x) fuir Pe Clz], N e C

wird C[z] bzw. R[z] zu einem Vektorraum iiber C bzw. R.

2) Durch (P-Q)(z) := P(z) - Q(x) fur P,Q € C|x] wird auf Clz] eine assoziative und kommu-
tative Multiplikation definiert, fiir die

(P+Q)-R = P-R+Q-R
A(P-Q) = (A-P)-Q = P-(AQ)

gilt. Dadurch werden C[z] bzw. R[z] zu einer kommutativen assoziativen Algebra.

1.4 Satz: Fiir P, € C[z] gelten

1) deg(P + Q) < max {deg(P),deg(Q)},

2) deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q),
insbesondere gilt der Satz vom Nullprodukt: P-Q =0= P =0 v Q = 0.

Beweis durch Nachrechnen.

1.5 Satz (Division mit Rest): Seien P,Q) € Clx] und @ # 0, deg(Q) < deg(P). Dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome S, R € C|x], so dass

P=S-Q+R mit deg(R) < deg(Q).
Gilt fiir den Rest R = 0, so heiBt P durch () teilbar.

Beweis: Ubungen
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1.6 Satz: 1) Sei P € C[z] mit deg(P) > 1. Dann gelten

a) PAAN) =0 & P(x)=(z—X)-S(x) mit S € Clz], deg(S) = deg(P) — 1.
b) P hat hochstens deg(P) Nullstellen.

2) Sind zq,..., 2,41 € C paarweise verschieden, P, () € C[z], deg(P),deg(Q) < nund Q(z;) =
P(z;) fir j =1,...,n+1, dann folgt P = @ (ldentitatssatz).

Beweis: Ubungen

1.7 Fundamentalsatz der Algebra: Ist P € C[z] mit deg(P) > 1, so besitzt P mindestens eine
Nullstelle X € C.

n

Beweis: Sei P(z) = Zakxk, a, #0, n>1.
k=0

1) Zeige: Ir > 0Vz € C,|z| > r: |P(z)| = |P(0)].

n—1
|P(z)] = |2|"|an+ Y apa™™| firz#0
k=0
n—1
> ol (Jaal = | Y- a7
k=0
n—1
> ol (Janl = 3 Jagl - o)
k=0

—0 filr | o0
> ool - 5 i fo] > 7,
> ‘P(O)} fir |z| > ro
= |P(z)| > |P(0)] fiir || > r := max{ry, 2}
2) Zeige: 3xg € C: |P(z)| = raflelg |P(z)].

Sei r > 0 aus 1). Die abgeschlossene Kreisscheibe B, (0) ist kompakt, und x ~ |P(z)]| ist
stetig

= 3z € B,(0) : |P(x0)| = min {|P(z)| : z € ?(O)}
Fir |z| > r gilt |P(m)‘ > ‘P(O)} > }P(x0)|

3) Annahme: P(z) # 0.
Entwickle P um zq:

n

P(x) = Plx —xo+2x0) = Zbk(:ﬁ—zo)k = bo+zbk($—9€o)k

k=0

mit by, # 0 (L > 1, falls b, = 0). AuBerdem gilt by = P(x) # 0.
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Sei nun z5 € C mit

]
0 bL .
Beachte, dass by z5 = —by gilt. Setze x = x¢ + €29, also v — xy = €2y

= P(SL’0+820) = b0+bL€LZ§+ Z bk(g,ZO)k

k=L+1
= Dbo(L—e") 4 Y et
k=L+1 )
| |§c?gr e<1
= |P(x0 + 820)’ < bol(1 —eb) + et e
1
Wahle £ > 0 so klein, dass € - ¢ < §|b0|.
1 .
= }P(l’o—i‘é‘Zo)‘ < |b0‘(1—€L+§€L) < ‘b()’ = ‘P(S{,’O)‘ % |P(J}0)’ :glel(IC1|P(JJ)‘
= P(xy) = 0. 0
1.8 Folgerung: Ist P € C[z] und n = deg(P) > 1, dann gibt es x4, ...,z, € C, so dass
H r —1x;), a, Koeffizient vor z".
Beweis: P(x) RO (x — 1) 51 (2), deg(S1)=n—-1
=  (x—x)(r —22)%(x), deg(S2)=mn—2
= Hx—xj Sp(z), deg(S,) =n—n=
7=1
= S, = konst
Ausmultiplizieren, Koeffizientenvergleich vor " = S, (z) = a,. 0

1.9 Definition: Ist P € C[z]| und P(zo) = 0, so heiBt zo Nullstelle der Ordnung k (k € N),
falls P durch (z — )" teilbar ist, aber nicht durch (z — x()**?,

1.10 Satz (reelle Polynome): 1) P € R[z] A P(xzy) =0 = P(Z,) = 0.
2) Seien P € R[z] und n = deg(P) > 1. Dann gibt es z1,...,2x € Rund 21,...,2z € C\ R,
so dass k + 2[ = n und

l

H:B—as] H\( —z)(z —

j=1 ~~

=:P;(z)

und die Polynome P;(x) = 2* —2(Re z;)z+|z;|? sind reell und irreduzibel iiber R (d.h. durch
kein Polynom (z — X\) mit A € R teilbar).

\\_/
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Beweis: 1) Sei P(z) =) a;2/, a; €R, P(x,) =0.

Jj=0

3

n n
i R _— .
= P(T) = E a; Ty’ s E a;x}y = ajxl = P(zg) = 0.
j=0 7=0

2) Induktion nach n = deg(P).

Induktionsanfang n =1: P(z)=a¢+ a1z =a; <3c + @)
a1

n=2 P(x)=ay+ ar+ ayx?

Losungsformel: 2 verschiedene reelle Nullstellen x4, 2
= P(z) = as(x — x1)(z — 22)
oder 1 doppelte reelle Nullstelle x4

= P(z) = as(x — 11)?

oder 2 konjugiert komplexe Nullstellen 2,z
= P(x) =ay(z — z)(xr — Z1)

Induktionsschritt: deg(P) =n+ 1
1.7= 35, €C: P(x1) =0 2 P) = (2 — 11)Q(z), deg(Q) = n.

Fall x; € R:| Dann ist @) reelles Polynom.

Wende Induktionsvoraussetzung auf () an = Induktionsbehauptung
Fall z; e C\R:|1) = P(z7)=0

= P(z) = (x — z1)(z — T1)R(z) mit deg(R) =n — 1, und R ist reelles Polynom.

Wende Induktionsvoraussetzung auf R an = Induktionsbehauptung

Induktionsschluss: Die Aussage gilt fiir alle n € N.

P

1.11 Satz (rationale Nullstellen): Sei P(x) = Zakxk mit a; € Z. Ist P<
q

k=0
q € N teilerfremd, dann ist p Teiler von ay und ¢ Teiler von a,,.

Beweis: Ubungen

1.12 Satz (Vieta): Sei P € Clz],

n—1 n
Px) = 1-2"+ Zakxk = H(az — ;).
k=0 j=1

Dann folgt durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich

a; = (—=1)" Z Haz‘k firj=1,...,n.

IC{1,...n}, [I|=n—j kel

1.13 Beispiele: n =2: P(x) =2?>+pzx +q, P(x;) = P(x3) =0, 11 # 29
= p=—(21+x2), ¢ = T122.
n=3 Plx)=24+p*+qr+r=(x—x)(x—22)(x — 23)
= p=—(11+ 22+ 23), ¢ = 122 + 123 + ToT3, ¥ = —T1T2T3.

) = 0, wobei p € 7Z,
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2 Polynomgleichungen

2.1 Quadratische Gleichungen: Mit p, g € C ist die quadratische Gleichung
?+pr+q =0 (1)

gegeben. Es gilt
2 2
?+pr+q=0 & m2+2§x+<g> —i—q:(g)

o (8-

D P\?
w e gen(5)
:E+2 9 q

= X122 = —
P
Man nennt D = L die Diskriminante der Gleichung (1).

Nun seien p,q € R. Falls D > 0, hat (1) zwei relle Losungen, falls D = 0 hat (1) genau eine Losung,
und die ist reell, falls D < 0 hat (1) zwei konjugiert komplexe Lésungen.

2.2 Satz: Die Gleichung

n

Zajxj =0

j=0
mit a; € C, a,, # 0, wird durch die Substitution

1 ( n an_l)
= x
4 ay, na,
auf die reduzierte Form ,
Y+ Z by’ = 0
=0
mit b; € C transformiert ({/a, bezeichnet irgendeine Losung der Gleichung 2" = a,,).

Beweis durch Nachrechnen.
2.3 Kubische Gleichungen: Gegeben ist die Gleichung
?+pr+q =0 (2)

mit p # 0 (sonst x® = —¢) und ¢ # 0 (sonst z(z* + p) = 0).

Ansatz © = u + —, t wird spater fest gewahlt. Setze
u
t\3 t t\?2 t\3
(oo t) = a2y (4
u u u u

5 23 t
u +3tu+3—+—3+p<u+—>+q =0
u u u

in (2) ein. Dann folgt

3

t
& w4 u(3t+p)+ Bt+p)+5+q =10

t
u
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Wihle t = —2 (- 22)3
& u® + 33 +q =0
u
3
p
& 6 o =0
u + qu o
& W= -1y q—2+ﬁ (u+#0dap=#0)
2 4 27

= Alle 3 Losungen von (2) sind durch

r=u— L2 mit u={/-<+ \/ i + r (drei verschiedene komplexe Werte)
Ju 2 4 27
2

3
gegeben (Formeln von Cardano). Man nennt D = qz + ]29— die Diskriminante der Gleichung (1).
Nun seien p,q € R\ {0}. Falls D < 0, besitzt (2) drei reelle Lésungen, falls D = 0, besitzt (2) zwei
reelle und keine weitere Losung, falls D > 0, besitzt (2) eine reelle und zwei konjugiert komplexe

Losungen (Ubungen).

2.4 Quartische Gleichungen: Gegeben ist die Gleichung
vt pr?fqrd+r = 0 (3)

mit ¢ # 0 (sonst 2* + pz? + r = 0 biquadratisch) und r # 0 (sonst z(z* + pz + q) = 0). Berechne
mit 2.3 die Losungen 1, t5,t3 der Resolventengleichung

5+ 2pt? + (p* —dr)t—¢* = 0. (4)
Beachte, dass t; # 0 wegen ¢ # 0. Nach Vieta gelten
t1+t2+t3:—2p und tl'tg't3:q2.

Dann kann (3) folgendermaBen geldst werden.

3) & ot pr? = —qv—r

4 2 _ 2 _ 2 _ 4

& o+ (pt+t)r” = tit—qr—r = t1<x —t—x>—7“
1
p+ti\? qa\2 ¢ | (pth)?
o () e ) e ()
(=455 7o) T U )
:ﬁ(—q2—4;1:+p2t1+2pt%+t‘;’)20 nach (4)
t
’ 1y
q prtu
& 2 t = -
? Fhw Fodt 5
V2 ty q p+h 1 2q

& (e2F) = 2 = = i(-t-2FE)

(:c:FQ %HFQ\/E 5 411 PF

2
= Z(tQHP’:FQ\/t_“/E) = Z(\/E:F\/t—i%)
falls /1, /12, /13 so gewahlt, dass v/t1 - V12 - /13 = ¢
Beachte: Minus links und rechts gehéren zusammen
t 1 t 1

& x—\/T—l = ii(\/t_—\/g) odera:—i—% = ié(\/g—i—\/g)
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Alle vier Losungen sind gegeben durch

0= (Vi VE - VE)

o= (Vi -Vt V),

vy = (VR +VE+VE),
1

o= (= Vh-Vh - VE)

wobei t1, to, t3 die Lésungen von (4) und die Wurzeln so gewahlt sind, dass v/t; - v/t2 - /T3 = q.

2.5 Satz von Abel-Ruffini: Eine Polynomgleichung fiinften oder héheren Grades ist im Allgemei-
nen nicht durch Radikale (d.h. Ausdriicke mit den Rechenoperationen Addition, Multiplikation und
Wurzeln) auflésbar.

2.6 Bemerkung: Es ist also nicht sinnvoll, eine allgemeine Losungsformel fiir Gleichungen hoherer
als vierter Ordnung zu suchen (auBer man erweitert die Menge der zuladssigen Operationen).

3 Wourzelfunktionen

3.1 Satz und Definition: Sei n € N. Die Funktion f,, : [0, 00[ = [0, 00[ : z — 2™ ist bijektiv und
streng monoton wachsend.

Die streng monoton wachsende bijektive Umkehrfunktion f, ! : [0, 0o — [0, oo heiBt n-te Wurzel.
Schreibe f(z) =: ¢/z =: xw fiir z > 0.

3.2 Beispiel:

O - R O B N e S
e e i Tl it

1| 12 3 45 6 7 87
—14

3.3 Bemerkung: Man konnte z.B. 23 auch fiir negatives x definieren. Aber dann bekommt man
Probleme mit den Potenzgesetzen, z.B.

—2 = (=8)} £ ((-8)?)F = +2.

Die Gleichung 23 = a besitzt fiir jedes a € R eine eindeutige reelle Lésung. Man schreibt © = —/—a
fiir konkretes a < 0 oder allgemein = = sign(a)</|al.
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4 Exponential- und Logarithmusfunktion

4.1 Satz: Sei a €)0,1[U]1, 00]. Es gibt genau eine stetige Funktion f : R — R mit
(E1) Vo,y e R: f(z +y) = f(z)- f(y) und
(E2) f(1) = a.

Es gilt Bild(f) = ]0,00[. Fiir a > 1 ist f streng monoton wachsend, fiir « < 1 streng monoton
fallend. Man schreibt a” := f(z) (Exponentialfunktion zur Basis a).

SIS

Beweis: 1) Eindeutigkeit: Fiir p € Z, ¢ € N folgt aus (E1), dass f(g) = f(1)« (vgl. Aufga-

be 3.3).
Q dicht in R und f stetig = f(x) eindeutig fiir z € R.

2) Existenz: Fiir a = e wahle f als Losung von

fl(x) = f(z) firz e R, f(0)=1

(vgl Aufgabe 4.3).
Fiir a # e definiere In = log, (nichster Satz) und setze f(x) = "),

3) Eigenschaften fiir a > 1 (im Fall a € ]0, 1[ betrachte b = % > 1):

e f(n)=a"— ocound f(—n) = (é)n — 0 fiir n — oo.

Zwischenwertsatz = Bild(f) D U [f(=n), f(n)] =]0,00].

neN
Xz X Xz

rw=f(3+2)@ (f<§>>2 >0 = Bild(f) C [0, 00|
Annahme Jz € R: f(z) =0 = f(1)= f(1 —x +x) (EV (1—2)f(zx) = O%
Also Bild(f) =0, oc.
e Zeige: Fiir x > 0 gilt f(z) > 1. Beniitze " > a® fiir r > s mit r, s € Q.
Wiabhle o € 10, z[, ro € Q und (r,) Folge in Q mit r, — .
= 1, > 1o firn > Ny und f(x) fsgtlggi_gf(rn) > f(ro) =a” >a" = 1.
o Fiirz <yfolgt f(y) = fly—z+z)=fly—2) f(x) > f(2).
—_—

—~—~
>1 >0

d
4.2 Folgerung: Aus 2) im Beweis: Die Funktion x — e” ist differenzierbar mit d—ex = e”.
x

d
= Die Funktion x + a = e*'"(@) st differenzierbar mit —a® = e In(a) = In(a) - a®.
x

4.3 Satz: Sei a €]0,1[U]1, 00]. Es gibt genau eine stetige Funktion g : |0, c0o[ — R mit

(L1) Va,y €]0,00[: g(w - y) = g(x) + g(y) und
(L2) g(a) = 1.
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Es gelten

1) Bild(g) =R,
2) Fiir a > 1 ist g streng monoton wachsend, fiir a < 1 streng monoton fallend,

3) Ve cR:g(a®) =2 A VYo >0:a9" =12,

Man schreibt log,(x) := g(x) (Logarithmus zur Basis a), speziell In(x) = log, (z) (natiirlicher
Logarithmus).

= gla™) = 9(%) 2 —9(a") = —ng()
AuBerdem g(z) = Zg(z™) = g(zw) = Lg(z)

b4 1 1 ..
= g(ze) =g xq)p =pg(zi) = ag(:c) firpeZ, qeN
£ (o)
g stetig, QN |0, oo[ dicht in |0,00] = g(a®) eindeutig und g(a®) = z fir x € R.

c) f:x > a” bijektivund go f =1d = g= f!
Insbesondere: g ist eindeutig, a/™® = x und Bild(g) = D(f) = R.

d) a > 1. f : x — a” ist streng monoton wachsend = Umkehrfunktion ¢ ist streng monoton
wachsend. Genauso folgt im Fall @ < 1, dass g streng monoton fallend ist. 0

4.4 Eigenschaften: Fiir a € ]0,1[U |1, 00[ und z,y > 0 gelten

1) log,(zy) = log,(x) + log,(y),
2) log,(1) =0, log,(a) =1,

3) log, (i) = —log,(z),

4) log,(x¥) = ylog, (),

_ logy, ()

5) 10ga(fﬂ) - logb(a)

fur b €]0,1[ U1, o0],

6) Seinun a > 1. Dann Va >y :log,(z) > log,(y), speziell Vo > 1 : log,(z) > 0,

Beweis: 1) Kilar, siehe (L1)
2) Klar, siehe letzter Beweis

3) Kilar, siehe letzter Beweis
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4) Aus b) des letzten Beweises: log, (ch) S log,(x),

Dann Dichtheit von Q in R, Stetigkeit der Exponential- und der Logarithmusfunktion.
log . - - -
5) Setze j(z) := logsle) _, g(z-y) = g(z) + g(y) und g(a) = 1,
logb(a)
Eindeutigkeit von ¢ = ¢ =g = log,.

>y

6) log,(z) =g(z) > g(y) = log,(y).

4.5 Anwendung Rechenschieber:

— —{— o
DO —{|—
w —{— >

d 1 d 1
4.6 Satz: = +— log,(z) ist differenzierbar mit — log,(x) = log,(e)—. Insbesondere — In(z) = —.
dx x dx x

Beweis (Skizze):

— h 1 h 1 I\ #
]'Oga<x + h’) loga(‘r) — 1 loga (i) — L loga (1 + _> —_- — loga <1 + _> h
h h x zh x x ¥
1
—  —log,(e) fir h — 0
x
- IR ;
da log, stetig ist und (1 + —) — e fiirn — oo.
n U
4.7 Satz (Mercator): Fir 0 < z <1 gilt
22 o3 o0 ka
n(l+2) = o= S+ F... = > (-1
k=1
n(1)= e v
Beweis: In(l1+z) 2 / “at = [ ——dt
Lt o 1+t
geomirische /:c ( (—t)k) dt
Reihe 0 kZ:O

Nach Leibniz-Kriterium (funktioniert nur fiir ¢ > 0)

1+t_Z ‘ S

1 - 1
’/ — = (- t)k> dt) < "t — 0 fiirn — oo
— n -+ 2

OO kxk+1
—dt = 1 1 :
/om i3 [t = S0

=0
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4.8 Bemerkung: Die Aussage des Satzes gilt auch fiir —1 < 2 < 0, aber der Beweis funktioniert
nur fir z > 0.

ok
4.9 Satz: Fir x € R gilt e" = Z %
k=0

ok
Beweis: Sei f(z) =¢" = Z —.

!
k=0

1) Konvergenz: Fiir || < M € N, k > M + 2 gilt

< < -1- )
= MI(M+1)--k — M (k— 1)k

‘ xk MM+2 Mk—M—2 MM+2 1
k!

im = Zn: (ﬁ — %) =1- % konvergiert fiir n — oo.

Mit dem Vergleich_skriterium folgt die Konvergenz der Reihe.
2) Aus Cauchy-Produkt: f(z+y) = f(x)- f(y).
3) f(1) = e (siehe Definition von e in Teil I).

Eindeutigkeit in Satz 4.1 = f(z) = ¢”.

>k

4.10 Bemerkung: Durch " = Z % fir x € C wird eine ganze Funktion definiert. Sie ist die

k=0
einzige holomorphe Funktion, die auf R mit der reellen Exponentialfunktion iibereinstimmt.
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5 Trigonometrische Funktionen

5.1 Vorbemerkung: Zwei Halbgeraden mit dem selben Anfangspunkt O, die nicht identisch sind,
bestimmen zwei Winkel

<)

5.2 Definition: 1) Ein orientierter Winkel « ist definiert durch zwei Halbgeraden £, mit dem
selben Anfangspunkt O, die nicht identisch sind. Schreibe v = Z(k, ), wenn k durch Drehung
um O im Gegenuhrzeigersinn auf [ abgebildet werden kann.

2) Sind ein Winkel o = Z(k,1) und eine Halbgerade k&’ mit Anfangspunkt O’ gegeben, so kann
der Winkel «v in O" von k" aus abgetragen werden.

Dies entspricht der Anwendung von Verschiebung, Drehung, Spiegelung.
l/

l//

5.3 Bemerkung: Man definiert den nicht orientierten Winkel zwischen k und [, als den , kleineren*
der beiden Winkel in der Skizze von 5.1.

In der Dreiecksgeometrie beniitzt man fiir die Winkelbezeichnungen orientierte Winkel und bezeich-
net ZAOB := Z(k,l), wobei O den gemeinsamen Anfangspunkt von %k und [ bezeichnet und A
auf k£ und B auf [ liegt. Zur Definition der trigonometrischen Funktionen werden orientierte Winkel
verwendet, man bendtigt hier auch negative Winkel.

Beim Schnittwinkel zwischen zwei Geraden g, h handelt es sich um einen nicht orientierten Winkel,
denn der Winkel ist unabhangig von der Reihenfolge der Geraden.

5.4 Definition: 1) Zwei Winkel heiBen gleich, wenn sie auf-
einander abgetragen werden konnen. Der Winkel « heiB3t

kleiner als 3, wenn er bei entsprechender Abtragung ,,in-
<
nerhalb” des Winkel /3 liegt. A a<p
O
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2) Man kann

e Den kleineren Winkel « in den groBeren Winkel 3 abtragen,
e zdhlen, wie oft der kleinere in den groBern Winkel passt,

e mit dem Restwinkel und « entsprechend weitermachen.

Der euklidische Algorithmus liefert das Verhaltnis der beiden
WinkelgoBen als Kettenbruch, also als reelle Zahl.

g = a+pf-2a0 = a+n

a = k-ri+mr = é — 2+ﬂ - 2+é - 24 1r = ...
. a o p k+ﬁ

3) Referenzwinkel: Bezeichne die GréBe des Vollwinkels als 2. Damit kann jede WinkelgroBe als
reelle Zahl dargestellt werden.

Konsequenzen: a) Z(l,k) =2m — Z(k,1),

b) Nebenwinkel o + 3 =7 @]

[, Lange des Kreis-

Sektorflache im : :
Einheitskreis bogens im Ein-
\/ o heitskreis

o=«

5.5 Satz: 1) Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden. Dann sind Winkel und Gegenwinkel
gleich groB.

2) Gegeben sind zwei parallele und eine schneidende Gerade.

a) Dann sind die Stufenwinkel «, 5 gleich groB. Und umgekehrt: « = 3 = ¢ || h.
b) Dann sind die Wechselwinkel o,y gleich groB. Und umgekehrt: a« =~ = g || h.

Beweis: 1) und 2a) sind fiir uns Axiome. 2b) folgt aus 1) und 2a). 0
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5.6 Folgerung: Die Summe der Innenwinkel im Dreieck betragt .

Beweis: Zeichne Parallele zu AC durch B.
C

- = 2(a+ S+ ) = Vollwinkel = 2.

N
N
N
’ U
7/

5.7 Definition: 1) Zwei Dreiecke heiBen kongruent, wenn sie durch Hintereinanderausfiihrung
von Verschiebung, Drehung, Spiegelung aufeinander abgebildet werden konnen.

2) Zwei Dreiecke heiBen dhnlich, wenn sie durch Hintereinanderausfiihrung von Verschiebung,
Drehung, Spiegelung und zentrischer Streckung aufeinander abgebildet werden konnen.

5.8 Bemerkung: 1) Kongruente Dreiecke sind dhnlich.

2) Die Beziehungen , kongruent” und ,ahnlich” sind Kongruenzrelationen.

5.9 Satz: 1) Zwei Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn sie

(sss) in ihren Seitenlangen oder
(sws) in zwei Seitenldngen und dem eingeschlossenen Winkel oder

(wsw) bzw. (sww) in einer Seitenlange und zwei Winkeln
iibereinstimmen.

2) Zwei Dreiecke sind genau dann dhnlich, wenn sie in zwei Winkeln (und damit in allen drei)
iibereinstimmen.

Beweis: 1) Aus den Angaben (sss), (sws), (wsw), (sww) konnen die Dreiecke eindeutig konstru-
iert werden (z.B. mit Zirkel und Lineal).

2) = Alle genannten Abbildungen sind winkeltreu.

<: Zeichne den Winkel o mit Scheitel A und tra-
ge auf einem Schenkel in beliebigem Punkt B den
Winkel 3 ab. Schnittpunkt der freien Schenkel von
a und [ ergibt den Punkt C'. Die bei verschiede-
ner Wahl von B enstehenden Dreiecke kénnen durch
Streckung aufeinander abgebildet werden, sind also
ahnlich.
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5.10 Bemerkung: (ssw) liefert keinen Kongruenzsatz.

A B
|AC| < |AB] |AC| > |AB]

Aber: (Ssw) liefert Kongruenz, dem gegebenen Winkel muss die langere der gegebenen Seiten ge-
geniiberliegen.

5.11 Definition (Sinus und Cosinus im rechtwinkligen Dreieck): Seien Dreiecke mit 3 = 7 und
gleichem Winkel o gegeben.

.
! e

b a’
a
G | G d

A ¢ B A’ d B’

!/ b/ /

Alle solchen Dreiecke sind dhnlich, d.h. es gilt |i = u = M
, , al =l I
| lal 1] _ el

a
Es folgen — = —, — = —.
L I ] B

FirO<a< g definiere

i |a| Gegenkathete(nlange)
sin(a) fad R : |
Id Hypothenuse(nlange)
Cos(a) — M o Ankathete(nlénge)

||~ Hypothenuse(nlinge)
Es folgen sin (2 — a) =sin(v) = cos(a) und cos (3 — a) = cos(y) = sin(«) und

2 2 . bZ
sin2(a) + COS2(Oé) — % Pytha:go as % =1.

5.12 Satz (spezielle Werte): o % % g
sin(a) 1 \/_E @

2 2 2

V3| Vv2 ] 1

cos(a) |53
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5.13 Satz: Fiir o, > 0 und a + 8 < 7 gelten die Additionstheoreme

sinfa + 8) = sin(a) cos(f) + cos(a) sin(f)
cos(a + ) = cos(a)cos(fB) — sin(a) sin(f3).

Beweis: Konstruiere ein Dreieck ABC mit Seitenldnge |AB| = 1, Z(BAC) = « und rechtem
Winkel in C' (Thaleskreiskonstruktion). Konstruiere das Dreieck ACD mit Z(CAD) = (3 und
rechtem Winkel in D. Verlangere DC' iber C' hinaus und konstruiere das Dreieck C'BF' mit rechtem
Winkel in F'. Verlangere F'B iiber B hinaus und konstruiere das Dreieck BAE mit rechtem Winkel
in E. Dann ist AEFD ein Rechteck (Winkelsumme im Viereck). Stelle alle Seitenlangen mit Hilfe
von sin(«), sin(f), cos(a), cos(/3) dar, so wie in der Skizze. Trage sin(a + ) und cos(a + ) an
den entsprechenden Seiten ein. Da bei einem Rechteck gegeniiberliegende Seiten gleich lang sind,
folgen die Additionstheoreme.

5.14 Definition (Fortsetzung): Die Additionstheoreme sollen auch fiir 0 < o, 5, a + 3 < 7 gelten.

1) Additionstheoreme mit @ =0 = sin(0) = 0 und cos(0) = 1.

2) Additionstheoreme mit o = 3 = 7

n(3) = 2an (D) e(5) = 2(2) =
wo(3) = (e=(5)) - () = 0

Definiere also sin(0) := cos (%) := 0 und cos(0) := sin (%) := 1.
Insbesondere sind dann die Beziehungen

cos(a) = sin (g — a>, sin(a) = cos (g - oz)

aus 5.11 auch fiir o € {0, 7} richtig.
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3) Additionstheoreme mit 5 =7 und 0 <o < 7

sin(a—i—E) = 0+cos(a)-1 = sin(%—a) = sin(ﬂ—(thg)),

2
7r , m 7r
cos (04—1-5) = 0—sin(a)-1 = —cos (5 —a) = —cos (71'— (a—|—§>>.
Definiere sin(c) := sin(m — a) und cos(a) := —cos(m — a) fiir T < a < 7.

Entsprechend kdnnen
sin(a) := —sin(—a) und cos(a) := cos(—a) fir -7 < a <0
und die 2m-periodischen Fortsetzungen
sin(a) = sin(a — 27k) und cos(«) = cos(a — 27k)

mit k € Z begriindet werden.

5.15 Satz: Die Additionstheoreme aus 5.13 gelten fiir beliebige «, 5 € R.

Beweis: Ubungen (wichtigste Fille).

5.16 Satz: Sei P(x,y) ein Punkt des Einheitskreises (Kreis um O mit Radius 1). Bezeichnet « den
orientierten Winkel zwischen der positiven z-Achse und der Strecke OP, dann gilt

x = cos(a) und y = sin(«).

9p

********* TYs =: Sin( Ja

[0

Insbesondere gilt sin(a) + cos?(a) = 1 fiir beliebiges a € R (trigonometrischer Pythagoras).

5.17 Definition (weitere Winkelfunktionen):

sin(«) cos(a)

tan(a) = cos(a) (Tangens), cot(a) = sin(a) (Cotangens)

fur alle @ € R, fiir die der Nenner nicht Null ist.
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5.18 Veranschaulichung: Die Werte von tan(«) und cot(«) sind in den Graphiken als Streckenlangen
sichtbar. Begriindung mit Hilfe dhnliche Dreiecke.

y " oder y
1 7 —
sin(a)+------3 sin(a)------3
| tan(a) :
: : &y
a i « i
0 cos(a) 1 x 0 cos() i x

5.19 Satz: 1) limsin(z) =0,

z—0
2) limcos(z) =1,
z—0
3) fim S0 g,
x—0 x
-1 1 —1
4) lim % = —, insbesondere gilt lim M = 0.
x—0 X 2 x—0 X

Beweis: Ubungen

5.20 Satz: Die Sinus- und die Cosinusfuktion sind differenzierbar (also auch stetig), und es gilt

d . :
= sin(x) = cos(x) und e cos(x) = —sin(z).

Insbesondere sind beide Funktionen beliebig oft differenzierbar.

sin(x 4+ h) — sin(x) Additionsth. sin(x) cos(h) + cos(z) sin(h) — sin(x)

B is:
eweis h - .
_ cos(h) — 1 sin(h)
= sm(w)T + cos(z)
"2 0+ cos(x) - 1.
Fiir die Ableitung der Cosinusfunkion genauso. 0

5.21 Bemerkung: Aus den Reihenentwicklungen der Exponential-, Sinus- und Cosinusfunktion
folgt die Formel von Euler

e = cos(r) + isin(z)

fir 2 € R (und auch fiir x € C). Hieraus folgt die Formel von Moivre

(cos(z) +isin(z))" = (e¥)" = €™ = cos(nz) + isin(nz) (n € N).
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Anwendung des binomischen Satzes ergibt

.. & n n—k ko k
Ccos s = cos -i¥s :
(nx) + isin(nx) kgo (k) (x) - 1" sin”(x)
Durch Vergleich der Real- und Imaginarteile sieht man, dass

cos(nz) = Tn(cos(x))
sin(nz) Up—1( cos(z))

sin(x)
gilt, wobei 7}, und U,, Polynome vom Grad n sind. T}, heiBen Tschebyscheff-Polynome 1. Art, U,
Tschebyscheff-Polynome 2. Art. Beachte: T}, und U,, haben ganzzahlige Koeffizienten.

5.22 Folgerung: Mit z = folgt

cos (n2) = =1 = Tu(cos (2)) baw. T(cos(Z))+1 =0

Somit ist cos (g) algebraisch und damit auch sin (g) = 4/1 — cos? (g)

Mit z = Z folgt, dass cos (2%) = T, (cos (X)) algebraisch ist und auch sin (“I).
- m - - m - m . . . m
Sinus und Cosinus von rationalen Vielfachen von 7 sind also immer algebraisch.

6 Die Arcusfunktionen

6.1 Bemerkung: Die Funktionen sin, cos : R — R sind weder injektiv noch surjektiv. Oft werden
jedoch ,,Umkehrfunktionen® benoétigt. Abhilfe: Definitions- und Zielmenge einschranken. Je nach
Wahl der Einschrankung entstehen verschiedene Umkehrfunktionen. Man spricht von verschiedenen
Zweigen der Umkehrfunktion.

6.2 Definition: 1) Der Hauptzweig des Arcussinus ist definiert als Umkehrfunktion der Funktion
sing : [—

2.2] — [~1,1] : ¢ = sin(z) und wird mit arcsin bezeichnet.

2) Der Hauptzweig des Arcuscosinus wird mit arccos bezeichnet und ist definiert als Umkehr-
funktion von cosy : [0, 7] — [—1,1] :  — cos(z).

arccos(x)

y = arcsin(z)

)
L y = sing(x)
bzw. x = arcsin(y)
| 0 % | 0 | %
o z ™ -1 1
L y = cosy(x)
bzw. x = arccos(y)

wolx
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6.3 Bemerkungen: 1) Fiir z € [—1,1] liefert arccos(z) die arccos(z)
Lange des Kreisbogens (lateinisch arcus) im Einheitskreis

zwischen (0,1) und (z,v1 — 22).

2) Manchmal liefert arcsin(z) nicht den Wert, den man be-
rechnen mochte. -1

S+ -------
—_
8

6.4 Satz: 1) arcsin:[—1,1] = [ — Z,Z] ist stetig und in |—1, 1] differenzierbar mit

d in(2) 1
— ar = —
dp e N

2) arccos: [—1,1] — [0, 7] ist stetig und in |—1, 1] differenzierbar mit

d -1
— arccos

az s = ey

Beweis: a) Stetigkeit aus Satz der Analysis: Ist f : D — Bild(f) C R stetig und bijektiv, und ist

D kompakt, dann ist f~! stetig. Hier ist D = [— 5 g] bzw. D = [0, 7] kompakt.

b) Wegen a) kann die Formel fiir die Umkehrfunktion

d 1
I = e
dy W)
verwendet werden. Fiir f = sing und —1 <y < 1 folgt

d in(y) 1

— arcsin =

Y Y cos (arcsin(y))

Cos(arcsgl(y))>0 1
da —§ <arcsin(y)< 3 \/COSQ (arcsin(y))
B 1
\/1 — sin” (arcsin(y))
B 1
1—92
Entsprechend folgt
a arCCOS( ) o 1 sin(arccos(y))>0 —1
dy Y — sin (‘arccos(y)) 1—¢2
U
6.5 Satz: Fiir x € [—1, 1] gelten

arcsin(—z) = — arcsin(z),
arccos(—z) = m — arccos(z),

arcsin(x) 4 arccos(z) = g



Beweis: Sei —2 <z < Z. Mit cos (5 — z) = sin(z) =: y folgt

=

bo | 3
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m
2

= arccos(y) + arcsin(y).

Rest entsprechend.

6.6 Andere Zweige des Arcussinus:

Yy

14+
\_ Sinil(fc)

— —x = arccos(y) A x = arcsin(y).

-

T 0 % !
_3m -7 -z 3 T
2 2 y = sing(x) 2
14+
Y,
y = (sinz )7] (x) = 27 + arcsin(x)
27
3 |
2
7T .
Tl
2
y = arcsin(z)
Il Il
T T
-1 0 1 7
]
2
—T
y=(sin_y) (z)=—m — arcsin(z)
37

6.7 Bemerkung: Fiir den Arcustangens siche Ubungen.

Il
3;—/'7‘- )
2 :
y = sing(x)
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7 Berechnungen am Dreieck

7.1 Bemerkung: In Formeln schreiben wir a fiir die Seitenlange der Seite a.

7.2 Bezeichnungen:

Inkreismittelpunkt m:
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden,
r = Inkreisradius.

Umkreismittelpunkt M:
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten,
R = Umkreisradius

7.3 Satz: Fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks gelten

_a-b-sin(y)  a-c-sin(f)  b-c-sin(fa) 7
Fan = 5 = 5 = 5 = 2(a+b+c),

insbesondere

r = mabsm(’y) = ...

Beweis: 1) Fall o < 7:
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Fall o = 7:
C
a 1 1
b FA:§c-b:§c-b-sin(a)
AL - B
Fall a > 7:
C

1
FA:—c-hczéob-sin(E—a):—c~b-sin(a)

A

1 1
2) Genauso Fp = éacsin(ﬁ) und Fp = Eba sin(7).

3) Siehe Skizze in 7.2.

1 1 1
FAZFABm+FBCm+FCAm=§C~T+§a-7“~l—§b-r.

7.4 Satz: In jedem Dreieck gilt

a b c
- = = = - = 2R.
sin « sin 3 sin y
NS >
NV
Sinussatz

2FA 73 sin(y)  sin(B8)  sin(a)
abc ¢ b a

Beweis: 1)

2) O.B.d.A. o,y < 7 (sonst Winkel permutieren).

Konstruiere C” als Schnitt der Geraden
durch B und M mit dem Umkreis.

Umfangswinkelsatz == ZAC'B =~

Satz des Thales = /BAC' = g
c C
Sin(7) = g b L= 550

Selber iiberpriifen: Bleibt der Beweis
im Fall v > 7 gleich?
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7.5 Folgerung: Fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks gilt

73 @ b-siny 74 abc

F, :
A 2 4R
7.6 Cosinussatz: In jedem Dreieck gilt
a’> = b+ —2bccosa.

Beweis: Ubungen

7.7 Formel von Heron: In jedem Dreieck gilt mit s = %(a +b+c¢)

= /s(s—a)(s —b)(s—c).

1
Beweis: 3 = 4—102 h?

= —c2b? sin?(a)

A% — A% cos?(a ))

Cosinussatz

/‘\/\

I B N B

1
252 —(b2 NN a2)2>

2

(0* + 2 — a?)?)

3. Binomi

(4
(2¢b + (0 + ¢* = a®)) (2cb — (0 + & — a?))
((

b2
(b+c)* —a*)(a® — (b—c)?)

|"‘5|"‘5|"5|"‘

3. Binomi

(b+c+a)(b+c—a)a+b—c)la—(b—c)).

=2s =2s5—2a =2s5—2c¢ —925—9b

—_
(@)



