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1 Axiomatisch konstruktiver Aufbau

1.1 Definition: Die natiirlichen Zahlen sind eine Menge N, auf der eine Abbildung NF': N — N
(Nachfolgerabbildung) definiert ist mit folgenden Eigenschaften.

(N1) J'ng € N:ng ¢ NF(N). Bezeichnung: 1 := ny.
(N2) NF ist injektiv.
(N3) Induktionsaxiom: Ist M C N mit
1e M AVneN: (neM= NF(n)e M),

so gilt M = N.

1.2 Existenz (von Neumann): Idee:

L:=A{0}, 2:={0,{0}}, 3:={0.{0}.{0,{0}}},
NF(n) :=nU{n}

Beachte: n besitzt n Elemente.

Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge U mit folgenden Eigenschaften:
{0} eU ANV eU:xzU{z}eU.

Bilde N als Schnittmenge aller Mengen U, die diese Eigenschaft besitzen.

1.3 Definition: Fir festes n € N definiere induktiv

1) n+1:= NF(n), n+ NF(m):= NF(n+m) firm=2,3,...

2) n-l:=n,n-NF(m):=n-m+nfirm=23,...

1.4 Satz: 1) Fiir +, - gelten Asssotiativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz.

2) Kiirzungsregel: Vn,n',m e N: (n+m =n"+m = n=n/).

1.5 Definition und Satz: Durch
<:= {(m,n)eNxN|n=m VvV IkeN:n=m+k}

wird auf N eine vollstandige Ordnungsrelation definiert.

1.6 Definition und Satz: 1) Durch
~z = {((m,n),(m',n)) € NxN?:m+n' =m +n}

wird auf N x N eine Aquivalenzrelation definiert.
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Die Aquivalenzklassen heiBen ganze Zahlen:

Z = {[(m,n)] : (m,n) € N x N}.
Durch
[(m,n)] +z [(m/,n)] = [(m+m' ,n+n)]
ist auf Z eine wohldefinierte Addition erklart. (Z, +7) ist eine abelsche Gruppe mit 0 = [(1, 1)].

Fiir jede Aquivalenzklasse gibt es einen speziellen Vertreter, nimlich

[(1,1)] falls m =n,
[(m,n)] = m’, 1

)] mitm/ +n=m+1fallsm >n,

[(1,n)] mitm+n' =n+1fallsn>m.

Die Abbildung Id : N — Z : n + [(n +1,1)] ist injektiv und erhilt die Addition.

dentifikation: n :=Id(n) = [(n+1,1)] fiir n € N.
Bezeichnung: —n := [(1,n+1)] firn € N, 0:= [(1,1)].
= Z={0,+1,+2,...}.

Durch
<:= {[(m,n)],[(m',n)] €ZXZ | m+n"<m +n}

wird auf Z eine vollstandige Ordnungsrelation definiert.
Es gilt m <n < Id(m) <Id(n).

Multiplikation:
[(m,n)] 2 [(m,n)] = [(m-m'+n-n';m-n'+m - n)

Es gilt Id(m) -z Id(n) = Id(m - n). AuBerdem ist -7 assoziativ, kommutativ, und es gilt das
Distributivgesetz.
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1.7 Rationale Zahlen: Definiere
~g = {((z,n),(y,m)) € (Z x N)? ‘ z-m=y-n}

Q = {[(z,n)}NQ : (z,n) € Z x N}
Id:Z—Q: [(2,1)]

~Q

Id ist injektiv. Identifiziere Z und 1d(Z).
Definiere Addition, Multiplikation, Ordnung in Q. Dann ist QQ ein geordneter Korper, der Z enthalt
und das archimedische Axiom erfiillt:

Ve QdneN:n>q.

Insbesondere folgt + — 0 in Q.

1.8 Bruchschreibweise: Schreibe — := [(z,n)}(@. Dann
n

& [(z,n)]Q: [(y,m)]Q & (z,n) ~p (y,m) & z-m=y-n.

SRS

z
n
1.9 Definition: Eine Folge (1,,) abgeschlossener Intervalle I,, = [a,,, by,] in einem geordneten Korper

heiBt Intervallschachtelung, falls

1) YneN:a, <b, und
2) (a,) ist monoton wachsend, (b,,) ist monoton fallend und

3) b,—a, — 0 firn— oco.

Vorstellung: Die Intervalle ziehen sich auf einen Punkt zusammen.

1.10 Beispiele: 1) I,=[2-212+1] = (]I, ={2}.

2) a,=max{z=1lmay...a,:a; €{0,1,...,9} A 2?
bn:min{aj:1,a1a2...an:ajE{O,l,...,Q} 2
0

neN neN

1.11 Definition: Die reellen Zahlen (R, +, -, <) sind der , kleinste" geordnete archimedische Kérper,
der Q enthalt und vollstandig ist, d.h. dass in R

(i) jede Cauchy-Folge konvergiert, oder aquivalent

(i) fiir jede Intervallschachtelung (1,,) existiert ein z € R mit m I, = {x}, oder dquivalent
neN

(iii) Jede monotone wachsende und beschrankte Folge konvergiert.

Konstruktion von R aus Q@ durch Cauchy-Folgen oder durch Dedekindsche Schnitte.
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1.12 Definition: 1) 2z € Q heiBt rational.
2) z € R\ Q heiBt irrational.

3) = € R heiBt algebraisch, wenn es ein Polynom p # 0 mit ganzzahligen Koeffizienten gibt, so
dass p(z) = 0 gilt.

4) =z € R heiBt transzendent, wenn x nicht algebraisch ist.

1.13 Beispiele: 1) Alle rationalen Zahlen sind algebraisch.
2) 2z = /2 ist irrational und algebraisch, denn = ist Nullstelle des Polynoms p(z) = 2% — 2.

3) Die eulersche Zahl e und Kreiszahl 7 sind transzendent.

1.14 Bemerkung:: R kann zum Koérper C der komplexen Zahlen erweitert werden. Dabei muss
man auf die Ordnung verzichten. Es gibt keinen Korper, der C als Teilkdrper enthilt.
Fiir genaueres siehe Zahlen von Ebbinghaus.

2 Der euklidische Algorithmus

2.1 Definition: Fiir m,n € N ist

1) ggT(m,n):=max{l € N:[teilt m Al teilt n} der groBte gemeinsame Teiler,

2) kgV(m,n):=min{k € N:mteilt & An teilt £} das kleinste gemeinsame Vielfache.

Es gilt ggT(m,n) - kgV(m,n) = m - n (Beweis iiber Primfaktorzerlegung).

2.2 Teilen mit Rest: Seien m,n € N. Dann existieren k,r € Ny := NU {0} mit
m=kn+r AN 0<r<n-—1. ()

k,r sind eindeutig.

Beweis: Offensichtlich gilt
E=max{jeN:j-n<m}undr=m—Fk-n.

Daran sieht man Existenz und Eindeutigkeit. ]

2.3 Teilen mit Rest erhilt den ggT: Seien m,n, k,r wie in (x), zusdtzlich » > 0. Dann

ggT(m,n) = ggT(n,7).
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Beweis: 1) m =1, -ggT(m,n), n=1y-ggT(m,n)
= r=m—kn=(l1 —kly)ggT(m,n)
= ggT(m,n) teilt r und n
= ggT(m,n) < ggT(n,r)

2) ggT(n,r) teilt m=kn+rundn = ggT(n,r) < ggT(m,n). 0

2.4 Euklidischer Algorithmus: Seien m,n € N mit m < n.

Definiere 71,79, ..., 7N rekursiv durch
m = kn-+ry, O<rm<n-1
n = kory + 19, O<ry<r;—1
r = k3T2+T3, O<T3§T2—1

In jedem Schritt wird r; kleiner = nach endlich vielen Schritten ry4; =0
rN-1 = knyry+0, v #0

Nach letztem Satz: ggT(m,n) = ggT(n,r1) = ggT(r1,m) = ... = ggT(ry_1,rn) = Tn.

2.5 Beispiel: ggT(288,228) = 12:

288 = 1-228+60 |60 = 288 — 228

228 = 3-60+48 |48 = 228 —3.60 = 228 —3- (288 —228) = (—3)-288+4-228
60 = 1-48+12 |12 = 60—1-48 = (288 —228) — (—3-288 + 4 - 228)

8 = 4-1240 — 4-288—5-228

= goT(288,228) = 12 | = ggT(288,228) = 4288 — 5228

2.6 Satz: Seien m,n € N. Dann gibt es k,[ € Z, so dass

km +1In = ggT(m,n). (%)

Beweis: Erweiterter Euklidischer Algorithmus, siehe letztes Beispiel. 0

2.7 Bemerkung: Ist (ko,ly) eine Lésung von (x), so sind alle Lésungen von () durch
kgV(m,n) kgV(m,n)

(k1) = (ko+ do =3 ) Gez)

n

gegeben.

2.8 Beispiel: Aus dem euklidischen Algorithmus in 2.5 folgt

2 O Loy by
228 228 2 3+4& 3+ 1t
18 i1
28, 48
60 60
12 1
6 _ o2 1

48 TS 4
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3 Endliche Kettenbriiche

3.1 Vorbemerkung: Ein endlicher Kettenbruch ist ein Ausdruck der Form

1
[ 1, hv2, 3, Iv4, 5] 1 k’g

1
Fat s

Letztes Beispiel: Jedes x € @, z > 0 lasst sich als endlicher Kettenbruch mit k; € Ny, k; € N
darstellen. Umgekehrt stellt jeder Kettenbruch eine rationale Zahl dar.

3.2 Definition: Seien N € N, kq,...ky € Q mit ko, ..., ky > 0 und rekursiv

1
k1] = ki, [k ko] = k1+k_
2
1, K2, .-y Rpyt1 = 1,R2,...,Rp_1, n + urn =4,..., — 1.
k1, Ko, s [ S firn=2... N—1
kn—l—l

Dann heiBt [ko, k1, . . ., ky] Kettenbruch mit den Teilnennern k;. Der Kettenbruch [k, k1, . . ., ky,)
(n < N) heiBt n-ter Naherungsbruch fiir [ko, k1, ..., ky].

3.3 Satz: [ky, ko, ... kn] = k1 + 2 [k, ko, .. k] fiir 2<n < N.

(ko .oy k)
. . 1 1 .
Beweis: Induktionsanfang n = 2: [ky, ko] = k1 + o= ki + m klar nach Definition.
2 2
1
Induktionsschritt: [k1, ko, ..., knii] 22 [lﬁ, Y k—}
n+1
n or. 1
o
kay ..o kn 1, kn
|: 25 17 1 + kn+1
3.2
= ki +—m—
' [k?2, cee k?n+1}
Induktionsschluss: Die Formel gilt fiir n =2,..., N. 0
3.4 Anmerkung: Spater in der Anwendung immer kq, ..., ky € N wie in 3.1, nur falls notwendig

ki € Z.

3.5 Satz: Seien ky,...,ky € Q, ko,...,ky > 0. Dann gilt

iyoo k] = 2% firn=1,...,N, (%)
Qn

wobei p,,, ¢, € Q durch folgende Rekursion gegeben sind:
=k N q=1,

p2 = kok1 +1 N g2 = ks, ()
Pn = knpn—l +pn—2 A gn = knqn—l + Gn—2 (3 S n S N)
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_n
q1

1 kike+1  po
n [k, Ko 1+ s o 0

Beweis: Induktionsanfang: n =1: [k] = k;

Induktionsschritt: Sei 2 <n < N —1
_ & - knpnfl + Pn—2

Induktionsvoraussetzung: |k1,. .., k, =
[ ] qn knqn—l + qn—2
= []{31,...,]{5”+1] = |:k‘1,...,k’n_1,]€n—|— :|
1 kn+1
Ind.Vor. (kn + m)pnfl + Pn—2

(kn + ]inﬁ)qn—l + Gn—2
Pn ¥ 5 qPn-1 kpy

qn + knl_H n—1 kn—i—l
_ Pn+1
qn+1

= Induktionsbehauptung ist bewiesen

Induktionsschluss: (x) gilt. 0

3.6 Folgerung: Es gelten
( Pn+1 Gn+1 ) — < kn—i—l 1 ) . < Pn Gn >
Pn an 1 0 Prn-1 Gn—1

Fngr 1) _ P2 @2\ _ koky +1 ko _
und det( 1“ 0 ) = —1, det ( P qQ ) = det( iy 1 > = 1.
Mit Induktion folgt

Pn an _ (_1\n
det(pn—l Qn—1> - ( 1) ’

3.7 Folgerung: Seien kq,...,ky € N. Dann gelten:

1) pugn-1— @upna = (=)™
2) pn,qn € N und p,, g, sind teilerfremd (folgt aus 1)).

3) (pn) ist streng monoton wachsend, (g¢,) ist streng monoton wachsend ab n = 2 (siehe (xx)).
Insbesondere p,, > n firn € Nund ¢, >n —1 fiirn > 2.

_ 1 — Pn— 1
4) & _ Pn-1 _ Pnln—1 Pn—14n 1:) fiir n > 9
An Gn—1 dnqn—1 gnQn—1
5y DL D3 Pt P P2 P2 g0,
a1 q3 q2n—-1 Gon q2n—2 qz
Pn Pn-1 1) (—=1)" _ alternierend,
¢ Qn-1  Qngn—1 DBetrag streng monoton fallend

Aus 4) und 5): Die Folge (I,,) der abgeschlossenen Intervalle I,, = [p%_l,@} bildet eine
Q2n—-1 q2n
Intervallschachtelung.

6) = =[ky,...,ky] €I, firn < N (folgt aus 5)).



Zahlen, Universitat Stuttgart, SoSe 2024, Seite 9

3.8 Folgerung: Seiz = [ki, ..., ky]. Fiir zwei aufeinanderfolgende Naherungsbriiche b_ (k1. k)
q
oder = [k1, ..., kni1] gilt fiir mindestens einen der beiden
q
p‘ 1
-=| < —.
"y 2¢?
n 1 e
Beweis: Annahme: ‘x— fa > 5 x—p ! > —.
Gn! 245 O
1 . n n—
S U Uy
AnGn—1 dn n—1
das selbe Vorzeichen (3.7, 5))
1 n 1
T2 qny
:>0>1<1 2+1>_<1 1)2
T2\G Gl Gy G Gn
= g1 = @ b 37.3)
U

3.9 Hilfssatz: Seix = [ky,..

Tr =

Beweis: Induktionsanfang n = 3:

Sknund B, = [k, ...

,kn| fir n < N (insbesondere k} = x). Dann

k;pnfl + Pn—2

firm=3,...,N.
k;anl—i_qan

3.3 1 33 1
v = kit =k
1 ks kikokl + ky + K
ko + kokh 1 ki + / = 7
k?; kgk'?) —|— 1 k’gkg + 1
3
P1:k1,p2::k1k2+1 kéPQ + p1
a=1,q2=k1 kéq2 +q
1
Induktionsschritt: Beachte k], = [k, ..., kn] 2 ke + —
n+1

Ind.Vor.

w
w

Rekursion

fir pn, qn

k;pn—l + Prn—2
k;lCInfl + Gn—2
(kn + ﬁ)pn—l +pn—2

(kn + leq)qnfl + qn—2
Pn + ﬁpn—l

Gn + ﬁ%zfl
k;wlpn + Pn-1

Induktionsbehauptung
k;;,-i,-l%z + dn—1 ( )

Induktionsschluss: Die Formel ist fiir n = 3,..., N bewiesen. ]
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3.10 Hilfssatz: Mit ¢, := k],¢n—1 + @2 flir n > 3 gelten

1) (q,) ist streng monoton wachsend.

" _1n+1
2) :v—p—zgfﬂrnzl.‘.,]\f—l.

/

qn Qn qn+ 1

Beweis: 1) Esgiltk, <k, =k, + — <kn,+1
n+1

> annfl +qn—2 = qn
= ¢ < (kp+ 1)1+ G2 = @+
< Fnt1@n + -1 = Gua
= @0 < @ < Gt
= (q;) ist streng monoton wachsend.

2) T — ]ﬁ _ k;z—l-lpn + Pn—1 . ]ﬁ
Gn k% 1,%1 + anll qn
'ﬂ Dn kn+1Q7z - kn+1Qn - anl) + DPn-1qn
T t1n

37,1 (=1)"*!

q1/7,+1 an ]

3.11 Folgerung: 1) ‘x el ‘x _ Pn ‘
dn qn—1
2) |gux = pul < |gn-12 — ppl.
—1 n+1 —1)»
Beweis: 1) ‘( - ) (/ ) :
Gn+19n dndn—1
1 1 C
2) —— < — nach Definition von g;,.
Gn+t1 4 O
3.12 Bestapproximation: Seien x = [ky,..., ky], P _ k1, ky], 2 <n < Nund p,geN
dn

mit ¢ < ¢, und § + 2—". Dann

1) |gnz — pu| < gz — p| (Bestapproximation 2. Art).

Pn
2 ‘:1: - —
) dn

< ‘x — ]2‘ (Bestapproximation 1. Art).
q
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Pn 1 ¢<gn 1 ’ p’

Beweis: 1) = 2): ’x—— = |t —pp|— < —lgx —p|=|r—=|
an dn 1) 4 q

Beweis von 1): |Fall ¢ = ¢,,: | Beachte ¢/, = kg1 + gn—o firn=3,...,N — 1.

+
Unterfall n = N: 0 = |gyz — py| = |qz — pn| e lgz — p|.

1
Unterfall n < N — 1: [qx — pn| = |qnx — pal 340 p -
p+1 2
Dreiecksungleichung 1 1
= |p— g > P =Pl = [Pn—qz[ > 1= 5 =5 > g2 — pal
nach unten 2 2

‘Fall Gn-1 < q < qn:‘ Bestimme i, v so, dass

D = MPn + VPp—1
q = Kn + Vqn—1

Lésung: Pdn — qpn = V(pn—lQn _ann—l) - V(_l)n+l = Wu,v € Z.
P11 — @Pn—1 = P(Pnln-1 — @uPn-1) = p(=1)"
Aus © #* Pn folgt v # 0, dann auch p # 0.
q q

n

Wegen ¢, 1 < ¢ = ug, + vq,—1 < @, haben p, v verschiedene Vorzeichen.
= gz —p| = |(gn +V@u-1)x — (upn + vpai)|

verschiedene Vorzeichen

— ———
( pn> ( pn—l) ‘
Gt (T — — )+ qnaV (T —

dn Gn—1
VvV ~ Vv
gleiches Vorzeichen

> |y |gn—12 — pp—i|

J/

311
> ’%Lx _pn‘
‘Fall q < qu_1:|Wahle m € N, m > 2 mit ¢,,—1 < ¢ < ¢, oder m =1 (dann g = ¢; = 1).
vorige Fille 3.11 3.11
= |q:v _p| > |Qm$ _pm| > |QW+1CB _pm-i-ll > > |an _pn|- ]

3.13 Definition: Seien N € N, ky € Z, ko, ..., ky € N, & = [k, ..., ky]. Dann heiBt [k, ..., kx|
endliche Kettenbruchdarstellung von z.

3.14 Satz: Sei x € Q. Dann besitzt x eine endliche Kettenbruchdarstellung.

Beweis: Wahle M € N, so dass z + M > 1.
Seiz+ M = § mit p,q € N, p > q. Wende den euklidischen Algorithmus auf p, ¢ an und wandle

die Gleichungen wie in Beispiel 2.8 in einen Kettenbruch um. Dann folgt x + M = [ky, ..., ky] und
daraus x = [ky — M, ko, ks, ..., kn]. 0

3.15 Folgerung: Fiir x € R gilt: x ist genau dann rational, wenn z eine endliche Kettenbruchdar-
stellung besitzt.

3.16 Bemerkung: Die endliche Kettenbruchdarstellung = = [k, ..., ky] ist eindeutig, wenn man
kxn # 1 voraussetzt.
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4 Nicht abbrechende Kettenbriiche

4.1 Satz: Sei (k,) eine Folge in N, Pa k1, ..., ky) und

n

o [Pt b
d2n—-1 G2n

Dann bildet (I,,) eine Intervallschachtelung.

Beweis: 3.7,5) = I,,1 C 1,

37, 4) = Vgi—pQ 1‘: — 0 fiir n — oo, da ¢, > n — 1 nach 3.7, 3).
Q2n  Gon—1 2n—192n O

4.2 Definition: Seien (k,) Folge in N, p,,, g, I, wie vorher und
r = lim 22 baw. ﬂ I, ={z}.

n—o0 Qn neN

Dann heiBt [ky, ko, .. .| Kettenbruchdarstellung von z. Schreibe z = [ky, ko, .. .].

4.3 Bemerkung: Dies liefert nur Kettenbruchdarstellungen fiir x > 1. Fiir x < 1 gehe vor wie im
Beweis von 3.14.

/

4.4 Folgerung: Voraussetzungen wie 4.2, k! = [k, kni1, .. .], ¢, = kl,gn—1 + ¢n—2. Dann

1 1
= k1 + — (vgl. 3.3).

1) [k ke . ]=k +—
) Bk, ] 1+[k2,k3,...] K,

_ k;zpn—l + Pn—2

2 = fur n > 3 (vgl. 3.9).
) k;LQn—l + dn—2 o ( & )
pn  (=1)"H | _ 1
3) r——= ,‘x—— < — (vgl. 3.10 und ¢/, 1 > qn).
) An QnQ;L—Q—I An 2 ( i )

dn
4) Es gelten die Bestapproximations-Ungleichungen aus 3.12.

4.5 Beispiel: Es gilt p,r1 = kpv1Pn + Pn—1, @1 = kns1Gn + Gn_1. Der Kettenbruch mit den
kleinsten Nennern (konvergiert also am , langsamsten™) ist
r=[,1,1,1,..]: p=1¢=1
p2=2, =1
Pn+1 = DPn + Pn—1, dn+1 = Q4n + Gn-1
= (¢,) = (1,1,2,3,5,...) ist die Folge der Fibonacci-Zahlen.
Insbesondere: Fiir beliebige Kettenbriiche gilt ¢, > f,, = n-te Fibonacci-Zahl.

w_ In 1++5
anQn+1:>p—:f+1—> 5

(Theorie der Fibonacci-Zahlen).

R
. 1 1
Hier einfacher: xr = [1, 1, 1, .. ] 44:,1) 1 + m =1 —+ E
= 22—2—-1=0A2>0
1++5
< T =

2
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4.6 Satz: Jede irrationale Zahl = > 1 besitzt eine eindeutige Kettenbruchdarstellung.

Beweis: Existenz: Euklidischer Algorithmus:

r = k1'1+T1, kleN,O§T1<1
1 = ]{72'7’1+T’2, kQGN,O§T2<T1
Tn—1 = kn—i—l “Tn+ Thats kl S N: 0 < Tn+1 < Th

Es gilt immer r; > 0. Andernfalls ware x rational.

Behauptung: x = [ky, ko, . . .]
1

ko + 22
Mit vollstandiger Induktion: z = [/ﬁ, koy... ky, + In ]

Tn—1
= [1{31,. . .,]{Zgn,ﬂ <x < [1{31,. . .,an], alsox € I,

o0

I, Intervallschachtelung

n=1

- [/ﬁ,kQ + :—ﬂ

1
Esgiltx =k ++ =k +
1

Eindeutigkeit: Beweise mit vollstandiger Induktion, dass (ki,71),. .., (k,, ) fir jedes n eindeutig
ist.

Induktionsanfang: Offensichtlich ist (k;,7;) eindeutig, siehe oben die Definition.

Nachdem 7, bekannt ist, ist auch (ky,72) eindeutig, siehe oben.

Induktionsschritt: (k,y1,7,.1) wird durch die Gleichung

Tno1 = kni1 - Tn + Tpy1, wobei by € Nund 0 <7,y <1y

bestimmt. Offensichtlich ist die Losung eindeutig, wenn r,_; und r, bekannt sind. 0

4.7 Satz: Hat = € R eine reinperiodische Kettenbruchdarstellung
r = [1{31,...,kn,kl,...7k}n,]{71,...] = []{71,...7k3n,],

dann ist z irrational und Nullstelle eines quadratischen Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten.
Man sagt: z ist quadratische Irrationalzahl. Insbesondere ist = algebraisch.

Beweis: =z ist irrational, da die Kettenbruchdarstellung nicht endlich ist.
Wegen der Periodizitat gilt &), = .
Kpg1Pn & Pn1 TPp + pna

44,2) = = —
k'n_an + qn—1 Tdn + Gn-1

= ¢u2® + 2(¢u_1 — Pn) — Pn_1 = 0. O

4.8 Definition: Fiir x,y € R sei

b
T~y S Ela,b,c,deZ::B:zsid A ad —bc € {1,—1}.
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4.9 Satz: ~ ist Aquivalenzrelation auf R.

Beweis: Es gelte x ~ y und y ~ 2.

a2z+bs
ay+b g+ h

- asz+b
a1y + dl C1ﬁ + d1

(aras 4+ bica)z + arby + doby
(crag + dic2)z + c1by + dids
azz + bs
c3z + d3

= 1 =

mit
(ﬁg’ g;) = (zj g;)(g; gi) mit  asds — bses = det(...) - det(...) = 1.

1) Reflexivitdt: a=1,0=0, c=0, d = 1.

-1 1 _
2) Symmetrie: ( z ccl > = ( _db ac ) hat ganzzahlige Eintrage.
3) Transitivitat klar.
O
4.10 Folgerung: 1 € Q & = ~ 0.
Beweis: «: Trivial
=: Seix = g gekiirzt.
26: 3k, €Z:kp+1lg=ggT(p,q) =1
P [-0+p
= —=_————undlg—(—k)g=1.
¢ TR0+ - 0

4.11 Hilfssatz: Stimmen die Kettenbruchdarstellungen von x und y bis auf endliche viele Werte
tiberein, so folgt = ~ y.

. : 1 k- ky+1
Beweis: Selx:[kl,...]:h%—k—é:ll.%ﬁ = r~k~E~
Genauso y = [l1,...] = y~1l~15...
InmeN:k, =l = o~k =1 ~uy. O

4.12 Satz (Lagrange): Die Kettenbruchdarstellung von z ist genau dann periodisch, d.h.

xr = |:]{j17...,kn,kn+17"‘7kn+mJ’

wenn x quadratische Irrationalzahl ist.
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Beweis: =: Sei y := |knt1,- .., knpm|. Nach 411 2 ~ g, d.h.

ar +b
cx+d

Y= mit ad — be € {1, —1}.

4.7: ey? + fy + g = 0 mit geeigneten e, f,g € Z, e # 0.

ax + b\ 2 ar +b
e(cx—l—d) +fc;1:—|—d
& elax+ b+ f(or+b)(er +d)+ gle+df = 0.

+g9g =0

Also ist & Nullstelle eines quadratischen Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten.
x irrational = Koeffizient vor 22 ist ungleich Null.

«: Es gelte ax® + bz +c =0 mit a,b,c € Z und = = [ky, ko, .. .]. Fiir beliebiges n € N

4.4,2) k,pp1+pn2

xT .
kq/zqn—l + gn—2

Einsetzen in az? + bz + ¢ = 0 ergibt

Ak + Bk +C, = 0

mit
A, = ap%_l + bpp—1Gn—1 + Cq,zl_l ez
B, = 2apn—1pn—2 + b(pn—lQn—Q + pn—QQn—l) + QCQH—IQn—Q €Z
Cn == An,1 € Z
und B2 —4A,C,, = (b* — 4ac)(pn_1¢n—2 — Pn_2qn_1)* = b* — 4ac (Nachrechnen).
(_1)n—1

Aus 4.4, 3): pp_1 = @17 + ————. Einsetzen ergibt
q

n

-1 n—1 1 -1 n—1
A, = a((qn,lx)2 + 2&:%%1 + qTQ) + b(qn,lx + %)qnl + cqi,1
-1 n—1 1 -1 n—1
= 2ax¥qn_1 +a—5 + #qn_l + ¢, (ax® + bz +c)

=0
Mit ¢, = k,¢n—1 + @n—2 > ¢,—1 > 1 folgt
|A,| < [2az|+ |a| + |b]

|Cal [An—1 < |2az| + [a] 4 |b]
|B,|> < |b* — 4dac|| + 4]|A,C,|

= (A,),(B,),(C,) sind beschrankte Folgen

A, B,,C, € Z = Es gibt nur endlich viele Gleichungen (x), jede hat maximal zwei Lésungen
= dn,LeN:k, =k,

= x hat eine periodische Kettenbruchdarstellung.
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5 Transzendente Zahlen

5.1 Definition: x € R heiBt approximierbar zur Ordnung n € N, falls es ein K > 0 gibt, so
dass die Ungleichung
K
‘x—g < = A(peeZxNA Lz (*)
q q" q

unendlich viele Losungen (p, q) besitzt.
5.2 Satz: Ist x irrational, so ist x zur Ordnung n = 2 approximierbar.

Beweis: Wihle [ € N, so dass =z + [ > 1.
46 = x+1= [kl,kg,...]
n 1 n — UG 1
4.4,3):>‘1:+l—p— g—g:»‘x—p Il < =
3.7, 3) = (qy) ist streng monoton wachsend = (p,, — [¢y, ¢,) sind unendlich viele Lésungen. 0

5.3 Satz: Jede rationale Zahl x ist zur Ordnung n = 1 approximierbar, aber zu keiner héheren
Ordnung.

Beweis: Sei z — % a€Z beN, a,b teilerfremd.

1) Aus 2.6: Die Gleichung
ag—bp = ggT(a,b) =1

besitzt unendlich viele Lésungen (p, q) € Z x N. Also besitzt

’ P a p‘ aq—bp‘ 1 K

r—=| = |-—=| = = — = —

q b ¢ bq bq q
~—
#0=x#£2

unendlich viele Losungen.

2) Seien nun n > 2 und K > 0 fest. Ist (p, q) Losung von () und L #* % =z, so folgt
q

K
q"

et = [
r— = =
q

—aq 1
> ‘ > —
- gb 17 qb
und somit Kb > ¢"~!. Diese Ungleichung wird nur von endlich vielen ¢ € N erfiillt. Aus

a

i) < o)

b

p p a
lp| = qH < q(‘———)Jr
q q b

folgt, dass es auch fiir p € Z nur endlich viele Moglichkeiten gibt.
Also besitzt () fiir fest gewahlte n > 2 und K > 0 nur endlich viele Lésungen.
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5.4 Definition: Sei x € R. Ist x zur Ordnung n approximierbar und nicht zur Ordnung n + 1, so
heiBt n die Approximationsordnung von x. Ist x zu jeder Ordnung n approximierbar, so ist die
Approximationsordnung von x unendlich.

5.5 Satz: Ist x € R\ Q, z = [ky, ka2, ...] mit k; € Z, k; € N, und ist (k;) beschrankt, so hat z die
Approximationsordnung n = 2. Dies gilt insbesondere fiir quadratische Irrationalzahlen.

Beweis: Nach 5.2 ist z zur Ordnung n = 2 approximierbar.

O.B.d.A. z > 1. Es gelte k; < M fiir j € N.
Zeige: Fiir jedes K > 0 besitzt die Ungleichung

nur endlich viele Lésungen.
Sei K > 0 fest, (p,q) € Z x N Loésung der Ungleichung und Pn _ k1, .o k).

n

Fall 1 < g < go: Dies sind nur endlich viele Werte fiir ¢.
Fall ¢ > go2: Wahle j € Nmit ¢; < ¢ < gjy1.

j 4, 1
Bestapproximation 3.12: ‘.CE _Pls ’g; - Iﬂ’ 44 3) —
q dj+1 4j+19j 42
Es gilt
Koo = [kjio Kjgs, | <kja+1 <M+ 1,
G+1 =kjnq; + -1 < Mgj+qj—1 < (M +1)g;
und
Qo = K@i +q¢ < (M+1)gp+q < ((M +1)% + 1)qj.
Nun folgt
K 1
K s ot Lo
q ql @i
1
(M+1)(M+1)2+1)¢?
1 1
5

(M+1)(M+1)2+1) ¢

Somit ist ¢ beschrankt, es gibt nur endlich viele Moglichkeiten fiir g.
Wie im Beweis von 5.3: Es gibt auch nur endlich viele Moglichkeiten fiir p. 0

5.6 Definition: Eine algebraische Zahl = € R heiBt algebraisch vom Grad kleinergleich m,
falls es ein Polynom P mit ganzzahligen Koeffizienten und Grad(P) = m gibt, so dass P(z) = 0.

5.7 Satz: Ist z € R\ Q algebraisch vom Grad kleinergleich m, so lasst x keine Approximation
hoherer Ordnung als m zu.
Kontraposition: Ist die Approximationsordnung von x unendlich, so ist = transzendent.
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Beweis: Sei P(y) = a,,y™ + ... a1y + ap mit a; € Z und P(x) = 0.

= P(y) = (y — 2)*Q(y), Q Polynom mit Q(y) # 0 fiir v —§ <y < x + 4.
= P(y) #0firy €]z —d,x[U]z,z+ [

Fir £ € |z — 6,2 + ¢[ gilt P(g) #0,daxz#L

= ‘P@)) _ o™+ anoap™ gt aipg™ ! Faog™] ongt 1
q qm qm
) P2 i
= ‘5—95) = ; k=1 ~/p 2 g™ - max <5\(y—x)’“‘1Q(y)}
(E — $) Q(a) ly—z|<
Wie im letzten Beweis erlaubt ]
> ’73 - x‘ >
qm+l - q - qu
mit [ € N nur endlich viele Moglichkeiten fiir p, q.
1
5.8 Beispiel: » = [10,10%,10% 10%,.. ] ist transzendent. (z = 10 + 1
106 P
* 1024 4

Beweis: x ist irrational, da die Kettenbruchdarstellung nicht endlich ist.
1
Zeige, dass ‘E — x‘ < — fiir jedes m € N unendlich viele Lésungen besitzt.
q qm

Kandidaten sind die Naherungsbriiche 2% = [k, ..., k] := [10,10%,...,10"].

n

k1 >kn 1

Mit Q;Hrl = k;erl%l + qn—1 > knJrl und dn Z 1 fOIgt

n 4, 1 1 =107t 1
p x‘ 44:3) < kn=10

dn @i 1Gn Enta kptt

AUSQ1:1<I{?1+1,QQ:]€2<I{?2+1 und

Gt1 = knt1Gn + o1 < (kg1 + 1Dan

folgt
1 1
= 1+—>--.<1+_).k...kn
< kn k)
< 2n . 101!+2!+...+n!
< 10n X 10(n—1)(n—1)!+n!
n<(n—1)! 102n!
= k2
Pn 1 1 .
= q—n—x < s < q(n+1)/2 < q—mfurallenZQm—l.
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6 Die eulersche Zahl e

(e 9]

1
6.1 Satz: Die Reihe Z 0 ist konvergent.
k=0

e 1
Beweis: Sei q,, := Z o
k=0
1
(ay) ist monoton wachsend: a,.1 = a, + D)

1)
2) (ay,) ist beschrankt: Fiir k > 2 gilt k!l =1-2---k > 27! gilt auch fiir k = 1.
—
k—1 Faktoren
- 1 i 1 geom. Reihe 1
= ay =1+ 5 S 1+) s < T =3
k=1 k=1

6.2 Satz: Die Folge (b,) mit b, = <1 + —)n ist konvergent.
n

(by,) ist monoton wachsend: Fiir n > 2 gilt

Beweis: 1)
S G N O Ve
o n \n—1 2n—1
b1 (%) "
_ (n? —1)" n >n—1' n__
n2n n—1 — n n—1
n _n—1 >0

2) (by) ist beschrankt:

R = (1) )

b, =
k=0
_n(n=1)---(n—k+1)
k!
B i 1n n—1 n—k+1
N kln n n
k=0
"1
< E = a, < 3.
k=0
=1 , 1\n
6.3 Satz: Z—: lim (1+—)
n—o0 n
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. letzter Beweis - 1 . > 1
Beweis: 1) b, < ZE = lim b, <) —.

k=0 k=0

2) Seim € N fest. Fiir n > m nach letztem Beweis:

“1n n—-1 n—k+1 50
o e _>

bn PR m
- kln n n m fest
k=0
= VYmeN: lim b, > a,,
n—oo
. I\~ .
= lim <1 + —) > lim a,,
n—o00 n m—o0
6.4 Definition: Die eulersche Zahl ¢ ist definiert durch
— Y4 = am (142)
k. nseo n/
k=0
6.5 Bemerkung: Weitere Zuginge zu e siehe Ubungen.
6.6 Satz: e ist transzendent.
Beweis: Annahme: e ist algebraisch: In € N dayg,...,a, € Z : ag + aje + ... ae" = 0.
Fir p > n, p > |ag|, p Primzahl setze
(n+1)p—1
P(z) == o Yo —1)P(x -2 (z —n) = Z bra®.
k=p—1

Beachte: Firj=0,...,p—1undl=1,...,ngilt PY(]) =0,
Fiir j =0,...,p — 2 gilt PY(0) =0,
PP=D(0) = (p— 1)!(— 1)"p(n')p ist durch (p — 1)! teilbar, aber nicht durch pl,

Fiir j >pund 1 =0,...,n ist PY(l) durch p! teilbar.

Setze I(z) := / "' P(t) dt.
0

partie:H>e Int. I(.T) _ |:_P<t)em_t:|j:0+/o e:p—tp/(t) dt

Setze

K := ) al(l) (wichtig: ab =0, obwohl I(0) = 0)
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1) Zeige: |[K| > (p— 1)!.

+1)p—1 n
K = Z D(0) =PYAD))
7=0 =0 ,
=0
(nt)p—1 n

Z Zalp(J)
j=0  1=0

+)p—1 n
= —agPP~V(0) Z (1)
—_——— = 0 W—/
durch (p — 1)! teilbar, nicht durch p! o durch p! teilbar

= K ist ganzzahlig, durch (p — 1)! teilbar, aber nicht durch p!.

2) Zeige: dey,00 >0 | K| < ¢ - ch.

. (n+1)p—1
Setze P := Z |bg |2
k=p—1
= |Pt)] < P(t) < P(jal) fir [t] < ||

= 1) < /Oe“zza(yt\)dt < Pla) - ze” fiir 2> 0.

Wegen |P - Q(z)| < P(|z|) - Q(|z]) gilt fiir 0 < k <n

Pk) < K ' k+1)P(k+2)P - (k+n)P < (2n)THr-1

= K| < ) laxl (k)
k=0

IN

i |ax|keF P (k)
ki()

< Z |ak|kek(2n)(n+1)p71

(Ziakie ) ()
H_/

=:ca

IN

=:ic]

Hierbei sind ¢;, ¢ unabhingig von p (n, ay sind fest).

1) und 2) = (p—1)! < ¢y 5. Wahle p geniigend groB % B

1
> 1

Hinweis zum Widerspruch: Wahle n € N mit n > c,. Beachte, dass n fest ist. Wegen r

1\p—n 1\p—n
gilt (n i ) — oo fiir p — 00, insbesondere (n + ) > ¢y -n" fiir p > pg. Damit folgt
n

n
pl = plp—1)---(n+1)-n! > (n+1)P"-nl > (n4+1)"
n 1 p—n prO n>c
= < il > nP" > epen”enPT = oo nP ~ ¢y - b fiir p > po.
n

d
Hinweis zum Beweis: Der Beweis beruht auf der Eigenschaft, dass d—ex = e” gilt.
x
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7 Die Kreiszahl 7

7.1 Voriiberlegung: Bogenlinge der Halbkreislinie .

Y
t
z(t) = , —1<t<1
Q (Vl_t2> - vy =+1—2a?
1
() = —21 , —l<t<1
21 —t2 | |

"MlF = 1 =

1
1
L = ()| dt = / dt (uneigentliches Integral
(7) /_1H @l g (uneig gral)

1
VI—1#2

1
7.2 Definition: 7 :—/ dt.
-1

1
7.3 Bemerkung: Es gilt 7 = 2/ V1 —t2dt (siehe Ubungen).
-1

7.4 Approximation (Archimedes): Der Einheitskreis wird durch zwei Sechsecke approximiert. An-
schlieBend wird in jedem Schritt die Eckenzahl verdoppelt.

Schritt 1, Sechsecke:

SN einbeschriebenes Sechseck:
S \/§
. L] S1 = 1, h]_ - —
2
V umschreibendes Sechseck:
/
k M ll 4 i % = 51 =

2
1 h V3

~

= 3s; =3 <7 <39, =2V3~ 3,464.
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Die gleichen Beziehungen im allgemeinen 3 - 2™-Eck:

S, Sn
2 5n\?
-1 = (3) 2)
.. . 1
Flacheninhalte: A ypp = §hnsn
2 3)
Apmvac = 5'1'571

/A

Der Iterationsschritt fiir das einbeschriebene 3 - 2"-Eck:

ZBCD = % (Thaleskreis)
ZBH, M = 7% (Hohe im Dreieck M BC)

D

Beachte: M H, 1 | DC = |DC|=2|MH, 1| = 2h,+1

1 1 1 1
Flache ADBC" Einerseits Apgc = 3" |\DB| - |H,C| = 3" 2 - 350 = 55n
1 1
Andererseits Appc = 3 |BC|-|CD| = 5 Sl 2hn41
= S, = 2Sn+lhn+l- (4)

7.5 Satz: Seien

e [, und a, der Umfang und der Flacheninhalt des einbeschriebenen 3 - 2™-Ecks,

e [, und A, der Umfang und der Flacheninhalt des umschreibenden 3 - 2"-Ecks,

Nach Konstruktion sind (a,), (l,) monoton wachsend und (A,), (L,) monoton fallend. Weiter
gelten:

1
1 = —l_
)an 2711,
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2

A, — _
3) 0< n a, < 3 qn—1'

“|%
—_

4) 0<L,—1,=2(A,—an1) <2(4,—a,) <

7.6 Folgerung: [, :=[l,, L,] = I, ist Intervallschachtelung
= (l,), (L) sind konvergent, lim [, = lim L, =27

—00 n—oo

1
L2 lim a, = lim A, = - lim L, = .
n—00 n—00 2 n—oo

Beweis von 7.5: Beachte: 3 - 2" = Anzahl der Kanten bzw. Dreiecke im n-ten Schritt.

P n-1 1
1) an@3.2”.8 @3«2"-2:—3-2”_187,,71:1%1-
4 2
3) 1 1
2) A, 232" -.1-5, =L,
) 2 2

3) 0< A, — a, nach Konstruktion.

1
A, —a, = 3-2"-§(Sn—sn-hn)
O 3.9m. 25 (1 -2
2
(2) —1 Sn
2 g.gnl.g . In
4
(3) 2
2 45
4
(3) 3 1 4
S/L
VENENOTE
< oa
9.4n
A17_2\/§ 2'\/g
34t

7.7 Bemerkungen: 1) 7 ist transzendent.
2) €7 ist transzendent.

3) Es ist nicht bekannt, ob 7® transzendent ist.



