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1 Mathematische Grundbegriffe

1.1 Definition: Sei G' # () eine Menge.

1) Eine Abbildung +: G x G — G : (z,y) — x + y heift Verkniipfung auf G.

2) st + eine Verkniipfung auf G, so heiBt (G, +) Gruppe, wenn die Verkniipfung die folgenden
Eigenschaften besitzt.

(AG) =+ (y+2) = (x4 y) + = fir alle x,y, 2 € G (Assoziativgesetz),
(NE) Es gibt ein neutrales Element 0 € G, d.h. 2 +0 =2 =0+ x fiir alle z € G,
(IE) Zu jedem z € G existiert ein inverses Element —z € G, d.h. es gilt 2 + (—z) = 0.

3) Eine Gruppe (G, +) heiBt abelsche Gruppe, wenn zusitzlich das Kommutativgesetz
(KG) z+y=y+xfirallez,y € G

gilt.

1.2 Beispiele: 1) (N, +) ist keine Gruppe, da es z.B. zu = = 1 kein inverses Element gibt.
2) (Z,+) ist abelsche Gruppe, (Z,-) und (Z \ {0}, -) sind keine Gruppen.
3) (Q,+) und (Q\ {0},") sind abelsche Gruppen.

1.3 Definition: Eine abelsche Gruppe (V,+) wird zu einem Vektorraum iiber R oder reellem
Vektorraum, wenn zusatzlich eine skalare Multiplikation - : R x V' — V' : (r,¥) — r - ¥ definiert
ist und die folgenden Eigenschaften besitzt (fiir alle r,s € R, 0,4 € V).

(V1) r- (s-¥) = (rs) -0 (Vertraglichkeit verschiedener Multiplikationen),

1.4 Beispiel: R? =R x R mit

Ge) () = () e (2) - (2)
To Y2 To + Yo T T X2

ist ein Vektorraum.

1.5 Bemerkung: Durch die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl wird der Vektor skaliert.
Im Unterschied zu Vektoren heiBen Zahlen auch Skalare.
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1.6 Definition: Seien A # () eine Menge, genannt Punktraum, und (V,+,:) ein Vektorraum.

Dann heift A affiner Raum (iiber R), wenn eine Abbildung @ AX A=V (PQ) — ]@
definiert ist und die folgenden Eigenschaften besitzt.

(A1) Zu jedem Punkt P € A und jedem Vektor ¥ € V' gibt es genau einen Punkt @ € A, so dass
PO = @ gilt.

(A2) Fiir alle Punkte P,Q, R € A gilt ]@ + Qﬁ — PR (Vertraglichkeit Vektoraddition mit 8)
1.7 Beispiel: Seien A = {(ul,u2) DU, Ug € R} und V' = RR? der Vektorraum aus dem letzten

Beispiel. Mit der Abbildung
(u1,ug), (U17U2§ = (Ul B} U1)

Vg — Uo
ist A ein affiner Raum. Zu (A2):

(1, s), (v1, v2) + (v1, 02), (w1, wy) = (Ul _ ul) + (wl _ Ul) = (w1 _ ul) = (ur, ua), (wy, ws).

Uy — U2 Wo — V2 Wo — Ug

2 Koordinaten in der euklidischen Ebene

Die Idee von René Descartes (latinisiert Renatus Cartesius): Lege ein rechtwinkliges Koordiatensys-
tem in die Ebene. Dadurch wird jeder Punkt der Ebene durch seine Koordinaten eindeutig bestimmt.
Mit den Koordinaten kann man rechnen. Dadurch wird die Ebene zu einem affinen Raum.

2.1 Definition: Seien O, E, E5 drei verschiedene Punkte in der Ebene, so dass ZFE1OFE; = 90°
und OF; = OF5. Dann definiert (O, E, Es) ein kartesisches Koordinatensystem.

P:x1>0 20>0
Q: 11 <0, 29>0

Ist P ein Punkt der Ebene, dann sei P; der Schnittpunkt der zu OFE5 parallelen Geraden durch P
mit der Geraden g; durch O und E;. Die x;-Koordinate von P ist definiert durch

( 0 falls P, = O
OP
) +=L falls ZE, 0P, = 0°
Try = OE1
P
_Oh falls /E,OP, = 180°
\ El

Entsprechend ist die x9-Koordinate von P definiert.
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2.2 Satz: Sei A = {(u1,u2) : u1,us € R}. Dann ist die Abbildung, die jeden Punkt der Ebene auf
sein Koordinatenpaar (1, x2) € A abbildet, bijektiv.

Beweis: Man gibt die Umkehrabbildung an. Sei (u1,uy) € A gegeben.

P
L3 S T P:x1 >0, 29>0
2N |
Ql B l Q: 11 <0, 29<0
[} ! O £y Py
; *********** * QQ
@
g2

Wahle P, auf der Geraden ¢; durch O und F, so dass

OP

/E,OP, =0° und L —w,  fallsu; >0
1
OP

/E,0P, = 180° und E1 =y fallsu, <0
1

P =0 falls u; =0

Wahle P, entsprechend auf der Geraden g5 durch O und Es.

Schnitt der Parallelen zu g, durch P; mit der Parallelen zu g; durch P, ergibt den Punkt P, dessen
Koordinaten (uy,us) sind. 0

2.3 Definition: Hat ein Punkt P die Koordinaten (x1, z3), so schreibt man P(z1, x2) (in der Schule
P(.Z'l ’ .Z'Q))

2.4 Beispiele: O(0,0), E1(1,0), E5(0,1).

2.5 Definition: Man nennt O den Ursprung, g; die x1-Achse, g, die x5-Achse und versieht die
Achsen mit einem Pfeil, der in Richtung wachsender x;- bzw. z9-Koordinaten zeigt.

X2
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3 Vektoren

3.1 Grundvoraussetzung: Im Folgenden setzen wir voraus, dass in der Ebene ein kartesisches
Koordinatensystem mit z- und y-Achse festgelegt ist. Alle Koordinatenangaben beziehen sich auf
ein solches Koordinatensystem.

3.2 Definition: 1) Ein Vektor ¥/ ist eine Verschiebungsvorschrift in der Ebene.

Vv
v, <0

—4 -3 -2 10 1 2 3 4 5=
U -1

¢ = Ortsvektor von ()
—9 1

_3 4 62

4+

2) Vektoren kann man durch ihre Verschiebungspfeile darstellen. Ist v, die Verschiebung in z-
Richtung, v, die Verschiebung in y-Richtung, so schreibt man

7 = <“> .
Uy

0) (Nullvektor).

Fiir die Nullverschiebung schreibt man 0 := (0

3) Die Menge aller Vektoren bezeichnet man mit R? = { (zx) S Uz Yy € R}-

)

4) Derjenige Pfeil des Vektors ¢ = ZI € R?, der im Ursprung O startet, heiBt Standard-Pfeil
y
von U. Er zeigt auf den zu ¢’ gehérenden Punkt V (v,,v,).

5) Ist ein Punkt Q(xq,yq) gegeben, so heift ¢ := (zQ) Ortsvektor von (). Umgekehrt ist ()
Q
der zu ¢ gehorende Punkt.
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3.3 Definition: 1) Addition zweier Vektoren ¥, u € R? Y, B
durch Aneinandersetzen: 61 v
571 T
g+ = () 4 (%) = (ot vy
-\ uy, ) T vy tuy ) d1u a
3 +
Hinweis zur Differenz: (0 — @) + @ = v.
2 +
2) Multiplikation einer Zahl A\ € R mit einem Vektor & € R? LU v

durch Skalierung des Vektors:

101 2 3 4 57
AT = A-(“x) = <X"x) —1t
vy Avy

(skalare Multiplikation).

Y.
37 3.4
2¢
1«
-5 —4 -3 —2 = 1 2 3 4 5 6 7 8 97T
3 PYe -1+
)0
21

3.4 Bemerkung: Mit diesen Rechenoperationen bildet R? einen Vektorraum.

3.5 Definition: Sei 7 € R2. Die Norm oder Linge von ¢ definiert man durch
]| = \/v2+ 02
3.6 Folgerung: Fir A e R, 7 € R? gilt ||\ - 9] = || - [|7]].

3.7 Satz: Die Norm des Vektors ¢ ist gleich der Lange jedes seiner Pfeile. Insbesondere: Wird der
Punkt P durch die Verschiebung ¢ auf den Punkt P’ verschoben, so gilt ||¢]| = PP".

Beweis: P
Pythagoras: I = v2 + v}

/| = = /ui+ vy =7




Elementargeometrie fiirs Lehramt, Universitat Stuttgart, WiSe 2024 /25, Seite 6

4 Winkel und Skalarprodukt

4.1 Definition: 1) Seien 7,7 € R?\ {0}. Der Winkel (7, @) zwischen % und 1 ist definiert als
das Minimum der eingeschlossenen Winkel ihrer Standard-Pfeile.

Y, Es gilt also 0° < Z(v, @) < 180°.

Dies ist ein nicht orientierter Winkel,
es gilt Z(v,u) = Z(u, V).

AuBerdem /(—v, %) = 180° — Z(¥, u)

S

2) @ und @ heiBen orthogonal, falls (7, @) = 90° oder 7 = 0 oder @ = 0. Schreibe 7 L .

3) @i € R\ {0} heiBen parallel, falls Z(7, ) = 0° oder (7, ) = 180° gilt. Schreibe 7 || .

—

4.2 Satz: v, i € R?\ {6} sind genau dann parallel, wenn es ein 0 # A € R gibt, so dass & = A\ - ¥
gilt.

SR

Ohne Beweis.

4.3 Definition: Das Skalarprodukt von 0,7 € R? ist
L Uy Uy )
veu = v, ° " = Ug Uy + Uy Uy

4.4 Bemerkungen: 1) Unterscheide das Skalarprodukt von der skalaren Multiplikation.

2) Das Skalarprodukt zweier Vektoren ergibt einen Skalar.

4.5 Eigenschaften: 1) ved =1e7,
2) ve(Uu+w)=veu+vew.

3) (A-B)e (i) = (A-p) - (T o)

4.6 Hilfssatz: Sind 7,7 # 0 parallel, so gibt es folgende zwei Fille.
Im Fall Z(¥, %) = 0° gilt 7eu = ||v|| - ||w]|| und insbesondere v’ e 7 = ||7]|>.

Im Fall £(7,@) = 180° gilt 7o @ = —||v| - ||w]|
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Beweis: Es gilt @ = A -9 mit A\ > 0 (erster Fall) bzw. A < 0 (zweiter Fall). Daraus folgt

Uy Avg\
(vy) ° ()\vy) = Uy AUz + Uy - Ay,

= Avi+v))
= Al - |7
= 7l 7l -l
A
= mlel - lall
Ry
4.7 Satz (Skalarprodukt-Winkel-Formel): Seien @, @ € R2\ {0}. Dann gilt

veu = ||| - ||l - cos (£(¥, ).

Beweis: Fall Z(v, %) = 0°: Dann gilt cos (£(0,%)) =1 und Ge @ = ||7]| - ||&]| (Hilfssatz).
Fall 0° < Z(7, @) < 180°:

S
I
2y
|
<y

<y

Q

Cosinussatz: ¢* = a® + b* — 2ab cos()

Rechenregeln fiir das Skalarprodukt liefern

!

¢ = |i—vl* = (@—v)e(i—0) = |ul]* — 200+ 7]

<

In die Gleichung des Cosinussatzes eingesetzt:

|l =20 e i+ |6 = [la@ll* + |9]1* — 2||l| - ||| cos(y)
N —20ed = =2||d] - [|v] cos(v)

< ved = |l -|v]cos(v)

Fall Z(¥, @) = 180°: Dann gilt cos (£(7,@)) = —1 und Te @ = —||7]| - ||@|| (Hilfssatz).

4.8 Folgerung: v, € R? sind genau dann orthogonal, wenn e = 0 gilt, denn fiir 0° < ¢ < 180°
gilt cos(p) =0 < ¢ =90°.

Uy

Insbesondere: Ist 4 =
Uy

- —u S S
>, so ist 71 = ( " y) orthogonal zu i, denn @ e 77 = 0.
€T



Elementargeometrie fiirs Lehramt, Universitat Stuttgart, WiSe 2024 /25, Seite 8

4.9 Satz: Firr 0,4 € R? gilt ||0+ | < ||¥]| + |||l (Dreiecksungleichung).

Beweis: |0+ d||*> = (U+u)e (U+ 1)
= veU+ 200U+ USU
= 191 + 2031 -l cos (£, ) +
< 911+ 20|91 - (4l + (1]
= (I8l + 1)’

Da [|U/ + ]| und ||¥ + ||| nicht negativ sind, ergibt beiderseitiges Wurzelziehen die Behauptung.

5 Geraden

5.1 Vorbemerkung: Mit Punkten darf/kann man nicht rechnen, mit Vektoren dagegen schon.

5.2 Vereinbarung: Sei A(a,,a,) ein Punkt. Dann bezeichnen wir den Ortsvektor (ax> von A mit

a
Yy
a. Entsprechend mit b den Ortsvektor von B usw.

5.3 Definition: Seien A, B zwei Punkte. Der Vektor, der den Punkt A auf den Punkt B verschiebt,
wird mit AB bezeichnet.

Y, B
5.4 Satz: Es gelten: 3+ B
— 21 A4
1) OA=dund -
114 b
2) AB = — @ und
_% O t t t t 'TI'
3) TA- 1B NEEEEE

5.5 Satz: Seien A, B zwei verschiedene Punkte. Wir wissen: Es gibt genau eine Gerade ¢, die A
und B enthalt.

9

g ist die Menge aller Punkte, die durch Verschiebung von A mit einem beliebigen Vielfachen von
AB erhalten werden koénnen. Es gilt

g = {X:OX =d+t-AB mit t € R}.

Man schreibt kurz
g:% = a+t-AB firteR. (PD)
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5.6 Definition: Seien A, B, g wie vorher. Dann heiBt @ Stiitzvektor und 1@ Richtungsvektor
der Geraden, (PD) heiBt Parameterdarstellung von g. Der Punkt A heiBt auch Stiitzpunkt der
Geraden.

Achtung: Weder Stiitzvektor noch Richtungsvektor sind eindeutig. Wichtig ist, dass der Richtungs-
vektor nicht der Nullvektor ist.

5.7 Satz: Sei eine Gerade ¢ durch einen Stiitzvektor @ und einen Richtungsvektor @ = 0 gegeben,
d.h.
g: T = a+t-u firteR.

Ist 7 % 0 mit @ L @, dann gehdrt ein Vektor Z genau dann zu einem Geradenpunkt, wenn

ne(¥—ada) = 0 (N)
bzw.

ner = rned (N")

gilt. Der Vektor 71 heiBt Normalenvektor, die Gleichungen (N) und (N') heiBen Normalenform
der Geraden.

5.8 Bemerkung: Seien ¥ = (Zj) n= (nx) und d := 7i @ @. Dann wird (N') zu

Ty
Ng T +nyy = d.
Man kann die Menge der Geradenpunkte ohne Verwendung von Vektoren angeben durch
g = {(x,y) O TS d}.

In der Ebene ist jede Gerade gleich der Menge aller Losungen eines linearen Gleichungssystems mit
einer Gleichung.

5.9 Hilfssatz: Seien #,7 € R?\ {0} und

veu
= 1,
Pl

W=V — Up.

Dann ist W orthogonal zu @ und %, parallel zu .
D.h. es gilt ¥ = i, + 4, und ,, W sind orthogonal. Man
nennt 1, die orthogonale Projektion von ¥ auf 4.

K XA
[ a]|>

= 0 ist orthogonal zu . 0

Beweis: W e i = ('17
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5.10 Satz: Ist eine Gerade g durch ihre Normalenform (N) gegeben und P ein beliebiger Punkt,
dann ist der Abstand von P zu g gegeben durch

Beweis:

Es folgt

L
d(P,g) = m’n‘(p—aﬂ-

O
Nach dem Hilfssatz ist ﬁ die Projektion von p— @ auf 7. Also gilt

d(Pg) = LB = [P0 ),

17212

und Kiirzen von ||77]| ergibt die Behauptung.

5.11 Definition: Ist eine Gerade g durch ihre Normalenform (N) gegeben und

—_

7_7:0 = Tﬁ
7]
|

der Normaleneinheitsvektor (d.h. 7y L g und ||7ig]] = 1), so heiBt

ﬁo.(f—&') =0

die Hessesche Normalenform der Geraden.

(HNF)

5.12 Folgerung: Ist eine Gerade g durch ihre Hessesche Normalenform (HNF) gegeben und ein
Punkt P, dann gilt d(P,g) = |y e (F— a)|.

5.13 Definition: Seien zwei verschiedene Geraden g, h ge-
geben, die sich schneiden. Der Schnittwinkel von ¢ und
h ist definiert als das Minimum der Winkel, die durch
die entsprechenden Halbgeraden definiert werden. Schreibe

Z(g,h).
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5.14 Satz: 1) Esgilt 0° < Z(g,h) < 90°.
2) Sind zwei sich schneidende Geraden mit Richtungsvektoren ¢’ bzw. @ gegeben, dann berechnet
man den Schnittwinkel durch

1

cos (£(g,h)) = a1l

- v e .

Hinweis: Falls 7o < 0, dann gilt 90° < Z(¥, @) < 180°. In diesem Fall gilt Z(g, h) = 180°—Z(7, u).
Dies entspricht der Multiplikation des Cosinus des Winkels mit —1. Deshalb wird der Betrag des
Skalarproduktes verwendet.

6 Beweise und Berechnungen mit Vektoren

6.1 Satz: Sind in einem Viereck zwei gegeniiberliegende Seiten parallel und gleich lang, dann ist
das Viereck ein Parallelogramm.

Beweis: AB = CD und AB | CD = AB = DC D C
AB + BC = AD + DC
—~ BC=AD+ DC — AB = AD

= AD | BC
AB|CD
=

ABCD ist ein Parallelogramm. >

6.2 Satz von Varignon: In jedem ebenen Viereck sind die Seitenmittelpunkte die Ecken eines Par-
allelogramms.

Beweis: E—FB?—F@JrD—Zl:G.

. D
MM, = Y(AE + BC) und
s —
M;M, = L(CD + DA) M,
Mit der ersten Gleichung folgt
C
\ \ = M4
M1M2 + M3M4 — O
= M1M2 = —M3M4 = M4M3 M2
Letzter Satz = M, MyM3M, ist ein Parallelogramm. A M, B



Elementargeometrie fiirs Lehramt, Universitat Stuttgart, WiSe 2024 /25, Seite 12

Alternativer Beweis mit Ortsvektoren: Aus den Ortsvektoren der Ecken berechnen sich die Ortsvek-
toren der Seitenmittelpunkte folgendermalBen:

1 o
77_”21 = —(6+b)
2
1
T
ms3 = §(C+ )
1 = —
my = 5(&“‘ )
—_— . . 1- . . = 1. .
= MMy = my—m = §(b+c—(a+b)) = §(c—a)
—_— ., ., 1,. - . = 1., . —_—
MiMs; = mg—my = §(c+d—(a+ )) = §(c—a) = MM,

Letzter Satz = es liegt ein Parallelogramm vor.

6.3 Satz: Ein Parallelogramm ist genau dann ein Rechteck, wenn seine Diagonalen gleich lang sind.

Beweis: ABCD ist ein Parallelogramm

T - D wd T - T D c
AC = AB + BC
B - B¢+ B - B I
Mit ||7]|*> = ¢ e ¥ (siehe 4.6) folgt

IAC|2 = (AB + BC) e (AB + BO)
— | AB|? +24B « BC + || BC|? A B

IDBI* = ||AB|? —24B ¢ BC + | BC|?

= Es gilt genau dann ||AC|| = | DB||?, wenn

AB e BC = 0. (%)

Wegen

ABeAD = -BCeCD =CDeDA=AB o BC

ist (%) dazu dquivalent, dass in allen Ecken rechte Winkel vorliegen. 0

6.4 Bemerkung: Ein Beweis des Satzes von Pythagoras mit Vektorrechnung ist nicht sinnvoll,
denn dann liegt ein Zirkelschluss vor. Fiir den Beweis der Skalarprodukt-Winkel-Formel wird der
Cosinussatz bendtigt bzw. fiir den Spezialfall des rechten Winkels der Satz des Pythagoras als
Spezialfall des Cosinussatzes.

6.5 Satz: Sei ein Viereck gegeben mit den Seitenlangen a, b, ¢, d. Dann sind die Diagonalen genau
dann orthogonal, wenn a? + c? = b? + d?, wobei a, ¢ bzw. b, d die Lingen jeweils gegeniiberliegender
Seiten bezeichnen.
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Beweis: Stelle die Seitenvektoren nur mit Hilfe der Vektoren 1@, B, ﬁ dar.

D

BC = —AB+AC
CD = —AC+AB+ BD
AD = AB+BD

Mit ||7]|> = ¢ e ¥ folgt

|BC?
ICD|?

|AD|?

A

|AB|? — 24B o AC + || AC|? 5

(—AC + AB + BD) e (—AC + AB + BD)
|AC|? — 2AC o AL — 2AC o BD + | AB|? + 245 « BD + || BD)|?

|AB||? + 2AB » BD + | BD||?

= @ PrE & = |AB|2— |BCI2 + |CD|? — |AD|]2 = —2AC ¢ BD.

= a®— b+ — d? = 0 gilt genau dann, wenn Ac orthogonal zu BD ist.

6.6 Bemerkung: Die Skalarprodukt-Winkel-Formel gilt auch im dreidimensionalen Raum. Daher
funktioniert dieser Beweis auch, wenn das Viereck nicht eben ist. Dann schneiden sich die Diagonalen
nicht. Die Bedingung a®+¢? = b?+d? ist dann aquivalent dazu, dass die Richtungen der Diagonalen
senkrecht zueinander sind (bzw. die Richtungsvektoren der entsprechenden windschiefen Geraden).

6.7 Folgerung: In jedem regelmaBigen Tetraeder (d.h. alle Seiten sind gleich lang) sind die Rich-

tungen gegeniiberliegender Kanten orthogonal.

7 Koordinaten im euklidischen Raum

7.1 Grundlagen: Zusatzlich zu den Grundlagen und Sitzen aus der elementaren Geometrie gehen

wir von folgenden Voraussetzungen aus.

e Der Raum ist eine Menge, deren Elemente Punkte heilen.

e Eine Ebene e ist eine spezielle Menge von Punkten. Nach unserer Vorstellung ist klar, wie
eine Ebene aussieht. Statt P € e sagt man, dass P in e liegt oder dass e durch P verlauft.

e Sind drei verschiedene Punkte gegeben, die nicht auf einer Geraden liegen, so gibt es genau

eine Ebene, die die drei Punkte enthilt. Die Ebene geht durch die drei Punkte.

e Sind zwei verschiedene Punkte A, B einer Ebene e gegeben, so ist die Gerade durch A und B

Teilmenge von e, sie liegt in e.

e In jeder Ebene im Raum gelten die Definitionen und Satze der ebenen Geometrie mit einer
Ausnahme. Es gibt keinen orientierten Winkel, denn es gibt keine ausgezeichnete , obere” Seite
der Ebene.
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7.2 Folgerung: Zwei verschiedene Halbgeraden k,[, die in einem gemeisamen Punkt S starten,
liegen in einer Ebene. Denn zwei weitere Punkte A € k und B € [ legen mit (O) eine Ebene fest,
in der k£ und [ liegen.

7.3 Definition: Seien zwei verschiedene Halbgeraden £, [, die in einem gemeisamen Punkt S star-
ten, gegeben und e die Ebene mit k,l C e. Dann ist der (nicht orientierte) Winkel Z(k, 1) definiert
als das Minimum der beiden Winkel, die durch die Halbgeraden in e eingeschlossen sind.

Es gilt Z(I,k) = Z(k,l). Ist A €l und B € k, so definiert man LASB := ZBSA := Z(k,l).

7.4 Definition: Im Raum ist ein kartesisches Koordinatensystem gegeben durch 4 Punkte
O, E1, Es», E3, Ey, wobei folgende Bedingungen erfiillt sein miissen:

® éElOEQ = 90° und ZEQOE;), = 90° und 4E10E3 = 90° und

e Die Halbgeraden mit gemeinsamem Anfangspunkt O, die durch F; bzw. F, bzw. Fs3 gehen,
bilden ein Rechtssystem, d.h. wenn man von Es5 auf die Ebene schaut, die durch O, E1, F»
geht, dann gilt fiir den orientierten Winkel ZFE;OFEs = 90°. (Hier definiert man durch Ej eine
,obere" Seite der Ebene.)

A

Rechtssystem: Linkssystem:

Es E,

90° m

A
Y

7.5 Bemerkung: Ein anderer Nachweis eines Rechtssystems ist die rechte Hand Regel. Die Hand-
flache enthalt gedanklich O, der Daumen zeigt in Richtung £, der Zeigefinger in Richtung E5 und
der Mittelfinger in Richtung Fjs.

7.6 Grundvoraussetzung: Im Folgenden setzen wir voraus, dass im Raum ein kartesisches Koor-
dinatensystem mit x-, y- und z-Achse festgelegt ist. Alle Koordinatenangaben beziehen sich auf ein
solches Koordinatensystem.
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8 Vektoren im Raum

8.1 Definition: 1) Ein Vektor ¥/ ist eine Verschiebungsvorschrift im Raum.

2) Vektoren kann man durch ihre Verschiebungspfeile darstellen:

Vg 0
U = |vy, |, entsprechend 0:= |0
v, 0
Vg
3) Die Menge aller Vektoren bezeichnet man mit R3 = { Uy | g, Yy, Us € R}.
Vy
Vg
4) Derjenige Pfeil des Vektors o = | v, | € R3, derim Ursprung O startet, heiBt Standard-Pfeil
v,

von ¥. Er zeigt auf den zu ¢ gehérenden Punkt V (v,,v,,v,).

Tp
5) Ist ein Punkt P(xp,yp, zp) gegeben, so heiBt p':= | yp | Ortsvektor von P.

zp

8.2 Definition: 1) Addition zweier Vektoren o, @ € R? durch Aneinandersetzen:
Uv—u

Uy Uy Uy + Uy v v+u
T+U = [vy | +|uy | = [vy+u, ).
v, u. v, +u. O i

u

2) Multiplikation einer Zahl A € R mit einem Vektor v € R3 durch Skalierung des Vektors:

Uy AUy
AU = X[y | = | Ay (skalare Multiplikation).
U, AU,

8.3 Bemerkung: Mit diesen Rechenoperationen bildet R? einen Vektorraum.

8.4 Definition: Sei v € R3. Die Norm oder Lange von ¥ definiert man durch
]| = \/vE+ 02402

8.5 Eigenschaften: Fir A € R, 7 € R gilt |\- o] = || - [|7]].

8.6 Satz: Die Norm des Vektors ¢ ist gleich der Lange jedes seiner Pfeile. Insbesondere: Wird der
Punkt P durch die Verschiebung v auf den Punkt P’ verschoben, so gilt ||7]| = PP’.
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Vg Uy
Beweis: Betrachte den Standard-Pfeil von v = [ v, |. Sei ¥} := | v,
v, 0
ZA V . . . . .
In der Ebene, die durch die O, E, E» bestimmt ist, gilt
nach Pythagoras OV} = /v2 4 v2.
E —
° v v, In der Ebene, die durch O,V;,V aufgespannt wird, gilt
nach Pythagoras
Y
By UV OV = JOWi" + 02 = 02 + 02 + 02 = ||].
Vy
O s E, = .

8.7 Definition: 1) Seien #,@ € R3\ {0}. Der Winkel zwischen # und @ ist definiert als
Z(v,4) = Z(k,l), wobei k die Halbgerade ist, die in O startet und den zu ¥ gehtrenden
Punkt V' enthalt, [ entsprechend fiir .

2) @ und @ heiBen orthogonal, falls Z(7, @) = 90° oder & = 0 oder @ = 0. Schreibe 7 L .

3) @, @ € R*\ {0} heiBen parallel, falls Z(7, %) = 0° oder Z(¥, @) = 180° gilt. Schreibe 7 || 4.
8.8 Eigenschaften: 0° < /(v, %) < 180°, (¥, %) = Z(u, V) und £(—7, 1) = 180° — L(¥, ).

8.9 Satz: 7,4 € R*\ {0} sind genau dann parallel, wenn es ein 0 # X\ € R gibt, so dass @ = \ -
gilt.

8.10 Definition: Das Skalarprodukt von 7,7 € R? ist

(% Uy
vetd = vy, | ®|uy | = vyu,+vyuy, + v, u,.
UZ UZ

8.11 Eigenschaften: ve i =we v, Vo (i+ W) =veu+vew, (A\-U)e(u-u)= (A p)- (7o),

Ted = ||7]?
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8.12 Satz (Skalarprodukt-Winkel-Formel): Seien 7,7 € R?®\ {0}. Dann gilt

ve i = o] - ||| - cos (£(¥,1)).

Zum Beweis: O und die zu den Vektoren v, @ gehorenden Punkte V', W definieren eine Ebene. In
dieser Ebene folgt die Behauptung wie im R? aus dem Cosinussatz.

8.13 Definition: Fiir i@, 7 € R? ist das Vektorprodukt @ x v € R? definiert durch

Uy Uy Uy Uy — Vy U
UXU = [uy | X vy | = | v — VU,
Uy v, Uy Vy — Uy Uy,

8.14 Satz: Fiir 7,7 € R®\ {0} gelten:
1) o x 4 ist orthogonal zu ¢’ und zu .
2) ¥, 1,7 x U bilden ein Rechtssystem falls ' x @ # 0.

3) ol = [|o]| - [|al] - sin (£(3, 7).

O Geraden und Ebenen

9.1 Definition: Sei n € N und 3, ...,7, € R3. Dann heit die Menge {¥},...,7,} linear un-
abhangig, wenn

MUt Xt =0
nur dann gilt, wenn A\; = Xy = ... = A\, = 0. Andernfalls heiBt die Menge {v1,...,7,} linear
abhangig.
Man sagt kurz: Die Vektoren 1, ..., ¥, sind linear unabhangig/abhangig.

9.2 Satz: 1) Ist einer der Vektoren der Nullvektor, z.B. @ = 0, dann ist {#,...,7,} linear
abhangig.

2) Falln=1:1Ist v; # 0, soist {¢/} linear unabhangig.
3) Fall n = 2: {t}, ¥} ist genau dann linear abhidngig, wenn #; = \ - U5 mit geeignetem A € R

oder Ui, = A - 7. Sind U7, U # 0, dann sind sie genau dann linear abhangig, wenn sie parallel
sind.

4) Fall n = 3: Ist {¥, Uy, U3} linear unabhangig, dann kann jeder Vektor 4 € R? als eindeutige
Linearkombination der drei Vektoren dargestellt werden, d.h. es gibt eindeutig bestimmte
A1, Ao, A3 € R, so dass

U = N U1+ Ay Uy + A3 - Us.
Man sagt: {¥, U, U3} ist eine Basis des R3.

5) n > 4: Jede Menge mit mehr als drei Vektoren aus dem R? ist immer linear abhingig.

9.3 Satz: 1) Sind ¥, 7 € R®\ {0} und gilt 7 L @, dann ist {#, @} linear unabhingig.

2) st {74} C R? linear unabhingig, und ist 7 € R*\ {0} orthogonal zu @, 4, dann ist {¥, @, 7}
linear unabhangig.
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9.4 Satz: Ist g die Gerade durch zwei verschiedene Punkte A, B im Raum, so gilt
—
g:{X:(ﬁ):OA—i-tu@mittER} ~--.
(Parameterdarstellung einer Geraden) bzw. kurz

g:r=ad+t-v firteR

mit dem Stiitzvektor @ = O—1>4 € R3 und dem Richtungs-
vektor & — AB € R3 \ {0}.

9.5 Satz: Seien A, B, C' drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Dann ist die Ebene e durch
A, B, C gegeben durch die Parameterdarstellung

e = {X:O—Xk:O_j‘l—l—t-E%—s-@mitt,SER}.

Man schreibt kurz
e:f:d’+t-1@+s-1@ firt,s € R.

9.6 Definition: Seien A, B, C, e wie vorher. Dann heiBt @ Stiitzvektor der Ebene und /@,/@
heiBen Richtungsvektoren von e. Der Punkt A heiBt auch Stiitzpunkt oder Aufpunkt von e.

9.7 Satz: Seien A, B, C drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. Dann sind E,@ linear
unabhangig.

Beweis: Da die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen, sind sie verschieden, und es gilt
AB,AC #10.

Falls ﬁ,ﬁ linear abhangig waren, gibe es ein A € R mit 1@ =\ 1@ Dann lagen alle drei
Punkte auf der Geraden
g: 7= O—1>4+t-1@ fir t € R,

denn Z(t =0) = 0—121 Z(t=1)= OB und Zt=N\) = oc. Widerspruch! 0

9.8 Satz: Seien {#, @} C R® linear unabhingig und @ € R®\ {0} orthogonal zu ¥ und zu 4. Ist
ein weiterer Vektor, der orthogonal zu ¢ und zu « ist, dann gibt es ein A € R, so dass @ = \ - 7.
D.h. alle Vektoren, die orthogonal zu ¢ und zu « sind, sind zueinander parallel oder der Nullvektor.
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9.9 Satz: Sei eine Ebene e durch einen Stiitzvektor @ und zwei linear unabhangige Richtungsvekto-
ren U, U gegeben. Ist 7 € R®\ {0} mit @ L ¥ und @ L @ gegeben, dann gehort der Vektor 7 genau
dann zu einem Punkt der Ebene, wenn

e (F—d) = 0 (N)
bzw.
Hes = fed (N")

gilt. Der Vektor 71 heiBt Normalenvektor, die Gleichungen (N) und (N') heiBen Normalenform
der Ebene.

9.10 Bemerkung: Seien

x Ny
T=|y], n=[|ny| undd:=7iea
z n,

Dann wird (N') zu
Ng T +nyy+n,z=d.

Man kann die Menge der Punkte der Ebene e ohne Verwendung von Vektoren angeben durch
e = {(z,y,2) gz +nyy+n.z=d}.

Im Raum ist jede Ebene gleich der Menge aller Losungen eines passenden linearen Gleichungssystems
mit einer Gleichung.

9.11 Satz und Definition: Seien zwei Geraden g, h gegeben. Falls sie in einer Ebene liegen, ist
alles so wie friiher: Sie konnen parallel sein, sich schneiden oder identisch sein. Falls es keine Ebene
gibt, in der beide Geraden liegen, dann heiBen sie windschief.

9.12 Satz: 1) Zwei Geraden sind genau dann windschief, wenn sie sich nicht schneiden und ihre
Richtungsvektoren nicht parallel sind.

2) Zwei Geraden mit Stiitzvektoren @, b und Richtungsvektoren ¥/, @ sind genau dann windschief,
wenn {d@ — b, U, i} linear unabhangig ist.
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9.13 Satz: Sind ey, e5 zwei Ebenen, dann gibt es fiir die Schnittmenge die folgenden drei Fille.

e ¢, Ney = : Die Ebenen sind parallel.

e ¢, Ney = g wobei g eine Gerade bezeichnet. Die Ebenen schneiden sich in der Geraden g.

e ¢; Nes = e, d.h. die Geraden sind identisch.

Insbesondere kann e; M ey nicht nur genau einen Punkt enthalten.

9.14 Satz: Ist g eine Gerade und e eine Ebene, so gibt es fiir die Schnittmenge die folgenden drei
Falle.

1) eng=0: g ist parallel zu e.
2) eng = {P}: e und g schneiden sich im Punkt P.

3) eng = g: Die Gerade g liegt in e.

10 Abstiande und Winkel bei Geraden und Ebenen

10.1 Definition: Seien P ein Punkt, g, h Geraden und e, f Ebenen. Dann definiert man die folgen-
den Abstande.

1) d(P,g):=min{XP: X € g},

2) d(Pe):=min{XP: X € e},

3) d(g,h):=min{XQ: X €gund Q€ h},
4) die, f):=min{XQ: X €eund Q€ f},
5) d(g,e) :==min{XQ:X € gundQ € e}.

10.2 Satz: 1) Seien g:Z = a+t- 7 eine Gerade und P ein Punkt mit Ortsvektor . Ist to € R

die Losung der Gleichung
(@+t-U—p)ed =0,

dann ist [ = @+ t, - @ der Ortsvektor des LotfuBpunktes L von P auf g, und es gilt d(P, g) =
PL=p=1].
2) Sind g, h parallele Geraden und ist P € g ein beliebiger Punkt von g, so gilt d(g, h) = d(P, h).
3) Seien
g:¥=d+t-v firteR, h:Z=b+s-u firseR
zwei windschiefe Geraden. Ist (¢, s¢) die Losung des linearen Gleichungssystems
(@+t-T—(b+s-T)eT = 0
(@+t-T—(b+s-u0)ed = 0
dann sind l: =da-+ty- v und ZE = b+ sp - U die Ortsvektoren der Eunl«;ce Ly, Ly von g bzw.
h, die den kiirzesten Abstand besitzen. Es gilt d(g, h) = L1Ls = ||l; — l5]|.
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10.3 Satz: 1) Seiene : ¥ =d+t-v+ s-ufir t,s € R eine Ebene und P ein Punkt mit
Ortsvektor p. Ist (tg, s0) € R die Losung des Gleichungssystems

(@+t-v+s-u—p)et = 0
(@+t-v+s-u—p)ed = 0

dann ist fz_c?—i— to - U+ so - u der Ortsvektor des LotfuBpunktes L von P auf e, und es gilt
d(P,e) = PL = [|p'—1|.

2) Sind e, f parallele Ebenen, und ist P € e ein beliebiger Punkt von e, so gilt d(e, f) = d(P, f).

3) Sind e eine Ebene, g eine zu e parallele Gerade und P € g ein beliebiger Punkt von g, so gilt
d(g,e) = d(P,e).

10.4 Satz: Ist eine Ebene e durch ihre Normalenform (N) gegeben und P ein beliebiger Punkt,
dann ist der Abstand von P zu g gegeben durch

. - .
d(P,g) = m’n'(p—aﬂ-

10.5 Definition: Ist eine Ebene e durch ihre Normalenform 77 e (¥ — @) = 0 gegeben und

der Normaleneinheitsvektor (d.h. 77y || 7 und ||7ig|| = 1), so heiBt
fpe(T—a) = 0 (HNF)

die Hessesche Normalenform der Ebene.

10.6 Folgerung: Ist ein Punkt P gegeben und eine Ebene e durch ihre Hessesche Normalenform
(HNF), dann gilt
d(Pe) = |ipe (57— a)l.

10.7 Definition: Seien zwei verschiedene Geraden g, h gegeben, die sich schneiden. Der Schnitt-
winkel von g und h ist definiert als das Minimum der Winkel, die durch die entsprechenden Halb-
geraden definiert werden. Schreibe Z(g, h).

%

9
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10.8 Satz (vgl 5.14): 1) Esgilt 0° < Z(g,h) < 90°.

2) Sind zwei sich schneidende Geraden mit Richtungsvektoren ¢’ bzw. @ gegeben, dann berechnet
man den Schnittwinkel durch

10.9 Definition: Seien ¢, f zwei sich schneidende Ebenen und P € en f. Dann ist der Schnittwin-
kel von e und f definiert als der Schnittwinkel der beiden Geraden durch P, die als Richtungsvektor
einen Normalenvektor von e bzw. f besitzen. Schreibe Z(e, f).

10.10 Folgerung: Seien e, f zwei sich schneidende Ebenen mit Normalenvektor ii, bzw. 7i;. Dann
kann der Schnittwinkel von e und f durch

!
73]l - 72y

COS (é(e, f))

|ﬁe.ﬁf|

berechnet werden.




